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V12. STANDPUNKT DER FERNWIRKUNG.
DIE ELEMENTARGESETZE.

Von
R. REIFF . = A. SOMMERFELD
IN STUTTGART IN AACHEN.
Inhaltsiibersicht.
1. Coulomb. 6. Wilhelm Weber.
2, Orsted, Biot und Savart. 7. Gaup und Riemann.
8. Ampere. 8. Carl Newmann.
4, Grapmann. 9. Clausius.
b. Franz Newmann.
Literatur.
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4. Aufl. 1889.

F. Newmann, Vorlesungen iiber elektrische Stréme, herausgeg. von K. Vonder-
mihll, Leipzig 1884.

B. Riemann, Schwere, Elektrizitit und Magnetismus, herausgeg. von K. Hatten~
dorf, Hannover, erste Aufl. 1876.

G. Kirchhoff, Vorlesungen tiber Elektrizitit und Magnetismus, herausgeg. von
M. Planck, Leipzig 1891.

H. Poincaré, Electricité et optique, Paris, deutsch von Jiger und Gumlich,
Berlin 1891.

P. Duhem, Legons sur 1'électricité et le magnétisme, Paris 1891.

Monographien.

A Ampére, Mémoire sur la théorie mathématique des phénomenes électro-
dynamiques uniquement déduite de l'expérience. Paris 1826.
W. Weber, Elektrodynamische MaBbestimmungen. Leipz. Abh. 1840—1878.
1*
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Wirkungen.
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3. Abh.: Insbesondere iiber Diamagnetismus.

4. Abh.: R. Kohlrausch und W. Weber, Zuriickfiilhrung der Stromintensitiits-
messungen auf mechanisches MaB.

5. Abh.: Insbesondere iiber elektrische Schwingungen.

6. Abh.: Insbesondere iiber das Prinzip der Erhaltung der Energie.

7. Abh.: Insbesondere tiber die Energie der Wechselwirkung.

R. Clausius, Die mechanische Behandlung der Elektrizitit, Bd. 2 der Mecha-
nischen Wiirmetheorie, 2. Ausg. Braunschweig 1879.

C. Newmann, Die Prinzipien der Elektrodynamik. Gratulationsschrift der Tiibinger
Universitit zum Jubilium der Bonner Universitiit. Tibingen 1868, abgedruckt
in Math. Ann. 17 (1880), p. 400.

— Die elektrischen Kriifte. Leipzig, Teil I 1878, Teil II 1878.

— Allgemeine Untersuchungen iiber das Newtonsche Prinzip der Fernwirkungen,
Leipzig 1896.

E. Wiechert, Grundlagen der Elektrodynamik. Festschrift zur Feier der Ent-
hiillung des GauB-Weber-Denkmals. Leipzig 1899.

Sammelwerke.

Collection de Mémoires relatives & la physique, publ. par la société frangaise de
physique, T. 2, 3. Paris 1885, 1887.

W. Weber, Ges. Werke Bd. 38 und 4. 1893.

H. v. Helmholtz, Ges. Abhandlungen. Leipzig 1882—1895.

In Ostwald's ,Klassiker der exakten Wissenschaften erschienen:

Nr. 10. F. Neuwmann, Die mathematischen Gesetze der induzierten elektrischen
Strome (1845). Herausgeg. von C. Neumann.

Nr. 18. Coulomb, 4 Abhandlungen tiber die Elektrizitit und den Magnetismus
(1785—1788). Herausgeg. von W. Konig.

Nv. 36. F. Neumann, Uber ein allgemeines Prinzip der mathematischen Theorie
induzierter elektrischer Strome (1847). Herausgeg. von C. Newmann.

Nr. 63. Hans Christian Orsted und Thomas Johann Seebeck, Zur Entdeckung
des Elektromagnetismus (1820—1821). Herausgeg. von A. J. v. Ottingen.

Nr. 81—87 und Nr. 126, 128. Michael Faraday, Experimental-Untersuchungen
tiber lektrizitiit (1882—1838). Herausgeg. von A. J. v. Ottingen.

1. Coulomb. Die Grundlagen fiir die theoretische Behandlung
der elektrischen und magnetischen Erscheinungen hat Ch. 4. Coulomb im
Jahre 1785 gegeben. Nachdem er im vorangehenden Jahre gezeigt
hatte, daB man die Torsion eines Drahtes benutzen kann, um sehr
kleine Kréfte zu messen, wendete er diese Methode nun an, um die
Kraft der Anziehung und AbstoBung elektrischer Mengen zu be-
stimmen. Zu dem Ende konstruierte er seine Torsionswage, neben
welcher er auch ein elektrisches Horizontalpendel benutzte. Seine
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Untersuchungen legte er der Pariser Akademie in sieben Abhand-
lungen vor?).

In der ersten Abhandlung leitete er mit Hiilfe der Torsionswage
und des elektrischen Horizontalpendels das Gesetz vom umgekehrten
Quadrat der Entfernung fiir die Wirkung der elektrischen und magne-
tischen Krifte ab. Von da aus wurde er zu einer eingehenden Unter-
suchung {iiber den Elektrizititsverlust geladener Korper gefiihrt, die
er in der dritten Abhandlung niederlegte.

Fiir die theoretische Behandlung der Probleme sind ferner die
vierte und die siebente Abhandlung bedeutsam.

In der vierten Abhandlung werden die zwei wichtigsten Sitze
iiber die Gleichgewichtsverteilung der Elektrizitit auf einem Leiter
festgestellt: ,Die Verteilung der Elektrizitit ist unabhingig vom Ma-
terial der Leiter“ und ,Die Elektrizitit findet sich nur auf der Ober-
fliche der Leiter“. Die Methode zum Nachweis des letzteren Satzes
bestand im wesentlichen in der Anwendung von Probescheiben, die
in das Innere des mit Offnungen versehenen Korpers eingefithrt wurden.
Das experimentelle Ergebnis wuBte Coulomb auch durch eine theore-
tische Uberlegung zu stiitzen, die hier angefiihrt werden moge. An
die Oberfliche des elektrisch geladenen Korpers wird in irgend einem
Punkt die Tangentialebene gelegt und durch eine zu ihr benach-
barte Parallelebene ein unendlich kleines Stiick des (konvex gedachten)
Leiters abgeschnitten. Zu diesem Stiick wird darauf in Bezug auf die
Parallelebene das symmetrische konstruiert. Wire nun die Elektrizitit
gleichnamig und stetig durch das Innere des Korpers verteilt, so
wiirden die in den beiden symmetrischen Stiicken enthaltenen elektri-
schen Mengen, deren Dichtigkeit innerhalb dieser Gebiete als konstant
betrachtet werden darf, auf die Elektrizitit in der Symmetrieebene ent-
gegengesetzt gleiche Wirkungen ausiiben. Die Wirkung der im ganzen
tibrigen Korper vorhandenen Elektrizitit wiirde aber eine abstoBende
Kraft liefern. Daher kann sich die Elektrizitdt auf der genannten
Parallelebene nicht im Gleichgewicht befinden. Elektrizitit kann also
nur auf der Oberfliche des Leiters vorhanden sein, wenn man freie
Beweglichkeit der Elektrizitit im Leiter voraussetzt.

In der siebenten Abhandlung endlich findet sich diejenige An-
schauung iiber das Wesen des Magnetismus, die spiter von Poisson
seinen KEntwickelungen zu Grunde gelegt wurde, wonach die magne-
tischen Fliissigkeiten nicht frei im Korper verschiebbar, sondern an
die Molekeln desselben gebunden sind.

1) Histoire et Mémoires de 1'Académie Royale. Paris, 1785—1787. Vgl,
auch Litteraturiibersicht, Ostwald’s Klassiker,
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Zu den elektrischen Arbeiten Coulomd’s ist noch zu erwihnen,
dass H. Cavendish®) nach einer erst nach seinem Tode verffent-
lichten Arbeit vom Jahre 1772 die Coulomb’schen Resultate schon teil-
weise vor diesem gefunden hat.

Eine der bedeutsamsten Folgerungen, die spiter aus den Coulomb-
schen Untersuchungen gezogen sind, besteht darin, dass sie die Hand-
habe bieten zur absoluten zahlenmdifigen Messung der Eleltrizititsmenge
und der Menge des Magnetismus. Nach Coulomb kann die mechanische
Kraft ¥, die zwei elektrische Mengen e, ¢’ bezw. zwei Magnetpole m,
m’ im Abstande 7 aufeinander ausiiben, gleichgesetzt werden

(1) %=ke7:"; %=h2’2“)

wo k und % Proportionalititsfaktoren bedeuten und positiv sind, wenn
AbstoBung als positiv gerechnet wird. Dabei moge vorausgesetzt
werden, daB sich zwischen den beiden elektrischen oder magnetischen
Mengen Luft befinde. Nimmt man nun die Faktoren % und % gleich 1
und mift man § z B. im absoluten MaB (CGS-System), so ist
damit die Dimension und die Einheit der Elektrizititsmenge sowie
der Menge des Magnetismus festgelegt. Insbesondere wird in den heute
gebriuchlichen absoluten Einheiten die Elektrizititsmenge (Magnetismus-
menge) 1 diejenige, welche in der Entfernung 1 auf eine gleich
groBe Menge die Kraft 1 Dyne ausiibt. Die so definierte Elektrizi-
tatseinheit heisst die elektrostatische Einheit. Dagegen ist die durch
internationale Festsetzung definierte und nach Coulomb benannte Elek-
trizititseinheit nicht auf das elektrostatische, sondern auf das elek-
tromagnetische MaBsystem begriindet (vgl. Nr. 6); sie ist gleich 1/10
der elektromagnetischen Elektrizitdtseinheit und (vgl. Nr. 6) gleich
3-10° elektrostatischen Einheiten. Die soeben definierte Einheit des
Magnetismus ist die im elektromagnetischen System benutzte magne-
tische Einheit; sie wurde von C. F. Gauf3®), dem Begriinder des ab-
soluten MaBsystems, eingefiihrt und verwertet.

Zugleich mit der Einheit des elektrischen und magnetischen
Quantums ist auch die elektrische und magnetische Feldstirke (oder
Kraft) als diejenige mechanische Kraft ;festgelegt, welche an einem
Orte auf die dorthin gebrachte Einheit der Elektrizitit oder des
Magnetismus wirken wiirde, wenn das Feld durch Hinzufiigung dieser

2) Electrical Researches, geschrieben zwischen 1771 und 1781, herausgeg.
von Cl. Maxwell 1879. .

3) Intensitas vis magneticae ad mensuram absolutam revocata, Gottingen
1832, Ges. Werke 5, p. 81—118,
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Einheit nicht merklich geéndert wiirde. Die elektrische Feldstirke
ergibt sich auf diese Weise im elektrostatischen, die magnetische
Feldstirke im magnetischen MaBsystem.

Eine wesentliche Ergéinzung hat das Coulomb’sche Gesetz spiter
durch M. Faraday erfahren, welcher zeigte, dass das Zwischenmedium
bei der Ubertragung der Kraft eine Rolle spielt. Die Proportionali-
titsfaktoren b und % sind némlich von der Beschaffenheit des Mediums
abhingig und erweisen sich umgekehrt proportional der sogen. Di-
elektrizititskonstanten (¢) bezw. der sogen. magnetischen Permeabilitéit
(w) des Mediums*). Setzt man also fiir den leeren Raum (oder fiir
Luft) h="F% =1, so ist fiir irgend ein anderes Medium zu setzen
k==1/e, h=1/u. Entsprechend kann man auch fiir den leeren
Raum % und % als die reziproken Werte der Dielektrizititskonstanten
bezw. der Permeabilitit des reinen Athers bezeichnen, welche GroBen
also im absoluten elektrostatischen bezw. elektromagnetischen System
(willkiirlich) gleich 1 angenommen werden.

In den folgenden Artikeln wird iibrigens eine MaBbestimmung
benutzt werden, in der % und % nicht gleich 1 sondern gleich 1/4x
gewihlt werden, was vom Standpunkte der Feldwirkungstheorien aus
naturgeméfer ist. Auch wird dort (Art. 13, Nr. 7e) ein allgemeineres
Mafsystem erwihnt werden, bei welchem von einer willkiirlichen Fest-
setzung dieser Faktoren iiberhaupt abgesehen wird.

2. Orsted, Biot und Savart. Die ersten Versuche iiber die Ein-
wirkung des elektrischen Stromes auf die Magnetnadel hat Orsted®)
angestellt. Ob er zu seinen Versuchen durch Zufall oder durch Uber-
legung gekommen ist, geht aus der Abhandlung nicht hervor.

Der grundlegende Versuch wurde von Orsted folgendermaBen
beschrieben: Der Strom wird zunichst von Stid nach Nord tiber die
Magnetnadel in der Richtung des magnetischen Meridians fortgefiihrt,
wobei das Nordende der Nadel gegen Westen abgelenkt wird. Wird
der Strom in derselben Horizontalebene gegen Westen oder Osten
parallel mit sich verschoben, so ergibt sich in beiden Fillen gleich-
sinnige Ablenkung der Nadel. Orsted zieht hieraus den SchluB, da8
die Wirkung des Stromes auf die Nadel nicht von anziehenden oder
abstoBenden Kriften herriihren konne, weil alsdann derjenige Pol der

4) M. Faraday, Experimental researches, 11. Reihe § 1164, 14. Reihe § 1669
und 1670, ebenfalls teilweise von Cavendish antizipiert.

5) Chr. Orsted, Experimenta circa efficaciam conflictus electrici in acum
magneticam, Hafniae 1820. Abgedruckt Schweigger’s Journal 29 (1820), p. 273
und Annalen d. Phys. u. Chemie (Gilbert) 66 (1820), p. 295.
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Nadel, der sich dem Strom néihert, wenn er auf der &stlichen Seite
liegt, sich ihm auch n#hern miite, wenn er auf der westlichen
Seite flieBt. Wird der Strom unter der Nadel vorbeigefiihrt, so ist
die Ablenkung entgegengesetzt derjenigen, die sich ergab, als er
sich oberhalb der Nadel befand. Aus diesen Tatsachen scheint nun
fir Orsted hervorzugehen, daB der ,elektrische Strom einen Wirbel
um den Leiter bilde“; denn es sei die Eigentiimlichkeit des Wirbels,
an den Enden eines Durchmessers im entgegengesetzten Sinne zu
wirken.

Man kann bemerken, daB die Vorstellung des Wirbels recht gut
mit demjenigen Bilde stimmt, welches man sich heute iiber den Ver-
lauf der magnetischen Kraftlinien um einen geraden Leiter bildet.

Orsted begniigte sich mit der gqualitativen Darlegung der Ver-
hiltnisse. Die quantitative Untersuchung fiihrten noch in demselben
Jahre J. B. Biot und F. Savart durch®). Sie stellten sich die Auf-
gabe, die Wirkung eines OStromelementes auf den Magnetpol ihrer
GroBe nach zu bestimmen.

Zunichst wurde die Wirkung eines vertikalen Stromes auf eine
in der Horizontalebene schwingende Nadel in ihrer Abhiingigkeit von
der Entfernung untersucht, indem die Schwingungen, welche die Nadel
unter dem EinfluB des Stromes ausfithrte, ihrer Schwingungsdauer nach
verglichen wurden. Dabei zeigte sich, dass die Kraft, welche der als
unendlich lang zu betrachtende Strom auf den einzelnen Magnetpol
ausiibt, umgekehrt proportional der kiirzesten Entfernung des Pols
vom Strome ist. Die Richtung der Kraft steht auf der durch den
Stromleiter und den Pol bestimmten Ebene senkrecht.

Da die relative Lage eines Stromelementes gegen einen Pol aber
nicht nur von der Entfernung, sondern auch von dem Winkel zwischen
Entfernung und Stromelement abhiéngt, so untersuchten Biof und
Savart weiter die Wirkung eines gegen die Vertikale geneigten
Stromes, indem sie den Stromleiter in einer Vertikalebene schief gegen
die Nadel fiihrten, derart, daB der Leiter von oben gegen die durch
die Nadel gelegte Horizontalebene unter einem Winkel ¢ verlief und
unterhalb dieser Ebene mit einem Knick unter demselben Winkel «
in der gleichen Vertikalebene fortgefithrt wurde. Hierbei ergab sich,

6) Mitteilungen iiber die Versuche wurden im Oktober und Dezember 1820
an die Pariser Akademie gemacht, die indessen nicht versffentlicht wurden. Die
erste gedruckte Mitteilung findet sich im Journal des Savants 1821, p. 221. Aus-
fiithrlich sind die Versuche dargestellt in der 3. Aufl. von Biot’s: Précis élémen-
taire de physique, 2, p. 704, Paris 1818 und 1821, deutsch von Fechner, 4
p. 168, Leipzig 1828, Vgl. auch Coll. de Mémoires, 2, p. 80.

1
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daB die Wirkung proportional der Tangente des halben Winkels «
war, wenn « an der der Nadel abgewandten Seite des Knickes ge-
mesgen wurde.

Von diesen Tatsachen aus muBte nun auf die Wirkung der
Stromelemente geschlossen werden. Wenn die Wirkung des geraden
Stromes umgekehrt proportional der ersten Potenz des kiirzesten Ab-
standes ist, so muBte die Wirkung des Stromelementes umgekehrt
proportional dem Quadrat des Abstandes r von Pol und Stromelement
angesetzt werden. Wenn ferner die Wirkung des oben geschilderten
geknickten Drahtes proportional mit tg «/2 und umgekehrt propor-
tional mit dem Abstand ¢ des Knickungspunktes vom Pol ist, so
muBte das Differential eines Integrals gesucht werden, welches lings

des geknickten Drahtes gefithrt, den Wert %tg% ergab. Eine mog-
liche Form dieses Differentials ist

. n (05, v
(2) ds sin (Tgs ¢),
wo ds die Linge des Stromelementes und (ds, #) den Winkel zwischen
ds und r bedeutet. Denn es wird fiir den genannten Integrationsweg

sin(ds,r) , 2 o
f s =ty

Die Formel (2) spricht das Biot-Savart'sche Gesetz aus, wonach die
Wirkung eines Stromelementes auf einen Magnetpol wmgekehrt propor-
tional dem Quadrat der Entfernung und direkt proportional dem Sinus
des Winkels zwischen dem vom Pol aus gezogenen Radiusvektor und der
Richtung des Stromelementes ist. Der Richtung nach steht die Kraft
sowohl auf dem Stromelement wie auf dem Radiusvektor senkrecht.

Zur Bestimmung der absoluten Grosse dieser Wirkung, also zur
Bestimmung des von der Stromstirke abhingigen Proportionalitiits-
faktors, fehlte in jener Zeit noch ein geeignetes MaB der Stromstéirke,
welches in theoretisch befriedigender Weise erst durch die Unter-
suchungen von Ampére geliefert wurde.

Ebenfalls von Ampére rithrt eine allgemeingiiltige Regel zur Be-
stimmung des Sinnes der Kraft her; (Ampére’sche Regel): Wenn man
sich im Stromelement schwimmend denkt, so daB der positive Strom
zum Kopfe austritt und das Gesicht der Magnetnadel zugewandt ist,
so weist die auf den Nordpol der Nadel wirkende Kraft nach links.

Einfacher gestaltet sich die Ausdrucksweise, wenn man eine all-
gemeine Verabredung dariiber trifft, wie einem gegebenen Drehsinn
ein bestimmter Fortschreitungssinn zugeordnet werden soll. Man kniipft
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hierbei passend an das Bild einer Rechisschraube an und setzt fest:

einem gegebenen Drehsinn entspreche als zugehoriger Fortschreitungs-

sinn derjenige, in dem die Rechtsschraube bei der vorge-

T gebenen Drehung vorriickt. (Vgl. die nebenstehende Figur,

die als Grundlage fiir eine konsequente Bestimmung der

Vorzeichen in der gesamten mathematischen Physik dienen
kann.)

Handelt es sich um zwei Drehungen mit irgendwie zugeordneten
Fortschreitungsrichtungen, so werden wir sagen, dass die Zuordnung
gleichnamig ist, wenn in beiden Kombinationen die Fortschreitungs-
richtungen dem Sinne der Drehungen entsprechen oder in beiden nicht
entsprechen; dafl dagegen die Zuordnung wungleichnamig ist, wenn in
der einen Kombination die Fortschreitungsrichtung der Drehrichtung
entspricht, in der anderen nicht entspricht.

Im Falle des Biot-Savart'schen Gesetzes wird nun durch die
Richtung des positiven Stromes im Linienelement ein bestimmter Um-
kreisungssinn des Magnetpols innerhalb der durch Element und Pol
gelegten Ebene festgelegt; der Inhalt der Ampére’schen Regel lisst
sich alsdann einfach dahin aussprechen, dass der Sinn der auf den
Nordpol wirkenden Kraft dem Sinn dieser Umkreisung ,entspricht”.

3. Ampére. Kurz nach Orsted hat A. Ampére die Krifte unter-
sucht”), welche vom Strom durchflossene Leiter aufeinander ausiiben.
Er ging dabei mit wunderbarer Folgerichtigkeit sogleich auf die
scharfe mathematische Formulierung des Gesetzes aus; seine Methode
zeigh eine seltene Vereinigung von experimentellem und mathemati-
schem Denken. Dass Ampére ein Elementargesetz suchte, d. h. daB
er die Wirkung endlicher Strome aufeinander aus der Summation der
Wirkungen ihrer einzelnen Elemente abzuleiten wiinschte, ist bei dem
grossen EinfluB, den das Newfon'sche Anziehungsgesetz auf die Ent-
wicklung der gesamten mathematischen Physik ausgeiibt hat, nicht
zu verwundern, um so weniger, als Coulomb fiir die Wirkung ruhender
elektrischer Mengen ein dem Newfon'schen analoges Gesetz ge-
funden hatte.

Dem Newtow'schen Gesetz entnahm Ampére die Hypothese, daB
die Kraft zwischen zwei Stromelementen einer Pofenz der Entfernung

7) Die Versuche Ampére’s waren ziemlich gleichzeitig mit denen von Biot
und Savart im Jahre 1820 Gegenstand von Mitteilungen an die Pariser Akademie.
Die erste Veroffentlichung erfolgte in den Ann. chim. phys. 15, p. 59—76, p. 170
—218. Die in der Literaturibersicht aufgefiihrte groBe zusammenfassende Arbeit:
Mémoire de la théorie mathém. etc. erschien in den Par. Mém. 6, p. 175—388.
Vgl. auch Collection de mém. 2, p. 7—54.
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umgekehrt proportional sei, sowie daB die Wirkung in die Richtung
der Verbindungslinie der Elemente falle.

Da die Ableitung®) der Ampére’schen Formel aus den experimen-
tellen Tatsachen in fast alle Lehrbticher iibergegangen ist, so mdgen
hier nur die (allerdings wohl etwas unsicheren) experimentellen Grund-
lagen angefithrt werden, aus denen jene folgt. Dieselben sind:

1. Die Wirkung eines Stromes bleibt der absoluten GroBe nach
dieselbe, wird aber entgegengesetzt gerichtet, wenn der Strom umge-
kehrt wird.

2. FlieBt ein Strom von 4 nach B in gerader Linie oder in
einer beliebigen von der Geraden nur wenig abweichenden Zickzack-
linie, so ist die Wirkung beidemal dieselbe.

3. Die Wirkung eines beliebigen geschlossenen Stromes auf ein
Stromelement steht auf diesem stets senkrecht.

4. Die Wirkung zweier Stromelemente aufeinander bleibt unver-
indert, wenn die Elemente bei gleichbleibendem Strom und #hnlicher
relativer Lage in demselben Verhiltnis vergroBert werden wie ihre
Entfernung.

Zunichst ist es notig, ein bestimmtes MaB fiir die Stromstéirke
einzufithren. Wir folgen dabei den Ausfiilhrungen Ampére’s in etwas
freier Weise.

Es seien ¢ und ¢’ die Verhdltnisse der Intensititen der frag-
lichen beiden Strome zu demjenigen Strom, dessen Stirke als Einheit
angenommen wird und es seien ds und ds’ die Lingen der beiden
Stromelemente; die letzteren mogen parallel zu einander und auf ihrer
Verbindungslinie senkrecht stehen. Nach der Erfahrungstatsache
1. kann alsdann die Wirkung der beiden Stromelemente aufeinander,
wenn sie sich in der Entfernung 1 befinden, gleich gesetzt werden

kii'dsds.

Das Vorzeichen mdge so gewihlt werden, daB das Zeichen - eine
AbstoBung, das Zeichen — eine Anziehung bedeutet. Der Propor-
tionalitédtsfaktor % hingt dabei von der Wahl der Einheiten ab, also
von dem zur Messung der Intensitiiten benutzten Einheitsstrom und
von der zur Messung der Wirkung benutzten Krafteinheit. Setzt man
mit Ampeére den Faktor k gleich — 1, so ist dadurch eine Beziehung
zwischen der Einheit des Stromes und der Einheit der Kraft fest-

8) Diese Ableitung ist diskutiert und stellenweise verschiirft von J. Liouville,
Ann, de chimie (2) 41 (1829), p. 415.
9) Vgl. Mémoire sur la théorie ete., p. 199 u. 200.
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gelegt; die Einheit des Stromes bleibt nicht mehr willkiirlich, sobald
iiber die Einheit der Kraft verfiigt ist.

Der Zeit Ampéres lag es am nichsten, alle Krifte auf die
Schwere zu beziehen, also diejenige Kraft als Einheit zu wihlen, die
die Schwere auf die Volumeinheit eines geeigneten Korpers ausiibt.
Wihlt man als diesen Kérper Wasser und als Liéngeneinheit 1 cm,
so ist die Krafteinheit als 1 gr (Gewicht) zu bezeichnen. Die hieraus
mit & = — 1 resultierende Stromeinheit mdge , Ampére’s elektro-
dynamische Einheit“ heissen.

Wihlt man dagegen die Krafteinheit nach dem absoluten MaB-
system gleich 1 Dyne, so entsteht eine andere Stromeinheit, die
schlechtweg als ,elektrodynamische Einheit“ bezeichnet wird. Da 1 gr
(Gewicht) = 981 CGS-Einheiten (Dynen) ist, so wird die Ampére-
sche Stromeinheit gleich dem }/981-fachen der gewdhnlichen elektro-
dynamischen Einheit.

Die durch internationale Festsetzung definierte und nach Ampere
benannte Stromeinheit ist nicht auf das elektrodynamische, sondern
auf das elektromagnetische Mafl begriindet (vgl. Nr. 6); sie ist gleich
1/10 der elektromagnetischen Stromeinheit, wihrend sich die gewohn-
liche elektrodynamische Stromeinheit gleich }/1/2 der elektromagneti-
schen Stromeinheit erweist (vgl. Nr.6). Somit ergibt sich die von
Ampére definierte Stromeinheit gleich

ggl - 10 Amp. = 2214 Amp."9)

Im folgenden wird zunichst das auf die Dyne als Krafteinheit
bezogene elektrodynamische StrommaB zu Grunde gelegt werden.

Aus den vorangestellten Erfahrungsthatsachen 1. und 2. folgt nun
zunéchst eine erste allgemeine Form des Ampére’schen Gesetzes.

Es sei » die Entfernung der Stromelemente ds, ds’, & und &’ ihre
bez. Winkel gegen 7, @ der Winkel der beiden Ebenen (ds,r) gegen
(ds’, r). Den Stromelementen ds und ds, sowie dem Fahrstrahl »
wird dabei ein bestimmter Sinn beigelegt. Die Ebenen (ds, ) und
(ds’, r) sind als Halbebenen zu denken, welche nach derselben Seite
von r wie ds oder ds’ weisen. Die Winkel &, & und o sind hier-
nach eindeutig bestimmt als Winkel derjenigen kleinsten Drehungen,
welche den Sinn von ds oder ds’ in den von  oder die Halbebene
(ds, r) in die Halbebene (ds’, r) iiberfilhren. Die Intensitiiten ¢ (i")
werden positiv gerechnet, wenn die Richtung des positiven Stromes

10) Vgl. eine Bemerkung von Joubert zu der Ausgabe der Ampére’schen Ab-
handlungen, Collection de mémoires 3, p. 24.
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mit dem Sinne von ds (ds’) iibereinstimmt, negativ im entgegen-
gesetzten Falle. Die Kraft §§ zwischen beiden Elementen wird dann:

(3) - d:ds' (sin & sin & cos @ -+ % cos & cos &),
r

wo % und # zunichst noch unbekannte Zahlen sind. Fiihrt man den
Winkel ¢ = (ds, ds’) zwischen den Richtungen der beiden Strom-
elemente ein, so kann man auch schreiben:

(4) &= L des [cos & ++ (x — 1) cos & cos &'].

Weitere Formen desselben Ausdrucks ergeben sich mit Hiilfe der
Differentialformeln fiir den Zusammenhang von #, ds und ds’ mit den
vorbenutzten trigonometrischen Funktionen, nimlich

i1 dsds

dr dr

%=~ ( dsds +x ds ds)
1t'dsds’ d x dr
®) « =——~,,+,_1;;;(r =)

ii'dsds’ 1-n—x d*(r't*)
T i dsds

Mit Hiilfe der letzten Formeln leitet Ampére nun aus der Erfahrungs-
tatsache 3. ab, daB
1—n—2%=0

und endlich aus der vierten, daB

1
n=2, also x =— 3

ist. Die definitive Form des Ampéreschen Gesetzes lautet daher
nach (4):

it' dsds 3
(6) . §=——3 (coss~—2—cos&cosﬁ)

Da die Ampére’'schen Schliisse zwingend sind, so ist das vor-
stehende Gesetz das einzige, welches mit den vorausgeschickten Kr-
fahrungstatsachen und der Annahme vereinbar ist, daf die Kraft
allein von der relativen Lage der Elemente abhéingt und, dem Newton-
schen Gesetze der Wechselwirkung entsprechend, in der Verbindungs-
linie wirkt.

Ampere gibt sodann fiir die Wirkung eines geschlossenen Stromes
auf ein Stromelement eine Reihe bemerkenswerter Entwicklungen und
Umformungen. Das Stromelement ds’ befinde sich im Koordinaten-
ursprung und bilde mit den rechtwinkligen Koordinatenachsen die
Winkel 4, u, v. Das Koordinatensystem sei im Sinne der vorigen
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Nr. so gewihlt, daB die positive 2-Achse demjenigen Drehsinne ,ent-
spricht, durch den die positive z- in die positive y-Achse auf
kiirzestem Wege tibergefiihrt wird. z, y, # sind die Koordinaten eines
Punktes des geschlossenen Stromes, dz, dy, dz die Koordinaten-
inderungen beim Fortschreiten lings des Stromes in der durch will-
kiirliche Festsetzung als positiv vereinbarten Richtung. Fiir die 2-
Komponente der Gesamtwirkung auf ds’ erhilt man

i, xdy —ydx zdx —xdz
§ = ds {GOSy,f————;r—————-cosv ——7——},

wo sich die Integrale iiber den geschlossenen Strom erstrecken. Ent-
sprechende Formeln gelten fiir die anderen Komponenten.

Ampére fishrt nun einen Vektor D ein, dessen drei Komponenten
nach den Koordinatenachsen A4, B, C er folgendermaBen definiert:
) A= ydz;zdy, B — zdw;xdz, O — xdy,—r:ydac_
Dieser Vektor heiBt die Direktriz des Stromes'). Er hingt nur von
der Glestalt der geschlossenen Strombahn ds und dem Orte des Ele-
mentes ds, nicht aber von der Orientierung des letzteren und den
Stromintensititen ab. In den Grofen A4, B, C sind die Zihler der
Integralelemente die (mit Vorzeichen gerechneten) doppelten Projek-
tionen der durch die Elemente des geschlossenen Stromes und die
Radienvektoren » bestimmten Dreiecke auf die Koordinatenebenen.
Fiir ungeschlossene Stréme oder Stromelemente kommt der Begriff der
Direktrix bei Ampére nicht vor. Den Gleichungen (7) kann man
auch die Form geben:

) =—f<a;;rdz—al/rdy>usw

Mit Hiilfe dieses Vektors I lisst sich die auf das Element ds’
ausgeiibte Kraft  einfach folgendermafen bestimmen; es ist

Te= —;—ii’ds'(Ocos p — Beosv),

[

(8) &, = 59'ds’ (4 cos v — Ccos 1),

.= -;— 1¢'ds (B cos A — A cosp).
Hiernach gelten die Gleichungen:
11) Seine halben Komponenten bezeichnet F. Neumann als die Determs-

nanten des geschlossenen Stromes. Vgl. Vorlesungen iiber elektr. Strome, § 41,
p. 121,
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. cos A + F, cos p + F,cosv =0,
%ZA-I_ %yB+ %zo=0‘

Die erste derselben driickt die oben unter 3. genannte Tatsache aus,
daB die Wirkung eines geschlossenen Stromes auf ein Element auf
diesem senkrecht steht. Die zweite Gleichung zeigt auBerdem, dafB
diese Wirkung auch senkrecht zur Direktrix gerichtet ist. .

Man kann die Schreibweise der (leichung (8) aber noch weiter
vereinfachen, wenn man die Begriffe der Vektorrechnung, insbesondere
den des vektoriellen Produktes einfiihrt'?). FaBt man neben D auch
ds’ vektoriell auf, so kann man sagen: § st nach Richtung und
Grofie gleich dem mit %i¢" multiplizierten vektoriellen Produkt von ds’
und D:

9) § =3 i'[ds’- D

Fiir die GroBe von § erhilt man nach der Bedeutung jener Produkt-
bildung insbesondere noch die folgende Formel:

(10) |§| = 3 i1’ ds D sin (ds, D).

Die physikalische Bedeutung der Direktrix, die bei Ampére nur als
RechnungsgroBe auftritt, wird bei der folgenden Darstellung der Am-
pére’schen Theorie des Magnetismus hervortreten.

Man betrachte zunéichst eine unendlich kleine geschlossene ebene
Strombahn. §, 5, § seien die Winkel der Normalen der Stromebene
gegen die Koordinatenachsen, «, y, 2 die Koordinaten eines Punktes der
vom Strom umflossenen unendlich kleinen Fliche, f die GroBe dieser
Flache, ! der Radiusvektor vom Koordinatenanfang nach der Strom-
fliche, ¢ das vom Koordinatenanfang auf die Stromebene gefillte Lot.
Die Normale soll dabei nach derjenigen Seite gezogen werden, welche
dem fiir die Umlaufung der Stromfliiche gewihlten Sinne entspricht.
Das jener Normalen parallele Lot ‘g soll positiv oder negativ ge-
rechnet werden, je nachdem es dieselbe oder die entgegengesetzte
Richtung wie jene Normale hat. Fiir die Komponenten der Direktrix
dieser Strombahn im Koordinatenanfang ergeben sich die Werte:

12) Vgl. hierzu den Art. Abraham IV 14 oder den Anfang des folgenden Art.
von H. A. Lorentz. Es sei hervorgehoben, daB wir den Sinn des vektoriellen
Produktes stets folgendermaBen wihlen werden: Der aus den Vektoren % und
B gebildete, zu ¥ und B senkrechte Produktvektor [%-B] weist nach der-
jenigen Seite hin, welche der kiirzesten Uberdrehung von % in B ,ent-
spricht‘,
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A=—f(5E =),
B___f(cosn __3_%11)’
0=—r(SE—2L).

Statt einer einzelnen unendlich kleinen Strombahn werde jetzt ein
System von Strombahnen betrachtet, ein ,Solenoid“, welches folgender-
massen definiert ist: Man denke sich im Raum eine beliebige Linie
Mm, welche von unendlich kleinen ebenen Strombahnen umkreist
wird. Die unendlich benachbarten Ebenen derselben stehen senkrecht
auf der Kurve Mm und haben alle voneinander denselben Abstand a.
Der Sinn aller dieser Stréme entspreche dem Sinne der Fortschreitung
von M nach m. f sei die gemeinsame FlichengroBe der Strombahnen.
Auf ein Element ds der Kurve Mm kommen alsdann ds/a Strom-
bahnen und man erhilt fiir die Direktrix des Solenoides die Gleichung:

Ad=_1 (c_o_s_§__3qx>ds) u. s. w.,

Q 3

wo die Integration lings der Linie Mm zu erstrecken ist. Hier sind
die Winkel & %, { nichts anderes wie die Neigungswinkel der Tan-
gente von Mm gegen die Koordinatenachsen, ihre Kosinusse also nichts
da dy dz
ds’ ds’ ds’
beim Fortschreiten léings Mm bedeuten. Ferner ist 1= z*- y* 4 22

und ¢ = xds + yd Ly ld%l—- Man erhilt also

— f (dl-:” _ 3_5%‘1_1) — 5((%)1{—‘ (%)m), u. s w.

Fillt der Pol M des Solenoides ins Unendliche, so folgt, wenn
man die Koordinaten des anderen Poles wieder einfacher mit z, ¥y, #
und seinen Abstand vom Koordinatenanfang mit » bezeichnet:

A—_TF2%2 p__ 1Yy og__T2,

ard? ard’ ard

anderes wie wenn dz, dy, dz die Koordinatenzuwichse

Die Direktrix hat also die Richtung der von dem Pole m nach dem
Koordinatenanfang gezogenen Strecke und die Grofe

f

T art’

Befindet sich im Koordinatenursprung ein Stromelement ¢’ds’” und
ist ¢ die Stirke der das Solenoid umkreisenden Strome, so berechnet
sich die Wirkung des Solenoides auf jenes Stromelement nach
Gleichung (10) zu
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74" ds sin (r,ds’
(11) |§| = dd),
nach Gleichung (9) steht diese Wirkung senkrecht auf der durch den
Solenoidpol und das Stromelement gelegtén Ebene und hat den ent-
gegengesetzten Sinn wie diejenige Normale dieser Ebene, welche dem
Umlaufssinne des Stromelementes um den Solenoidpol entspricht.

In analoger Weise kann man nach der Wirkung zweier
Solenoide aufeinander fragen. Liegt von beiden Solenoiden der eine
Pol im Unendlichen, der andere je in einem bestimmten endlichen
Punkte und haben f*, &', ¢" dieselbe Bedeutung fiir das zweite Solenoid
wie f, a, ¢ fiir das erste, so ergibt sich die GroBe der Wirkung,
wenn 7 den Abstand der beiden im Endlichen gelegenen Solenoidpole
bedeutet, zu

Iy
(12) O IsI={

der Richtung nach fillt diese Wirkung mit der Verbindungslinie » der
Pole zusammen; sie bedeutet AbstoBung oder Anziehung je nachdem
fir beide Pole die Zuordnung zwischen der Umlaufsrichtung der po-
sitiven Stréme und der nach dem Pole hin verlaufenden Achse des
Solenoides ,,gleichnamig® oder ,ungleichnamig® ist.

Aus den letzteren Ergebnissen folgt die Berechtigung der Am-
pere’schen Auffassung des Magnetismus, wonach ein Magnet nichts
anderes als ein System unendlich kleiner elektrischer Stréme (Mole-
kularstrome) oder ein Solenoid ist.

In der Tat deckt sich Gleichung (12) mit dem Coulomb’schen
Gesetz der magnetischen Wirkungen, sobald man die den beiden So-
lenoidpolen entsprechenden (magnetisch gemessenen) Magnetismen m
und m’ aus der Beschaffenheit der Solenoide folgendermafen definiert:

fi 7
(13) m=v§a? m=.‘/§a, *
In gleicher Weise deckt sich Gleichung (11) mit einer gewissen Um-
kehrung des Gesetzes von Biot und Savart. Bei gleicher Messung
und Erklirung der Stirke m des Magnetpols wie soeben und bei Be-
nutzung des elektrodynamischen StrommaBes sagt Gleichung (11) aus,
daB ein Magnetpol m auf ein Stromelement +'ds” die Kraft

__mi'ds sin (r, ds)
(14) || = 2oL A dd)
senkrecht zur Ebene durch m und ds’ ausiibt, welche in ds’ angreift
und den oben bei Gleichung (11) angegebenen Sinn hat. Nimmt

man an, daB ebenso groB nur entgegengesetzt gerichtet und in m
Encyklop. d. math, Wissensch, V 2, 2
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angreifend diejenige Kraft ist, die das Stromelement auf den Magnet-
pol ausiibt, so hat man in (14) den werschérften zahlenmdfigen Aus-
druck des Gesetzes von Biot und Savart.

In der Tat stimmt die so definierte Kraft nach Richtung, Sinn
und GréBe mit der Biot-Savartschen Kraft iiberein, soweit die letztere
durch die Angaben der vorigen Nr. tiberhaupt bestimmt war.

Trotzdem besteht ein Gegensatz zwischen dem Biot-Savartschen
Gesetz und den vorstehend aus dem Ampére'schen Gesetz gezogenen
Folgerungen. Dieser Gegensatz betrifft den Angriffspunkt der Kraft.
Die Grundlage der Ampeére’schen Theorie bildet némlich die ausnahms-
lose Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung. Wenn also die
Wirkung des Magnetpols auf das Stromelement in einer Kraft besteht,
die im Stromelemente angreift, so miisste nach der Ampere’'schen
Theorie die Wirkung des Stromelementes auf den Magnetpol in einer
Kraft von entgegengesetztem Sinn bestehen, die ebenfalls im Strom-
elemente angreift. Will man sie mit Biot und Savart durch eine Kraft
ersetzen, die im Magnetpol angreift, so wire nach dem in der Statik
starrer Systeme gebriuchlichen Verfahren noch ein Kriftepaar hin-
zuzufiigen, welches aus zwei entgegengesetzt parallelen Kriften im
Stromelement und im Magnetpol besteht. Fiir den mit der Erfahrung
allein vergleichbaren Fall der Wirkung eines geschlossenen Stromes
auf einen Magneten kommt indessen dieser Gtegensatz in Fortfall, weil
die hierbei auftretenden Kriftepaare in der Summe verschwinden, und
steht also die Ampére’sche Theorie mit dem Biot-Savartschen Ge-
setze in vollem Einklang.

Eine bemerkenswerte Fassung kann man der Umkehrung des
Biot-Savart'schen Gesetzes noch dadurch geben, daB man die dem
Magnetpole m entsprechende Feldstirke einfiihrt. Dieselbe wurde in
Nr. 1 als die auf einen Einheitspol wirkende mechanische Kraft de-
finiert und hat nach dem Coulomb’schen Gesetz die GroBe

m
p—m
und die Richtung von #. Mithin liBt sich die Umkehrung des Biot-
Savart'schen Gesetzes auch so schreiben:

W=%@WMW@

oder, wenn man den Begriff des vektoriellen Produktes benutzt und
das Linienelement ds” vektoriell auffaBt:

o

(15) = —'ﬁ [ds - ).
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Diese Darstellung bringt auBler der GroBe auch Richtung und Sinn
der Kraftwirkung % zum Ausdruck.

Die Ampere’sche Auffassung des Magnetismus, die in genialer
Weise die weiten Gebiete der Elektrizitit und des Magnetismus zu
einem Ganzen verschmilzt, hat sich in vieler Hinsicht als fruchtbar
erwiesen; es ist andrerseits bemerkt worden, daB sie die magnetischen
Begriffe zu abgeleiteten Grofen herabdriickt und auf diese Weise
dazu beigetragen hat, ,die Aufmerksamkeit von dem heute fiir den
ganzen Auffassungskreis so bedeutsamen Vektor der magnetischen
Kraft abzulenken®’®).

Es eriibrigt noch, die physikalische Bedeutung der Ampére’schen
Direktrix auf Grund des Begriffes der magnetischen Feldstirke zu er-
Iiutern. Da nach dem Biot-Savart'schen Gesetze ein Stromelement
auf einen Magnetpol eine Kraft ausiibt, so diirfen wir sagen, dass ein
vom Strom durchflossenes Leiterelement in seiner Umgebung ein magne-
tisches Feld erzeugt. Da ferner nach Gleichung (14) die GroBe der vom
Stromelemente ids auf den magnetischen Einheitspol ausgeiibten Kraft
gleich ids sin (r, ds)/)/2+* ist, so wird die Stirke des genannten
Feldes gleich 4/)/2 ¢* multipliziert in das aus dem Stromelemente ds
und der Entfernung r gebildete Parallelogramm. Wiinscht man zu-
gleich mit der GriBe auch die zu ds und » senkrechte Richtung der
Feldstirke zum Ausdruck zu bringen, so empfiehlt sich wieder die
folgende vektorielle Schreibweise, bei welcher v die vom Magnetpol
zum Stromelement hin gezogene Strecke # vektoriell darstellt:

.@_L[t ds]

Legt man sodann durch den Anfangspunkt der Strecke v ein recht-
winkliges Koordinatensystem und bezeichnet mit x, y, # die. Koordinaten
eines Punktes von ds, so werden die Komponenten des Vektors § im
Koordinatenursprung nach den drei Koordinatenachsen die folgenden:

i ydz— z2dy i zdx —xdz
@ L4 =J _— "
16 Tvor 0 YTy e
( ) K2 mdy yd.')c
'@ = rs

Betrachtet man endlich statt‘ eines Elementes einen geschlossenen
Strom von beliebiger Gestalt, so findet man das zu letzterem gehorige
magnetische Feld durch Integration iiber die Strombahn zu:

18) Vgl. E. Wiechert, Festschrift, p. 34.
2*
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i ydz —zdy 7 zda —xdz
'@z 75

=V-2- S ®y=7§ P

7 xdy —ydx

Vergleicht man aber diese Werte mit den Definitionsgleichungen (7)
der Ampére'schen Direktrix, so zeigt sich, daB

4:B:0=9,:8,:9, 5D =9l

Die Ampére'sche Direktriz bedeutet also nach Grifle und Richtung
diejenige magnetische Feldstirke, welche ein Strom von der elektrodynamisch
gemessenen Stromstirke i — V2 in seiner Umgebung erzeugt'®).

Endlich mdge noch aus dem reichen Inhalt der Ampére’schen
Untersuchungen erwihnt werden, daB Ampére die Moglichkeit, einen
geschlossenen Strom von endlichen Dimensionen als ein System un-
endlich kleiner Strome aufzufassen, benutzt hat, um den endlichen
Strom durch eine sogen. magnetische Doppelschale zu ersetzen, eine
Auffassung, die sich fiir die spitere Entwickelung als besonders
fruchtbar erwiesen hat.

4. GraBmann. Wihrend die Ampére’'schen Sitze, soweit sie sich
auf geschlossene Strome beziehen, als erfahrungsmiBig sichergestellt
gelten miissen, kann die Ampére'sche Elementarformel fiir Strom-
elemente angezweifelt und durch andere Formeln ersetzt werden, die
dann allerdings fiir geschlossene Stréme zu dem gleichen Ergebnis
wie die Ampére’sche Formel fiilhren miissen. Vor allem ist in dieser
Hinsicht ein von H. Grafmann'®) aufgestelltes Elementargesetz zu
nennen, welches iibrigens in den Ampeére’'schen Formeln fiir geschlossene
Stréme bereits vorgebildet -erscheint.

Gegen das Ampére'sche Gesetz macht Grapmann geltend, daB
dieses die Analogie mit dem Newfon'schen Gravitationsgesetz auf einem
dusserlichen Wege suche, da die Annahme einer nach der Verbindungs-
linie der Agentien gerichteten Wirkung bei zwei punktférmigen
Massen geboten, dagegen bei zwei ,Linienteilen“ (Stromelementen)
willkiirlich sei. Ferner sieht er die folgende Konsequenz des Ampére-
schen Gesetzes als hdchst unwahrscheinlich an, daB sich fiir zwei

14) Vgl. z. B. R. Clausius, Mechan. Behandlung der Elektrizitit (nitheres s.
Literaturiibersicht) Abschn. VIII, § 3 und 4, p. 209. Ampére selbst spricht sich
iber diesen Zusammenhang nicht explicite aus.

15) H. Grafmann, Ann. Phys. Chem. 64 (1845), p. 1; J. f. Math. 83 (1877)
und Ges, Werke 2%, p. 147 und 203, Leipzig 1902. Bei der Festlegung des Sinnes
der Kraftwirkung sind wir von Grafmann abgewichen; die diesbeziigliche An-

gabe von Graffmann ist unzutreffend, da sie bei stetiger Drehung von ds’ eine
unstetige Anderung der Kraftrichtung ergeben wiirde.
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parallele Stromelemente (¢ = 0, 8 = ) die Wirkung Null ergeben
soll, wenn das eine Stromelement auf einer Kegeloberfliche liegt,
deren Spitze sich in dem wirkenden Element befindet, deren Achse
mit diesem zusammenfillt und deren Winkel an der Spitze zum Ko-
sinus 4 hat, daB ferner innerhalb dieser Kegeloberfliche AbstoBung,
auBerhalb derselben Anziehung stattfinden soll.

Die Formel, welche Grafmann als Ersatz des Ampére’'schen Ge-
setzes vorschligt, lautet:

1 idsi’ds g
2

wo n die Normale zu der durch das wirkende Element ds und den
Abstand » gelegten Ebene bedeutet, so zwar, daB » dem Umlaufssinne
von ds um ds’ ,entspricht’. Die Richtung der Kraft steht nach
Grafmann senkrecht auf ds” und #; ihr Sinn entspricht demjenigen
Drehsinne, durch welchen der Sinn des Elementes ds” auf kiirzestem
Wege in den Sinn der Normalen » iibergedreht wird. In diesen Fest-
setzungen liegt, wie man sieht, eine Verletzung des Newfon'schen Ge-
setzes der Wechselwirkung, auf welches sich andererseits die Ampére-
sche Annahme einer in der Verbindungslinie wirkenden Kraft stiitzt.
Ubrigens 1iBt sich eine Verletzung des Wechselwirkungsgesetzes
sofort rechtfertigen, wenn man sich auf den Standpunkt der Feld-
wirkung stellt, wonach es sich im vorliegenden Falle nicht um die
direkte Wirkung zweier réiumlich getrennter Elemente, sondern um
eine durch das Zwischenmedium vermittelte Wirkung handelt.

Liegen beide Elemente im besonderen in einer Ebene, so kann
man sich denken, daB die Wirkung von ds auf ds’ und ebenso die
von ds auf ds die Elemente ds’ bezw. ds um den gemeinsamen
Schnittpunkt beider bei unveréinderter Entfernung vom Schnittpunkte
zu drehen strebt und kann die Produkte Masse mal Winkelbeschleu-
nigung dieser Drehung fiir beide Elemente bestimmen. Dieselben er-
geben sich, wenn wie vorausgesetzt die Elemente in einer Ebene
liegen, und wenn R, R’ die Abstinde der Elemente ds, ds’ vom
Schnittpunkte bedeuten:

(fl'ir ds’) 1 idsids sm(r,@ ;edsz das sin (ds, ds),

n (r, ds) - sin(n, ds’),

2 r? R
(fl'ir ds) %zds;zds sm(;,zds) — _;_zdsz das gin (ds, ds)

Die Produkte aus Masse und Winkelbeschleunigung werden also fiir
beide Elemente der Grosse nach gleich; der Sinn der Drehungen er-
gibt sich daraus, daB sich vermdge dieser Winkelbeschleunigungen
der. Winkel (ds, ds") vermindert, wenn beide Elemente nach dem
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Schnittpunkte hin oder beide von ihm fortweisen, daB er sich ver-
groBert, wenn das eine Element nach dem Schnittpunkte hin- das
andere von ihm fortweist. In diesem Umstande sieht Grafmann die
wahre Analogie zum Newlon’schen Gesetz, indem er die Begriffe: wirkende
Punkte, wirkende Linienteile; Verbindungslinie der Punkte, Durch-
schnittspunkt der Linienteile; Entfernungsbeschleunigung der Punkte,
Winkelbeschleunigung der Linienteile sich dual entsprechen 1i8t. Auch
die GroBe der nach seinem Gesetz berechneten Winkelbeschleunigung
setzt Grafmann zunichst wieder fiir den besonderen Fall zweier sich
schneidender Stromelemente in Analogie zu der GroBe der Newton-
schen Entfernungsbeschleunigung, da nach der Terminologie der Aus-
dehnungslehre (vgl. Bd.III, Art. 1 B 3) die Newton’sche Kraft oder das
Produkt aus Masse und Entfernungsbeschleunigung proportional dem
durch #® dividierten Produkt der beiden anziehenden Punkte und
andererseits das nach obigem Gesetz berechnete Produkt aus Masse
mal Winkelbeschleunigung proportional dem durch #® dividierten
(#uBeren) Produkt der beiden Linienteile, nimlich proportional dem
Inhalte des von ihnen gebildeten Parallelogrammes ist!6).

Um den Zusammenhang des Grafmann’schen mit dem Ampeére’schen
Geesetz hervortreten zu lassen, fiihren wir denjenigen Vektor ein, dessen
rechtwinklige Komponenten die bei der Definition der Ampére’schen
Direktrix vorkommenden Integranden sein mdgen und mit d4, dB,
dC bezeichnet werden sollen:

17) dA=ydz;zdy, dezdx;wdz, d0=mdy;ydm_

Derselbe hat Richtung und Sinn der Normalen » und die GroBe:
ldDI — d‘s sin'rgr, as) .

Man kann daraufhin die Formel fiir die GroBe der Grapfmann’schen

Kraft zunichst so schreiben:

|§| =% 4i"ds’|dD|sin (dD, ds’).
Es lassen sich aber auch die obigen Angaben iiber Richtung und

Sinn der Grafmann'schen Kraft bequem durch die Formel zum Aus-
druck bringen; man hat némlich

(18) F =14’ [ds"- d D]
Gleichung (18) unterscheidet sich von der aus der Ampere’schen
Theorie gefolgerten Gleichung (9) nur dadurch, daB an Stelle der

16) Die Grapmann’sche Ausdrucksweise ist an dieser Stelle etwas ver-
schwommen. Grapmann spricht von Winkelinderung statt von dem Produkt
Masse mal Winkelbeschleunigung. Vgl. p. 10—12 in Ann. Phys. Chem. 64.
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Direktrix des geschlossenen Stromleiters (s) die des Stromelementes
(ds) getreten ist. Grafmann verteilt also, ohne es iibrigens selbst
auszusprechen, die von Ampére abgeleitete Integralwirkung eines ge-
schlossenen Stromes in naheliegender Weise auf die einzelnen Ele-
mente des geschlossenen Stromes. Dass das Grafimann'sche Gesetz fiir
geschlossene Strome zu demselben Ergebnis wie das Ampére’sche fithren
muB, ist auf Grund der vorigen Formeln einleuchtend.

Endlich 148t sich das Grapmann’sche Gesetz auch in Beziehung
zu dem Biot-Savartschen setzen. Da nimlich die fiir das einzelne
Stromelement berechnete Direktrix nach den Gleichungen (17) und (16)
bis auf den Faktor ¢/)/2 mit der von diesem Element erzeugten magne-
tischen Feldstdrke sich identisch erweist, so kann man statt der vorigen
Gleichung auch schreiben:

(19) & =.%[d8'-®]-

In dieser Form deckt sich das GraBmanw’sche Gesetz vollig mit
der Umkehrung des Biot-Savart'schen Gesetzes (Gleichung (15)), mit
dem einzigen Unterschiede, dass bei dem einen Gesetz das magnetische
Feld von einem Magnetpol, bei dem anderen von einem stromdurch-
flossenen Leiterelemente erzeugt gedacht wird.

5. Franz Neumann. Das Jahr 1831'7) brachte die Entdeckung
der elektromagnetischen Induktion durch Michael Foraday. Die
nichste Aufgabe der theoretischen Physik muBte darin bestehen, diese
Erscheinungen an die bekannten Gesetze anzugliedern.

Den ersten Schritt hierzu hat E. Lenz'®) getan durch Aufstellung
der nach ihm benannten Regel, welche die Erscheinungen der durch
Bewegung hervorgerufenen Induktion wenigstens qualitativ auf die
Ampére'schen Gesetze zuriickzufithren gestattet. Die Lenz'sche Regel
lautet: Der induzierte Strom hat immer eine solche Richtung, daf} die
Wirkung, welche der induzierende Strom oder Magnet auf den indu-
zierten Letter ausiibt, wenn die Induktion durch eine Bewegung des
letsteren hervorgerufen ist, diese Bewegung hemmt. Oder mit anderen
Worten: Die Richtung des induzierten Stromes ist derjenigen ent-
gegengesetzt, die ein Strom haben miilte, wenn die vorhandene Be-
wegung durch elektrodynamische Einwirkung des induzierenden Systems
erzeugt werden soll; wenn eine elektrodynamische Wirkung die fragliche
Bewegung nicht hervorzubringen imstande ist, so ist die Bewegung
auch nicht imstande, Induktion hervorzubringen. Die Lene’sche Regel

17) November 1831. Vgl. Experimental-Untersuchungen, Art. 1—139,
18) Ann. Phys. Chem. 31 (1834), p. 483.
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bezieht sich hiernach lediglich auf die Induktion durch Bewegung des
induzierten Leiters. Aber gerade diese bot die Handhabe zur mathe-
matischen Behandlung der Erscheinungen.

Eine weitere allgemeine Vorarbeit, welche der Entdeckung der
Induktionserscheinungen noch vorausging, wurde durch die Feststellung
des Zusammenhanges zwischen Stromstéirke und elektromotorischer
Kraft (Ohm’sches Gesetz) geliefert. Der Begriff der elektromotorischen
Kraft war einerseits durch den Volta’'schen Fundamentalversuch und
die Aufstellung der Spannungsreihe der Metalle, andererseits durch
die Untersuchungen von Th. J. Seebeck tiber die Thermostréme und die
Aufstellung der thermoelektrischen Reihe begriindet. Man versteht
unter der elektromotorischen Kraft lings eines bestimmiten (geschlossenen
oder ungeschlossenen) Weges das Linienintegral der gesamien auf die
Elektrizititseinheit wirkenden Kraft. Von der elektromotorischen Kraft
zwischen zwei Punkten schlechtweg (ohne Angabe des Weges) kann
also nur in solchen Fillen die Rede sein, wo jenes Linienintegral
einen vom Weg unabhiingigen Sinn hat, wo also die Feldstérke wirbel-
frei verteilt ist oder wie man sagt ein Potential hat (elektromotorische
Kraft = Potentialdifferenz).

@. 8. Ohm™) ging in seinen theoretischen Uberlegungen von der
Analogie der elektrischen Stromung mit der Wirmeleitung aus. Der
stromenden Wérme entspricht hierbei die stromende Elektrizitiit, der
Temperaturdifferenz die elektromotorische Kraft®).

So wie nach dem Fourier'schen Ansatz der Wirmeleitung die
eine Fliche durchstrémende Wiarme dem Temperaturgefille propor-
tional ist und wie letzteres bei stationdrem Zustande lings eines
linearen homogenen Wirmeleiters konstant wird, so wird auch die
den Querschnitt eines homogenen Drahtes in der Zeiteinheit durch-
stromende Elektrizitit (die Stromstirke) dem Spannungsgefille (Po-
tentialgefille) proportional und bei stationdirer Stromung, wo das
Spannungsgefille durch den ganzen Leiter konstant ist, auch der
Spannungsdifferenz an den Enden des Drahtes oder der elektromoto-
rischen Kraft proportional. Der Proportionalititsfaktor hat die be-
kannte Bedeutung des reziproken Widerstandes und hiingt nur von
den Abmessungen und der Materialbeschaffenheit des Leiters ab.

19) Die galvanische Kette, mathematisch bearbeitet, Berlin 1827.

20) Ohm selbst spricht nicht von elektromotorischer, sondern von elektroskopi-
scher Kraft und definiert sie nicht ganz klar als Dichtigkeit der Elektrizitit. Gaup
sucht sich den Begriff in einer nicht fiir den Druck bestimmten Aufzeichnung
dadurch niher zu fijhren, dass er von ,Etwas einer Hthe Analogem‘* spricht,
welches lings des Stromes gleichmifig abfillt. Vgl. Ges. Werke 5, p. 602.
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Die experimentelle Bestitigung seines Gesetzes gelang Ohm durch
Beobachtungen an Thermoketten, wihrend die Hydroketten zu jener
Zeit zu inkonstant waren, um einer genaueren quantitativen Forschupg
dienlich sein zu kénnen. )

Durch Verkniipfung des Ohm’schen Gesetzes mit der Lens'schen
Regel und den Faraday'schen Entdeckungen kam nun F. E. Neu-
mann®') zu einem einfachen mathematischen Ausdruck, der das Ge-
samtgebiet der Induktion umfaBt.

Neumann baute seine Theorie auf die folgenden Grundsitze®®) auf,
die als Zusammenfassung der Beobachtungsergebnisse anzusehen sind:

1. Induzierte Strome entstehen allemal da, wo die ,virtuelle
Wirkung“ des induzierenden Stromes auf den Leiter eine Anderung
erfahrt, d. h. diejenige elektrodynamische Wirkung, die der indu-
zierende Strom auf den Leiter ausiiben wiirde, wenn der letztere von
einem konstanten Strom, z. B. dem Strom 1, durchflossen gedacht wird.

2. Die induzierte elektromotorische Kraft ist unabhéngig von der
Substanz der Leiter.

3. Unter sonst gleichen Umstéinden ist die induzierte elektro-
motorische Kraft der Geschwindigkeit proportional, mit welcher die
Stromelemente gegeneinander bewegt werden.

4. Die nach der Richtung der Bewegung genommene Komponente
der elektrodynamischen Wirkung, welche der induzierende Strom auf
ein Element des bewegten induzierten Leiters ausiibt, ist immer negativ
(Lenz'sche Regel).

5. Unter sonst gleichen Umstéinden ist die induzierte Stromstérke
der induzierenden proportional.

Der Gedankengang der ersten Newmann'schen Abhandlung ist
folgender. Es sei § die elektrodynamische Wirkung des induzierenden
Stromes auf die Léngeneinheit des zu induzierenden Leiters, wenn
dieser in einem willkiirlich gewéhlten aber festen Sinne von der Strom-
einheit durchflossen wird, ¢ die Stirke des induzierten Stromes. Dann
betrigt die elektrodynamische Wirkung auf das Stromelement ¢ds:

1dsg
und die Komponente dieser Wirkung in der Bewegungsrichtung
idsgy,,

21) Die mathematischen Gesetze der induzierten elektrischen Stréme, Berlin.
Abhdlg. 1845. Uber ein allgemeines Prinzip der mathematischen Theorie indu-
zierter elektrischer Strome, Berlin. Abhdlg. 1848. Ostwald's Klassiker Nr. 10
und 36.

22) Vgl. Vorlesungen iiber elektrische Stréme, p. 267.
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wenn §, die Komponente von § in der Richtung der dem Element
- ds erteilten Geschwindigkeit v (F, = & cos (, v)) bedeutet.

Es werde zunichst angenommen, daB die Bewegung in einer
bloBen Parallelverschiebung des zu induzierenden Leiters bestehe, so-
daB allen seinen Elementen dasselbe v zukommt. Nach 3. schliesst
man mit Hinzuziehung des Ohm’'schen Gesetzes, daB ebenso wie die
elektromotorische Kraft auch die induzierte Stromstirke ¢ der Ge-
schwindigkeit v proportional ist. Es sei etwa

i =jv.
Die Komponente der elektrodynamischen Wirkung in der Bewegungs-
richtung kann daher auch geschrieben werden

jvg.ds,
woraus sich fiir die Gesamtwirkung ergibt:

jv f ¥, ds

(das Integral erstreckt tiber den induzierten Leiter). Dieser Ausdruck
muss nach 4. das umgekehrte Vorzeichen wie v haben; man geniigt
dieser Bedingung am einfachsten, indem man

j=—K[g,ds
setzt, wo K eine positive GroBe ist. Der induzierte Strom wird daher
it =— Kuv f &,

und die elektromotorische Kraft F im induzierten Leiter, wenn o
seinen Widerstand bedeutet, nach dem Ohm’schen Gesetz:

E=1i0=— vaf%uds.

Es ist aber diese elektromotorische Kraft nach 2. von der Substanz
des Leiters unabhiingig. Deshalb muB K eine universelle, nur von
den gewihlten MaBeinheiten des Stromes, der Liénge etc. abhingige
Konstante sein, die Neumann als ,Induktionskonstante &“ bezeichnet.
Die gesamte elektromotorische Kraft ist daher

E=— svf%}vds.

Bedeutet ferner € die elektromotorische Kraft pro Lingeneinheit des
Leiters oder die Komponente der elektrischen Feldstirke nach der
Richtung von s, so hat man

E=f@ds=——-evf&,ds.

Man geniigt dieser Gleichung unter der Annahme einer allen Leiter-
elementen gemeinsamen Gteschwindigkeit » am einfachsten, indem man
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die elektromotorische Kraft auf die Elemente des Leiters verteilt und
dementsprechend schlieBt:

(20) = — &0,

Dies ist die Grundgleichung der Newmann’schen Theorie, von der die
weitere Untersuchung ausgeht. Wiahrend bei ihrer Ableitung der be-
sondere Fall der Parallelverschiebung vorausgesetzt ist, liBt sie sich
nachtriiglich auf eine beliebige aus Parallelverschiebung und Drehung
zusammengesetzte Bewegung des Leiters sowie auf den Fall, wo die
einzelnen Teile des Leiters gegeneinander relative Bewegungen aus-
fiithren (Vorhandensein von Gleitstellen), iibertragen.

Noch mogen die Neumann'schen Bezeichnungen Differentialstrom
und Integralstrom erwihnt werden. Der Differentialstrom bedeutet die
in der Zeit df durch einen Querschnitt des induzierten Leiters
flieBende Elektrizitédtsmenge ¢d¢, der Integralstrom die wihrend der
Gesamtbewegung hindurchflieBende Elektrizititsmenge f idt.

Von besonderer Bedeutung fiir die Theorie der Induktion und
fir die Elektrizititslehre tiberhaupt war sodann der von Neumann
gefithrte Nachweis, daf die elektrodynamische Wirkung zweier ge-
schlossener Strome aufeinander ein Potential besitzt. Dieses Newmann-
sche Potential der beiden Stromkreise ¢ und i aufeinander lautet:

1) 7, =__z_t_/fda:dx + dey +dzdd __ %fst, co: (ds, ds’)

() @) () (¢)

In allgemeinster Weise wird man auf das Newmann’sche Potential
gefithrt®), wenn man die Arbeit der elektrodynamischen Krifte §§ bei
einer virtuellen Bewegung des Leiters s’ berechnet, bei welcher dem
einzelnen Elemente ds” die beliebige Verriickung (d2', dy’, 02") er-
teilt wird und die genannten Verriickungskomponenten als Funktionen
von s’ anzusehen sind. (Mit da, dy, d2’ bezeichnen wir zum Unter-
schiede die Projektionen des Elementes ds’ auf die Koordinatenaxen.)
Die Arbeit ist alsdann gegeben durch

S §.02"+ 89"+ 8,95},
wo sich die Summation auf den Leiter s erstreckt. Wir schreiben
dafiir, indem wir durch die Gleichungen (8) die Ampére’sche Direktrix
einfiihren und flir die letztere die Darstellung (7") benutzen:

Liilf{ (Cdy’ — Biz)oa' + - =_"ff 2V ayay
81/rd dy' — amdwd +81/r dzdz)dx +}

23) Vgl. die zwelte der in der vorigen Anm. cit. Abhdlgn., Anhang, wo
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Hierbei wurde davon Gebrauch gemacht, da 61/ L= %%/T— ist.

Fiigen wir noch geeignete Zusatzglieder mit pos1t1vem und negativem
Vorzeichen hinzu, so erhalten wir

2 f OL/r 5 4.2 1/,’ oy + 5L 82\ (dwda'+ dydy + deds)
(22)

— % wf al/r ds’ (dzdz’ 4 dydy +dzd7).

In dem letzten Ausdruck der ArbeitsgroBe kann man die erste Zeile
gleichsetzen:

~m ff5 (dzdx’ + dydy + dzd?);
die zweite Zeile lisst sich durch partielle Integration umformen und gibt:

1., 1 , 1., 1 ,
?@sz7(dxd6x —|—-~)=—2—mf —O0(dzdz" + - ).

Mithin wird die Gesamtarbeit:
——mff (dxdx +- .)+la(dxdx.'+-..)}

(23)
*_“ '8 fdwdw + dydy +dedd s

[

wenn bei der Variation von V die Stromstarken ¢ und ¢ festgehalten
werden.

V' bedeutet hiernach die gesamte mechanische Arbeit, welche gegen die
auf die Stromleiter wirkenden elektrodynamischen Krdfte zu leisten ist,
wenn diese Leiter auf einem durchaus beliebigen Wege mit durchaus be-
liebiger Geschwindigkeit aus unendlicher gegensettiger Entfernung in die be-
trachtete gegenseitige Endlage versetzt werden, vorausgesetzt, daB beide
Leiter von den konstanten Stromen ¢ und ¢’ durchflossen gedacht
werden, daB also durch geeignete Vorkehrungen das Auftreten von
induzierten Stromen vermieden wird. Eine unmittelbare Folge hier-
von ist, daB sich die Resultierende der elektrodynamischen Kriifte
sowie das resultierende Drehmoment fir jeden der beiden Leiter durch
die negativen Ableitungen®) des Newmann’schen Potentials nach den
die Lage des Leiters definierenden Koordinaten darstellen la8t.

etwas spezieller die Komponenten der auf den Leiter wirkenden Einzelkraft und
Drehkraft durch die Ableitungen des Potentials nach den die Lage des Leiters
bestimmenden Koordinaten dargestellt werden.

24) Wir sind bei der Definition des Potentials der zweiten der in Anm. 21
genannten Abhandlungen gefolgt; in der ersten wird das Potential mit dem
umgekehrten Vorzeichen gerechnet und werden daher die Krifte durch die
positiven Differentialquotienten von ¥V dargestellt.
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Der Neumann'sche Potentialausdruck und seine mechanische Be-
deutung 148t sich ohne weiteres auch auf nicht-lineare, rdumlich aus-
gedehnte Leiter erweitern, wenn man diese in einzelne Stromféden
zerlegt denkt und bei der Berechnung des Potentials die Verteilung
der Stromfiden im Innern der Leiter und ihre Stromstérken als un-
verinderlich und an der bewegten Materie haftend voraussetzt. Wegen
des Zusammenhanges des Newmann’'schen Potentials mit der magne-
tischen Feldstirke und der magnetischen Feldenergie vgl. E. Wiechert®).

Indem nun Neumann weiter zeigte, dass seine Induktionsgesetze
sich ebenfalls mit Hilfe seines Potentials in einfacher Weise dar-
stellen lassen, kniipfte er das Auftreten der induzierten Stréme an
die Leistung eines gewissen Quantums mechanischer Arbeit an und
lieferte damit, wie spiter Helmholtz2®) ausgefiihrt hat, einen wichtigen
Beitrag zu der Lehre von der Energieverwandlung, welche umgekehrt
die sicherste Stiitze der Induktionsgesetze bildet. Zun#chst soll hier-
bei wieder nur die Induktion durch Bewegung betrachtet werden;
der induzierende Strom ¢’ wird daher als konstant angesehen und es
wird vorausgesetzt, daB in dem induzierten Leiter auBer der durch
Induktion erregten keine andere elektromotorische Kraft vorhanden ist.

Der sog. Differentialstrom ist nach dem Ohm'schen Gesetz und
der Neumann'schen Gleichung (20) bei einer beliebigen Bewegung des
induzierten Leiters, bei welcher die verschiedenen Leiterelemente ev.
verschiedene Wege 0w zuriicklegen und verschiedene Geschwindigkeiten
v = dw/dt besitzen:

. ot & £
@3t=;f@ds=——-Edtfv%vds=—;‘/‘5w%ods’

wo ® wie frither den Widerstand des induzierten Leiters bedeutet.
Da in Gleichung (20) {, die elektrodynamische Wirkung des indu-
zierenden Systems auf die Lingeneinheit des von der Stromeinheit
durchflossenen induzierten Leiters war, so bedeutet $§,ds die Kompo-
nente dieser Wirkung auf das Stromelement ds in der Richtung
des Weges 0w und daher 0w g,ds die am Elemente ds geleistete
elektrodynamische Arbeit. Das iiber den induzierten Leiter erstreckte
Integral dieser ArbeitsgroBe wird daher gleich der negativen Anderung
des Newmann'schen Potentials bei der fraglichen Bewegung, berechnet

25) Festschrift, Art. 256 und 26.

26) Helmholtz, Uber die Erhaltung der Kraft, Berlin, Phys. Gesellschaft (1847),
Abschn. VI, vervollstindigt in Ann. Phys. Chem. 91 (1854), p. 241. Vgl auch
die Einwinde von C. Newmann, Math. Ann. 6 (1873), p. 342; 4. Seydler, Prager
Sitzungsber. 1888, p. 235 (Referat hieriiber von Lorberg in Fortschritte d. Mathem.
17 (1885), p. 1026).
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fir den Strom 1 im induzierten und fiir den Strom ¢’ im induzie-
renden Leiter. Es gilt daher die folgende Darstellung des Differential-
stroms:

0t = =8V,

Hieraus folgt fiir den Integralstrom:

Jiat= {7 — o),
wo die Indices @ und e auf die Anfangs- und Endlage des Leiters hin-
weisen, und fiir die jeweilige Stromstirke im induzierten Leiter:
. d

(24) i=—=V,

Nennt man W die im induzierten Leiter geleistete Stromarbeit,
d. h. das Produkt aus der elektromotorischen Kraft in die durch den
Strom beforderte Elektrizititsmenge, so ist die Stromarbeit pro Zeit-
einheit

aw

—_— == ) = 22
o — B =owi

und man kann auf Grund der vorigen Gleichung schreiben
(25) G =cig Ve

Die Stromarbeit d W erweist sich hiernach zunichst proportional der
bei der Bewegung zur Uberwindung der elektrodynamischen Kriifte
aufgewandten mechanischen Arbeit. Daraus, daB sie ihr nach dem
Energiegesetz gleich sein muB ), folgt der Wert der universellen
Induktionskonstanten ¢. & muB bei den gewdihlten Mapeinheiten gleich 1
sein. Gleichung (25) Zeigt dann, daB die mechanische Arbeit bei
der Bewegung des Leiters ihr genaues Aquivalent in der Stromarbeit
(der durch den induzierten Strom erzeugten Wirme) findet.

Die gleichen Gesetze und ihr Zusammenhang mit dem gleichen
Potentialausdruck iibertragen sich schlieBlich von dem bisher voraus-
gesetzten Falle der Induktion (Induktion durch gegenseitige Bewegung
der Leiter) auf die Magnetoinduktion und diejenigen Induktions-
erscheinungen, wo nicht die Lage, sondern die Stiirke des induzieren-
den Stromes eine Anderung erfahrt. Im letzteren Falle entspricht der
,Strom Null im induzierenden Leiter” demjenigen Zustande, von dem
aus bei der Bestimmung des Potentiales die Arbeit zu zihlen ist, also
demjenigen Zustande, der friiher als , Entfernung unendlich“ bezeichnet
wurde.

Ausfithrlicher mdge noch der Fall der Magnetoinduktion dar-
gestellt werden, wegen der besonders einfachen Formulierung, die
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Newmann fiir diesen Fall gefunden hat, und deswegen, weil sie den
Ubergang zu den Vorstellungen Faraday's vermittelt.

Wir betrachten zunichst, von der Newmann’schen Darstellung?®?)
abweichend, zwei unendlich kleine, geschlossene, ebene Strombahnen
(s) und (s"), welche beide von dem Strom 4 1 in demjenigen Sinne
umflossen sein mdgen, in welchem die Variabeln s und s” gemessen
werden. Die Flicheninhalte derselben seien f und f’. Nach der
Ampére’schen Theorie des Magnetismus kann eine unendlich kleine
Strombahn f ersetzt werden durch ein unendlich kurzes Solenoid,
dessen Achse senkrecht zur Strombahn nach der der Stromrichtung
entsprechenden Seite gerichtet ist und die Lénge dn haben moge,
oder durch einen Elementarmagneten, dessen Nord und Siidpol um d»
voneinander abstehen. Um die diesen Polen zuzuschreibende Stirke
zu bestimmen, haben wir fiir unseren Fall in Gleichung (13) ¢ =1
zu setzen und zu beachten, daB dort 1/a die auf die Lingeneinheit
der Solenoidaxe entfallende Anzahl der Strombahnen f bedeutete. Da
in unserem Falle auf die Linge d» nur die eine Strombahn f kommt,
so ist @ = dn zu nehmen. Die Polstirken der den Strombahnen f
und f’ zugeordneten Elementarmagnete betragen daher

f ’ f’
"= ﬁd_n’ o Vedn .
Nun ist das Potential der nach Coulomb berechneten Wirkung eines
Poles unseres ersten Elementarmagneten auf einen Einheitspol am
Orte von f’ gleich

m__ f 1
T Yadn
und dementsprechend das ebenso berechnete Potential der beiden Pole
unseres ersten Elementarmagneten
1
%
yaon
Da wir aber in f’ nicht einen Einheitspol, sondern die beiden Pole
unseres zweiten Elementarmagneten von der Stirke -~ m’ haben, er-
gibt sich als Potential der Wirkung unseres ersten auf unseren zweiten
Elementarmagneten und zugleich als Neumann’sches Potential unserer
unendlich kleinen, von Einheitsstromen durchflossenen Strombahnen:
© oRr
(26) Vir =25 g
ein Ausdruck, der auch durch Umrechnung aus dem Newmann’schen
Potentialgesetz hitte gefunden werden konnen.

27) Vgl. § 12 der in Anm. 21 zuerst genannten Abhdlg.
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Um die geometrische Bedeutung des Ausdruckes (26) anzugeben,
betrachten wir die GriBe

o1r or cos (r, n

(27 ——f—L—{aﬁ—t—‘;—g—)-
Hier bedeutet f cos (7, %) die Projektion der Fliche f auf eine zu r
senkrechte Ebene und daher K die von [’ aus gesehene scheinbare
Grife von [ oder die Offnung desjenigen Kegels, welcher von f* aus
die Fliche f projiziert. K wird dabei positiv oder negativ gerechnet,
je nachdem man die Fliche von der einen oder anderen Seite her
betrachtet.

Das Neumann’sche Potential zweier unendlich kleinen von Einheits-
stromen umflossenen Strombahnen (s) und (s") driickt sich daher durch
die scheinbare Grisse K bezw. K’ dieser Bahnen folgendermafen aus:

o __FIX__ {0
WS T 9w T T 2 on

Wir ersetzen jetzt einerseits die unendlich kleine Strombahn s
durch ein System solcher Strombahnen, die wir auf einem beliebigen
berandeten Flichenstiick gleichsinnig nebeneinander reihen. Ein solches
System von unendlich kleinen Strombahnen ist, wie schon Ampére
erkannt hat (vgl. p.20) #quivalent einem die Berandung des Flichen-
stiicks umkreisenden Strom. Andererseits erginzen wir die Strom-
bahn & durch Hintereinanderreihung unendlich vieler gleich groBer
im Abstand @’ einander folgender Bahnen zu einem aus dem Unend-
lichen bis zur Stelle von (s") reichenden Solenoid. Endlich gehen
wir noch von den Strémen 1,1 zu den Stromen ¢, i’ iiber. Wir er-
halten dadurch das Newmann'sche Potential eines Solenoidpoles auf
einen endlichen Strom in der Form:

rf'
V""'=_ 8%

Hierin bedeutet K nunmehr die Summe der zu dem System der
Strombahnen s gehorigen unendlich kleinen Kegel6ffnungen, d. h. die
gesamte scheinbare GroBe des endlichen Stroms. Das _3'-Zeichen
bezieht sich auf das System der Strombahnen s’ und 1&Bt sich durch
eine Integration nach der Axe des Solenoides, welche mit der jewei-
ligen Richtung von %’ zusammenfillt, ersetzen

Man hat

daher
0K 1 aK 1
W=E7fan (K”— °°)=E’KP’
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wo Kp die vom Pole des Solenoids gesehene Kegeldffnung ist. Mit-
hin wird

Hier fithren wir abermals die Polstirke m = f'i/)/24’ nach
Gleichung (13) ein und erhalten schlieBlich als wechselseitiges Po-
tential des Stromes ¢ und des Magnetpoles m’:

?
(28) i’m=-—%1€p.
Samtliche Erscheinungen der Magnetoinduktion, sowie sémtliche
ponderomotorische Wirkungen zwischen Strom und Magnetpol folgen
nun aus den A'nderungen des Potentials Vi, bez. V;, bel einer
Lageniénderung des Stromes gegen den Pol oder des Poles gegen den
Strom, hiingen also im Grunde nur von der Anderung der scheinbaren
GroBe K des Stromes ab.

Um zu der Faraday'schen Auffassung der Gesetze der Magneto-
induktion iiberzugehen, denken wir uns von dem Magnetpole eine der
Stirke desselben proportionale hinreichend grosse Anzahl 4zm’N von
Kraftlinien gleichmaBig nach allen Seiten ausstrahlen, d. h. von Linien,
welche iiberall die Richtung der magnetischen Feldstirke haben und
welche im besonderen geradlinig verlaufen, wenn der Pol als isoliert
vorhanden gedacht wird. (Wegen der allgemeinen Definition und Ver-
wendung von Kraft- und Erregungslinien vgl. den folgenden Art.
Nr. 30.) Die Anzahl derjenigen Linien, welche die Strombahn (s)
durchsetzen, betréigt alsdann m” NKp; das Neumann'sche Potential des
Poles m auf den Strom 1 ist daher dieser Kraftlinienzahl proportional.
In demselben Sinne ist die im Stromkreise induzierte elektromotorische
Kraft proportional der (positiven oder negativen) Anderung, die diese
Kraftlinienzahl bei einer Bewegung von Strom oder Pol erfihrt.

Handelt es sich nicht um einen einzelnen Pol, sondern um eine
beliebige Verteilung von magnetischen Mengen, so tritt in der obigen
Formel 3'mK an die Stelle von m’ K; die magnetischen Kraftlinien
sind alsdann nicht mehr geradlinig, sondern gekriimmt, da sie iiberall
der Richtung der magnetischen Feldstirke § folgen; ihre Dichte ist
gleich | | N zu wihlen, d. h. so zu bestimmen, daB eine zur Richtung
der Feldstirke senkrechte Fliche do von || Nde Kraftlinien ge-
troffen wird. Der Satz iiber die Anderung der die Strombahn durch-
setzenden Kraftlinienzahl aber bleibt bestehen.

Auch fiir die Induktion zweier Strome aufeinander 1aBt sich der
Faraday'sche Kraftlinienbegriff verwerten, wenn man dem induzieren-

den Strom durch den Vektor der Ampére’schen Direktrix sein magne-
Encyklop. d. math, Wissensch. V 2, 3
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tisches Feld zuordnet und in diesem das System der Kraftlinien
konstruiert.

Hervorzuheben ist noch, daB Neumann die Giiltigkeit seiner
Theorie ausdriicklich auf langsam veréinderliche Felder und auf lang-
same Bewegungen beschrinkt. Neumann schlieBt also ,z B. die
durch elektrische Entladungen induzierten Strome“ von der Betrach-
tung aus. Das Wort ,langsame Bewegung® versteht Neumann in dem
Sinne, daB nur Geschwindigkeiten vorkommen, die ,klein sind gegen
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Elektrizitit (gegen die Licht-
geschwindigkeit, wie man heutzutage sagen wiirde).

6. Wilhelm Woeber. Unter den =zahlreichen Leistungen von
W. Weber auf dem Gebiete der Elektrizititslehre ist die Aufstellung
des nach ihm benannten Grundgesetzes vielleicht nicht die groBeste.
Wir erwihnen von seinen anderen Arbeiten die genaue experimentelle
Priiffung des Ampére’'schen Gesetzes mit Hiilfe des Dynamometers®)
und, als besonders bedeutsam und fruchtbar, die Einfiihrung eines
allgemeinen und konsequenten, auf den Ideen von Gauf (vgl. p.6)
fuBenden elektromagnetischen Mafsystems.

Durch die Arbeiten von Gaufe war ein absolutes MaB fiir die
Menge des Magnetismus und fiir das magnetische Moment eines Stab-
magneten sowie fiir die magnetische Feldstirke eingefiihrt. Es han-
delte sich nun darum, die Messung der elektrischen GroBen, ins-
besondere die des elektrischen Stromes an jene magnetischen MaBie
anzugliedern.

Die Moglichkeit hierzu bot die Wechselwirkung von Strom und
Magnetpol nach dem Biot-Savartschen Gesetz oder die Magneto-
induktion. Am bequemsten ist es dabei, an das Newmann'sche Po-
tential, welches jene beiden Wirkungen, die ponderomotorischen und
die elektromotorischen, zusammenfaBt, anzukniipfen.

Das Neumann’sche Potential V eines ebenen geschlossenen
Stromes auf einen Magnetpol von der GauBisch gemessenen Stirke 1
ist proportional der (z. B. elektrodynamisch gemessenen) Stromstirke ¢
und der scheinbaren GroBe der vom Strom umflossenen Fliche f.
Man bezeichne irgend einen Punkt im Innern von f als ,Mittelpunkt®
und nenne r den Abstand dieses Punktes vom Einheitspol. Befindet
sich der letztere in hinreichend groBer Entfernung, aber sonst in be-
liebiger Lage gegen den Strom, so kann man das Potential nach den
Gleichungen (27) und (28), unter » die Normale zur Ebene des

28) Elektr. MaBbest. 2, inshes. Widerstandsmessungen.
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Stromleiters, unter % einen von der Wahl der Einheiten abhingigen
Proportionalititsfaktor verstanden, gleichsetzen:

(29) V— — kif 00:2(”’ n

Man denke sich andererseits durch den ,Mittelpunkt* senkrecht zur
Ebene des Stromleiters einen Stabmagneten hindurchgesteckt; sein
Moment M kann berechnet werden aus der im Nord- und im Siidpol
konzentriert gedachten magnetischen Menge -+ m und dem Abstand !
dieser beiden Pole: M = ml. Das Potential fiir die Coulomb’sche
Kraftwirkung der beiden Pole auf unseren Einheitspol ist im GaufB-
schen Ma8:

(30) V——-—t%l cos (n, r) =—-1—n~@;§@—’—r—)-

Der Vergleich dieses Ausdrucks mit dem Ausdrucke (29) zeigt,
Ein ebener Strom von der Stirke ¢ und der wmflossenen Fliche f wirkt
auf einen Magnetpol in hinveichender Ferne wie ein Stabmagnet vom
DMomente
(31) M = kif,
der am Orte des Stromkreises senkrecht zur Ebene desselben angebracht ist.

Auf diesen Satz griindet sich das elektromagnetische oder Weber-
sche Map der Stromstirke: Weber setzt in (31) k = 1, bestimmt also
den zahlenmiBigen Wert der Stromstérke, welcher (zum Unterschied
mit dem elektrodynamisch gemessenen Werte) J heifien moge, aus
dem Momente des #quivalenten Stabmagneten durch die Beziehung
J = M/f. Mit k=1 wird der Wert V des Neumann'schen Potentiales
nach Gleichung (29)

V— ——-Jf cosr(:z, r);

andererseits ergibt die friihere Darstellung (28) desselben Potentials
mit m’" = 1 bei hinreichendem Abstand von Strom und Einheitspol

V— i cosln )

Es wird daher, wenn man denselben Strom einmal elektrodynamisch
das andere Mal elektromagnetisch miBt:
?
J = _-'7—5- M
Die elektromagnetische Mapeahl der Stromstirke ist also V2 -mal
kleiner wie die elektrodynamische. Umgekehrt ist die elekiromagnetische
Einheit der Stromstirke V2 -mal grofier als die elektrodynamische Einheit.
Gleichzeitig mit der Stromstirke ist auch die Elektrizitdtsmenge

elektromagnetisch bestimmt; die Einheit derselben ist diejenige Elek-
3*
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trizititsmenge, die der Strom 1 in der Einheit der Zeit durch den
Querschnitt befordert. Hieraus ergibt sich ferner auch die Feldstirke
in elektromagnetischem MaB; ein Feld besitzt die Stirke 1, wenn es
in dem betrachteten Punkte auf die elektromagnetische Elektrizitats-
einheit die Kraft 1 Dyne ausiibt, u. s. w.

Andererseits liefern die oben erdrterten Beziehungen die Handhabe
dazu, auch das an das Coulomb’sche elektrische Gesetz ankniipfende
elektrostatische Mafisystem einheitlich durchzufithren. Indem man die
Stromstiirke elektrostatisch miBt als die in der Zeiteinheit durch den
Querschnitt beforderte elektrostatisch gemessene Elektrizitédtsmenge und
indem man wieder in (31) k=1 setzt, kann man zunichst die elektro-
statische Einheit des magnetischen Momentes festsetzen als Moment
desjenigen Stabmagneten, welcher dem die Fliche 1 umkreisenden
Strome 1 in seiner Wirkung auf einen hinreichend entfernten Pol
dquivalent ist. Hieraus folgt weiter die elektrostatische Einheit des
Magnetismus und der magnetischen Feldstérke.

Dass dieses elektrostatische System weniger gebriuchlich ist, wie
das elektromagnetische System, liegt namentlich daran, daB die énter-
nationalen praktischen Finheiten an das letztere System ankniipfen und
sich nur durch Potenzen von 10 von den Einheiten desselben unter-
scheiden. Z. B. ist bekanntlich

1 Amp = 0,1 elektromagn. Stromeinheiten.

Durch Einfiihrung des elektromagnetischen Strommafies wird der
formale Ausdruck der frither genannten Gesetze vereinfacht, indem
darin ein Faktor 1/2 bezw. 1/)/2 in Fortfall kommt. Z. B. wird in
diesem MaBsystem der Neumann’sche Potentialausdruck:

(32) V——JJ f dods' cos @5, )

der Ausdruck des Biot-Savart’'schen Gesetzes nach p. 17
(33) % — mJdssin (r,ds)

72 )

der Umbkehrung des Biot-Savart'schen Geselzes nach p. 18

(34) F=Jls- 9], $=15,

des Grafmann’schen Gesetzes nach p. 23 und 19
J'[t-ds

(35) §—Jas-9), §—TL,

rs
endlich des Ampére’schen Gesetzes

(36) F=— —JJ—;if—di (2 cos (ds, ds’y — 3 cos (r, ds) cos (r, ds)).
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Wir kommen nun zur Darstellung des Weber'schen Grundgesetzes.
Dasselbe beabsichtigt namentlich, das Coulomb’sche Gesetz fiir ruhende
Elektrizititen mit den Ampére- Neumann’schen Gesetzen fiir stromende
Elektrizitit in Zusammenhang zu bringen. Nach dem Vorbilde von
Newton und Coulomb wiinschte Weber ein Punktgesetz aufzustellen,
also die elektrostatischen, elektrodynamischen und elektrokinetischen
Wirkungen aus dem Ort und der Bewegung der elektrischen Elementar-
quanten abzuleiten. Da elektrische Massenpunkte, die ihre gegenseitige
Lage nicht #ndern, keine andere als die Coulomd’sche Wirkung auf-
einander ausiiben, war in erster Linie die relative Gteschwindigkeit
der elektrischen Mengen in Rechnung zu setzen.

Weber benutzt bei der Ableitung?’) und nachtriiglichen Bestéti-
gung seines Grundgesetzes drei spezielle Tatsachen, welche allerdings,
da sie sich auf Stromelemente beziehen, nicht mit Sicherheit aus der
direkten Erfahrung erschlossen werden konnen:

1) DaB zwei Stromelemente, welche in gerader Linie liegen, mit
welcher ihre Richtung zusammenfillt, sich abstoBen oder anziehen,
je nachdem sie von der Elektrizitit in gleichem oder entgegengesetztem
Sinne durchflossen werden.

2) DaB zwei parallele Stromelemente, welche mit ihrer Verbin-
dungslinie rechte Winkel bilden, einander anziehen oder abstoBen, je
nachdem sie von der Elektrizitit in gleichem oder entgegengesetztem
Sinne durchflossen werden.

3) DaB ein Stromelement, welches mit einem Leiterelement in
gerader Linie liegt, mit welcher die Richtungen beider Elemente zu-
sammenfallen, einen gleich oder entgegengesetzt gerichteten Strom
induziert, je nachdem seine eigene Stromintensitit abnimmt oder
zunimmt.

Von grundlegender Bedeutung ist ferner der Umstand, da Weber
sich der dualistischen Auffassung in der Elektrizitdtslehre anschlieBt,
nach der sich, im Gegensatz zu der unifarischen Auffassung, die posi-
tive und negative Elektrizitét im elektrischen Strom mit entgegen-
gesetzt gleicher Geschwindigkeit bewegt.

Schwierig bleibt hierbei die Vorstellung, die man sich iiber die
Verkettung von elektrischen und ponderabeln Massen zu bilden hat,
woriiber die Theorie eigentlich eine bestimmte Vorschrift geben sollte.
Die auftretenden Krifte sind in der Weber’schen Theorie rein elek-
trischer Natur und greifen in den elektrischen Teilchen an; die letz-

29) Elektr. MaBbest. 1, insbes. iiber ein allgem. Grundgesetz der elektr.
Wirkungen (1846) = Ges. Werke 3, p. 25.
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teren sind in den Leitern frei beweglich; trotzdem iibertragen sich
die Kriifte unter Umsténden auf diese. In Fillen wie die unter 1) und
2) genannten hat man sich wohl die Elektrizitdten im Stromelement
zwanglidufig zu denken; die in ihnen angreifenden Krifte gehen dann
auf die ponderabeln Triger der Elektrizititen iiber und wirken pon-
deromotorisch. Bei Fragen wie die unter 3) hat man sich dagegen
den induzierten Stromleiter als festgehalten oder zwangliufig gefiihrt
zu denken; die an den Elektrizitdtsteilchen angreifenden Kriifte wirken
dann auf diese selbst, also elektromotorisch.

Sind e, ¢’ die elektrischen Mengen, » die Entfernung derselben,
¢t die Zeit, so fiihrt die erste Tatsache mit Riicksicht auf die Coulomb-
sche Kraftwirkung zunéichst zu dem folgenden Ansatz fiir die zwischen
ihnen wirkende Kraft: , J

ee r
r (1 - (dt) )

Derselbe geniigt aber nicht, um von der unter 2) genannten Tat-
sache Rechenschaft zu geben, da er sich bei paralleler und senkrecht
gegen die Verbindungslinie gerichteter Bewegung der Elektrizitits-
mengen (wegen dr/dt = 0) auf die Coulomb’sche Wirkung reduzieren
wiirde. HEs muf daher noch ein Glied mit d®r/d#* hinzutreten und
der vorstehende Ansatz folgendermaBen ergéinzt werden:

ee g (Ar\2 azr
S —a(F) +ogm)
Damit diese Form des Gesetzes gleiche Resultate mit dem Ampére-

schen Gesetz ergebe, ist notwendig und hinreichend, daB b = 2ra?
sodaB die definitive Form des Weber'schen Gesetzes lautet:

’ 2 2
(37) S (1—a (5) + 20 35)-

Indem hierdurch auch die dritte der oben angefiihrten Tatsachen
und bei geeigneter Berticksichtigung von eventuellen ,Gleitstellen® die
Induktionserscheinungen {iiberhaupt dargestellt werden, ergibt sich
eine erste Bestitigung des Gesetzes.

Die Konstante a ist, wie aus dem Weber'schen Gesetz unmittelbar
folgt, der reziproke Wert einer Geschwindigkeit®). In dem besonderen
Falle, wo die relative Beschleunigung d?r/d#* gleich Null ist, ergibt
sich die Bedeutung von 1/ als diejenige Geschwindigkeit elek-
trischer Teilchen, bei der die gegenseitige Einwirkung derselben ver-

30) Die bekannte Weber'sche Bezeichnung dieser Geschwindigkeit ist c;
wir reservieren hier den Buchstaben ¢ fiir die Lichtgeschwindigkeit, welche der
/2% Teil des Weber’schen c ist.
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schwindet oder bei welcher die elektrostatische Wirkung durch die
elektrodynamische gerade aufgehoben wird. Die Bedeutung dieser Ge-
schwindigkeit fiir die elektrischen MaBeinheiten, daB sie nimlich das
Verhdltnis der elektrostatischen und der elektromagnetischen Stromeinheit
gibt, wird von Weber bei der Vergleichung seines Gtesetzes mit dem
Ampéreschen auseinandergesetzt. Schreibt man némlich z. B. in dem
oben genannten Fall 1) die zwischen zwei gleich gerichteten und in
der gleichen Geraden liegenden Stromelementen ausgeiibte Kraft ein-
mal nach dem Weber'schen, das andere Mal nach dem Ampére’schen
Gesetze hin, so erhilt man, wenn e, ¢ die in der Léngeneinheit der
Leiter in jedem Augenblick enthaltenen und mit der Geschwindigkeit
v, v sich bewegenden Mengen positiver Elektrizitit bedeuten:

nach Weber 252 atdsds Gl (37),
nach Ampére L7 dsds Gl (36).

Nun sind ¢, € ebenso wie e, e’ elektrostatisch gemessene Elektrizitéts-
mengen, v und ¢’ die in der Zeiteinheit von ihnen zuriickgelegten
Wege und ev, ¢'v' die in der Zeiteinheit den Querschnitt des Leiters
durchstromenden positiven Elektrizititen, also 2ev, 2¢v" nach der
dualistischen Auffassung die pro Zeiteinheit den Querschnitt passieren-
den gesamten Elektrizititsmengen oder die elektrostatisch gemessenen
Stromstiirken, J(stat) bezw. J' (stat). Damit Ubereinstimmung mit
dem Ampéreschen Gesetze herrscht, mufl sein

2J (stat) J’ (stat) a® = J (magn) J’ (magn)

und daher auch
J(stat) 1

J(magn) — ya2a

Das Verhiltnis der elektrostatischen zur elektromagnetisch gemessenen
Stromstiirke (und ebenso der Elektrizititsmengen) ist der Dimension
nach eine Geschwindigkeit und dem Zahlenwerte nach gleich J/%-mal
der Geschwindigkeit 1/a. Weber ist in spéteren Arbeiten auf diese
Verhiltnisse vielfach zuriickgekommen, bis er im Jahre 1855 den
zahlenmiBigen Wert von 1/a im Verein mit R. Kohirausch experi-
mentell bestimmte®). Es ergab sich

S — 439450100 ..
a sec
31) Uber die Elektrizitiitsmenge, welche bei galvanischen Strémen durch

den Querschnitt der Kette strémt, Ann. Phys. Chem. 99 (1856), p. 10 und Elektr,
- MaBbest. 4.
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Dividiert man diesen Wert durch /2, so erhilt man die Zahl

1 cm

Ve = 3,11.10° —,

also eine Zahl, die auffallend genau mit der Lichtgeschwindigkeit

tibereinstimmt3?). Es war Mazwell vorbehalten, aus dieser Uberein- -

stimmung fundamentale Schliisse zu ziehen, nachdem bereits friiher

(vgl. die folgende Nummer) Riemann an eben diese Ubereinstimmung
theoretische Uberlegungen gekniipft hatte.

Man kann das Weber'sche Gesetz ansehen als eine Formel, in der
die Wirkung zweier elektrischen Massen aufeinander dargestellt wird
durch eine Reihe, die nach den zeitlichen Differentialquotienten des
die Massen verbindenden Fahrstrahls fortschreitet und in der die
ersten Glieder aus der Erfahrung bestimmt sind. Da indessen bereits
die ersten Glieder hinreichen, um die elektrodynamischen und elektro-
kinetischen Wirkungen vollstindig wiederzugeben, so hat man von
der moglichen Hinzufiigung unbekannter hoherer Glieder abgesehen;
vielmehr nahm Weber fiir sein Gesetz in Anspruch, daB es in der
angegebenen Form genau und fiir alle Fille giiltig sei. Dem gegen-
iiber moge erwihnt werden, dall Helmholtz®) gelegentlich bemerkt
hat, ein von ihm gegen das Weber'sche Gesetz erhobener Einwand,
auf den wir unten zu sprechen kommen, werde hinféllig, wenn man
dem Weber'schen Gesetz noch ein geeignetes Glied mit dem dritten
Differentialquotienten des Fahrstrahls nach der Zeit hinzufiigt.

Das Weber'sche Gesetz ist Gegenstand vielfacher Diskussion ge-
wesen.

Der erste Einwand gegen das Weber'sche Gesetz riihrte von
W. Thomson und P. G. Tait**) her und machte geltend, daB das Ge-
setz von der Erhaltung der Energie dadurch verletzt werde. Weber
begegnete diesem Einwand mit dem Nachweis, daB bei allen durch
sein Gesetz beherrschten Bewegungen die Summe

T+U+V

konstant bleibt3%) (Beweis s. p. 42 oben); hier bedeutet 7' die kinetische
Energie der bewegten Teilchen, U das elektrostatische Potential oder das

32) Vgl. auch die Korrektion, welche W. Voigt an der Berechnung der
Weber'schen Versuchsresultate anbringt, Ann. Phys. Chem. (3) 2 (1877), p. 476.

83) Ges. Abhdlg. Bd. 1, p. 654 Anm.,

34) Natural Philosophy, 1. Aufl., deutsche Ubersetzung, Braunschweig 1871,
Nr. 385, p. 351. In die 2. Aufl. ist der Einwand nicht aufgenommen.

35) W. Weber, Ann. Phys. Chem. 73 (1848), p. 29 oder Jubelband (1874),
p. 199. Ausfihrlicher in Elektr. MaB8bestimmungen, 6. Abhdlg.
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Potential der Coulomb’schen Kraft, also wenn nur zwei Teilchen in
Betracht gezogen werden
U—"*
r )
wihrend ¥V die Bedeutung hat
ee’ o (dr\?
@) e
und als Weber'sches elektrodynamisches Potential bezeichnet werden
moge. Die Gleichung 7 4 U + V== const. stellt mithin die Energie-
gleichung fiir das Weber'sche Gesetz dar. Dementsprechend bedeutet
die Summe

(39) U+ 7 =" (1—a(3))

die gesamte potenticlle Energie zweier bewegter Elektrizititsteilchen ee’;
diese Summe ist es, die Weber selbst als das zu seinem Gesetz ge-
horige Potential bezeichnet.

In anderem Sinne nennt C. Newmann®) die Differenz:

(40) v—v="2(14+a(%))

das ,effektive Potential“ des Weber'schen Gesetzes. Er zeigt némlich,
daB man, ausgehend von den allgemeinen Variationsprinzipien der
Mechanik, die Weber'sche Kraft aus diesem Ausdrucke durch Varia-
tion gewinnt, ihnlich wie man aus einem nur von den Lagenkoordi-
naten abhingigen Potential die Kraft durch Differentiation ableitet.
Schon vor C. Neumann hatte 1861 B. Riemann in einer Gottinger
Universititsvorlesung den Gedanken entwickelt, aus einem geeignet
gewihlten Potential mittels der mechanischen Variationsprinzipien die
elektrodynamischen Krifte abzuleiten (vgl. die folgende Nr.).

Schwerer als der Thomson-Tait’sche wiegt der erste Einwurf von
Helmholtz®"), daB unter dem EinfluB des Weber'schen Gesetzes ein
Teilchen in endlicher Entfernung von einem anderen eine unendliche
Geschwindigkeit, also auch eine unendlich groBe lebendige Kraft an-
nehmen konne.

Ist namlich # die Masse des Trigers der elektrischen Menge e,
welche der AbstoBung einer gleichartigen ruhenden Menge ¢’ unter-
worfen ist, und geht die Bewegung in der Richtung des Radiusvektors
vor sich, so lautet die Gleichung der Bewegung:

36) C. Newmann, Prinzipien der Elektrodynamik und Allg. Unters. iiber
das Newton'sche Prinzip der Fernwirkungen, Kap. VIII (s. Literaturiibersicht),
sowie Math. Ann. 1 (1869), p. 317 und Math. Ann. 17 (1880), p. 400.

87) J. f. Math. 72 (1870), p. 57—129.



42 V 12. R. Reiff und A. Sommerfeld. Standpunkt der Fernwirkung.
dir e g [AT\2 o dir
m g = (1 —a*(57) + 202 G)-

Hieraus folgt als Energiegleichung durch Multiplikation mit gl-:_ und

Integration: )
T+ el =0
oder )
ee
i
2at 7

Dementsprechend wird die Geschwindigkeit unendlich groB fiir

2ee’a?

T=9= m

Dies ist ein moglicher positiver Wert des Radiusvektors, wenn, wie
vorausgesetzt, die Massen e und e’ gleichartig sind. Damit fiir » = ¢
die Gteschwindigkeit der Bewegung reell, die Lage = ¢ selbst also mog-
lich wird, ist nur erforderlich, daB im Falle einer abstoBenden Wirkung,

ee m . ee .
wo zu Anfang r < ¢ und daher > g st auch —=> C sei, was

durch geeignete Verfiigung iiber die Anfangsgeschwindigkeit zu er-
reichen ist.

Gegen diesen Einwurf machte Weber geltend®), da8 die Ent-
fernung ¢ jedenfalls eine sehr kleine (molekulare) Entfernung wird,
weil in ihrem Zidhler die GroBe 2a? vorkommt, die experimentell
gleich dem reziproken Quadrate der Lichtgeschwindigkeit gefunden
wurde (8. oben), daB aber fiir so kleine Entfernungen moglicherweise
ganz andere Gesetze gelten kénnen als fiir endliche Entfernungen.

Helmholtz erwiderte darauf, daB man nicht notwendig auf mole-
kulare Entfernungen gefithrt wird, wenn man auBler den elektrischen
noch andere ponderomotorische Kréfte auf den Tréiger der elektrischen
Menge ¢ einwirken lasse. Allgemein argumentiert Helmholtz so%%):

Man nehme eine beliebige Anzahl N von elektrisch geladenen
Punkten, deren triige Massen mit p, bezeichnet werden; sie mdgen
alle oder zum Teil Quanten von Elektrizitit enthalten, die nach
elektrostatischem Maf gemessen mit e, bezeichnet werden; es sei r,,,
die Entfernung der Punkte % und m, g, die Geschwindigkeit des
Punktes #n, 9,, der Winkel, den die Geschwindigkeit g, mit der iiber

38) Elektr. MaBbest. 7, insbes. {iber die Energie der Wechselwirkung (1871)
= Ges. W. 4, p. 247,
89) J. f. Math. 75 (1873), p. 35—66 = Ges. Abhdlgn. 1, p. 647.
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n hinaus verlingerten Richtung der Linie #,, bildet. Dann ist ent-
sprechend dem Coulomb’schen Gesetz der Wert des elektrostatischen

Potentials:
13 S,

(n)  (m)

nach dem Weber'schen Gesetz der Wert des elektrodynamischen Po-
tentials:

t]
V=— %— 2 2 e;":f (g, cos #,,, + g, cos &,,,)%

(m)  (m)

Der letztere Ausdruck 4Bt sich in zwei Teile sondern, von denen

der eine
e
Q =—ad 2 ; 2 ' (;” ” 9.9 CO8 '&nm cos 'amn
nm
(n) (m)

sei und der andere unter Benutzung der Abkiirzung

P, =2a? _;_ mcos? 9,
) Tm

— % 2 €0 Pny™

(m)

Er ist mithin, da er das Quadrat der Geschwindigkeit enthélt, von
der Form des Ausdruckes der lebendigen Kraft.

Bedeutet endlich P das Potential der iibrigen Krifte, welche auf
die triige Masse wirken, so ist nach dem Weber'schen Gesetz die Glei-
chung fiir die Erhaltung der Energie:

3+ 3 (4, — Poe) 0, + P+ Q + U= const.

Hieraus geht hervor, daB diejenige GroBe, welche die lebendige
Kraft des Punktsystems vertritt (das erste Glied der vorstehenden
Gleichung), von der gewdhnlichen Form dadurch abweicht, daB die
Quadrate der Geschwindigkeiten mit Faktoren multipliziert werden, die
nicht notwendigerweise positiv sind. Sollte also fiir einen Punkt die
GroBe w, — p,e, negativ sein, so wiirde der Punkt gewissermaBen
negative Masse haben und einer VergroBerung seiner Geschwindig-
keit wiirde eine Verminderung seiner ,lebendigen Kraft“ entsprechen.
Wenn die Summe 7 = §_3'(u, — ¢,p,) ¢, aus einer Anzahl positiver
und negativer GroBen bestéinde, so wiirde die Geschwindigkeit ein-
zelner Punkte iiber alle Grenzen hinaus wachsen, die Summe selbst
aber konstant bleiben konnen. Hierin sieht Helmholtz einen VerstoB
gegen das Energieprinzip.

geschrieben werden kann:
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Besonders deutlich zeigt sich dies in dem Falle, daB nur eine
Masse u sich bewegt und die iibrigen auf einer Kugel gleichmiBig
verteilt sind.

Weber*®) und C. Newmann*') wandten hiergegen ein, der erstere,
daB die Koeffizienten von ¢, in T' keine wirkliche Masse bedeuten,
der letztere, daB dem Energieprinzip in solchen Fillen wie dem in
Rede stehenden eine erweiterte Fassung gegeben werden miisse, daB
némlich nur eine von dem augenblicklichen Zustande des Systems
(Lage und Geschwindigkeit seiner Massenteile) abhiingige Funktion zu
existieren brauche, die bei der Bewegung ungeiindert bleibt. (Neumann’s
Postulat, s. Nr. 8.) .

Ferner zeigte Helmholtz*®) noch, daB sich unter Umstéinden aus
dem Weber'schen Gesetz eine Elektrizitétsverteilung auf Konduktoren
ergeben konne, die in labilem Gleichgewicht ist.

Wenn R. Clausius*®) einen Vorwurf gegen das Weber'sche Gesetz
aus der demselben zu Grunde liegenden dualistischen Auffassung der
Elektrizitatsbewegung konstruierte, so ist dagegen zu bemerken, daB
zu jener Zeit die Entscheidung zwischen der unitarischen und duali-
stischen Auffassung mehr Sache des personlichen Geschmacks wie des
objektiven Urteils war und daB erst neuere Erfahrungen und Theorien
iiber bewegte Elektronen gegen die Annahme einer mit entgegen-
gesetzt-gleicher Geschwindigkeit erfolgenden Stromung der positiven
und negativen Elektrizitit sprechen.

Die mathematische Behandlung spezieller Probleme wird unter
Zugrundelegung des Weber'schen Gesetzes meist recht kompliziert.
Selbst die Bewegung eines einzelnen, frei beweglichen, geladenen
Massenteilchens, welches von einem festen Zentrum nach dem Weber-
schen Gesetz angezogen wird*), gibt zu recht umstéindlichen Rech-
nungen mit elliptischen Funktionen und zu zahlreichen Fallunter-
scheidungen AnlaB.

Wie es scheint, sind die Diskussionen iiber das Weber'sche Gesetz
nicht bis zu einem positiven Ergebnis durchgefithrt worden. Das Fiir
und Wider versiegte allmihlich, weil sich das Interesse einstweilen,
zu Gunsten der Faraday- Maxwell'schen Auffassung, iiberhaupt von

40) Ann. Phys. Chem. 156 (1875), p. 1 = Ges. Werke 4, p. 312.

41) Leipz. Ber. 1872 und 1874; Ann. Phys. Chem. 155 (1875), p. 211.

42) J. f. Math. 72 (1870), § 4, p. 85 = Ges. Abhdlgn. 1, p. 578.

43) J. £ Math. 82 (1877), p. 85.

44) Vgl. E. Riecke, Gott. Nachr. 1874; G. Lolling, Leopoldina 44; E. Ritter,
Ztschr. Math. Phys. 37. Wegen der einschligigen Arbeiten astronomischer Rich-
tung vgl. Art. 2 dieses Bandes Nr. 21.
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der Frage nach der Form eines umfassenden Massenpunktgesetzes ab-
kehrte.

7. GauB und Riemann. Wihrend Weber in konsequentester
Weise den Standpunkt der Fernwirkungen verfocht, machten sich in
seiner unmittelbaren Umgebung, bei seinem Lehrer Gauf und seinem
Schiiler Riemann, Strémungen entgegengesetzter Richtung geltend.

Im Jahre 1845 schrieb Gauf3*’) an Weber auf eine Mitteilung
von dessen Grundgesetz hin, daB er sich zehn Jahre friither selbst mit
dhnlichen Untersuchungen beschiftigt, daB er sie aber nicht bekannt
gemacht hitte, ,weil ihm das gefehlt, was er als den eigentlichen
SchluBstein betrachtet hatte, ndmlich die Ableitung der Zusatzkrifte
(die zu der gegenseitigen Wirkung ruhender Elektrizititsteile noch
hinzukommen, wenn sie in gegenseitiger Bewegung sind) aus der
nicht instantanen, sondern (auf dhnliche Weise wie beim Licht) in der
Zeit sich fortpflanzenden Wirkung“. Hierzu wire es seiner Uber-
zeugung nach notig, ,sich von der Art, wie die Fortpflanzung ge-
schieht, eine konstruierbare Vorstellung zu machen®.

~Gaup ist auch spiter nicht dazu gekommen, seine Untersuchungen
im Sinne dieser Forderung zu erginzen. Das Gauf’sche Grundgesetz*®),
welches in seinem NachlaB veroffentlicht ist, gentigt dieser Forderung
nicht. Dasselbe ist vom Juli 1835 datiert und lautet

) §= {1+ (=3 (@))

wo e, ¢ die in Bewegung befindlichen Elektrizititsmengen, }/1/k eine
bestimmte Geschwindigkeit, » den Abstand von e und ¢ und  die
relative Geschwindigkeit der Punkte e (xyz) und ¢ («'y'2¢") bedeutet,
sodaB

(42) w=@E—&)+H—y)+E—)"

Nach einer Kritik von Mazwell*") gibt dieses Gesetz indessen die
Induktionserscheinungen nicht richtig wieder.

Ganz im Sinne der Gauf'schen Forderung liegt dagegen eine
Theorie, die B. Riemann®®) im Jahre 1858 aufgestellt hat. Er be-
stimmt das Potential ¥ eines bewegten elektrischen Teilchens als
Losung einer Differentialgleichung, die der Poisson’schen Gleichung
der Potentialtheorie nachgebildet ist, namlich:

45) Ges. Werke 5, p. 627.

46) Ges. Werke 5, p. 616.

47) Treatise, 2. Ausg., 2, p. 437.

48) Ann. Phys. Chem, 181 (1867), p. 237 — Ges. Werke, 2. Aufl. Leipzig
1892, p. 288.
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2

LT — AV + 4,
in der ¢ die rdumliche Dichte der Elektrizitit im Punkte z, %, 2 und
« eine Geschwindigkeit bedeutet. Nach dieser Gleichung pflanzt sich
das Potential mit der Geschwindigkeit « fort und braucht, um vom
Punkte 2’y'2" zu dem um » entfernten Punkte zyz zu gelangen, die
Zeit r/o. Will man also die Potentialwirkung im Punkte e(zyz) zur
Zeit ¢ bestimmen, die von einer elektrischen Masse ¢’ ausgeht, so hat
man diejenige Lage 2’y 2" der letzteren in Betracht zu ziehen, in der
sie sich zu einer gewissen fritheren Zeit ¢ befunden hat. ¢  kann,
wenn die Bewegung von e, also insbesondere die Entfernung der
Lage des Teilchens ¢ zu jeder fritheren Zeit von dem Orte des Teil-
chens e zur Zeit ¢ bekannt ist, durch Auflosung der Gleichung
¢ =t — r/e nach ¢ gefunden werden. Man erhilt auf diese Weise
als Elementarpotential der Wirkung von ¢ auf e

ee

(43) m)
wo #(f,¢) die Entfernung des Ortes von e zur Zeit ¢ von dem Orte
von ¢’ zur Zeit ¢’ bedeutet. Dieses Elementarpotential ist eine Losung
der vorangestellten Differentialgleichung.

Riemann summiert nun dieses Elementarpotential iiber alle elek-
trischen Massen ¢ und ¢ zweier stromfiihrender Leiter und findet
durch Schliisse, deren Zulissigkeit von R. Clausius*®) angefochten
worden ist, fiir das Gesamtpotential einen Wert, der sich mit dem
Neumann’schen Potential deckt, wenn « mit der von Weber und Kohl-
rausch bestimmten Geschwindigkeit 1/a nach der Gleichung zusammen-
hingt «? = 1/2a% d. h. wenn o« gleich der Lichtgeschwindigheit c ge-
wihlt wird. Das Interesse der Riemamn’schen Theorie beruht einer-
seits in dem letztgenannten Ergebnis, welches Riemann als Vorliufer
Mazwell's kennzeichnet, andererseits darin, daf die neuere Elektronen-
theorie in gewissem Sinne zu der Riemann’schen Form des Elementar-
potentials zuriickfithrt ).

49) Ann. Phys. Chem. 136 (1869), p. 606. Vgl. auch die Bemerkungen
H. Weber's in Riemann’s Ges. Werken, 2. Aufl. p. 293.

50) Vgl. Art.14, Nr.4 und 5. Allerdings spricht die Elektronentheorie das frag-
liche Potentialgesetz nicht fiir punktfsrmige sondern fiir riiumlich verteilte Elek-
trizitdtsmengen aus; auf die Wichtigkeit und Notwendigkeit dieser Abweichung
von dem Riemanw'schen Ansatz weist besonders E. Wiechert hin, Haarlem Arch.
Néerl. (2) 5 (1900), p. 563 (Jubelband fir H. A.Lorentz). In der Elektronen-
theorie kommt zu dem skalaren Potential der Wirkung zweier Elektronen noch
ein Vektorpotential hinzu, -auf welches in Nr. 9 des vorliegenden Art. hin-
gewiesen wird,
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Wohl zu unterscheiden von diesen weittragenden Spekulationen
ist ein Grundgesetz der elektrodynamischen Wirkungen, welches Rie-
mann in seinen Universititsvorlesungen®) vorgetragen, das er selbst
aber nicht publiziert hat. Die Riemann’sche Form des Grundgesetzes
der Wirkung zweier bewegter elektrischer Mengen e und e’ schreibt
sich am einfachsten ebenfalls in der Form eines Potentials; dasselbe
lautet:

! 2

(44) V==
wo u die in Gl (42) angegebene Bedeutung der relativen Geschwindig-
keit der Elektrizititsmengen e und ¢’ hat; die letzteren sind dabei in
elektrostatischem MaB gemessen; ¢ bedeutet die Lichtgeschwindigkeit.

V bestimmt nach Riemann die potentielle Energie zweier Elektri-
zititsteilchen, soweit sie elektrodynamischen Ursprungs ist; hierzu
kommt die potentielle Energie elektrostatischen Ursprungs, welche
wieder U heiBen mdge, sowie die kinetische Energie 7. Die Energie-
gleichung lautet daher nach Riemann

(45) T+ U+ V= const.

Es entsteht nun allgemein die Frage, wie aus der Form der
einen Energiegleichung auf das Kraftgesetz und die Bewegungs-
gleichungen (sechs Gleichungen bei zwei Teilchen) geschlossen werden
kann. Die Frage ist zuniichst natiirlich unbestimmt, da man in sehr
mannigfaltiger Weise Kraftausdriicke bilden kann, die mit der vor-
gegebenen Energiegleichung im Einklange sind. Es muB daher noch
eine weitere Annahme hinzutreten; diese besteht bei Riemann und
dhnlich bei C. Neumann (vgl. die vorige Nr.) in der Forderung eines
moglichst engen Anschlusses an die Mechanik. Als allgemeinste For-
mulierung der Mechanik kann das Variationsprinzip gelten, welches
in Deutschland gewohnlich das Hamalton’sche Prinzip genannt wird
und welches Riemann zutreffender als Lagrange’sches Prinzip bezeichnet.
Hingt die potentielle Energie nur von der Lage des Systems ab, so
lautet das Prinzip bekanntlich

(T —U)dt=0
(bei gegebener Anfangs- und Endlage des Systems und bei fest-
gehaltenen Grenzen des Integrals). Die hieraus folgenden Bewegungs-
gleichungen geben als zugehorige Energiegleichung 7' 4 U = const.
Wenn dagegen, wie im vorliegenden Falle, die potentielle Energie
auch von der Geschwindigkeit abhingt, so ist die geeignete Form

1) Schwere, Elektrizitiit und Magnetismus, Hannover 1876, § 98, § 99.
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des Prinzipes erst zu suchen. MaBgebend hierbei muB der Gesichts-
punkt sein, daB die Folgerungen des Prinzipes mit dem Energie-
gesetz in der Form (45) vertriiglich sein sollen. Man setze in dem
Sinne das Prinzip zunéchst mit unbestimmtem Vorzeichen folgender-
mafen an:

(46) T YT —U+Mdi=o0.

Das System besteht aus zwei Teilchen von den Massen m, m’
und den Ladungen e, ¢’; x4 2 und z'y’2" sind die rechtwinkligen
Lagenkoordinaten, & 2 und &'y %’ die entsprechenden Geschwindigkeits-
koordinaten. Aus (46) folgt nach den Regeln der Variationsrechnung:

c) T — UL =T —U+Y)

und entsprechende Gleichungen fiir die Variabeln y22'y’2". Um zur
Energiegleichung zu gelangen, multipliziere man die (leichungen der
Reihe nach mit # 42 &'y 2" und addiere. Da

. d ? d . d . ?
A )= 77 % 55( ) — & 52 ( )

ergibt sich, wenn zu jedem der hingeschriebenen Glieder diejenigen
fiinf hinzugedacht werden, die durch Vertauschung von z mit y z2’y’%’
daraus entstehen:
d (. 0 . 0 . 0
m(xﬁq- ---)(T——U_—I;V)=(x~a—w—|—---+xﬂ+~--)(T—-—Uj—_V).
Nun ist nach (42) und (44) V ebenso wie 7' eine homogene
Funktion zweiten Grades von &y 24'y'4’, wihrend U von diesen
Grofen unabhingig ist. Die linke Seite wird daher gleich 2d (7' 4-V)/d¢;
auf der rechten Seite steht der vollstindige Differentialquotient von

I — U+ V nach ¢. Mithin lautet die Energiegleichung:
a a d
27T EV)=5T—ULV) oder —(T+ULV)=0.

Soll dieses mit (45) stimmen, so muBl bei ¥ das obere Vorzeichen
gewdhlt werden. Dieser Umstand 1d8t sich dahin deuten, daB bei
der Anwendung der mechanischen Prinzipien das Potential V" eigent-
lich als eine Art kinetischer Energie aufgefaBt werden sollte, so daB
es sich in dem Ausdrucke (46) nicht zu U, sondern zu 7 hinzu-
addiert.

Aus Gleichung (47) ergeben sich nun die Komponenten der auf
das Teilchen e wirkenden Kraft §§. Man hat néimlich:

(48) F=mi= g H(U—TV)— L (U —T).
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Insbesondere erhélt man, wenn man fiir U den Ausdruck ee’/r und
fir V den Ausdruck (44) eintriigt, als Riemann’sches Kraftgesets:
ee’ ut\or | ee’ d (b—a’
(49) §o= (1 +5s) o+ w5
u 8. W

Setzt man dagegen in (48) fiir ¥ das Weber'sche elektrodynamische
Potential aus Gleichung (38) ein, welches nur von » und # abhingt,
und schreibt r, # statt z, &, so folgt

F =2 (2ec'a’ ) + 5 (1 + ati)
— 8 (1 — at 4 2007,

d. h. genau der Ausdruck des Weber'schen Gesefzes aus Gleichung (37).

Weiter mége noch der Zusammenhang eines vorgelegten beliebigen
Elementarpotentials ¥ zweier bewegter elektrischer Teilchen e und ¢
mit dem Newmanw'schen Potential V,, zweier Stromkreise s und s’
erortert werden. Wir erteilen, wie es bei der Ableitung des Neumann-
schen Potentiales geschah, den Stromkreisen s und s’ eine beliebige
virtuelle Verriickung, durch welche ihre gegenseitige Lage veriindert
wird. Die Verriickungskomponenten fiir irgend eine Stelle seien
0x 0ydz und 0z’dy’d0z. Die Stromstirken ¢ und 2" werden dabei
ungeéindert gelassen.

Indem wir uns die Stromung durch Bewegung elektrischer Ele-
mentarquanten hervorgerufen denken, stellen wir uns jeden der beiden
Leiter in seiner urspriinglichen und in seiner variierten Lage von
Teilchen e, ¢’ durchstromt vor, so zwar, daB sich ein individuelles
Teilchen ¢ in dem urspriinglichen Leiter an der wechselnden Stelle z . . .
und gleichzeitig mit unveréinderter Ladung in dem variierten Leiter
an derjenigen Stelle x 4 62 ... befindet, die vermége unserer vir-
tuellen Verriickung der Stelle ... jeweils entspricht. Je zwei ent-
sprechende Querschnitte des Leiters in der einen und anderen Lage
werden alsdann von genau denselben Ladungen gleichzeitig durch-
stromt, d. h. die Stromstérke bleibt, wie es sein soll, bei dieser Auf-
fassung der Variation konstant. Wir bemerken noch, daB die Ge-
schwindigkeitskomponenten eines individuellen Teilchens in dem ur-
spriinglichen Leiter da/d¢... oder z ... und in dem variierten Leiter
d(z + 0x)/dt. .. oder & 4 ddx/d¢t. .. sind; bezeichnen wir die letz-
teren mit & 4 0 ..., so ergibt sich die Bedeutung von 0% gleich

d
Encyklop. d. math. Wissensch. V 2. 4



1510 V 12. R. Reiff und A. Sommerfeld. Standpunvkt der Fernwirkung.

Die bei unserer virtuellen Verriickung von den elektrodynamischen
Kriiften an beiden Stromkreisen im Ganzen geleistete Arbeit ist nun
einerseits nach der Definition des Neumann’schen Potentials:

(50) OW=—0V,,
(¢ und ¢’ konstant); sie kann andererseits aus den Kriften ¥ und §
berechnet werden zu

OW=3F.d0+,
wo das Zeichen X iiber die Kombination irgend zweier Teilchen e
und ¢’ zu erstrecken ist und wo zu dem hingeschriebenen diejenigen
fiinf Glieder hinzuzudenken sind, die durch Vertauschung von z mit
yzxz'y’z" entstehen. Nach (48) ist aber, wenn wir von den elektro-
statischen Kriften absehen, also U gleich Null setzen:

2Bba = Db A 20+
— i gt 2 it + 2 e+

In der letzten Zeile verschwindet das erste Glied, weil die Strémung
sowohl in den urspriinglichen wie in den variierten Leitern stationdr
ist. Die beiden folgenden Glieder stellen zusammen die vollstindige
Variation von XV bei der virtuellen Verriickung dar. Es wird
daher auch

(51) OW=0Z7V.
Aus (50) und (51) ergibt sich
(52) EV=—7V,.

Dieser Bedingung muB jedes Elementarpotential V, welches man
fiir die Wirkung zweier Teilchen aufstellen mag, gentigen, wenn anders
es den durch das Newmanw'sche Potential dargestellten Erfahrungs-
tatsachen entsprechen soll. Im Falle des Riemann’schen sowie des
Weber'schen Potentials ist Gleichung (52) bei dualistischer Auffassung
des Stromungsvorganges befriedigt. Insbesondere liegt bei dem ersteren
die Sache so, daB Riemann, ausgehend von dem Neumann'schen Po-
tential, dieses durch Hinzufiigung von (liedern, die bei der Integration
iber einen geschlossenenen Stromkreis den Wert Null ergeben, in
eine Form setzte, die sich als Summe der gegenseitigen Wirkungen
zweier Teilchen e und e’ auffassen lieB, daB also Riemann auf sein
Potential durch eine geeignete Zerspaltung des Newmanw'schen Poten-
tials im Sinne der Gleichung (52) gefiihrt wurde.

Inwieweit sich das Riemann’sche Potential in seinen Folgerungen
von dem Weber'schen Potential der Elementarwirkung zweier bewegter
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Elektrizititsmengen unterscheidet, wird in der letzten Nummer er-
ortert werden.

Man hat versuchsweise sowohl das Gauf'sche wie das Riemann-
sche Gesetz auf bewegte ponderable Massen iibertragen und auf astro-
nomische Probleme angewandt (vgl. Art. 2 dieses Bandes Nr.21);
jedoch scheint sich diese Ubertragung nicht als fruchtbar zu erweisen.

8. Carl Neumann. Von den elektrodynamischen Untersuchungen
dieses Forschers heben wir zunichst eine Gruppe von Arbeiten5?) hervor,
in denen der schon von Riemann ausgesprochene Gedanke einer zeit-
lichen Fortpflanzung des Potentials aufgenommen, aber in wesentlich
anderer Weise ausgefilhrt wird. Newmanmn driickt sich etwa folgen-
dermaBen aus: Zur Zeit ¢ geht von einem elektrischen Teilchen e’
ein ,Befehl“ an ein zweites Teilchen e aus; derselbe wird mit kon-
stanter, sehr groBer Geschwindigkeit 8 auf dem die beiden Teilchen
verbindenden, im Raume verénderlichen Radiusvektor r transmittiert.
Er erreicht das Teilchen e zur Zeit t =1t -+ Af, wo Aé¢=1r/8 und
r die Entfernung von e und e’ zur Zeit ¢ ist. Der Befehl oder das
von ‘¢’ emittierte Potential bemiit sich nach der Entfernung von e
und ¢’ zur Zeit ¢" der Emission, welche »’ heilen moge, und laute
ee’p(r), wo ¢ eine zunichst unbestimmt gelassene Funktion des
Argumentes ist. Entsprechend ¢’ = ¢ — At setze man »' =1r — Ar
und entwickle @(r") = @(r — Ar) nach Potenzen der kleinen GriBe
At =r/B unter Vernachldssigung der dritten und héheren Potenzen.
Es ergibt sich fiir das zur Zeit ' wvon e’ emittierte und asur Zeit t
von ¢ rezipierte Potential der Wert

’ do (dr\? , a dr —r r® do dr
eo'(p — 5 2 (I + oo g (B 4 A2 0.
Wihrend also urspriinglich das Potential als reine Funktion der Ent-
fernung r’ zur Zeit der Emission angesetzt wurde, wird es, wenn man
es durch die Entfernung r zur Zeit der Rezeption ausdriickt, eine
Funktion von », dr/dt und d?r/d¢®.

Um aus diesem Potential die zwischen den beiden Teilchen e
und ¢’ wirkende Kraft abzuleiten, benutzt Newmann (vgl. die vorige
Nummer) das Hamiltow'sche Prinzip. Bei der Anwendung dieses Prin-
zipes kommt das zweite Glied des vorstehenden Ausdruckes in Fort-
fall, da es durch einen Differentialquotienten nach ¢ dargestellt wird.
Das erste (lied geht, wenn man die nichstliegende Annahme ¢ = 1/r
macht, iiber in

52) Math. Ann. 1 (1869), p. 317, vgl. auch die frithere Anm.* 36.
4
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ee’ 1 /dr\®

3 1+ F (g‘t) )3
es stimmt also, wenn man noch = 1/a wihlt, iiberein mit dem
Ausdrucke (40) und fiihrt wie dieser bei Ausfithrung der im Hamil-
tow'schen Prinzip vorgeschriebenen Variation auf das Weber'sche
Gresetz.

Neumann weist selbst darauf hin, daB die Analogie seiner Theorie
mit der Riemann’schen sowie der von ihm angenommenen Fort-
pflanzung des Potentials mit der Fortpflanzung des Lichtes nur eine
duBerliche ist. In der Tat wird die von Newmann postulierte Poten-
tialgeschwindigkeit 8 nicht gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢ (oder
dem Riemanw'schen ), sondern gleich 1/a = }/2¢ gesetat. Ferner ist
fiir die Neumann'sche Untersuchung die Annahme wesentlich, daB sich
das Potential auf dem die beiden Teilchen verbindenden, im Raume
verdinderlichen Radiusvektor, nicht im Raume selbst mit konstanter
Gteschwindigkeit fortpflanzt. Bei Newmann kann daher nicht, wie bei
Riemann, der absolute Raum (oder der Ather) als das die Potential-
wirkung iibertragende Mittel angesehen werden, vielmehr hingt ganz
im Sinne von W.Weber die GroBe des Potentials und die Art seiner
Ubertragung nur von der relativen Lage der Teilchen und dem die-
selben verbindenden relativen Radiusvektor ab, so daB es verstindlich
wird, warum diese Neumann'sche Vorstellung gleiche Resultate wie
die Weber'sche Theorie ergibt.

In einer anderen Gruppe von Arbeiten stellt sich Neumann die
Aufgabe, die Grundlagen der Elementargesetze, namentlich des Ampére-
schen ,ponderomotorischen” Gesetzes, scharf zu formulieren und ein
melektromotorisches® Elementargesetz zu entdecken, welches das F. Neu-
mann’sche fiir geschlossene Strome ausgesprochene Integralgesetz er-
ginzt und auf die Wirkung von Stromelementen zuriickfiihrt. Eine
zusammenfassende Darstellung dieser Untersuchungen gibt das Werk
,Die elektrischen Krifte, Erster Teil“. (Vgl Literaturiibersicht.)

Neuwmann geht hierbei von einer allgemeinen Formulierung des
Energiegesetzes aus. Die potentielle Energie des Systems wird hier-
bei als eine zwar durchaus unbekannte, jedenfalls aber nur von dem
augenblicklichen Zustande des Systems abhingige Funktion F angesehen,
deren Existenz eben durch das Energiegesetz postuliert wird. Er
nennt sie deshalb ,das Postulat des Systems®. Betrachtet man nur
die elektrodynamischen Wirkungen innerhalb des Systems, so 148t
sich das Energiegesetz dahin aussprechen, daBl die Summe der von
den elektrodynamischen Kriften hervorgerufenen Vermehrung der
lebendigen Kraft und der im System entwickelten (Joule’schen) Wirme
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ein vollsténdiges Differential sein soll, nimlich das negative Differential
— dF des elektrodynamischen Postulates.

Was zunichst das ponderomotorische Elementargesetz angeht, so
hilt Newmonn an den Ampéreschen Hypothesen (vgl. pag. 11) fest,
mit Ausnahme derjenigen, daBl die Kraft einer Potenz der Entfernung
umgekehrt proportional sei. Macht man den allgemeinen Ansatz

JJ dsds’ P,
wo P eine Funktion der relativen Lage der beiden Stromelemente ds
und ds’ ist, so folgt aus den Ampére’schen Hypothesen mit Benutzung
der friiher erklirten Bezeichnungen:

P = o cos & cos &' -+ ¢ cos s,
54 are dy\  dd 8 (dy\?
=AY - @] = - ()
Man kann hierfiir auch kiirzer schreiben:
8 dy d?

(55) P=3a dsds
v ist eine Funktion der Entfernung » der beiden Stromelemente, die
man, um Ubereinstimmung mit dem Ampére'schen Gesetz zu erzielen,
gleich ¥/ zu wihlen hat. Diese Wahl ist jedoch nur fiir endliche
Entfernungen angezeigt, wihrend fiir molekulare Entfernungen ¢ even-
tuell anders zu bestimmen sein wird.

Bei der Ableitung des elektromotorischen Elementargesetees fiir die
Einwirkung eines stromdurchflossenen Drahtes auf einen beliebigen
Korper werden die folgenden Hypothesen zu Grunde gelegt.

1. Die elektromotorische Kraft elektrodynamischen Ursprungs,
welche in irgend einem Punkte des Korpers wihrend der Zeit d¢
von dem Stromelement ds hervorgebracht wird, ist proportional mit
der Linge ds desselben, sonst aber nur noch abhingig von seiner
Stromstirke und seiner relativen Lage zu dem betrachteten Punkte,
sowie von denjenigen Anderungen, welche Liinge und Stromstirke
wihrend der Zeit d¢ erleiden. Sie ist Null, falls solche Anderungen
nicht stattfinden.

2. Die elektromotorische Kraft ist zerlegbar in zwei Krifte, von
denen die eine mit der Stromstéirke J des Elementes ds, die andere
mit der Anderung doJ der Stromstiirke wihrend der Zeit d¢ proportional
ist; mit anderen Worten, die rechtwinkligen Komponenten der elektro-
motorischen Kraft sind homogene lineare Funktionen von J und dJ.

3. Denkt man sich das Stromelement Jds in die rechtwinkligen
Komponenten Jdz, Jdy, Jdz aufgelost, welche mit dem Stromelement
starr verbunden sind, so ist die elektromotorische Kraft von Jds
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identisch mit der gesamten elektromotorischen Kraft von Jdz, Jdy,
Jdz, vorausgesetzt, daf nicht nur J, sondern auch dJ fiir alle vier
Elemente denselben Wert hat.

4. Das F. Neumann'sche Integralgesetz ist fiir geschlossene Strome
ausnahmslos giiltig, wenn die Strome ohne Gleitstellen und gleich-
férmig sind.

Aus den drei ersten Hypothesen und der vorausgeschickten For-
mulierung des Energiegesetzes folgt nun die allgemeinste Form der
Wirkung zweier Stromelemente aufeinander:

Befinden sich zwei Stromelemente Jds und J’d’s’ in irgend
welchem Zustande der Bewegung und die in ihnen enthaltenen Stréme
in irgend einem Zustande der Veréinderung, so wird die wihrend der
Zeit dt von J'ds’ in der Richtung von Jds hervorgebrachte elektro-
motorische Kraft elektrodynamischen Ursprungs

Bdi—J'ds’ (d.Q—Pdr)-l-a(cosﬂgcosﬂ'—cosﬁ’dcosﬂ) + dJ’ds'.SZ;

durch die Zeichen d&, dJ’, d cos &, d cos & werden diejenigen Ande-
rungen angedeutet, die wihrend d¢ stattfinden; P hat die schon ge-
nannte, & die folgende Bedeutung:

= o’ cos & cos &'+ o cos &

o, o, ¢ sind Funktionen von r allein, iiber deren Beschaffenheit auf
Grund der ersten drei Hypothesen nichts ausgesagt werden kann.
Nimmt man aber die Hypothese 4. hinzu, so ergibt sich eine
Relation zwischen w’, @ und 9, nimlich
4 2 dell
8 o + 5 (@) =G
Ferner zeigt sich, da — JdsJ ds’Q das elektrodynamische ,Postu-
lat“ der Stromelemente darstellt.

Zur niheren Bestimmung von o/ und w” werden zwei weitere
Hypothesen eingefiihrt: Die erste derselben erweitert das in der Hy-
pothese 3. fiir lineare Leiter Ausgesprochene auf korperliche Leiter;
die zweite lautet:

Bezeichnet d.S ein unendlich kleines, genau kugelférmiges Volum-
element eines Korpers B, in welchem beliebige elektrische Vorginge
stattfinden und steht der Mittelpunkt von dS in starrer Verbindung
mit einem Korper 4, wihrend B selber um diesen Mittelpunkt in
irgend welcher Drehung begriffen ist, so soll angenommen werden,
daB die von dS in irgend einem Punkte von A hervorgebrachte elektro-
motorische Kraft elektrodynamischen Ursprungs immer Null ist, so-



9. Clausius. . 15%5)

bald die in dS vorhandeve elektrische Strmung, beurteilt mit Bezug
auf 4, ihrer Richtung und Stérke nach konstant bleibt.
Hieraus ergeben sich zur Bestimmung der unbekannten Funk-
tionen folgende Gleichungen:
= und o¥=0,
also wegen (56)
(57) o=o'=—4(%), or=o.

c* \dr

Von da aus gelangt Neumann zu dem folgenden Elementargesetz
fiir die elektromotorische Kraft elektrodynamischen Ursprungs:

Sind zwei Korper 4 und B in beliebiger Bewegung begriffen,
wihrend gleichzeitig im Innern eines jeden irgend welche elektrischen
Vorgiinge stattfinden und bezeichnet P einen Punkt des Korpers 4,
dS ein Volumelement des Korpers B, so setzt sich die von dS in P
wihrend der Zeit d¢ hervorgebrachte elektromotorische Kraft aus
zwei Komponenten zusammen: die eine fillt in die Richtung der Ent-
fernung » und besitzt die Stirke

od(@rd,)

ag=r,

wo J, die Komponente der in dS vorhandenen Stromung oJ, genommen
nach 7, bedeutet und zwar nach derjenigen Richtung von r, in welcher
die elektromotorische Kraft positiv gerechnet wird; die andere ist
parallel mit der Strémung J und besitzt, in der Richtung von J ge-
rechnet, die Stirke

wddr
—dS —3
dabei ist unter o die Funktion
T 4 Ay
o=— ()

zu verstehen, sodaB also o fiir betrichtliche Entfernung (v =V7r)
identisch ist mit — 1/c%r.

Fiir geschlossene Strome liefert dieses C. Neumanw’sche Elementar-
gesetz, auch wenn dieselben Gleitstellen enthalten, dieselben Ergebnisse
wie die F. Newmann’schen Integralgesetze.

Der zweite Teil der ,elektrischen Kriifte“ beschiftigt sich haupt-
sichlich mit den Helmholtz’schen Arbeiten zur Elektrodynamik, iiber
die erst im n#chsten Artikel berichtet werden wird, sodaf wir von
der Analyse dieses zweiten Teiles hier absehen kénnen.

9. Clausius. Bei seinen elektrodynamischen Untersuchungen®?)
wurde R. Clausius von dem Wunsche geleitet, die dualistische Auf-

53) J. f. Math. 82 (1877), p. 85, sowie Mechanische Wirmetheorie, 2. Ausg.,
Braunschweig 1879, 2, Abschn. IX und X, p. 227—305.
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fassung der Elektrizititsbewegung durch die ihm einfacher er-
scheinende unitarische Auffassung zu ersetzen. Er neigte zu der
Annahme, daB im elektrischen Strom nur die positive Elektrizitéit
strome, die negative in Ruhe sei; jedenfalls aber wiinschte er die
Mbglichkeit offen zu lassen, beiden Elektrizititen verschiedene Ge-
schwindigkeiten zuzuschreiben.

Beim Weber'schen Gesetz sowie beim Riemann’schen ist man nach
Clausius gezwungen®), an der dualistischen Auffassung festzuhalten.
Diese (esetze wiirden nimlich bei der entgegengesetzten Auffassung
ergeben, daB die stromende Elektrizitdt auf ein statisch geladenes Teil-
chen eine Kraft ausiibt, was nach Clausius der Erfahrung widerspricht.

Bei der Aufstellung seines neuen Grundgesetzes geht Clausius
systematisch zu Werke, indem er die Kraftkomponenten als allgemeine
Ausdriicke ansetzt, welche von den relativen Koordinaten des einen
Teilchens zum andern und von den nach der Zeit genommenen Diffe-
rentialquotienten erster und zweiter Ordnung der Koordinaten beider
Teilchen abhiingen. Die hierin eingehenden willkiirlichen Funktionen
der Koordinaten bestimmt Clausius schrittweise teils durch Symmetrie-
betrachtungen, teils durch Heranziehung von Erfahrungstatsachen,
bei bestindiger Zugrundelegung der unitarischen Auffassung. Indem
er weiter das Energiegesetz zu Hiilfe nimmt und verlangt, daB die
bei der Bewegung zweier Teilchen wihrend der Zeit d¢ geleistete
Arbeit sich durch das negative Differential einer nur von den augen-
blicklichen Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten der Teilchen
abhingigen Funktion darstellen lasse, erhdlt er fiir diese Funktion
einen Ausdruck, der nur noch eine unbekannte Funktion B von
7 enthilt, ndmlich Y g RN ded

(1 r ’
(58) ¢ {5~ (& Toav + doaw) a0 2t}
V1/% bedeutet hierin eine Geschwindigkeit. Die Form der Funktion R
bleibt dabei unbekannt und ist durch die von Clausius benutzten Er-
fahrungstatsachen nicht zu bestimmen. Ks steht daher frei, sie will-
kiirlich zu wéhlen. Insbesondere schligt Clausius vor, R =0 zu
nehmen. Dann ergibt sich aus (58):
, (1 k d¥(r®) ds ds’) .

Dieser Ausdruck zerlegt sich in zwei Teile: einen statischen, der der
Coulomb’schen Kraftwirkung entspricht, und einen dynamischen, der
als Clausius’'sches Potential bekannt ist. Der letztere lautet

54) Vgl. dagegen C. Newmann, Leipz. Abh. 1876, p. 623, 639.
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kee’ d*(r?) ds ds’

oder nach einfacher Ausrechnung

_ked fdxdx dy dy dz dy
(59) V= Gt E T
oder auch
(60) V= ’E:— vv’ cos (v, 0),

wenn v und o die (absoluten) Geschwindigkeiten der Teilchen-e und
¢ bedeuten.

Man zeigt leicht, daB dieses Potential in der durch Gleichung (52)
geforderten Weise mit dem Neumann’schen Potential zusammenhéingt.
Betrachtet man nidmlich zwei Leiterelemente ds und ds’ und nennt
die in der Léngeneinheit der Leiter enthaltenen positiven Elektrizitats-
mengen ¢ und ¢, die Geschwindigkeit ihrer Bewegung v,, v, wihrend
man entsprechend der unitarischen Auffassung fiir die in der Léngen-
einheit enthaltenen negativen Elektrizititsmengen — e, — ¢ andere
Geschwindigkeiten »_, v/ annimmt, die im besonderen etwa gleich
Null gesetzt werden konnen, so berechnet sich nach Clausius die
Summe der Potentialwirkungen fiir die vier verschiedenen Kombina-
tionen zwischen den in ds und ds’ enthaltenen positiven und nega-
tiven Elektrizititsmengen zu:

2V = I%e’ ds ds' cos (ds, ds) (vyvy + v-vl 4+ vivl 4 v_vi)
= 7%—6—’ ds ds’ (v 4 v_) (vi + v2).
Nach der unitarischen Auffassung bedeuten aber die Produkte e(v,+v_)
bezw. ¢’ (v; + v_) direkt die den Querschnitt in der Zeiteinheit passieren-
den elektrostatisch gemessenen Elektrizititsmengen oder die elektro-
statischen Stromstéirken. Man kann daher anstatt der vorigen Formel
schreiben:

SV = ’"'—————————J(Stat)r'r 8 75 ds’ cos (ds, ds’).

Dies ist im wesentlichen -das einzelne Integralelement des Newmann-
schen Potentials. Dehnt man die Summation auf alle mdglichen
Paare von Stromelementen innerhalb zweier geschlossener Strome aus,
so wird die so entstehende Gesamtsumme der Clausius'schen Potential-
wirkungen, wie es Gl (52) verlangt, gleich dem negativen Werte des
Neumann'schen Potentials selbst.

Gleichzeitig ersieht man aus dem Vergleich der vorstehenden
Formel mit der Gl (32), daB J/k gleich dem Verhiltnis der elektro-
magnetisch gemessenen zur elektrostatisch gemessenen Stromstirke
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zu wihlen ist, d. h. daB % die reziproke Lichtgeschwindigkeit
bedeutet.

Die Ubereinstimmung mit dem Neumann’schen Potential fiir ge-
schlossene Strome zeigt, daB die beobachtbaren Induktions- und pondero-
motorischen Wirkungen nach Clausius richtig wiedergegeben werden.
Es entsteht ferner die Frage, welches Elementargesetz der pondero-
motorischen Wirkungen dem Clausius’schen Potential entspricht. Bei
der Entscheidung derselben schlieBt sich Clausius dem Vorbilde Rie-
mann's an (vgl. Nr. 7). Man erhilt nach Gl. (48), indem man unter
V das Clausius’sche und unter U wieder das Potential der Coulomb-
schen Wirkung versteht:

8= ~ o " Tos
Benutzt man fir V den Ausdruck (59), so wird
BV__ kee .,

0% r z,
g=k 'al/r(x-” + 9y +ZZ)——kee'a /rvv cos (v, v)
und
(61) . = CE'alér (1 — Evv' cos (v, v)) — kee’ ~d— ."5;_

Um von hier aus zu der Wirkung zweier Stromelemente ds, ds’
iiberzugehen, verstehe man unter e, ¢’ die in der Lingeneinheit der
beiden Leiter in jedem Augenblick enthaltenen positiven Elektrizititen
und denke sich mit Clausius in dem einen Elemente die Elektrizitits-
menge eds mit der Geschwindigkeit v, in dem anderen Element die
Menge ¢'ds’ mit der Geschwindigkeit " bewegt. Was die negativen
Elektrizititsmengen — eds, — €'ds’ betrifft, so ist es zwar nicht not-
wendig aber zuliissig und der Einfachheit wegen zu empfehlen, diese
als ruhend anzusehen. Die Gesamtwirkung ist dann gleich der alge-
braischen Summe derjenigen vier Terme, die man aus den vier ver-
schiedenen Kombinationen + eds, 4 ¢'ds’ erhilt. Der Ausdruck (61)
entspricht dabei nach Vertauschung von ee’ mit edse'ds’ der Kom-
bination (4-, --), wihrend den iibrigen Kombinationen die folgenden
Ausdriicke entsprechen:

+, —) +edseds 2
(—, +) +edseds al/r
(—, —) —edséeds’ ——

In der Summe aller vier Kombmatlonen hebt sich die Coulomb’sche
Wirkung heraus; setzt man in (61)

31/1'

+ kedse'ds’ + ( ’),
31/9'
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d & d (&'\ ds d (&' ds
nr—an() ata () @

dl/r a (&' |,
as U tay (T) v
und entsprechend in der Kombination (—, ), da die negative Elek-
trizitdt als ruhend angesehen wird,

so bleibt als Gesamtwirkung itbrig:
2 T, = kedsveds'v 1/ cos (v, v) — kedsvéds'#’ ii_ls/_’

Hier kann man #hnlich wie oben die elektrostatisch gemessenen Strom-
stirken einfithren, welche unter der Annahme ruhender negativer
Elektrizitit einfach gleich ev, ¢'v" sind und von diesen durch Multi-
plikation mit Yk = 1/c zu den elektromagnetischen Stromstirken J,
J” iibergehen, wobei

©62)  D'F, = JJdsds’ (*_ cos (ds, ) _E’}—/ij—)

Wie Clausius betont, erhilt man eben diesen Ausdruck fiir die
Wirkung zweier Stromelemente auch dann, wenn man nicht von der
Form (60), sondern von der allgemeineren, mit der willkiirlichen
Funktion R behafteten Form (58) des Potentials ausgeht, da sich bei
der Summation die verschiedenen die Funktion R enthaltenden Terme
aufheben.

Man kann schlieBlich, indem man die Differentiationen ausfithrt
und die Komponenten der Linienelemente einfiihrt, (62) umrechnen in

—JJ (’”—,,

— 227 pade — Y ayde’ — L 5E dedx)

Um dies iibersichtlicher zu gestalten, fiihre man einen Vektor § von
den Komponenten

9, = =AW 4=V,

ein; man erhdlt dann

2%:: = J(dy 'g)z —dz ‘by)
und entsprechende Ausdriicke fiir die Gesamtwirkung in der y- und
#-Richtung. Mithin schreibt sich vektoriell:
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(63) SF=Jds- 9], §=J'2

Dies ist nach G1. (35) genau der Ausdruck des Grafmann’schen Ele-
mentargesetzes.

Dasselbe, was frither vom Grafmannw’schen Gesetz gesagt wurde,
gilt auch von dem dasselbe verallgemeinernden Clausius’'schen Po-
tential: Dieses wird nur bei der Annahme eines die Wirkung vermitteln-
den Zwischenwmediums widerspruchsfrer verstindlich. Im Clausius’schen
Potential kommen némlich die absoluten, gegen den festen Raum oder,
wie man sagen konnte, gegen den ruhenden Ather gemessenen Ge-
schwindigkeiten v und " vor, welche gegenstandslos sein miiBten, sofern
es sich um die direkte Wirkung des einen Teilchens auf das andere
handelte, eine Wirkung, die lediglich durch die relative Lage und Ge-
schwindigkeit der beiden Teilchen bestimmt sein kénnte. Insofern ge-
horen das Clausius’sche Potential und das Grafmann’sche Gesetz
nicht nur der vorausgeschickten mathematischen Ableitung, sondern
auch ihrer inneren Bedeutung nach zusammen.

Es wird hiernach verstéindlich, daB die Elektronentheorie, welche
die Vorstellung eines ruhenden, die elektrischen Wirkungen tibertragen-
den Athers zu Grunde legt, im wesentlichen auf das Clausius’sche Po-
tentialgesetz zuriickfithrt, sofern man némlich dieses nicht fiir punkt-
férmige sondern fiir rdumlich ausgedehnte Ladungen ausspricht (vgl.
Anm. 50) und tiberdies die im Clausius’'schen Gesetz vorkommende Ent-
fernung » der beiden Ladungen nicht aus ihren gleichzeitigen Lagen
bestimmt, sondern wie in der Riemamw'schen Theorie (vgl. Gl (43))
ersetzt durch die Entfernung r (¢, ¢), welche die von der einen Ladung
zur Zeit ¢” ausgehende und mit Lichtgeschwindigkeit sich fortpflanzende
Potentialwirkung zurtickzulegen hat, um die andere Ladung zu der
Zeit ¢ zu treffen. In diesem Sinne abgeiéindert stimmt das Clausius’sche
Potential im wesentlichen mit dem sog. Vektorpotential der Elektronen-
theorie iberein, wihrend andererseits das p. 46 genannte Riemann’sche
Potential, wie erwdhnt, mit dem skalaren Potential der Elektronen-
theorie zusammenfillt. Die drei Komponenten des Vektorpotentials
der Elektronentheorie nach den Richtungen z, y, # erhilt man, wenn
man im Clausius’schen Potential die Geschwindigkeit ©* der Reihe
nach gleich der nach der z, y, z-Achse gerichteten Einheitsgeschwin-
digkeit setzt und ¢ = 1 nimmt.

Es moge schlieBlich noch das Clausius’'sche Potentialgesetz hin-
sichtlich seiner Folgerungen mit dem Potential des Weber'schen Grund-
gesetzes und dem Riemann'schen Potential verglichen werden.
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Wir hatten (5. GL (60), (44) und (38)) mit Riicksicht auf die
Bedeutung der konstanten a und %:

Vo= % vv cos(v,v), Ve=— 5%; uh, Vyp=— % (‘;_:)2
An die Stelle des skalaren Produktes der absoluten Geschwindigkeiten
bei Clausius tritt also bei Riemann das halbe negative Quadrat der
relativen Geschwindigkeit, bei Weber das halbe negative Quadrat der
Entfernungsgeschwindigkeit, welche letztere gleich der in die Richtung
der Entfernung fallenden Komponente der Relativgeschwindigkeit ist.
Ein Unterschied der drei Gesetze kann natiirlich nur bei ungeschlossenen
Stromen oder bei konvektiv bewegten elektrischen Mengen auftreten,
da ja fiir geschlossene Strome alle drei Gesetze mit dem Neumann-
schen Potentialgesetz zusammenfallen.

Der Unterschied zeigt sich am klarsten, wenn man zwei elektrische
Massen e, ¢' auf einem Kreise an den Endpunkten eines Durchmessers
mit gleichformiger Geschwindigkeit herumfiihrt. In diesem Falle ist

dr

=0, v="1, cos (v,v) = — 1,
T=—1, y=—y, ul=4d
Mithin wird das Clausius’sche Potential:
4 ee o?
O =T
das Weber'sche Potential:
. VW = ’
das Riemann’sche Potential:
Ve — — 2e¢ o? .
R == ot

Es verhdlt sich also
VW:ch :VR=O:1:2.

Die Méglichkeit einer experimentellen Entscheidung zwischen den
genannten drei Gesetzen hat u. a. E. Budde®) genau erdrtert. Er kommt
zu dem Resultat, daB in der Tat entscheidende Versuche mdoglich
seien. Die besten sind folgende:

a) Ladung und Entladung eines metallischen Hohlkdrpers, in dem
ein Magnet an einem Kokonfaden so suspendiert ist, daB seine mag-
netische Achse vertikal hingt. Der Magnet erleidet nach Clausius keine
Wirkung, nach Weber einen sehr schwachen, nach Riemann einen
dreimal gréBeren rotatorischen StoB.

b) Rotatorische Schwingungen eines moglichst groBen isolierten
Magneten um seine magnetische Achse und Ableitung desselben von

55) Ann, Phys. Chem. 30 (1887), p. 100.
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dem Punkt, wo die Rotationsachse seine Oberfliche schneidet, in dem
Augenblick, wo er seine Maximalgeschwindigkeit hat; wenn er zur
Ruhe kommt, findet man ihn nach Riemann geladen, nach den beiden
andern (fesetzen ungeladen.

Weniger gut, aber mit auBerordentlichen Mitteln vielleicht noch
durchfithrbar sind folgende Versuche:

¢) Rotation einer stark elektrischen Scheibe wie bei dem Row-
land’schen Versuche, wihrend ein ruhender Drahtring so befestigt ist,
dass seine Medianebene durch die Rotationsachse geht. Nach Weber
entsteht in dem Ring ein stationdrer Strom, nach den beiden andern
Gresetzen nicht.

d) Rotation eines kreisformigen Multiplikators entweder in einem
magnetischen Feld oder mit einem Kommutator, der den im Ring
flieBenden galvanischen Strom nach jeder halben Drehung umkehrt.
Die Achse der Drehung ist horizontal zu legen und es ist in derjenigen
Horizontalebene, welche durch die Achse geht, ein fein suspendierter
polarelektrischer Korper anzubringen. Nach Weber wird derselbe ab-
gelenkt, nach Riemann und Clausius nicht.

Wie es scheint, sind derartige Versuche nie zur Ausfithrung ge-
kommen. Der Grund hierfiir mag zum Teil in ihrer experimentellen
Schwierigkeit, zum Teil darin liegen, daB zu der Zeit, als sie vor-
geschlagen wurden, auf Grund der Mazwell’schen Theorie den Physikern
dringendere Aufgaben gestellt wurden.

Vom Standpunkte der heutigen Elektronentheorie wiirde man
unter den elektrodynamischen Gesetzen dem GrafBmann’schen, unter
den Grundgesetzen dem Clausius’schen den Vorzug geben, nachdem
man beide Gesetze noch durch die von Gauf postulierte und von
Mazwell realisierte konstruierbare Vorstellung von der zeitlichen Aus-
breitung der elektrischen Wirkungen ergéinzt hat.

(Abgeschlossen im Dezember 1902.)
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paar pro Volumeneinheit ¢, R¢; Spannungskomponenten X, Xy, u. 8. W.

Encyklop. d. math, Wissensch, V 2. 5



66 V 13. H. A. Lorentz. Maxwells elektromagnetische Theorie.

Zusammenstellung der in dem Artikel durch
romische Ziffern hervorgehobenen wichtigsten

Gleichungen.
Hauptgleichungen:

(I)f@,ds=——f(5,da oderf@ds_.- f%da—}—dtfﬁb ds),
(I f(&ds——— f%do‘

Dieselben Gleichungen in Differentialform:

@) rot§ == 6, oder rot =1 (I+ D)
’ 1y
(1] 1ot @ =——9.

Zusammenhang zwischen elektrischer Erregung und Feldstéirke im isotropen
und anisotropen Medium bei eventuellem Vorhandensein einer elektromotorischen
(eingepriigten Verschiebungs-) Kraft:

) D=:E ) D= (G,
") D=()(€+ ), €4 E*=()D.

Zusammenhang zwischen Leitungsstrom und elektrischer Feldstiirke in iso-
tropen und anisotropen Korpern bei eventueller Anwesenheit einer elektromoto-
rischen (eingeprigten Leitungs-) Kraft:

V) 3=06€, (IV) I=(9E,
IV") I=(0) (C+ €, €+ E'= ()
Zusammenhang zwischen magnetischer Erregung und Feldstirke im iso-
tropen und anisotropen Medium:

(V) B=ud, (V) 8= (w9
Beziechungen zwischen der elektrischen Erregung und der von einer Fliche
umschlossenen elektrischen Ladung, bezw. der elektrischen Raum- und Fléchen-
dichte:

(V) e=[D,ds, (VI) divD=¢p, (VI") Duzz— Dur=ow.
Grundgleichungen der Elektrostatik:
(VII) f €,ds = 0 (fir jede geschlossene Linie),
(VII') € = — grad o.
Definition der elektrischen Polarisation:
(VIII) P=D—C, D=C+P.

Beziehungen zwischen der magnetischen Erregung und dem von einer
Fléche umschlossenen Magnetismus, bezw. der magnetischen Raum- und Flichen-

dichte:
(X) m=f9,ds,
(IX) div B = ou, (IX") Burr — Bus = o,
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Definition der Magnetisierung:

® M=B—§, B=9+mM.
D) & =c[E- ).

Energiegleichung, fiir die Volumen- und die Zeiteinheit:
(XI) (€ 3)+ (€ D) = (13- + (D D)+ (H-B) + div &.
Elektrische Energie pro Volumeinheit:
XII) W,=34(D D) =4(C". D),
XOI) W,=3(u®Di+ s w4 265D.9, + u.s w.)
Magnetische Energie pro Volumeinheit:
XIV) W,=4(@3B-8)=1(9H"9),
XIV) W, =4 (@uuB:+ ws w + 2u1:8.8, + u.s. w.).
Joule’sche Wirme pro Volumen- und Zeiteinheit:
XV) @=((6"I-J) =06uJ2 + u. 8. w. 4 [612 + 6] Jy + .8 w.
Spannungen im elektromagnetischen Felde:
(XVI) X, —=4{CrD,— 6D, — &' D.} + +{9,8,— §,8,— .9,)
VD) (X, + Y,) = +{€rD, + €'D.} + ${9.%B, + §,B.)
+ (%Z;")g—{— (Q;—Z;—”‘)% , W 8. W.
Zusammenhang zwischen der magnetischen Erregung und ihrem Vektor-
potential:

&vi s — [%8,do, (XVII) B = rot %.

Darstellung der elektrischen Kraft mittels des skalaren Potentials ¢ und
des Vektorpotentials 9 (fiir ruhende Korper):

(XIX) €= — 9 — grad ¢.

EnergiefluB:

L. Vorbereitende Begriffe und Rechnungsmethoden.

1. Einleitung. Die Ansicht, daB bei den elektromagnetischen
Erscheinungen das zwischen den aufeinander wirkenden Kérpern be-
findliche Medium mitspiele, wurde in konsequenter Weise zuerst von
Faraday vertreten. Clerk Maxwell stellte sich die Aufgabe, die

Faraday’schen Anschauungen in die tibliche mathematische Sprache
b¥*
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einzukleiden; nach vielen Richtungen hin vervollkommnete er die
Theorie und er. kronte dieselbe durch die Schopfung der elektro-
magnetischen Theorie des Lichtes. Seinen Nachfolgern gelang es,
einerseits durch experimentelle Arbeiten das Zutrauen zu den neuen
Ideen zu verstidrken und die Fruchtbarkeit derselben durch vielseitige
Anwendungen darzutun, andererseits die Grundgedanken, klarer als
Maxwell es getan hatte, hervortreten zu lassen.

Charakteristisch fiir die Feldwirkungstheorien ist die Annahme,
daB sich die Wirkungen mit endlicher Geschwindigkeit fortpflanzen.
Dem entspricht die Darstellung der Erscheinungen mittels Differential-
gleichungen, welche die ortlichen und zeitlichen Anderungen der Zu-
standsgroBen miteinander verkniipfen. Gleichungen, welche nur Dif-
ferentialquotienten nach den Koordinaten, nicht aber solche nach der
Zeit enthalten, konnen, da sie einen Zusammenhang zwischen gleich-
zeitig an verschiedenen Stellen bestehenden Zustinden ausdriicken,
auch in einer Fernwirkungstheorie auftreten?).

Dem Zwecke der Encyklopédie wird es am besten entsprechen
und eine Ubersicht tiber das ausgedehnte Gebiet wird sich am leich-
testen ergeben?), wenn ein System von Feldgleichungen als Ausgangs-
punkt gewédhlt wird. Wir geben denselben im wesentlichen die von
Heaviside®) und Hertz*) herrithrende Form. Von einer Ableitung der

1) Vgl, was das Verhiltnis zwischen den beiderlei Theorien anbetrifft,
weiter unten, Nr. 46,

2) Leider ist es mir unméglich gewesen, die umfangreiche Literatur so
durchzuarbeiten und zu beriicksichtigen, wie ich es gewiinscht hiitte. Ich fiirchte,
daB mir manche wichtige Arbeit unbekannt geblieben ist und daB ich viele
andere nicht in gebiihrender Weise gewiirdigt habe. Ich bitte den Leser sehr,
diese Mingel zu entschuldigen.

Dem Redakteur des physikalischen Teiles der Encyklopiédie, Herrn Prof.
Sommerfeld, bin ich fiir das an meiner Arbeit genommene Interesse zu vielem
Dank verpflichtet.

8) O. Heaviside, Electromagnetic induction and its propagation, The Electri-
cian 1886, p. 219, 306 (Electrical papers 1, p. 429); On the forces, stresses and
fluxes of energy in the electromagnetic field, Lond. Trans. 183, A (1892), p. 423.
(Electrical papers 2, p. 521).

4) H. Hertz, Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir ruhende
Kérper, Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p. 577 (Untersuchungen u. s. w., p. 208); Uber
die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Kérper, Ann. Phys. Chem.
41 (1890), p. 869 (Untersuchungen u. s. w., p. 256). Auch E. Cohn, Zur Systematik
der Elektrizititslehre, Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p. 625, hat fiir ruhende isotrope
Korper Gleichungen von derselben Gestalt aufgestellt, in solcher Modifikation
jedoch, daB nur ,innere* Konstanten der Kérper auftreten, d. h. Konstanten,
deren Werte in absoluten Einheiten villig durch die Natur des Korpers be-
stimmt sind.
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Gleichungen wird dabei zunichst kaum die Rede sein; es soll hoch-
stens kurz angedeutet werden, in welcher Weise beobachtete Tat-
sachen und aus denselben gezogene Verallgemeinerungen zu den
Formeln gefiihrt haben. Spiter wird dann iiber ihre Deduktion aus
irgend welchen Annahmen betreffend den Mechanismus der Erschei-
nungen zu berichten sein. Hs empfiehlt sich dieser Weg auch aus
dem Grunde, weil die Feldgleichungen, wenigstens in der fiir ein-
fachere Fille geltenden Gestalt, besser gesichert erscheinen als die
Vorstellungen, mittels welcher man sie mit mehr oder weniger Glick
zu begriinden versucht hat.

2. Ponderabele Materie und Ather. Obgleich als Feld oft nur
ein Teil des Raumes, z B. bei elektrostatischen Erscheinungen der
von Nichtleitern eingenommene Teil bezeichnet wird, so ist doch im
allgemeinen der unendliche Raum darunter zu verstehen. Jeder Raum-
teil enthilt entweder den Sinnen direkt zugingliche Materie, pondera-
bele Materie, oder Ather; es soll also angenommen werden, daB im
Innern eines ponderabelen Ko6rpers kein Hohlraum hergestellt werden
kann, der nicht Ather enthielte. ,Ather“ ist hierbei das genannt,
was man sich, bei Abwesenheit ponderabeler Materie, als Triger der
in den elektromagnetischen Feldgleichungen vorkommenden Zustands-
grofen vorstellt.

Wir betrachten sofort die Gleichungen fiir bewegte Korper; in
denselben sind die fiir ruhende Systeme geltenden als Spezialfall ent-
halten. Mit ,Bewegung® ist hier zundchst die sichthare Bewegung
ponderabeler Korper gemeint. AuBerdem werden wir in diesem Artikel
mit Hertz die Moglichkeit zulassen, daB #hnliche Bewegungen, ,Strd-
mungen® kann man sagen, auch im Ather, auBerhalb der pondera-
belen Korper bestehen konnen. Ubrigens ist jedes Durcheinander-
schieben zweier Teile der betrachteten Materie von seiner Theorie aus-
geschlossen; es besteht also in jedem Punkte nur eine einzige Be-
wegungsgeschwindigkeit v, die in den Punkten ponderabler Kérper
mit der sichtharen Bewegung dieser Punkte zusammenfillt. Aus diesem
Grunde, und weil jetzt, im Gegensatz zu der spiter zu behandelnden
Elektronentheorie (V 14), auf jede molekulartheoretische Behandlung
verzichtet werden soll, braucht auf die Frage, ob sich in den pon-
derabelen Korpern Ather befinde, nicht eingegangen zu werden; gleich-
wohl soll bisweilen der Ather in einem von ponderabeler Materie
entbloBten Raum als ,freier Ather bezeichnet werden. Auch wird
es in diesem Artikel bequem sein, das Wort ,Materie“ sowohl auf die
ponderabele Materie, wie auch auf den Ather anzuwenden.

Es ist noch zu bemerken, daB die Herts'sche Theorie notwendiger-
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weise Dichtigkeitsinderungen des Athers — z. B. in einer sich zu-
sammenziehenden Hohlung — zulassen muB. Nichtsdestoweniger
werden die in Betracht kommenden Eigenschaften des Athers als
unverdnderlich vorausgesetzt.

An geeigneter Stelle (Nr. 17, 20, 21) sollen iibrigens einige bei
bewegten Systemen sich zeigende Erscheinungen erwihnt werden, welche
die Hertz’'sche Theorie nicht zu erkldren vermag, und die zugunsten
der im nichsten Artikel zu behandelnden Theorie sprechen.

3. Mathematische Behandlungsweise und Bezeichnungen. Wir
betrachten in der allgemeinen Behandlung alle den Zustand der Materie
bestimmenden GroBen, auch die Geschwindigkeit v, als kontinuierlich
von Punkt zu Punkt veréinderlich; Fille, in denen an gewissen Flichen
die Stetigkeit unterbrochen ist, konnen in bekannter Weise als Grenz-
fille aufgefaBt werden.

Die Normale # zu einer Fliche ¢ ziehen wir nach einer be-
stimmten Seite, die wir die positive nennen, hin; bei einer ge-
schlossenen Fliche soll das die AuBenseite sein. Die Werte irgend
einer GroBe an den beiden Seiten einer Fliche unterscheiden wir
durch die Indices I und II; dabei soll sich der Index II auf die
positive Seite beziehen. Mit & bezeichnen wir eine beliebige Richtung
tn der Fliche.

Wir wollen sagen, daB einer Rotation in einer Ebene eine be-
stimmte Richtung der Normale enfspreche, und zwar soll das die
Richtung nach derjenigen Seite sein, auf der sich ein Beobachter be-
finden muB, damit fiir ihn die Rotation in einer der Uhrzeiger-
bewegung entgegengesetzten Richtung verlaufe. Die Drehungsrichtung
bestimmt in diesem Falle zusammen mit der Normalenrichtung eine
Rechtsschraube. Vgl. auch den vorigen Art. Nr. 2.

Bei einer Linie s wird eine bestimmte Richtung positiv genannt.
Dabei beachten wir, wenn es sich um die Randlinie s einer Fliche ¢
handelt, folgende Regel: Ist P ein Punkt von ¢ in der unmittel-
baren Nihe von s, und durchléuft ein zweiter Punkt @ den ndchst-
liegenden Teil von s in der positiven Richtung, so soll der Rotation
der Verbindungslinie P¢ die Richtung der Normale zu ¢ im Punkte P
entsprechen.

Kommen in einer Gleichung ein Flichenintegral und ein Linien-
integral zusammen vor, so ist das so zu verstehen, daB das eine
Integral sich auf eine begrenzte Fliche ¢, und zwar, wenn das Gegen-
teil nicht gesagt wird, auf eine beliebige Fliche, das andere Integral
aber auf die Randlinie dieser Fldche bezieht.
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Die zueinander senkrechten Koordinatenachsen 0X, 0Y, 0Z
wihlen wir so, daB die Richtung von OZ einer Drehung um einen
rechten Winkel von OX nach OY entspricht. Die Achsen nehmen
(in diesem Artikel, mit einer einzigen Ausnahme, Nr.21) an der Be-
wegung der Materie nicht teil.

Vektoren bezeichnen wir mit groBen oder kleinen deutschen
Buchstaben, die Projektion auf irgend eine Richtung unterscheiden
wir durch einen passenden, sich auf diese Richtung beziehenden Index.
Z. B. bedeutet %, die Komponente des Vektors % nach der Richtung
der positiven Normale einer Fliche; dhnlich ¥, %, %, die Kompo-
nenten nach den Koordinatenachsen. Fiir die GroBe eines Vektors U
soll das bei den komplexen Zahlen (zweidimensionalen Vektoren)
iibliche Zeichen des absoluten Betrages || benutzt werden; in manchen
Fillen, namentlich wenn es sich um die Grofe eines Quadrates handelt,
kann dieses Zeichen entbehrt werden, z. B. in dem Ausdruck der
lebendigen Kraft eines mit der Geschwindigkeit b sich bewegenden
Massenteilchens 4 m 2

Fiir 58‘—; + 53—;; + g% schreiben wir A, und wir benutzen auch
hiufig die drei Zeichen

div, rot, grad,
von denen sich die beiden ersten auf einen Vektor, das letzte auf
eine skalare GroBe bezieht. Das Zeichen div % (sprich Divergenz
von ) bedeutet die skalare GroBe

ou, o, 0%,
e T T
sie wird unabhingig vom Koordinatensystem definiert als Grenzwert,
dem die GroBe -E,— f A do, berechnet fiir eine den Raum § um-

schlieBende geschlossene Fliche ¢, zustrebt, wenn man ¢ auf einen
Punkt zusammenzieht. Unter rot A (sprich Rotation von A) verstehen
wir den Vektor mit den Komponenten

o, 0w, 0%, oW, 0%, Y,

Py ~ 6z’ 0z om’ om0y
Unabhiingig vom Koordinatensystem 148t sich rot % durch den Grenz-
wert definieren, dem die GroBe —z— f oA, ds, berechnet fiir eine die Fliche

6 begrenzende ebene geschlossene Kurve s, zustrebt, wemn man s
auf einen Punkt zusammenzieht; dieser Grenzwert gibt die Kom
ponente von rot % nach der auf der Ebene von s senkrechten Rich-
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tung, welche dem bei der Integration gewihlten Durchlaufungssinne
von s entspricht. Endlich verstehen wir unter grad ¢ (sprich Gradient
von ¢) den Vektor mit den Komponenten

09 09 29,

oz’ Jy’ 0z
Er kann unabhingig vom Koordinatensystem mit Hilfe der Fléchen
@ = konst. definiert werden und stimmt der Richtung nach mit den
Normalen jener Flichen, der GréBe nach mit d¢/5n iiberein.

Nachweise iiber die erste Einfilhrung dieser Bezeichnungen und
iiber gleichbedeutende abweichende Benennungen findet man in Art.
IV 14, Nr. 4 und 5. Die Definition von grad ¢ haben wir ent-
sprechend dem Wortsinne von Gradient so gewihlt, daB grad ¢ den
Anstieg, nicht das Gefille von ¢ angibt.

Bei verschwindender Divergenz sagt man von einem Vektor, daf
er quellenfrei oder solenoidal, bei verschwindender Rotation, daB er
wirbelfrei, lamellar oder irrotationell verteilt sei.

Fiir das skalare Produkt zweier Vektoren wird die Bezeichnung

(% -B),
und fiir das Vektorprodukt das Zeichen
[% -]

angewandt. Das skalare Produkt ist das Produkt aus der GroBe
von ¥« in die senkrechte Projektion von B auf ¥, ist also gleich

|| |B]| cos (U, B).

Das Vektorprodukt ist ein Vektor, dessen GriBe durch den Inhalt
des auf A und B beschriebenen Parallelogramms gegeben wird und
dessen Richtung senkrecht steht auf der durch %A und B gelegten
Ebene, und zwar so, daB sie einer Rotation um weniger als 180°
entspricht, durch welche die Richtung von % in die Richtung von
B iibergefiihrt wird. Die Komponenten von [ - B] sind
%€98,—AYB,, AB,—AB,, AB, —AYB,.

Auch bei den mit dem Zeichen ,rot“ oder ,grad“ angedeuteten
Vektoren, sowie im Fall eines Vektorprodukts, dienen angehingte
Indices zur Bezeichnung der Komponenten.

Es sollen vielfach Vektorgleichungen benutzt werden, mitunter
aber auch statt einer Vektorgleichung drei sich je auf eine der Koor-
dinatenachsen beziehende Formeln. Gehen drei derartige Gleichungen
oder GroBen durch cyklische Vertauschung der Buchstaben und In-
dices ineinander iiber, so kann man sich darauf beschrinken, nur die
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erste hinzuschreiben und die beiden anderen durch ein ,u.s. w.“ oder
durch ... anzudeuten.

Wenn von einem begrenzten Raum S, einer Fliche ¢, einer Linie s
oder von Elementen dS, de, ds die Rede ist, so denken wir uns (in
diesem Artikel) diese Gebilde als fest mit der Materie verbunden und
der Bewegung derselben folgend; wir reden, um das anzugeben, von
,Substantiellen Riumen, Flichen u. s. w. Die zeitliche - Anderung
einer auf ein substantielles Gebilde oder auf einen substantiellen Punkt

sich beziehenden GroBe bezeichnen wir mit Ziét

In den Differentialgleichungen dagegen treten als unabhingige
Variabele neben der Zeit ¢ die Koordinaten , y, # eines festen Punktes
auf; es ist daher bei den Differentialquotienten

to 0%

ot’ ot
einer skalaren GroBe ¢ oder eines Vektors ¥ an einen festen Punkt
(2,9,2) zu denken. Fiir diese Differentialquotienten schreiben wir auch

) o, UA.

Mit der Schreibweise
1) A=@»B
soll angedeutet werden, daB 9 eine lineare Vektorfunktion von B ist;
diese Gleichung steht also statt der drei Gleichungen

A =0, B, + ”12%y + 439,
%Iy = vy, B, + "/22%g + v, B,
A = vy B, + vy %y + v4,B,,
in welchen die » Konstanten sind. Fiir die Umkehrung von (1) moge
B=>)U
geschrieben werden.

Schlieflich setzen wir noch fest, daB alle GroBen, welche die
Abweichung vom natiirlichen Zustande der betrachteten Systeme be-
stimmen, entweder nur in einem endlichen Raum von Null verschieden
sind, oder jedenfalls bei wachsender Entfernung so rasch abnehmen,
daB die etwa bei partiellen Raumintegrationen auftretenden Integrale
iber die ,unendlich entfernte Grenzfliche des Raumes® verschwinden.

4. Hilfssiitze aus der Vektorentheorie. Obwohl die folgenden
Sétze zum Teil neu sein diirften®), wird es gentigen, den Beweis nur
kurz anzudeuten.

5) Es finden sich Formeln, die mit einigen der hier anzufiihrenden gleich-
bedeutend sind, bei verschiedenen Autoren.
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a) Von einem Punkte P aus ziehen wir drei beliebige Gteraden
PS,, PS,, PS;, deren Richtungen wir s, s,, s; nennen, und einen
beliebigen Vektor . Wird dieser mittels eines schiefwinkligen
Parallelepipeds nach s, s,, s; zerlegt, so sollen die Komponenten
A, A=, A heiBen. Andererseits bezeichnen wir mit %A, , o, , A,
die senkrechten Projektionen des Vektors auf PS,, PS,, PS;. Wenn
nun B ein beliebiger zweiter Vektor ist, dann besteht die Beziehung

(A-B) =AU Bs 4 A, B 4 A, B*.
Zum Beweise projiziere man den aus B%, B B* bestehenden Linien-
zug senkrecht auf die Richtung von . Man erhilt so:

(A-B) =[A[ |B] cos (¥, D)
= || {B" cos (¥, s,) + B= cos (A, s,) + B cos (A, s;))
= A, B + A B> + A, B,

b) Es seien ds,, ds,, ds, unendlich kleine von P aus in den
Richtungen s,, s,, s; gezogene Strecken, dS der Inhalt des auf den-
selben beschriebenen Parallelepipeds, de,, do,, de, die GroBen der in P
zusammenstoBenden Seitenflichen, sodaB de, die Strecken ds, und ds,
zu Seiten hat, u.s. w.; ferner seien %, ny, n; die Normalen zu
de,, dey, do,, in solchen Richtungen gezogen, daB die Winkel (%, s,),
(g, S3), (ng, S5) spitz sind, und dn,, dn,, dn, diejenigen Stiicke dieser
Normalen, welche zwischen je zwei Gegenflichen des Parallelepipeds
enthalten sind. Es ist sodann

2 A -B)dS=N,ds, -B,do, + U, dsy- B, doy+ U, ds,- %.d(ﬂ,.
Dies ergibt sich aus der GIL a) mit Riicksicht darauf, daB 7
Budn, = B, ds, u.s.w. =

¢) Die Punkte einer Raumfigur in dem Felde eines Vektors oA
mogen die unendlich kleinen, sich kontinuierlich von Punkt zu Punkt
indernden Verriickungen q erleiden. Wir verstehen unter ds, de, dS
Elemente, die an diesen Verrtickungen teilnehmen. Der Vektor %
erleide unendlich kleine Verinderungen, giinzlich unabhingig von den
Verrtickungen q. Mit einem vorgesetzten 0 bezeichnen wir die wirk-
liche Anderung einer GréBe, die sich auf einen an der Verriickung
teilnehmenden Punkt, auf ein ds, ein de¢ oder ein dS bezieht, mit d,
aber die Anderung einer GrioBe in einem festen Raumpunkte.

Wir betrachten fiir ein urspriinglich am Punkte P liegendes
Flichenelement do die Anderung von %, de. Es liBt sich in P ein
von der Stellung und der GroBe von de unabhingiger Vektor o
angeben, derart daB
3 0{A,de} = 0¥, de.

'
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Ebenso fiithrt die Betrachtung der Rnderung von Ads fiir ein ur-
spriinglich an P liegendes Linienelement auf einen Vektor 0%, von
solcher GroBe und Richtung, daB fiir jedes ds

4) 0{A,ds} = oW, ds.

Dabei ist

() O =0,A+ div¥.q+ rot [A-q],
©) 3% — 8,% + grad (% - q) — [q - rob %]

Zum Beweise sehe man zunichst von der selbstindigen Ande-
rung 0, von U ab und betrachte im ersten Falle das cylindrische
Volumelement d8, welches zu Grundflichen das urspriingliche und
das verschobene do besitzt und dessen Mantel aus den Verriickungs-
vektoren q gebildet wird. Man berechne nun, iiber die Oberfliche
dieses Volumelementes erstreckt:

J¥,d0 =as-div .

Die rechte Seite ist gleich do-q, div ¥, wenn de¢_die am Punkte P
gelegene Grundfliche des Volumelementes ist, und wenn wir zunichst
annehmen, daB die bereits gewihlte positive Richtung der Normale »
zu dieser Grundfliche einen spitzen Winkel mit q bildet. Auf der
linken Seite berechne man das Integral fiir die beiden Grundflichen
und den Mantel des Cylinders einzeln. In der Summe fiir beide
Grundflichen erhilt man 6 {%,de}. Das iiber den Mantel erstreckte
Integral besteht aus Elementen der Form:

(A-[ds-q]) = (ds-[q- A = ds-[q- U],
wo ds ein Element der Randlinie von d¢ bedeutet, welches in dem
der Normalen % entsprechenden Sinne positiv gerechnet wird. Deshalb
wird jenes Oberflichenintegral iiber den Mantel gleich dem Linien-
integral iiber diese Randlinie :

fds[q-%[],=da'rot,,[q-2[].
Es ergibt sich daher:
(U de}+de-rot,[q - A] = da-q,div.

Fiigt man hier rechter Hand den der Anderung d,% entsprechenden
Teil von 8{A,de}, d. h. de-(0,%), hinzu, und dividiert man die
Gleichung mit de6, so erhilt man Gl (5). DaB man zu demselben
Resultat gelangt, wenn # mit q einen stumpfen Winkel bildet, sieht
man leicht ein.

Um die zweite Formel zu beweisen, betrachte man das Viereck do,
welches das urspriingliche, das verschobene ds und die beiden Ver-
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schiebungsvektoren in den Endpunkten von ds zu Seiten hat. Tber
den Umfang dieses Vierecks erstrecke man das Integral:

./Q[,ds= de-rot, U,

wo n die Richtung senkrecht zur Fliche des Vierecks nach der dem
Integrationssinne entsprechenden Seite bedeutet. Diesen Integrations-
sinn wihle man so, daB das urspriingliche Linienelement ds in der
Richtung von seinem Endpunkte nach seinem Anfangspunkte durch-
laufen wird. Die rechte Seite ist nun gleich

ds-q,rot,A = —ds-[q - rot A,

wo v das in der Ebene des Vierecks auf ds errichtete Lot bedeutet,
welches mit q einen spitzen Winkel einschlieBt. Die linke Seite be-
rechne man fiir die beiden Paare gegeniiberliegender Seiten des Vier-
ecks einzeln. Fiir das urspriingliche und das verschobene ds erhilt
man in der Summe 0 {A,ds}); die beiden anderen Seiten liefern die
Beitrige q%, = (A -q), das eine Mal mit dem positiven, das andere
Mal mit dem negativen Vorzeichen; die Summe dieser Beitrige ist

—ds- 2 (%-q) = — ds-grad, (¥ -q).
Es ergibt sich daher
0{Ads} — ds-grad,(A-q) = — ds[q-rot AJ,.

Fiigh man hier rechter Hand den der Anderung d,% entsprechenden
Teil von 0{¥,ds}, d. h. ds-(0,¥), hinzu, und dividiert man mit ds,
so findet man Gl (6).

d) Aus (2) folgt
o{(A-B)dS} = U, ds,- 0B, do;+ us.w. 4 0%, ds,-B, de, - w.s.w,
also, wenn man auf der rechten Seite wieder (2) anwendet,
© 3((A-B)ds) = {(¥ - 0B) + (2% - B)}d5.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB diese Gleichung auch dann

gilt, wenn dS ein beliebig gestaltetes Volumelement bedeutet.
e) Besteht zwischen zwei Vektoren die Relation

8) rot A = B,
so folgt aus (5) und (6)
9) rot A = 0,B + rot [B-q]=0B.

JIn der Tat gilt fiir jeden Vektor ¥ und jeden Skalar ¢:
divrotA =0, rot gradep = 0.
f) Wenn vor den besprochenen Verriickungen und Anderungen
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im Punkte P der Vektor ¥ und nack denselben im verschobenen
Punkte P’ der Vektor U’ besteht, und wenn weiter A” der Vektor
ist, in den U tibergegangen wire, wenn er sich, ohne die GriBe zu
dndern, mit einem um P liegenden Raumelemente verschoben und zu
gleicher Zeit die Drehung 4rotq dieses Elementes mitgemacht hitte,
dann konnen wir %' — UA” die relative Variation 8, % von ¥ in Bezug
auf das sich drehende Raumelement nennen.
g) Setzt man zur ‘Abkiirzung

0 Bq 0
?q_; =2, WBW; = + q” =y, WSW,

(unendlich kleine Dehnungen und Schlebungen), o ist

(10) oA, =03+ (v, +2) U, — 32, —12,Y, wsw,
(11) 0¥, =0, U 42U 4 12,U + 2%, uwsw

Zum Beweise benutze man die Gleichungen

s, ow, o,
QI _—'2[ "“6?1 +qzax +qyﬁ+qz~a‘z_‘

und

W—UA=— rotq A+ 5 rotq A,

( 09,  0q,
==\ 7 )2["' tIl H)ﬁr
Indem man diese voneinander subtrahiert, erhilt man

o o, | 0w, | oY,

dq, 0dq, 1 (%9, 04,
+?(5f—7y‘)9[y“?<a—z“ﬁ)ﬁv
und man gelangt zu (10) und (11), wenn man auch die Gleichungen
(5) und (6) speziell fir die a-Richtung hinschreibt.

h) Ahnliches wie von den Variationen in einer sich verriickenden
Raumfigur gilt von den zeitlichen Anderungen in einer sich mit der
Geschwindigkeit w bewegenden Figur. Wir bezeichnen mit d¥, d%,
d, A die in dem Zeitelement d¢ stattfindenden Variationen 0%, 0%,
0,% und definieren drei neue Vektoren %, I, 2[(,) mittels der Glei-
chungen

ay : aA : a $
=% &=L F =%
Weiter setzen wir
ow . . .
-a—wf= gy U 8. W3 W+#=x’=y” u. 8. w.

Dann ist in genauer Analogie mit dem Vorhergehenden

« -~
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(12) 1 (U,do) = 9,de,

(13) 2 (%,ds) = L,ds,

(14) A =9+ div¥ - w 4 rot[A - w],
(15) 9 — 9 4 grad (% - w) — [w - rot AJ,
(16) LU B)as) = ((A-B) + (- B)} a8,
und, wenn (8) gilt,

amn rot Y = B + rot[B - w] = B;
ferner

(18) 21_;0 = Qr(r):c + (?./y + ‘éz) 9'[.1: — %st‘)’{g - %‘i,o?'[‘? u. 8. W.,

(19> %[-.—;t = 2.[(r):n: + wxﬁx + %".xyg‘[y + -&-3.91?«[,, u. 8. w.
Falls der Vektor A zur Zeit #, verschwindet, ist (12) gleich-
bedeutend mit

t
(20) A,do|,— [U,do- dt.
to

Bei Anwendung der obigen Sitze soll in den meisten Fillen
fir die Raumfigur, von der die Rede war, das System der substan-
tiellen Punkte (Nr. 3) der Materie genommen werden.

II. Die mathematische Formulierung der Maxwell’schen Theorie.

5. Die in den Feldgleichungen auftretenden Vektoren. Diese
sind: die elektrische Feldstirke oder elektrische Kraft €, die magnetische
Feldstirke oder magnetische Kraft 9, der elektrische Gesamistrom €,
der Leitungsstrom J, der Verschicbungsstrom B, die elektrische Er-
regung D, die magnetische Erregung B.

Zur vorlidufigen Orientierung moge folgendes dienen:

a) Als MaB fiir die elektrische Feldstéirke in einem Punkte des
freien Athers wihlen wir die durch e dividierte Kraft, welche auf
einen daselbst befindlichen, unendlich kleinen, mit der unendlich
kleinen elektrischen Ladung e versehenen und der Bewegung des Athers
folgenden Korper wirkt. Die Einheit fiir e (und fiir elektrische
Ladungen iiberhaupt) setzen wir in der Weise fest, daB die AbstoBung
zwischen zwei um 7 von einander entfernten, in ruhendem Ather ein-

gelagerten Korpern mit den Ladungen e¢ und ¢ durch 4—‘;8;—, gegeben
wird®).

6) Siehe iiber die Wahl der Einheiten Nr. 7.
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b) Als MaB fiir die magnetische Feldstirke § in einem Punkte
des Athers wihlen wir die durch m dividierte Kraft, welche auf einen
daselbst befindlichen, an der Bewegung des Athers teilnehmenden
Magnetpol von der unendlich kleinen Stéirke m ausgeiibt wird, und
zwar soll diese Stirke in einer solchen Einheit ausgedriickt werden,
daB zwei in dem ruhenden Ather liegende Magnetpole m und m’ sich

in der Entfernung r mit der Kraft %ln—', abstoBen”).
wr

Wenn von € und § im Innern eines ponderabelen Korpers die
Rede ist, so ist dabei wiederum an die auf die Einheit der Ladung
oder auf einen Magnetpol von der Stirke Eins wirkende Kraft zu
denken; eine genaue Festsetzung kann jedoch erst spiter gegeben
werden (Nr. 10).

Ubrigens ist mit € und § die Vorstellung gewisser Zustinde der
Materie zu verbinden, die eben eine auf einen elektrisierten Kérper
oder einen Magnetpol wirkende Kraft zur Folge haben. Diese Auf-
fassung kommt in den Benennungen ,elektrische und ,magnetische
Feldstirke® zum Ausdruck.

Bei den Bezeichnungen ,elektrische“ und ,magnetische Kraft“ ist
zu beachten, daB € und $ nicht die Dimensionen einer Kraft, sondern
einer ,Kraft pro Ladungseinheit haben.

¢) Der Begriff des in leitenden Koérpern unter geeigneten Be-
dingungen bestehenden elektrischen Stromes J ist von der Elementar-
physik her bekannt, und es braucht hier auch kaum an die bildliche
Redeweise erinnert zu werden, nach welcher in einem Korper, der
Sitz eines Stromes ist, eine Fliche @ von einer Elektrizitatsmenge durch-
stromt wird, die fiir die Zeiteinheit durch das Integral
@1) f Jnd 6
gegeben wird. Ihre Rechtfertigung findet diese Ausdrucksweise, die
man nach Hertzscher Auffassung auf substantielle Flichen (Nr.3) an-
wendet, darin, daB, wenn die Fliche zwei Systeme voneinander trennt,
die Ladung des einen Systems um den Betrag (21) zu- und die des
anderen Systems um gleichviel abnimmt.

Die Wahl der Einheit fiir den Strom ist in dem bereits Gesagten
enthalten.

d) Der Begriff des Leitungsstromes J umfaBt nicht nur die Strome
in Metallen und Elektrolyten, sondern auch die Elektrizititsbewegung
bei allen Entladungserscheinungen. Es gibt indessen noch einen
Vorgang ganz anderer Art, den die Maxwell'sche Theorie gleichfalls

7) Siehe Nr, 7.
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als ,elektrischen Strom“ ansieht, und den sie zur Unterscheidung
Verschicbungsstrom B’%) nennt. Dieser Vorgang spielt sich in nicht-
leitenden Korpern (Dielektrika) ab, und indem er die Aufmerksamkeit
auf denselben hinlenkte, wurde es Mazwell moglich, die Hypothese
daB der elektrische Strom immer solenoidal verteilt sei, zu einer
Grundlage seiner Theorie zu machen. Wird z. B. einem Konduktor
durch einen Leitungsdraht eine elektrische Ladung zugefiihrt, so scheint
auf den ersten Blick die Strombahn in dem Konduktor zu endigen;
die #ltere Elektrodynamik sprach denn auch in diesem Falle von einem
sungeschlossenen” Strome. Maxwell dagegen stellt sich vor, daB, so-
lange der Ladungsstrom im Leitungsdraht anhilt, auch in dem den
Konduktor umgebenden Dielektrikum eine Strémung stattfindet, welche
die Elektrizititsbewegung im Drahte zu einer solenoidal verteilten
Stromung erginzt. Da nun nach den heutigen Anschauungen die Ur-
sache aller von dem geladenen Konduktor ausgehenden Wirkungen
in dem umgebenden Felde liegt, so muf im Dielektrikum eine gewisse
Zustandsinderung stattgefunden haben, deren Betrag um so grofer
ist, je groBer die Ladung des Konduktors. Man kann auch sagen,
diese Zustandsinderung sei um so erheblicher, je stirker der Ver-
schiebungsstrom war und je linger derselbe dauerte; man findet also
ein naheliegendes MaB fiir dieselbe in dem Zeitintegral des Ver-

schiebungsstromes.
Wir verstehen — auch in vielen spéter in Betracht kommenden
Fillen — unter ¢, eine Zeit, zu welcher die Materie noch keinen

elektromagnetischen Einflissen ausgesetzt war, und fithren zur Kenn-
zeichnung des zu einer spiteren Zeit ¢ in einem Punkte P bestehen-
den Zustandes einen Vektor D ein, den wir so wihlen, daB D,da fiir
jedes substantielle Flichenelement in P die Elektrizititsmenge ist,
welche das Element seit der Zeit #, durchsetzt hat. Dieser Vektor,
der oft dielektrische Verschiebung genannt wird, soll hier elektrische
Erregung heiBen. Nach der Definition ist [vgl. (20)]

1
(22) : D,do|,=/B, de - dt,
to

Wihrend nach dem Gesagten ein Strom in einem Nichtleiter eine
Abweichung vom urspriinglichen Zustande hervorruft, die um desto
groBer wird, je linger der Strom in derselben Richtung anhilt, kann,
ohne daB etwas derartiges geschihe, ein Leitungsstrom in einem Me-

(23) B'=9D.

8) Der Strich bei B’ soll zur Unterschéidung von einem spiter (Nr. 17) ein-
zufiihrenden Vektor B dienen.
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talle wihrend unbeschrinkter Zeit bestehen. Um der Allgemeinheit
willen sollen auch Koérper betrachtet werden, welche die Eigenschaften
der Leiter und der Nichtleiter in sich vereinen (,Korper gemischter
Natur®). Es soll das heiBen, daB hier nur einem Teile des Stromes
eine anwachsende Zustandséinderung der Materie entspricht. Dieser
Teil, den wir den Verschiebungsstrom nennen, und mit 8B’ bezeichnen,
héngt in der oben angegebenen Weise mit der elektrischen Erregung
® zusammen. Den iibrigen Teil J nennen wir den Leitungsstrom.
Der Gesamtstrom ist

(24) €=+ %

nur von diesem behaupten wir, daB er immer solenoidal verteilt sei.

Da in einem Korper gemischter Natur zweierlei Stréme J und
B’ bestehen kdnnen, so sagen wir auch, es konne ein solcher Korper
in verschiedenen Weisen, die wir als die erste und die zweite unter-
scheiden, von Elektrizitit durchflossen werden.

Den getroffenen Festsetzungen zufolge sind fiir den ruhenden
freien Ather die elektrische Kraft und die elektrische Erregung gleich-
gerichtet und von gleichem numerischen Wert. Wir betrachten diese
Gleichheit
(25) D=E

als auch fiir bewegten Ather giiltig. Fiir die ponderabele Materie
ist die Beziehung zwischen ® und € weniger einfach.

e) Die gewshnlich magnetische Induktion, hier aber magnetische
Errequng genannte GroBe B fillt bei geeigneter Wahl der Einheit
(vgl. Nr. 7) im Ather mit der magnetischen Kraft zusammen, sodaB
fir dieses Medium wird '

(26) B = 9.

Im Innern permanent oder temporiir magnetisierter Korper, und also
genau genommen im Innern jedes ponderablen Korpers, ist B von
verschieden.

6. Die Hauptgleichungen. Diese lassen sich auf folgende Form
bringen:

der fg,ds=—}f®,,da,
I
Y f@,ds=%f(3n+ B,)do = (fs,,da+ 4 [®,d0),

(Im) JEds =— 3 [®.do

Encyklop. d. math, Wissensch. V 2,
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Diesen Beziehungen #quivalent sind die Differentialgleichungen

rot § = % ¢,
@) oder
rot.@-=—:—(3+%') =—z'(3+@);
I rot € =—%_§Ij

Die Konstante ¢ hat denselben numerischen Wert wie die Licht-
geschwindigkeit im freien Ather?).

Erliuterungen. a) Die Gleichung (I) enthélt die Verallgemeinerung
des Satzes, nach welchem fiir eine geschlossene Linie s, die einen vom
Strome ¢ durchflossenen Draht einmal in einem der Richtung von ¢
entsprechenden Sinne umkreist, das Integral J'§,ds der Stromstiirke ¢
proportional ist. Diese Verallgemeinerung setzt voraus, daB € immer
solenoidal verteilt ist.

b) Ein Urteil iiber das Linienintegral der elektrischen Kraft lings
eines geschlossenen linearen Leitungsdrahtes gewinnt man durch die

9) Es moge hier noch kurz eine von V. Volterra (Il nuovo Cimento (3) 29
(1891), p. 63) herrithrende Umformung der Hauptgleichungen erwihnt werden.
Man charakterisiere jeden substantiellen Punkt eines sich in gegebener Weise
bewegenden Systems durch drei GréBen 2, 9’ #', die im Laufe der Zeit unveriéindert
bleiben (etwa die Koordinaten des Punktes fiir ¢ = 0), sodaB die rechtwinkligen
Koordinaten zur Zeit ¢ sich als kontinuierliche Funktionen von x’, ', 2, ¢ dar-
stellen lassen. Es seien PX’, PY’, PZ’, in irgend einem Punkte P, die den
unendlich kleinen Zuwichsen dx’, dy’, dz’ bei festgehaltenem ¢ entsprechenden
Strecken; die Lingen derselben seien £dx’, ndy’, {dz’. Fiir einen beliebigen

Vektor U setze man weiter (Nr. 4) W,y = EA,, u. 5. W, A = —2— A u.s.w., dem-
zufolge das Element eines Linienintegrales die Form

QI(zl)dm’ + g[(yr)dy' -+ QI(,')dz'
annimmt. Indem man nun die Hauptgleichung (I) auf ein Parallelogramm, dessen

beide Seitenpaare den Zuwiichsen dy’ und dz’ entsprechen, anwendet, ergibt
sich einerseits bei geeigneter Wahl der Umlaufsrichtung

f ,ds = {af;," — a“@"i”}dy'dz',

0z

andererseits, wenn D die Funktionaldeterminante der x, y, z nach den 2’, y’, 2’ ist,

‘/vsndo' = D,ﬁ}(”‘)dy’dz', ‘/‘fbndo' = Dm(z’)dy'dz’.
8.6(,,) 3.@(“ 4 4
Ty P I (DS -+ th DD )) . 8. w.

Die Gleichung (II) 148t dieselbe Umformung zu, und es haben schlieBlich die
Hauptgleichungen fiir bewegte Korper bis auf das Hinzutreten des Faktors D
dieselbe Gestalt in den &', ¥, # wie fiir ein ruhendes System in den z, y, #

Folglich:
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Beobachtung des in demselben bestehenden Stromes; dementsprechend
bringt die Gleichung (II) das allgemeine Gesetz fiir die induzierten,
d. h. durch Veriinderung des magnetischen Feldes hervorgerufenen
Strome zum Ausdruck. Liegt die Fliche 6 vollstindig im Ather, so
geht Gleichung (II) iiber in

@7) f € ds—=—2 2 f 9, de.

Da nun das rechts stehende Integral auch bei der Betrachtung der pon-
deromotorischen (eventuell elektrodynamischen) Kriifte, die im Magnet-
felde auf einen Stromleiter wirken, auftritt, so kann man die Formel
als Ausdruck des Zusammenhanges zwischen den ponderomotorischen
Wirkungen und den Induktionserscheinungen ansehen. Es ist das der
Zusammenhang, den unter Zugrundelegung des Energiegesetzes Helm-
holtz1®) und Lord Kelvin'') zuerst nachgewiesen haben.

Die Beobachtungen iiber die durch magnetisierte Korper erregten
Induktionsstrome haben weiter gezeigt, daB sich in jedem Punkte ein
bestimmter, von dem magnetischen Zustande abhingiger Vektor B
angeben liBt, der Art, daB das Induktionsgesetz noch immer die so-
eben angefithrte Gestalt (27) hat, nur daB B an die Stelle von 9
tritt. Die Hauptgleichung (II) ist die Verallgemeinerung fiir ganz
oder teilweise in ponderabeler Materie liegende Linien und fiir be-
wegte Korper.

Es mige noch hervorgehoben werden, daB nach den Grund-
gleichungen dem Strome € und dem Vektor 8 die Eigenschaft der
solenoidalen Verteilung zukommt, und daB sich hieraus fiir jede Dis-
kontinuititsfliche die Stetigkeitshedingungen

Cur=C,rt, Bur=Buu
ergeben.

Uberdies folgt aus (I) und (II), endliche Werte von € und B
vorausgesetzt, fiir jede Richtung % in der Unstetigkeitsfliche,

'@hl == @hﬂ" @hl = @hII-

7. Bemerkungen zu den angenommenen Einheiten. (Vgl. auch
den vorigen Art. p. 6 und 35). Die verschiedenen fiir die elektrischen
und magnetischen GréBen in Anwendung gekommenen MaBsysteme

10) H. v. Helmholtz, Die Erhaltung der Kraft, Berlin 1847.
i1) Sir W. Thomson (Lord Kelvin), On the theory of electromagnetic in-
duction, Brit. Assoc. Rep. 1848, Comm. to the Sections, p. 9; Applications of the
principle of mechanical effect to the measurement of electromotive forces, and
of galvanic resistances, in absolute units, Phil. Mag. (4) 2 (1861), p. 661 (Math.
Phys. Papers, Cambridge 1882, 1, p. 91 und p. 490).
6*
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unterscheiden sich voneinander durch die Dimensionen der konstanten
Koeffizienten % und %, welche in den Ausdriicken

(28) F =1,
(29) F =52

fir die mechanische Kraft zwischen zwei im freien Ather liegenden
elektrischen Mengen e¢’ bezw. magnetischen Mengen mm’ auftreten,
sowie durch die Dimensionen gewisser konstanter Faktoren in den
Hauptgleichungen (I) und (II). Nachdem man durch die Wahl dieser
Dimensionen die Art des MaBsystems bestimmt hat, sind noch die
numerischen Werte fiir die Einheiten und also auch fiir jene Koeffi-
zienten festzusetzen. Hierbei schlieBt man’sich gegenwiirtig allgemein
den CGS-Einheiten fiir Lénge, Masse und Zeit an.

In allen Systemen werden die Feldstirken € und $ durch die
auf eine Ladung 1 bezw. auf einen Pol 1 wirkende Kraft gemessen,
wihrend die elektrische Erregung ® durch eine pro Flicheneinheit
hindurchgestromte Elektrizititsmenge, der Strom € (J und B') aber
durch die pro Flicheneinheit und pro Zeiteinheit hindurchgestrémte
Elektrizititsmenge gemessen wird. Mit der Einheit fiir ¢ sind dem-
nach zu gleicher Zeit die Einheiten fir €, D und € festgelegt, und
die Einheit fiir m bedingt sofort die fiir . Die Einheit fiir B ist
jedesmal besonders festzusetzen.

a) Man gelangt zu einem elektrostatischen Systeme fiir die elektri-
schen GréBen, wenn man verlangt, daB % in (28) eine reine Zahl sein
soll; speziell ist es iiblich, die Einheit fiir e so zu wihlen, daB % den
Wert 1 erhiilt. Es konnen dann weiter die Einheiten fiir die magne-
tischen GroBen noch in verschiedener Weise definiert werden. In
dem elektrostatischen System, von dem bei Maxwell*®) die Rede ist,
geschieht das in solcher Weise, daB die Hauptgleichungen die Formen

f@,ds — 4 [, do, f@,ds - —ditf%,,ds
annehmen.

Bezeichnet man mit L eine Lénge, mit M eine Masse und mit 7'
eine Zeit, so sind in diesem Systeme die Dimensionen von e:
(Lt Mt 7-1),
und es wird im freien Ather nicht B = §, sondern B = (—;—@ Der
Koeffizient. & in (29) erhilt den Wert ¢%
b) In dem elektromagnetischen System ist der Koeffizient 2 in
(29) eine reine Zahl; die Dimensionen von € (¢ und €), sowie die

12) Maxwell, Treatise 2, Art. 626—628.
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von B werden dadurch festgelegt, daB man Ubereinstimmung der
Dimensionen fiir die beiden Integrale [ §,ds und ['6,d¢ in (I), und

ebenso fiir die beiden GroBen [ ds und - f B,de in (II) verlangt.

Setzt man, wie das allgemein iblich ist, =1, und nimmt man fiir
die Hauptgleichungen die Gestalt

fS;),ds=4ﬂ: G,do, f@,m:-a‘%f%,,da

an, so wird fiir den freien Ather B — §. Der Koeffizient % aber
erhilt den Wert ¢, und die Dimension von e wird [L* M?].
Aus dem Gesagten geht hervor, daB das Verhiltnis
Elektromagnetische Elektrizitiitseinheit

" Elektrostatische Elektrizititseinheit -
die Dimension einer Geschwindigkeit hat. Infolge der erwiihnten
niheren Festsetzungen fillt dasselbe mit der Llchtgeschwmdlgkelt c
im Ather zusammen.
¢) Gauf3, Helmholtz und Hertz haben Einheiten von solchen Di-
mensionen eingefithrt, daB die beiden Koeffizienten % und % in (28)
und (29) reine Zahlen werden. Wiahlt man in einem derartigen ge-
mischt elektrostatisch-elektromagnetischen Systeme die Einheiten so, daB
k=1, h=1 ist, so wird die erste Hauptgleichung

f 9,05 =47 (,do.

Fiir die zweite aber muB man schreiben

1 d
f@,ds=—-—?%f%ﬂda,

wenn man fiir den freien Ather die Gleichheit B = § festhalten will.

d) Wir haben uns in diesem Artikel dem Beispiele von Gaup,
Helmholtz und Hertz angeschlossen, und zwar aus dem Grunde; weil
in dieser Weise der Parallelismus zwischen den elektrischen und den
magnetischen Erscheinungen auch in der Form der Gleichungen am
besten zu Tage tritt. Indes veranlaBt uns ein Vorschlag von Heavi-
side zu einer Anderung der numerischen Werte der Einheiten. Die-
selbe bezweckt, von allen, oder jedenfalls von den meisten Faktoren
47, die bei gewShnlicher Wahl der Einheiten die elektromagnetischen
Gleichungen verunzieren, frei zu werden. Wir wihlen nidmlich, wie
bereits gesagt, die Einheiten fiir e-und m so, daB die Koeffizienten
kund % in (28) und (29) den Wert 1/4x annehmen. Es tritt dann
in der ersten Hauptgleichung notwendig der Faktor 1/c auf; derselbe
erscheint ebenso in der zweiten Hauptgleichung, wenn man verlangt,
daB im freien Ather B = § sein soll.
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Das so entstehende gemischte System nennen wir fiiglich das
ymodifizierte”, im Gegensatz zu dem ,urspriinglichen gemischten®
System. Natiirlich hitten wir auch das rein elektromagnetische oder
das rein elektrostatische System in #hnlicher Weise modifizieren konnen.

Es moge zu der Modifikation noch bemerkt werden, daf es
durchaus der historischen Entwicklung entspricht, daf man urspriinglich
vom Standpunkt der Fernwirkung das Coulomb’sche Gesetz als funda-
mental ansah und daher den mathematischen Ausdruck dieses Gresetzes
moglichst einfach zu gestalten wiinschte, indem man % oder %, oder
beide gleich 1 setzte, daB wir dagegen jetzt die Verkettungsgleichungen
zwischen den elektrischen und den magnetischen GroBen, sowie die
spiter anzufiihrenden Gleichungen fiir die Energie als Ausdriicke
fundamentaler Gesetze ansehen, und daf wir diese daher von den 4=z
zu befreien wiinschen. Wir nehmen es dabei gern in den Kauf, daB
der Ausdruck des Coulomb’schen Gesetzes mit dem Faktor 1/4m be-
schwert wird. Freilich richen sich die 4x dadurch, daB sie in
mancher (leichung der Elektronentheorie, eben weil diese sich den
dlteren Anschauungen nihert, wieder auftauchen.

Ubrigens ist eine Begriindung der Elektrizititslehre moglich, bei
welcher man gar nicht in die Versuchung kommt, diesen Faktor in
die Formeln einzufithren. Man wiirde da z B. von dem Platten-
kondensator im freien Ather ausgehen und demjenigen Felde, welches
pro Volumeneinheit den Energieinhalt !/, besiBe, die Werte € =1
und D = 1 zusprechen.

e) Es ist namentlich von E. Cohn'®) warm befiirwortet worden,
die willkiirliche Dimensionierung elektrischer Gréfen iiberhaupt zu
vermeiden. In seinem System, in dem, wie bei Heaviside, die 4z in
den wichtigsten Gleichungen vermieden werden, treten drei unbe-
stimmte GroBen &, w, und V auf, zwischen welchen die Relation

(30) L=
besteht. Es ist in (28) und (29)
1 p— 1
o I;;;’ T

und fiir den freien Ather wird
D=145C, B=yd
Die beiden Hauptgleichungen aber lauten wie folgt:

1 1 d
f@,ds=7/@”d6, f@,ds-_— ._m—tf%,,do.

13) Cokn, Das elektromagnetische Feld u.s.w., vgl. namentlich p. 279 u.f,
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Dieses System hat den Vorteil, daB man von demselben leicht durch
Spezialisierung der Werte von 7, ¢, u, zu anderen Systemen iiber-
gehen kann. Fiir die endgiiltige Festsetzung der Einheiten wiirde
man eventuelle spitere Fortschritte in dem Verstindnis der Erschei-
nungen verwerten konnen. Wir haben uns indes nicht dazu ent-
schlieBen konnen, in die ohnehin schon verwickelten Formeln un-
bestimmte GréBen aufzunehmen, und wollen uns daher an unser modi-
fiziertes gemischtes System halten. Man erhdlt dasselbe aus dem
Cohw’schen System, wenn man g = 1, g, =1, ¥V == ¢ setzt, was der
Bedingung (30) geniigt.

f) Setzt man bei Cohn V gleich 1, demzufolge & und u, der
Bedingung

1
Solbp = ¢z

zu geniigen haben, so gelangt man zu den von Heaviside vor-
geschlagenen ,rationellen Einheiten“ und erreicht namentlich den
Vorteil, daB die Hauptgleichungen die duBerst einfache Gestalt

f@sds=f(&”do', f@,ds=——%f§8nda

bekommen.

In diesem Heaviside'schen System ist das von mir gewihlte
nicht mehr enthalten.

g) Man kann von den in diesem und dem folgenden Artikel
vorkommenden Gleichungen, bei welchen die modifizierten gemischten
Einheiten zugrunde gelegt sind, zu den Formeln in irgend einem
anderen MaBsystem iibergehen, indem man unsere GréBen e, m, €, u.s. w.
durch ae, fm, y€, u.s. w. ersetzt, wo «, 8, y, u.s. w. gewisse kon-
stante Faktoren sind.

Zur Erleichterung der Umrechnung stellen wir einige dieser
Faktoren zusammen.

6D, J,C| € m B

1)

!._.@

Urspr. elektrostat. System (s. 1

oben a)............. Vdr | Vixz |cVidn |Vin | cVin
Urspr. elektromagn. System 1 1 1
(s. oben b). ... ... .... cVidn |cyin| Vin |Viz| Vix
Urspr. gemischtes System (s. 1 1 1
obene)............. Viz | Viz | Vix |Vin| Vi=
System von Heaviside und Cohn 1 1 1
A = Vi

(s. oben'e und f) . ... ... Vo | Ve | Vo
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Es ist dann weiter zu berticksichtigen, daB bei Coin die Relation (30)
gilt, wihrend bei Heaviside eyu, = 1/c® ist. Die Zahlen in der Tabelle
geben auch an, um wieviel Mal die Einheiter in den verschiedenen
Systemen grifer sind als die von uns gewihlten.

h) Was die praktischen Einheiten betrifft, so beschriinken wir uns
darauf, fiir einige derselben die Werte, in den von uns angenommenen
Einheiten ausgedriickt, anzufithren. Wir denken dabei an die Ein-
heiten, wie sie urspriinglich im AnschluB an die elektromagnetischen
CGS - Einheiten definiert worden sind, und von welchen sich die
gesetzlichen Einheiten mehr oder weniger entfernen.

Es ist der Wert fiir das Coulomb (Elektrizititsmenge) 10-1-1/4x - ¢;
ebenso fiir das Ampeére (Stromstirke); fiir das Vol¢ (Linienintegral
der elektrischen oder elektromotorischen Kraft, Potentialdifferenz)
108/¢ V4n; fiir das Farad (Kapazitiit, d. h. Verhiltnis von Ladung und
Potentialdifferenz) 10-9. 4z ¢

8. Beziehungen zwischen den Zustandsgrofen an derselben
Stelle. a) Aus den Beobachtungen iiber den EinfluB ponderabler
Dielektrika auf die elektrostatischen Krscheinungen hat man ge-
schlossen, daB in vielen Fillen die elektrische Exregung © eine lineare
Funktion der elektrischen Kraft € ist. Fiir isotrope Kérper setzen wir

(11 D = &€,

wo & die Dielektrizititskonstante ist — fiir den Ather ist mach (25)
& =1—, und fiir anisotrope Kérper (vgl. Nr. 3)

(1T D = (¢)€C.

Manchmal ist D keine lineare Funktion von €, oder ist D sogar nicht

durch den augenblicklichen Wert von € bestimmt.
b) Fiir isotrope Leiter ist zu setzen

Iv) J=06C
(¢ Leitfihigkeit), und fiir anisotrope Leiter
av, I = (0)C.

Fiir einen Korper gemischter Natur (Nr.5, d)) lassen wir zu gleicher
Zeit die Gleichungen (III) und (IV) gelten.

Gieht man nach der in Nr. 7, g) gegebenen Vorschrift mit der
Gleichung (IV) zu den gewdhnlichen elektromagnetischen Einheiten
iiber, dann erhilt man

3= maC

Es ist also ¢ = 4nc’,,  , wenn 6, die in iiblicher Weise elektro-
magnetisch gemessene Leitfahigkeit bedeutet..
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In unserem MaBsystem ist die Einheit des Widerstandes der Wider-
stand eines Leiters von der Lénge 1, dem Querschnitte 1 und der
Leitfiahigkeit 6 = 1. In dieser Widerstandseinheit wird das Ohm

durch den Wert
109
4mc?

ausgedriickt.

¢) In den einfachsten Fillen darf man die magnetische Erregung
B als eine lineare Funktion der magnetischen Kraft § betrachten, also
fiir isotrope Kdorper

V) B=uH

(w magnetische Permeabilitiit), und fiir anisotrope Korper

V9 B=w9

setzen. Indes gelten auch diese Relationen nicht allgemein. Oft ist
B keine lineare Funktion von §, oder wird sogar die magnetische
Erregung nicht durch den augenblicklichen Wert der magnetischen
Kraft bestimmt (magnetische Hysteresis).

Fiir den Ather ist uw = 1.

Wird, umgekehrt als es oben geschah, € als Funktion von D
oder J, § als Funktion von B aufgefaBt, so benutzen wir (vgl.
Nr. 3) fiir die Koeffizienten die Bezeichnungen &, ¢/, . Von allen
hier eingefiihrten Koeffizienten soll angenommen werden, daB sie von
der Bewegung der Materie an und fiir sich nicht beeinfluit werden,
d. h. daB sie in jedem Augenblick dieselben Werte haben, als wenn
die Teilchen der Materie in den dann erreichten Lagen verharrten.

9. Elektromotorische Kriifte. Bei nicht homogenen Korpern
geniigen im allgemeinen die (leichungen (IV) nicht zur Darstellung
der Erscheinungen, und gelingt diese nur, wenn man den Vektor €
durch € 4 € ersetzt, wo € ein Vektor ist, der von dem physi-
schen und chemischen Zustande der Materie an der betrachteten Stelle
abhéingt. Es ist dann also allgemein

v S=(6) (E+ €7, C+ €= ()
zu setzen. Den Vektor €¢ nennt man die elektromotorische oder ein-

geprigte elektrische Kraft.
In &hnlicher Weise kann man (III) abéindern in

(1I1”) D= (&) (€ + G), €+ G = (5)D.

Auch der Vektor €¢® kann als elektromotorische oder eingepriigte elek-
trische Kraft bezeichnet werden; der Index v deutet dabei auf ,Ver-
schiebung®, wie in (IV”) der Index ! auf ,Leitung” hin, wihrend der
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Buchstabe ¢ beidemal daran erinnern soll, daB es sich um eine ein-
geprdgte Kraft handelt. Auf einen Kérper gemischter Natur konnte
man zu gleicher Zeit (III”) und (IV”) anwenden.

Zur Abkiirzung soll weiterhin

@ + @el= @tl, @_’_ @ev= @tv

gesetzt werden (fofale elektrische Kraft); bisweilen lassen wir die
Indices 7 und v fort.

Es liegt kein Grund vor, im freien Ather elektromotorische Kriifte
vorauszusetzen.

ITII. Anwendung der Grundgleichungen.

10. Vergleichung der Theorie mit den Beobachtungen. Wenn
wir jetzt, ginzlich abgesehen von den gegebenen Krlduterungen, die
Gleichungen (I)—(V) als eine Beschreibung oder Erklirung der Er-
scheinungen an die Spitze der weiteren Betrachtungen stellen, so
wird damit folgendes behauptet: HEs lassen sich den in den Glei-
chungen auftretenden mathematischen Grofen gewisse physikalische
GroBen zuordnen, die in eindeutiger Weise mittels Beobachtungen
an elektromagnetischen Systemen bestimmt werden konnen und deren
aus den Messungen abgeleitete Zahlenwerte den Gleichungen geniigen.
Was die Priifung dieser Behauptung betrifft, so ist zu beachten, daB
es sich nur darum handelt, ein System physikalischer GroBen an-
zugeben, durch deren Werte die Gleichungen befriedigt werden. Es
ist daher nichts dagegen einzuwenden, daB man bei der Definition
dieser Gr6Ben und bei der Festsetzung der MeBmethoden sich von
einigen der Gleichungen fiihren liBt; es ertibrigt dann eben noch zu
zeigen, daB auch den noch nicht benutzten Gleichungen geniigt wird.

a) Messung der elektrischen und der magnetischen Kraft. Wir wissen
bereits (Nr. 5, a und b), wie diese fiir einen Punkt des Athers vor-
zunehmen ist. Zu einer fiir das Innere der ponderabelen Materie
passenden Methode gelangt man folgenderweise.

Es sei s eine beliebige geschlossene Linie, 8 ein so kleiner Teil
derselben, daB von dessen Kriimmung und von der Verschiedenheit
des Zustandes in den Punkten dieses Teils abgesehen werden kann,
§ der iibrige Teil von s, ¢ eine von s begrenzte Fliche. Dann ist
nach (I)

(31) So.ds + [$,85 = 1 [G,do.

Wir bilden jetzt eine zylindrische Hohlung, deren Achse die Strecke s
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ist; im Inneren derselben besteht keine elektromotorische Kraft mehr,
weil daselbst keine Materie vorhanden, und wir lassen die Natur der
Materie auBerhalb der Hohlung, sowie die Bewegung des Systems
ungeéindert. Man hat es dann mit einem neuen elektromagnetischen
System (9, € u.s. w.) zu tun, und zwar sind die Anderungen der
ZustandsgréBen nur bis zu einer Entfernung, die von der GroBen-
ordnung der Querdimensionen des Zylinders ist, von derselben Ord-
nung wie die urspriinglichen Werte.
Fiir den neuen Fall gilt

(32) Solas + [9.as = [6,do.

LéBt man jetzt die Querdimensionen des Zylinders fortwdhrend ab-
nehmen, sodaf das Verhiltnis derselben zu s sich der Null ndhert,
so ndhern sich die beiden letzten Integrale in (32) den entsprechenden
Gliedern in (31); es miissen also auch die ersten Integrale in den
beiden Gleichungen denselben Grenzwert haben. Es 1Bt sich weiter
zeigen, daf §, auf der ganzen Strecke s, mit Ausnahme von unend-
lich kleinen Teilen an den Enden, die zu vernachldssigen sind, als
konstant betrachtet werden darf. Daher ist, wenn P der mittlere

Punkt von s ist, .
(D,}p=1lim {9} .

Also: Um die Komponente von § nach einer vorgeschriebenen Rich-
tung s zu bestimmen, miBt man §, in einer Hohlung von der be-
sagten Gestalt, deren Achse die Richtung s hat. Sobald man die
Messung nach drei Richtungen ausgefiihrt hat, kennt man Richtung
und GriBe von 9.4)

Zu einer #hnlichen Bestimmungsmethode fiir € gelangt man,
wenn man von der Gleichung (II) ausgeht.

b) Messung des Stromes und der magnetischen Errequng. Nach-
dem man in allen Punkten des Systems § und € gemessen hat, leitet
man daraus mit Hilfe der Gleichungen (I) und (II') € und B, also
auch, wen<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>