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CHAPITRE IX

Groupes de Lie réels compacts '

Dans tout ce chapitre, I'expression « groupe de Lie » signifie « groupe de Lie de
dimension finie sur le corps des nombres réels », I expression « algébre de Lie » signifie,
sauf mention du contraire, « algébre de Lie de dimension finie sur le corps des nombres
réels », I"expression « algébre de Lie réelle » (resp. « algébre de Lie complexe »)
signifie « algébre de Lie de dimension finie sur le corps des nombres réels (resp.
« ... complexes »).

On note G, la composante neutre d’un groupe topologique G. On note C(G) le
centre d’un groupe G, D(G) son groupe dérivé, Ng(H) ou N(H) (resp. Zg(H) ou
Z(H)) le normalisateur (resp. centralisateur) d’une partie H d’un groupe G.

§ 1. ALGEBRES DE LIE COMPACTES

1. Formes hermitiennes invariantes

Dans ce numéro, la lettre k désigne 'un des corps R ou C. Soient V un k-espace
vectoriel de .dimension finie, ® une forme hermitienne positive séparante  sur V,
G un groupe, g une R-algébre de Lie, p :G — GL(V) un homomorphisme de grou-
pes, ¢ :g — gl(V) un homomorphisme de R-algébres de Lie.

a) La forme @ est invariante par G (resp. g) si et seulement si p(g) est unitaire
pour @ quel que soit g € G (resp. ¢(x) est antihermitien * pour ® quel que soit x € g).

! Dans tout ce chapitre les renvois a A, VIII se référent a la nouvelle édition (a paraitre).

2 Rappelons (A, IX, A paraitre) qu'une forme hermitienne H sur V est dite séparante (ou
non dégénérée) si pour tout élément non nul u de V il existe v € V tel que H(u, v) # 0.

> On dit que a € End(V) est antihermitien pour ® si 'adjoint a* de a relativement i @
est égal 4 — a. Lorsque k = C (resp. k = R), cela signifie aussi que 'endomorphisme ia
de V (resp. de C ®g V) est hermitien.
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En effet, notons a* I'adjoint relativement 4 ® d’'un endomorphisme a de V; pour
g dans G, x dans g, u et v dans V, on a

D(p(g) u, plg) v) = Vp(g)*plg) u, v),
D(@(x) u, v) + D(u, (x) v) = D((P(x) + P(x)*).u, v);

pour que ®(p(g) u, p(g) v) = ®(u, v) pour tous u, v dans V, il est donc nécessaire
et suffisant que p(g)*p(g) = 1dy ; de méme, pour que Y(p(x) u, v) + O(u, e(x) v) = 0
pour tous u, v dans V, il est nécessaire et suffisant que @(x) + ¢(x)* = 0, d’ou
I’assertion annoncée.

b) Si la forme @ est invariante par G (resp. g), lorthogonal d’un sous-espace
stable de V est stable; en particulier, la représentation p (resp. ¢) est alors semi-
simple (¢f. A, IX); de plus, pour tout g € G (resp. tout x € g), 'endomorphisme
plg) (resp. ©(x)) de V est alors semi-simple, & valeurs propres de valeur absolue 1
(resp. 4 valeurs propres imaginaires pures); en effet p(g) est unitaire (resp. ip(x) est
hermitien, ¢f. A, IX).

¢) Supposons k = R. Si G est un groupe de Lie connexe, p un morphisme de
groupes de Lie, g I'algébre de Lie de G et ¢ 'homomorphisme déduit de p, alors @
est invariante par G si et seulement si elle est invariante par g (1I1, § 6, n° 5, cor. 3).

d) Pour qu’il existe sur V une forme hermitienne positive séparante invariante
par G, il faut et il suffit que le sous-groupe p(G) de GL(V) soit relativement compact
(INT, VI, § 3, n° 1, prop. 1).

2. Groupes de Lie réels commutatifs connexes

Soit G un groupe de Lie (réel) commutatif connexe. L’application exponentielle
expg :L(G) - G

est un morphisme de groupes de Lie, surjectif 4 noyau discret (III, § 6, n° 4, prop. 11),
donc fait de L(G) un revétement connexe de G.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes : G est simplement connexe, €Xpg
est un isomorphisme, G est isomorphe a R” (n = dim G). Si on transporte alors 4 G
par Iisomorphisme expg la structure d’espace vectoriel de L(G), on obtient sur G
une structure d’espace vectoriel, qui est la seule compatible avec la structure de
groupe topologique de G. Les groupes de Lie commutatifs simplement connexes
sont appelés groupes (de Lie) vectoriels ; sauf mention expresse du contraire, on les
munit toujours de la structure de R-espace vectoriel définie ci-dessus.

b) Notons I'(G) le noyau de expg. D’aprés TG, VI, p. 4, th. 1, le groupe G est
compact si et seulement si I'(G) est un réseau de L(G), c’est-a-dire (loc. cit.) si le
rang du Z-module libre I'(G) est égal a la dimension de G. Inversement, si L est un
R-espace vectoriel de dimension finie et I' un réseau de L, le groupe topologique
quotient L/T" est un groupe de Lie commutatif compact connexe.
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Les groupes de Lie commutatifs compacts connexes sont appelés tores réels,
ou (dans ce chapitre) tores.

¢} Dans le cas général, soit E le sous-espace vectoriel de L(G) engendré par
I'(G), et soit V un sous-espace supplémentaire. Alors G est produit direct de ses
sous-groupes de Lie exp(E) et exp(V); le premier est un tore, le second est vectoriel.
Enfin tout sous-groupe compact de G est contenu dans exp(E) (puisque sa projection
dans exp(V) est nécessairement réduite a 'élément neutre) ; le sous-groupe exp(E)
est donc l'unique sous-groupe compact maximal de G.

Prenons par exemple G = C*; identifions L(G) a C de sorte que I'application.
exponentielle de G soit x — ¢*. Alors T'(G) = 2niZ, E = iR, donc exp(E) = U;
sionprend V = R, on a exp(V) = R%, et on retrouve 'isomorphisme C* — U x R*
construit en TG, VIIL, p. 4.

d) Notons enfin que expg:L(G) - G est un revétement universel de G, donc
que I'(G) s’identifie naturellement au groupe fondamental de G.

3. Algébres de Lie compactes

PROPOSITION 1. — Soit g une algébre de Lie (réelle). Les conditions suivantes sont
équivalentes -

(i) g est isomorphe da I’algébre de Lie d’un groupe de Lie compact.

(ii) Le groupe Int(g) (I1L, § 6, n° 2, déf. 2) est compact.

(iii) g posséde une forme bilinéaire invariante (1, § 3, n° 6) qui est symétrique, positive
et séparante.

(iv) g est réductive (I, § 6, n° 4, déf. 4); pour tout x € g, [’endomorphisme ad x
est semi-simple, a valeurs propres imaginaires pures.

(v) g est réductive et sa forme de Killing B est négative.

(i) = (ii) : si g est l'algébre de Lie du groupe de Lie compact G, le groupe Int(g)
est séparé et isomorphe & un quotient du groupe compact G, (ITI, § 6, n° 4, cor. 4),
donc est compact.

(i1) = (iu1) : si le groupe Int(g) est compact, il existe sur g une forme bilinéaire
symétrique qui est positive, séparante, et invariante par Int(g) (n° 1), donc aussi
invariante pour la représentation adjointe de g.

(ii1) = (iv) : si (iii) est satisfaite, la représentation adjointe de g est semi-simple
(n° 1), donc g est réductive ; de plus les endomorphismes ad x, pour x € g, possédent
les propriétés indiquees (n° 1).

(iv) = (v) : pour tout x € g, on a B(x, x) = Tr((ad x)?); par suite, B(x, x) est la
somme des carrés des valeurs propres de ad x, et est par conséquent négative si
celles-ci sont tmaginaires pures.

(v) = (i) : supposons g réductive, donc produit d’une sous-algébre commutative
¢ et d’une sous-algebre semi-simple s (I, § 6, n° 4, prop. 5). La forme de Killing de
s est la restriction a s de la forme B, donc est négative et séparante si B est négative.
Le sous-groupe Int(s) de GL(s) est - fermé (c’est la composante neutre de Aut(s),
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III, § 10, n° 2, cor. 2) et laisse invariante la forme positive séparante — B ; il est donc
compact, et s est isomorphe a l'algébre de Lie du groupe de Lie compact Int(s).
Par ailleurs, comme ¢ est commutative, elle est isomorphe a I'algébre de Lie d'un
tore T. Ainsi g est isomorphe a 'algébre de Lie du groupe de Lie compact Int(s) x T.

DEFINITION 1. — On appelle algébre de Lie compacte ! toute algébre de Lie qui
posséde les propriétés (1) d (v) de la proposition 1.

Les algebres de Lie compactes sont donc les algébres produit d’une algébre commu-
tative par une algébre semi-simple compacte. En d’autres termes, pour qu’une
algébre de Lie soit compacte, il faut et il suffit qu’elle soit réductive et que son algébre
dérivée soit compacte.

L’algébre de Lie d’un groupe de Lie compact est compacte.

PROPOSITION 2. — a) Le produit d’un nombre fini d’algébres de Lie est une algébre
de Lie compacte si et seulement si chaque facteur est compact.

b) Une sous-algébre d’une algébre de Lie compacte est compacte.

¢) Soitly un idéal d’une algébre de Lie compacte g. Alors I’algébre g/hy est compacte
et Pextension h — g — g/h est triviale.

Les assertions a) et b) résultent de la caractérisation (iii) de la prop. 1. La partie ¢)
résulte de a) et du fait que dans une algébre de Lie réductive, tout 1déal est facteur
direct (I, § 6, n° 4, cor. a la prop. 5).

PrROPOSITION 3. — Soit G un groupe de Lie dont le groupe des composantes connexes
est fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L'algebre de Lie 1(G) est compacte.

(ii) Le groupe Ad(G) est compact.

(i11) Il existe sur L(G) une forme bilinéaire symétrique positive séparante invariante
pour la représentation adjointe de G.

*(iv) G posséde une métrique riemannienne invariante par translations d droite et
d gauche.

(i) = (ii) : si L(G) est compacte, le groupe Ad(G,) = Int{L(G)) est compact;
comme il est d’indice fini dans Ad(G), ce dernier groupe est compact.

(i) = (ii1) : cela résulte du ne 1.

(iii) = (i) : comme Int(L(G)) = Ad(G), cela résulte de la caractérisation (iii)
de la proposition 1.

* (iii) < (iv) : cela résulte de 111, § 3, n° 13.

1 On notera qu'un espace vectoriel topologique réel ne peut étre un espace topologique
compact que s’il est réduit a 0.



Ne 4 ALGEBRES DE LIE COMPACTES LIE IX.5

4. Groupes dont I’algébre de Lie est compacte

THEOREME 1 (H. Weyl). — Soit G un groupe de Lie connexe dont U'algébre de Lie
est semi-simple compacte. Alors G est compact et son centre est fini.

Comme G est semi-simple, son centre D est discret. De plus, le groupe quotient
G/D est isomorphe a Ad(G) (III, § 6, n° 4, cor. 4), donc compact (prop. 3). Enfin,
le groupe G/D est égal a son groupe dérivé (IIL, § 9, n°2, cor. a la prop. 4). Le théoréme
résulte alors de INT, VIIL, § 3, n° 2, prop. S.

ProPOSITION 4. — Soit G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie compacte. 11
existe un tore T, un groupe de Lie compact semi-simple simplement connexe S, un groupe
vectoriel V et un morphisme surjectif de noyau fini f:V x T x S - G. Si G est
compact, le groupe V est réduit a I’élément neutre.

Soit C (resp. S) un groupe de Lie simplement connexe dont 'algébre de Lie est iso-
morphe au centre (resp. 4 'algébre dérivée) de L(G). Alors C est un groupe vectoriel,
S un groupe compact de centre fini (th. 1) et G s’identifie au quotient de C x S
par un sous-groupe discret D, qui est central (INT, VI, § 3, n° 2, lemme 4). Comme
la projection de D dans S est d’image centrale, donc finie, D n C est d’indice fini
dans D. Soient C’ le sous-espace vectoriel de C engendré par D n C, et V un sous-
espace supplémentaire. Alors le groupe T = C'/(D n C) est un tore, et G est iso-
morphe au quotient du groupe produit V. x T x S par un groupe fini.

Si Gest compact, ilenestdemémede V x T x S(TG,IIL p. 29, cor. 2), donc de V,
ce qui entraine V = {e}.

COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe de Lie compact connexe. Alors C(G), est un tore,
D(G) un groupe de Lie connexe semi-simple compact et le morphisme (x, y) — xy
de C(G), x D(G) dans G est un revétement fini.

Avec les notations de la prop. 4, on a V = {e} et les sous-groupes f(T) et f(S)
de G sont compacts, donc fermés. Il suffit donc de montrer que f(T) = C(G),,
f(8) = D(G). Or, on a L(G) = L(f(T)) x L(f(S)); comme S est semi-simple et T
commutatif, cela implique L{f(T)) = €(L(G)) = L(C(G),) (IIL, § 9, n° 3, prop. 8)
et L(f(S)) = ZL(G) = L(D(G)) (I1L, § 9, n® 2, cor. de la prop. 4), d’ou I'assertion
annoncée.

COROLLAIRE 2. — Le centre et le groupe fondamental d’un groupe de Lie compact
connexe semi-simple sont finis. Son revétement universel est compact.

Avec les notations de la prop. 4, les groupes V et T sont réduits a ’é1ément neutre ;
S est donc un revétement universel de G, et le groupe fondamental de G est isomorphe
a Ker f, donc fini. Le centre D de G est discret car G est semi-simple, donc D est fini.

COROLLAIRE 3. — Le groupe fondamental d’un groupe de Lie compact connexe G
est un Z-module de type fini, de rang égal d la dimension de C(G).
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En effet, avec les notations du cor. 1, le groupe fondamental de C(G), est isomorphe
A Z", avec n = dim C(G),, et le groupe fondamental de D(G) est fini (cor. 2).

COROLLAIRE 4. — Soit G un groupe de Lie compact connexe. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G est semi-simple ;

(ii) C(G) est fini;

(1) ©,(G) est fini.

Si G est simplement connexe, il est semi-simple.

Cela résulte des cor. 1 a 3.

COROLLAIRE '5. — Soit G un groupe de Lie compact connexe. Alors Int(G) est la
composante neutre du groupe de Lie Aut(G) (I11, § 10, n° 2).

Soit fe Aut(G),. Alors f induit un automorphisme f, de C(G), et un automor-
phisme f, de D(G), et on a f; € Aut(C(G)g)o, f2 € Aut(D(G)),. Puisque Aut(C(G),)
est discret (TG, VIL p. 15, prop. 5), on a f; = Id; puisque D(G) est semi-simple,
il existe, d’aprés III, § 10, n°® 2, cor. 2 au th. 1, un élément g de D(G) tel que
f2(x) = gxg ! pour tout x € D(G). Pour tout x e C(G)y, onagxg ! = x = f;(x);
comme G = C(G)y.D(G), il en résulte que gxg~ ' = f(x) pour tout x € G, donc
f=Intg.

ProPOSITION 5. — Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie compacte.

a) Supposons G connexe. Alors G posséde un plus grand sous-groupe compact K ;
celui-ci est connexe. Il existe un sous-groupe vectoriel (n° 2) central fermé N de G
tel que G soit le produit direct N x K.

b) Supposons le groupe des composantes connexes de G fini. Alors :

(i) Tout sous-groupe compact de G est contenu dans un sous-groupe compact
maximal.

(i1) Si K, et K, sont deux sous-groupes compacts maximaux de G, il existe g € G
tel que K, = gK,g9~ "

(i) Soit K un sous-groupe compact maximal de G. Alors K n Gy, est égal a K ;
Cest le plus grand sous-groupe compact de Gy,

(iv) Il existe un sous-groupe vectoriel central fermé N de G, distingué dans G,
tel que, pour tout sous-groupe compact maximal K de G, G, soit le produit direct de
K, par N et G le produit semi-direct de K par N.

a) Reprenons les notations de la prop. 4. La projection de Ker f sur V est un
sous-groupe fini du groupe vectoriel V, donc est réduite a I'élément neutre. 11 s’ensuit
que Ker f est contenu dans T x S, donc que G est le produit direct du groupe
vectoriel N = f(V) et du groupe compact K = f(T x S). Tout sous-groupe compact
de G a une projection dans N réduite a I'élément neutre, donc est contenu dans K.
Cela démontre a).

b) Supposons maintenant G/G, fini. D’apres a), G, est le produit direct de son
plus grand sous-groupe compact M par un sous-groupe vectoriel P ; le sous-groupe



Ne 1 TORES MAXIMAUX DES GROUPES DE LIE COMPACTS LIE IX.7

M de G est évidemment distingué. Soit n un sous-espace vectoriel de L(G), supplé-
mentaire de L(M) et stable pour la représentation adjointe de G (n° 1 et n° 3, prop. 3);
cest un idéal de L(G) et on a L(G) = L(M) x 1. Soit N le sous-groupe intégral de G
d’algébre de Lie n; d’apreés IIL, § 6, n° 6, prop. 14, il est distingu¢ dans G. La projec-
tion de L(G) sur L(P), de noyau L(M), induit un isomorphisme de n sur L(P); il en
résulte que la projection de G, sur P induit un morphisme étale de N sur P ; comme P
est simplement connexe, ¢’est un isomorphisme, et N est un groupe vectoriel. Le mor-
phisme (x, y) — xy de M x N dans G, est un morphisme étale injectif (puisque
M ~ N est réduit a P'élément neutre), donc un isomorphisme. Il Sensuit que N est un
sous-groupe fermé de G et que le quotient G/N est compact, puisque Gy/N est
compact et que G/G,, est fini (TG, 111, p. 29, cor. 2).

D’aprés INT, VII, § 3, n® 2, prop. 3, tout sous-groupe compact de G est contenu
dans un sous-groupe compact maximal, ceux-ci sont conjugués, et pour tout sous-
groupe compact maximal K de G, G est produit semi-direct de K par N. Comme G,
contient N, il est alors produit semi-direct de N par G, n K ; il s’ensuit que G, n K
est connexe, donc égal a K, puisque K/(G, n K) est isomorphe a G/G,,, donc fini ;
enfin, K, est évidemment le plus grand sous-groupe compact de G, d’aprés a).

COROLLAIRE. — Si N satisfait aux conditions de b) (iv), et si K, et K, sont deux
sous-groupes compacts maximaux de G, il existe n € N tel que nK ;n™' = K,.

1l existe en effet d’apreés (ii) un élément g € G tel que gK,;g~ ' = K, ; d’aprés (iv),
il existe ne N et ke K, tels que g = nk. L’élément n posséde alors la propriété
exigée.

§ 2. TORES MAXIMAUX DES GROUPES DE LIE COMPACTS

1. Sous-algébres de Cartan des algébres compactes

Lemme 1. — Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe compact de G, et F une
forme bilinéaire invariante sur 1(G). Soient x, y € L(QG). 1l existe un élément k de K
tel que pour tout u € 1{K), on ait ¥(u, [(Ad k) (x), y]) = 0.

La fonction v+ F((Ad v) (x), y) de K dans R est continue, donc posséde un
minimum en un point k € K. Soit u € L(K) et posons

h(t) = F((Ad exp(tu).k) (x),y), teR.

On a h(t) = h(0) pour tout ¢; par ailleurs, d’aprés 1I1, § 3, n° 12, prop. 44, on a

% 0) = F(lu, (Ad k) (x)], y) = F(u, [(Ad k) (x). y]) ,

4

d’ou le lemme (FVR, 1, p. 20, prop. 7).
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THEOREME 1. — Soit g une algébre de Lie compacte. Les sous-algébres de Cartan de g
(VIL § 2, n° 1, déf. 1) sont ses sous-algébres commutatives maximales ; en particulier,
g est la réunion de ses sous-algébres de Cartan. Le groupe Int(g) opére transitivement
sur 'ensemble des sous-algébres de Cartan de g.

Comme g est réductive, ses sous-algébres de Cartan sont commutatives (VIL, § 2,
n° 4, cor. 3 au th. 2). Inversement, soit t une sous-algébre commutative de g. D’apreés
§ 1, n° 3, prop. 1, ad x est semi-simple pour tout x € t; d’aprés V1L, § 2, n° 3, prop. 10,
il existe une sous-algébre de Cartan de g contenant t. Cela démontre la premiére
assertion du théoréme.

Soient maintenant t et t’ deux sous-algébres de Cartan de g. Prouvons qu’il existe
u € Int(g) tel que u(t) = t". D’aprés la prop. 1 du § 1, n° 3, on peut supposer que g
est de la forme L(G), ou G est un groupe de Lie compact connexe, et choisir une
forme bilinéaire symétrique invariante séparante F sur g. Soit x (resp. x') un élément
régulier de g tel que t = g%(x) (resp. t’ = g°(x")) (VIL, § 3, n© 3, th. 2). Appliquant
le lemme 1 avec K = G, on voit qu'il existe k € G tel que [(Ad k) (x), x'] soit ortho-
gonal a g pour F, donc nul; on a alors (Ad k) (x) € g°(x") = 1/, donc g°((Ad k) (x)) = t’
puisque (Ad k) (x) est régulier. On en conclut que (Ad k) (t) = t’, d’ou le théoréme.

COROLLAIRE. — Soient t et t' deux sous-algébres de Cartan de g, a une partie de t,
et u un automorphisme de g qui applique a dans t'. Il existe un élément v de Int(g)
tel que u o v applique t sur t', et coincide avec u sur a.

Posons G = Int(g), et considérons le fixateur Z;(a) de a dans G ; ¢’est un sous-
groupe de Lie de G, dont Falgebre de Lie 34(a) est formée des éléments de g qui
commutent 3 tous les éléments de a (IL, § 9, n° 3, prop. 7). Alors t et u~ (') sont
deux sous-algébres de Cartan de I'algébre de Lie compacte 3g(a). D’apres le th. 1,
il existe un élément v de Zg(a) tel que v(t) = u~*(1'); un tel élément répond a la
question.

2. Tores maximaux

Soit G un groupe de Lie. On appelle tore de G tout sous-groupe fermé qui est
un tore (§ 1, n° 2), Cest-a-dire tout sous-groupe compact connexe commutatif. Les
éléments maximaux de 'ensemble ordonné par inclusion des tores de G sont appelés
les tores maximaux de G.

THEOREME 2. — Soit G un groupe ae Lie compact connexe.
a) Les algébres de Lie des tores maximaux de G sont les sous-algébres de Cartan
de L(G).

b) Soient T, et T, deux tores maximaux de G. Il existe g € G tel que T, = gT,g 1.

¢) G est la réunion de ses tores maximaux.

Soit t une sous-algébre de Cartan de L(G); le sous-groupe intégral de G d’algébre
de Lie t est fermé (VIL, § 2, n° 1, cor. 4 a la prop. 4) et commutatif (th. 1), donc est
un tore de G. Si T est un tore maximal de G, son algébre de Lie est commutative,
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donc contenue dans une sous-algébre de Cartan de L(G) (th. 1). Il en résulte que
les tores maximaux de G sont exactement les sous-groupes intégraux de G associés
aux sous-algébres de Cartan de G, d’ou a). L’assertion b) résulte alors du th. 1,
puisque 'homomorphisme canonique G — Int(L(G)) est surjectif (I, § 6, n° 4,
cor. 4 a la prop. 10).

Notons X la réunion des tores maximaux de G, et soit T un tore maximal de G.
L’application continue (g, t)+—gig~* de G x T dans G a pour image X, qui est
donc fermé dans G ; pour démontrer ¢), il suffit donc de prouver que X est ouvert
dans G; comme X est invariant par automorphismes intérieurs, il suffit de montrer
que pour tout a € T, X est un voisinage de a. Raisonnons par récurrence sur la dimen-
sion de G et distinguons deux cas :

1) a west pas central dans G. Soit alors H la composante neutre du centralisateur
de a dans G ; c’est un sous-groupe compact connexe de G distinct de G, qui contient
T, donc a. Comme Ad a est semi-simple (§ 1, n° 1), Palgébre de Lie de H est le niles-
pace de Ad a — 1; il résulte alors de VII, § 4, n° 2, prop. 4, que la réunion Y des
conjugués de H est un voisinage de a. D’aprés ’hypothése de récurrence, ona H < X,
donc Y < X; ainsi X est un voisinage de a.

2) a est central dans G. 1l suffit de prouver que a exp x appartient & X pour tout
x dans L(G). Or tout élément x de L(G) appartient a une sous-algébre de Cartan
de G (th. 1); le sous-groupe intégral T’ correspondant contient exp x; comme il
est conjugué a T, il contient a et donc a exp x, d’ou Iassertion cherchée.

COROLLAIRE 1. — a) L’application exponentielle de G est surjective.
b) Pour tout n = 1, Papplication g +— g" de G dans lui-méme est surjective.
En effet, exp(L(G)) contient tous les tores maximaux de G, d’ou a). L’assertion
b) résulte alors de la formule (exp x)" = exp nx pour x dans L(G).

Remarque 1. — 1l existe une partie compacte K de L(G) telle que exps(K) = G. En
effet, si T est un tore maximal de G, il existe un compact C < L(T) tel que exp(C) = T;
il suffit de prendre K = UJ (Ad g) (C).

geG

COROLLAIRE 2. — L’intersection des tores maximaux de G est le centre de G.

Soit x un élément du centre de G ; d’aprés le th. 2, ¢), il existe un tore maximal T de G
contenant x; alors x appartient a tous les conjugués de T, donc a tous les tores
maximaux de G. Inversement, si x appartient a tous les tores maximaux de G, il
commute a tout élément de G d’aprées le th. 2, ¢).

COROLLAIRE 3. — Soit g € G, et soit C son centralisateur. Alors g appartient a C,, ;
le groupe C, est la réunion des tores maximaux de G contenant g.

Il existe un tore maximal T de G contenant g (th. 2, ¢)), et donc contenu dans
C,. Par ailleurs, le groupe C, est un groupe de Lie compact connexe, donc réunion
de ses tores maximaux (th. 2, ¢)); ceux-ci contiennent tous g (cor. 2), donc sont
exactement les tores maximaux de G contenant g.
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COROLLAIRE 4. — Soit g € G. Si g est régulier (VIL, § 4, n° 2, déf. 2), il appartient a
un seul tore maximal, qui est la composante neutre de son centralisateur. Sinon, il
appartient d une infinité de tores maximaux.

Comme Ad g est semi-simple, la dimension du nilespace de Adg — 1 est aussi
celle du centralisateur C de g. D’apres loc. cit., prop. 8, et le th. 1, g est régulier si
et seulement si C, est un tore maximal de G. On conclut alors par le cor. 3.

COROLLAIRE 5. — a) Soit S un tore de G. Le centralisateur de S est connexe; cest
la réunion des tores maximaux de G contenant S.

b) Soit s une sous-algebre commutative de L(G). Le fixateur de s dans G est connexe ;
Cest la réunion des tores maximaux de G dont I’algébre de Lie contient s.

Pour démontrer a), il suffit de prouver que si un élément g de G centralise S,
il existe un tore maximal de G contenant S et g. Or, si C est le centralisateur de ¢,
onageC,(cor.3)etS « C,;si T est un tore maximal du groupe de Lie compact
connexe C, contenant S, on a g € T (cor. 2), d’ou a). L’assertion b) résulte de a)
appliqué a 'adhérence du sous-groupe intégral d’algébre de Lie s, compte tenu de I11I,
§ 9, n° 3, prop. 9.

Remarque 2. — 11 résulte du cor. 5 qu’un tore maximal de G en est un sous-groupe
commutatif maximal. La réciproque n’est pas vraie : par exemple, dans le groupe
SO(3, R), les tores maximaux sont de dimension 1, et ne peuvent donc contenir
le sous-groupe des matrices diagonales, qui est isomorphe a (Z/2Z)%. Par ailleurs,
si g € SO(3, R) est une matrice diagonale non scalaire, g est un élément régulier
de SO(3, R) dont le centralisateur n’est pas connexe (cf. cor. 4).

COROLLAIRE 6. — Les tores maximaux de G sont leurs propres centralisateurs, et
sont les fixateurs de leurs algébres de Lie.

Soient T un tore maximal de G et C son centralisateur ; comme L(T) est une
sous-algébre de Cartan de L(G), on a L(T) = L(C), donc C = T puisque C est
connexe (cor. 5).

COROLLAIRE 7. — Soient T et T’ deux tores maximaux de G, A une partie de T et
s un automorphisme de G qui applique A dans T'. Il existe g € G tel que s o (Int g)
applique T sur T’ et coincide avec s sur A.

Soit C le centralisateur de A. Alors T et s~ 1(T’) sont deux tores maximaux de
C, ; tout élément g de C, tel que (Int g)(T) = s~ 1(T’). répond a la question.

COROLLAIRE 8. — Soient H un groupe de Lie compact, T un tore maximal de H. On
a alors H = Ny(T).H,, et linjection de Ny(T) dans H induit un isomorphisme de
Ny(T)/Ny,(T) sur H/H,.

Soit # € H. Alors A~ 'Th est un tore maximal de H,, donc (th. 2) il existe g € H,
tel que hg € Ny(T); ainsi h appartient a Ny(T).H,, d’ou la premiére assertion. La
seconde en résulte immédiatement.
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Remarques. — 3) Soit G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie compacte. Appe-
lons sous-groupes de Cartan de G les sous-groupes intégraux dont les algébres de Lie
sont les sous-algebres de Cartan de L(G) (les sous-groupes de Cartan d’un groupe
compact connexe sont donc ses tores maximaux). Le théoréme 2 et ses corollaires
sont encore valides pour G, en y remplagant partout P'expression « tore maximal »
par « sous-groupe de Cartan ». Cela résulte aussitét du fait qu’en vertu de Ia prop. 5
du § 1, n° 4, G est le produit direct d’'un groupe vectoriel V par un groupe compact
connexe K et que les sous-groupes de Cartan de G sont les produits de V par les tores
maximaux de K. Notons d’ailleurs qu'il résulte alors du cor. 6 ci-dessus qu’on peut
aussi définir les sous-groupes de Cartan de G comme les fixateurs des sous-algébres
de Cartan de L(G).

* 4) On peut aussi démontrer la partie ¢) du théoréme 2 de la fagon suivante. Munis-
sons G d’une meétrique riemannienne invariante (§ 1, n® 3, prop. 3). Alors, pour tout
¢élément g de G, il existe une géodésique maximale passant par g et I'élément neutre
de G (théoréme de Hopf-Rinow), et on vérifie que I'adhérence d’une telle géodésique
est un sous-tore de G. ,

3. Tores maximaux des sous-groupes et des groupes quotients

PROPOSITION 1. — Soient G et G’ deux groupes de Lie compacts connexes.

a) Soit f:G — G’ un morphisme surjectif de groupes de Lie. Les tores maximaux
de G’ sont les images par f des tores maximaux de G. Si le noyau de f est central dans G
(par exemple discret), les tores maximaux de G sont les images réciproques par f
des tores maximaux de G'.

b) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G. Tout tore maximal de H est I’inter-
section avec H d’un tore maximal de G.

-¢) Soit H un sous-groupe fermé connexe distingué de G. Les tores maximaux de
H sont les intersections avec H des tores maximaux de G.

a) Soit T un tore maximal de G ; alors L(T) est une sous-algébre de Cartan de
L(G) (n° 2, th. 2, a)), donc L(f(T)) une sous-algébre de Cartan de L(G') (VIL, § 2,
n° 1, cor. 24 la prop. 4); il en résulte que f(T) est un tore maximal de G’ (n°2, th. 2, a)).
Si Ker f est central dans G, il est contenu dans T (cor. 2 au th. 2), donc
T = f7(/(T)

Inversement, soit T’ un tore maximal de G’ ; montrons qu’il existe un tore maximal
T de G tel que f(T) = T'. Soit T, un tore maximal de G ; alors f(T,) est un tore
maximal de G’ et il existe g’ € G tel que T' = g'f(T,) g~ ! (th. 2, b)); si ge G est
tel que f(g) =g,onaT = f(T), avec T = gT,g" "

b) Soit S un tore maximal de H ; c’est un tore de G et il existe donc un tore maximal
T de G contenant S. Alors T n H est un sous-groupe commutatif de H contenant S,
donc égal a S (n° 2, remarque 2).

¢) Drapres § 1, n° 3, prop. 2, ¢), L(G) est produit direct de 1(H) par un idéal; les
sous-algébres de Cartan de L(H) sont donc les intersections avec L(H) des sous-
algébres de Cartan de L(G). Pour tout tore maximal T de G, T n H contient donc
un tore maximal Sde Hetona S = T n H (n° 2, remarque 2).
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Remarques. — 1) La proposition 1 se généralise aussitot aux groupes connexes a
algébre de Lie compacte. En particulier, si G est un groupe de Lie connexe dont I’algébre
de Lie est compacte, les sous-groupes de Cartan de G (¢f. remarque 3. n° 2) ne sont
autres que les images réciproques des tores maximaux du groupe de Lie compact
connexe Ad(G) (par Phomomorphisme canonique de G sur Ad(G)).

2) Soient G un groupe de Lie compact connexe, D(G) le revétement universel du
groupe D(G) et f:D(G) — G le morphisme composé des morphismes canoniques
de D(G) sur D(G) et de D(G) dans G. Alors Tapplication T — f = !(T) est une bijection
de 'ensemble des tores maximaux de G sur I’ensemble des tores maximaux de D(G);
la bijection réciproque associe au tore maximal T de D(G) le tore maximal C(G),.f(T)
de G.

4. Sous-groupes de rang maximum

Nous appellerons rang d’'un groupe de Lie connexe G et noterons rg G, le rang
de son algébre de Lie. D’aprés le th. 2, a), le rang d’un groupe de Lie compact connexe
est la dimension commune de ses tores maximaux.

Soient G un groupe de Lie compact connexe et H un sous-groupe fermé de G.
Si H est connexe, on a rg H < rg G (puisque les tores maximaux de H sont des
tores de G). D’aprés le th. 2, ¢), dire que H est connexe et de rang maximum (c’est-a-
dire de rang rg G) signifie que H est réunion de tores maximaux de G. On déduit
alors aussitdt de la proposition 1 : '

PROPOSITION 2. — Soit {:G — G’ un morphisme surjectif de groupes de Lie
compacts connexes dont le noyau est central. Les applications H f(H) et
H' — f ~Y(H') sont des bijections réciproques l'une de 'autre entre I’ensemble des
sous-groupes fermés connexes de rang maximum de G et I’ensemble analogue pour G'.

PROPOSITION 3. — Soient G un groupe de Lie compact connexe, et H un sous-groupe
fermé connexe de rang maximum.

a) La variété compacte G/H est simplement connexe.

b) L’homomorphisme 7,(H) — 7,(G), déduit de I'injection canonique de H dans
G, est surjectif.

Comme H est connexe, on a une suite exacte (TG, X1, a paraitre)

ny(H) - 1,(G) - 1,(G/H, ¢) > 0

ou e est I'image dans G/H de I'élément neutre de G. Comme G/H est connexe,
cela entraine aussitot 'équivalence des assertions a) et b). Par ailleurs, si /:G" - G
est un morphisme surjectif de groupes de Lie compacts connexes dont le noyau
est central, il revient au méme de démontrer la proposition (sous la forme a)) pour G
ou pour G’ (prop. 2). On peut donc d’abord remplacer G par Ad(G), donc supposer
G semi-simple, puis remplacer G par un revétement universel (§ 1, n® 4, cor. 2),
donc supposer G simplement connexe. Mais alors l'assertion b) est triviale.
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PROPOSITION 4. — Soient G un groupe de Lie compact, H un sous-groupe fermé connexe
de G de rang maximum et N le normalisateur de H dans G. Alors H est d’indice fini
dans N et est la composante neutre de N.

En effet, I'algébre de Lie de H contient une sous-algébre de Cartan de L(G).
Drapres VIL, § 2, n° 1, cor. 4 a la prop. 4, H est donc la composante neutre de N.
Puisque N est compact, H est d’indice fini dans N.

Remarques. — 1) Tout sous-groupe intégral H de G tel que rg H = rg G est fermé :
en effet, la démonstration précédente montre que H est la composante neutre de son
normalisateur, qui est un sous-groupe fermé de G.

2) Avec les notations de la prop. 4, tout sous-groupe fermé H' de G contenant H
et tel que (H':H) soit fini normalise H, donc est contenu dans N ; de méme le nor-
malisateur de H' est contenu dans N. En particulier, N est son propre normalisateur.

5. Le groupe de Weyl

Soient G un groupe de Lie compact connexe et T un tore maximal de G. Notons
Ng(T) le normalisateur de T dans G ; d’aprés la prop. 4 (n° 4), le groupe quotient
Ng(T)/T est fini. On le note Wg(T) ou W(T) et on I'appelle le groupe de Weyl du
tore maximal T de G, ou le groupe de Weyl de G relativement a T. Puisque T est
commutatif, 'opération de Ng(T) sur T déduite des automorphismes intérieurs de G
induit par passage au quotient une opération, dite canonique, du groupe Wg(T)
sur le groupe de Lie T. D’aprés le cor. 6 au th. 2 du n° 2, cette opération est fidéle :
I’homomorphisme Wg(T) — Aut T qui lui est associé est injectif.

Si T’ est un autre tore maximal de G et si g € G est tel que Int g applique T sur T’
(n° 2, th. 2, b)), on déduit de Int g un isomorphisme a, de Wg(T) sur W(T") et on a
a,(s) (gtg™") = gs(t) g~ ' pour tout s Wg(T) et tout t e T.

ProprosiTiON 5. — a) Toute classe de conjugaison dans G rencontre T.

b) Les traces sur T des classes de conjugaison de G sont les orbites du groupe de
Weyl.

Soit g € G ; d’aprés le th. 2 du n° 2, il existe h e G tel que g € hTh™ !, d’ou a). Par
définition du groupe de Weyl, deux éléments d’'une méme orbite de W(T) dans T
sont conjugués dans G ; inversement, soient a, b deux éléments de T conjugués
dans G. 1l existe h € G tel que b = hah™ ! ; appliquant le cor. 7 au th. 2 (n° 2) avec
A = {a}, s=1Inth, T' =T, on voit qu’il existe g € G tel que Int hg applique T
dans T et a sur b. La classe de hg dans W(T) applique alors a sur b, d’ou la pro-
position.

COROLLAIRE 1. — L’injection canonique de T dans G définit par passage au quotient
un homéomorphisme de T/Wg(T) sur 'espace G/Int(G) des classes de conjugaison
de G.

En effet, c’est une application continue et bijective entre deux espaces compacts
(¢f TG, I11, p. 29, cor. 1).
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COROLLAIRE 2. — Soit E une partie de G stable par les automorphismes intérieurs.
Pour que E soit ouverte (resp. fermée, resp. dense) dans G, il faut et il suffit que E~ T
soit ouverte (resp. fermée, resp. dense) dans T.

Cela résulte du cor. 1 et de ce que les applications canoniques T — T/Wg(T)
et G — G/Int(G) sont ouvertes (TG, 11, p. 10, lemme 2).

Notons g I'algébre de Lie de G, et celle de T. On déduit de 'opération de W(T)
dans T une représentation, dite canonique, du groupe W(T) dans le R-espace
vectoriel t.

ProPOSITION 6. — a) Toute orbite de G dans g (pour la représentation adjointe)
rencontre 1.

b) Les traces sur t des orbites de G sont les orbites de Wg(T) dans t.

L’assertion a) résulte du th. 1 (n° 1). Soient x, y deux ¢léments de t conjugués
sous Ad(G), et soit h e G tel que (Ad k) (x) = y. Appliquant le corollaire au th. 1
(n° 1)avec a= {x},u = Ad h,t' = t, on voit qu’il existe g € G tel que Ad hg appli-
que t sur t et x sur y. On a alors hg € Ng(T) (I1L, § 9, n° 4, prop. 11), et la classe de
hg dans Wq(T) applique x sur y, d’ou la proposition.

COROLLAIRE. — L'injection canonique de t dans g définit par passage au quotient
un homéomorphisme de t/Wg(T) sur g/Ad(G).

Notons j cette application ; elle est bijective et continue (prop. 6). On a un dia-
gramme commutatif )

t — +» g

o] e

HW(T) —— g/Ad(G)

ou p et ¢ sont les applications de passage au quotient, et i I'injection canonique.
Comme i et g sont propres (TG, I, p. 72, prop. 2 et TG, I, p. 28, prop. 2, ¢)) et
que p est surjective, on en déduit que j est propre (TG, L, p. 73, prop. 5), donc est
un homéomorphisme.

PropPOSITION 7. — Soit H un sous-groupe fermé de G contenant T.

a) Notons Wy(T) le sous-groupe Ny(T)/T de W(T); le groupe H/H, est iso-
morphe au groupe quotient Wy(T)/Wy (T).

b) Pour que H soit connexe, il faut et il suffit que tout élément de W(T) qui a un
représentant dans H appartienne a Wy (T).

L’assertion a) résulte du cor. 8 au th. 2 (n° 2), et Passertion b) est un cas particulier
de a).
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6. Tores maximaux et relévement d’homomorphismes

Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G. Consi-
dérons le groupe dérivé D(G) de G et son revétement universel D(G); soit
p:D(G) > G le morphisme composé des morphismes canoniques D(G) — D(G)
et D(G) — G. Alors D(G) est un groupe de Lie compact connexe (§ 1, n° 4, cor. 2
4 la prop. 4); de plus, l'image réciproque T de T par p est un tore maximal de D(G)
(n° 3, prop. 1).

Lemme 2. — Soient H un groupe de Lie, fy:T — H et f:D(G) — H des morphismes
de groupes de Lie tels que, pour tout t € T, on ait fi(p(t)) = f(¢). Il existe un unique
morphisme de groupes de Lie {:G — H tel que f op = f et que la restriction de f
a T soit fr.

Posons Z = C(G),; d’aprés § 1, n° 4, cor. 1 a la prop. 4, le morphisme de groupes
de Lie g:Z x D(G) - G tel que g(z, x) = z~ 'p(x) est un revétement ; son noyau
est formé des couples (z, x) tels que p(x) = z, pour lesquelsonadoncxep™Y(Z) = T.
Puisque le morphisme (z, x) — fr(z~1) f(x) de Z x D(G) dans H applique Ker g
dans {e}, il existe un morphisme f de G dans H tel que fop = f et f(z) = fi(z)
pour zeZ. Mais on a aussi f(t) = f;(t) pour tep(T); comme T = Z.p(T), la
restriction de f a T est bien f;.

PROPOSITION 8. — Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal
de G, H un groupe de Lie et ¢ :L(G) —» L(H) un homomorphisme d’algébres de Lie.
Pour qu’il existe un morphisme de groupes de Lie f:G — H tel que L(f) = o, il faut
et il suffit qi il existe un morphisme de groupes de Lie fi. 1 T — H tel que L( f1) = ¢|L(T);
on a alors fy = f|T.

Si f:G — H est un morphisme de groupes de Lie tel que L(f) = o, alors la
restriction fr de f a T est I'unique morphisme de T dans H tel que L(f1) = @|L(T).
Inversement, soit f;:T — H un morphisme de groupes de Lie tel que L( f1) = @|L(T).
Soient D(G) et p comme ci-dessus ; lapplication L(p) induit un isomorphisme de
L(D(G)) sur lalgébre dérivée b de L(G). Il existe un morphisme de groupes de
Lie f:D(G) —» H tel que L(f) = (¢[b) o L(p) (I, § 6, n° 1, th. 1). Les morphismes
t > f(t) et t > fr(p(2)) de T dans H induisent le méme homomorphisme des algé-
bres de Lie, donc coincident. Appliquant le lemme 2, on en déduit I'existence d’un
morphisme f:G — H tel que L(f) et ¢ coincident sur L(T) et b. Comme
L(G) = b + L(T), on a bien L(f) = ¢.

PrROPOSITION 9. — Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal
de G, H un groupe de Lie, {:G — H un morphisme. Alors f est injectif si et seulement
si sa restriction d T est injective.

En effet d’apres le th. 2 (n° 2), le sous-groupe distingué Ker f de G est réduit a
I’él1ément neutre si et seulement si son intersection avec T est réduite a 'élément
neutre.



LIE IX.16 GROUPES DE LIE REELS COMPACTS §3

§ 3. FORMES COMPACTES DES ALGEBRES DE LIE
SEMI-SIMPLES COMPLEXES

1. Formes réelles

Si a est une algebre de Lie complexe, on note apg; (ou parfois a) I'algébre de Lic
réelle obtenue par restriction des scalaires. Si g est une algébre de Lie réelle, on note
0y (ou parfois g¢) l'algébre de Lie complexe C ®y g obtenue par extension des
scalaires. Les homomorphismes d’algébres de Lie réelles g — ag correspondent
bijectivement aux homomorphismes d’algébres de Lie complexes g — a : si
f:9 = apetyg g — asecorrespondent, onaf(x) = g(1 @ x)etgh ® x) = Af(x)
pour xeg, AeC.

DEFINITION 1. — Soit a une algébre de Lie complexe. On appelle forme réelle de a
toute sous-algebre réelle g de a qui est une R-structure sur le C-espace vectoriel a
(A, IL p. 119, déf. 1).

Cela signifie donc que 'homomorphisme d’algebres de Lie complexes g, — a
associé a I'mjection canonique g — apg; est bijectif. Une sous-algébre réelle g de a
est donc une forme réelle de a si et seulement si les sous-espaces g et ig de ’espace
vectoriel réel a sont supplémentaires. On appelle alors conjugaison de a relative-
ment a la forme réelle g Papplication ¢:a — a telle que

(D olx +iy) =x — iy, X, yeg.

PROPOSITION 1. — a) Soient g une forme réelle de a et & la conjugaison de a relati-
vement a g. On a alors :

(2) o> =1d,, o(x + py) = ko(x) + uo(y), [o(x), o(3)] = olx, )]

pour b, ue C, x, y € a. Pour qu'un élément x de a appartienne a g, il faut et il suffit
que o(x) = x.
b) Soit o:a — a une application satisfaisant a (2). Alors I’ensemble g des points
fixes de o est une forme réelle de o, et G est la conjugaison de a relativement d q.
La démonstration est immédiate.

Notons que si lon désigne par B la forme de Killing de a, et si g est une forme
réelle de a, la restriction de B a g est la forme de Killing de g; en particulier B est
a valeurs réelles sur ¢ x g. Supposons a réductive ; pour que I'algébre de Lie réelle g
soit compacte, il faut et il suffit que la restriction de B a g soit négative (§ 1, n° 3).
On dit alors que g est une forme réelle compacte de a.
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2. Formes réelles associées a un systéme de Chevalley

Dans ce numéro, on considére une algébre de Lie semi-simple déployée (a, b)
sur le corps C (VIIL, § 2, n° 1), de systéme de racines R(a, ) = R, et un systéme
de Chevalley (X,),.r de (a, h) (VIIL, § 2, n° 4, déf. 3).

Rappelons (loc. cit.) que T'application linéaire 0:a — a qui coincide avec — Idy
sur § et applique X, sur X _, pour tout « € R est un automorphisme de a. Par ailleurs
(loc. cit., prop. 7), si a, B, o + P sont des racines, on a

(3) [Xou XB] = Nu,ﬁXm+ﬁ

avec N, ;€ R* et

(4) N—u*B = N“;B .

Notons b, le sous-espace vectoriel réel de h) formé des H e}y tels que a(H) e R
pour tout a € R. Alors b, est une R-structure sur I'espace vectoriel complexe b,
on a[X,, X_,] €ebh, pour tout o € R, et la restriction de la forme de Killing B de a
a b, est positive séparante (VIIL, § 2, n° 2, remarque 2). De plus, on a

(5) B(H,X,)=0, B(X,,X;)) =0 si a+B#0, BX,,X_)<0

(VIIL § 2, n° 2, prop. 1 et n° 4, lemme 3).

PROPOSITION 2. — a) Le sous-espace vectoriel réel ag =hy + Y, RX, de a est

aeR
une forme réelle de a, dont b, est une sous-algébre de Cartan. Le couple (a,, by) est

une algébre de Lie réelle semi-simple déployée, dont (X,) est un systéme de Chevalley.

b) Soit o la conjugaison de a relativement d ay,. On a G o 60 = 0o 0. L'ensemble
des points fixes de © o 0 est une forme réelle compacte a, de a, dont i, est une sous-
algebre de Cartan.

La partie a) résuite immédiatement de ce qui précéde. Démontrons b). Comme
G o 0 et B0 o sont deux applications semi-lin¢aires de a dans a qui coincident sur
a, elles coincident. Alors o o 0 satisfait aux conditions (2) du n° 1, donc est la conju-
gaison de a relativement 4 la forme réelle a, formée des x € a tels que o0 O(x) = x
(prop. 1). Posons pour tout « € R

(6) u, =X+ X_o, v,=1iX, — X_,).

Alors le R-espace vectoriel a, est engendré par i, les u, et les v,. Plus précisément,
si on choisit une chambre C de R, on a

(7) a, = lbO @ @ (Rua + Rva) .

acR +(C)
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I1 est clair que i), est une sous-algébre de Cartan de q,, et il reste a prouver que la
restriction de B a a, est négative. Or i, et les différents sous-espaces Ru, @ Ro,
sont orthogonaux pour B, vu (5); la restriction de B a if), est négative et 'on a

(8) B(u,, u,) = B(v,, v,) = 2B(X,, X_,) <0, B(u,,v,)=0,
d’ou la conclusion.
Remarque. — Avec les notations précédentes, on a les formules suivantes :

©) [h, u] = — io(h)o, , [h v,] = iaMu, . [u,,v,] = 2iH,, (heb)

(10) [uw uﬁ] = No’z,Bua+B + Nm,*l}”a*ﬂ > a# + B’
(11) [Uow UB] = - Na,ﬁua+ﬁ + Nu,—Bua~B s O F t B’
(12) [uu: Uﬁ] = Nu,ﬂua+|3 - Na—Bva,—B s o # + B ’

(dans les trois derniéres formules, on convient, comme d’habitude, que N,;=0
lorsque v + 0 n’est pas une racine).
On notera que ), Ru, est une sous-algébre réelle de a, qui n’est autre que ap N a,,.
Soit Q(R) le groupe des poids radiciels de R (VL, § 1, n° 9). Rappelons qu’a tout
homomorphisme y:Q(R) — C* on associec un automorphisme élémentaire f(y)
de a tel que f(y)(h) = h pour heb et f(y) X, = yv() X, (VIIL, § 5, n° 2).

PROPOSITION 3. — Soit g une forme réelle compacte de a telle que g "'} = ih,. 11
existe un homomorphisme v :Q(R) - R% tel que g = f(y) (a,).

Soit T la conjugaison de a relativement 4 g. On a par hypothése 1(x) = x pour
x € i)y, donc 1(x) = — x pour x € hy. Pour tout o € R, et tout he by, on a donc

[h t(X)] = [= ©h), uX)] = — [k, Xo]) = — t(a(h) X,) ;

il s’ensuit que [h, 1(X,)] = — a(h) ©(X,) pour tout h €bh,, donc aussi pour tout
heb. 1l existe donc ¢, € C* tel que 1(X,) = ¢,X _,. Puisque [X,, X _]€b, ona
[t(X,), t(X )] = — [X,, X_,), donc ¢,.c_, = 1; de méme, on tire des formules
(3) et (4) que ¢,y = c,cp lorsque o, B, & + P sont des racines. D’aprés VI, § 1, n° 6,
cor. 2 a la prop. 19, il existe un homomorphisme & :Q(R) — C* tel que 6(x) = ¢,
pour tout a € R. '

Montrons maintenant que chaque ¢, est réel strictement positif. En effet, on a
¢.B(X,, X _,) = B(X,, ©(X,)), et puisque B(X,, X _,) est négatif, il suffit de montrer
qu'on a B(z, 1(z)) < 0 pour tout élément non nul z de a ; or tout élément de a s’écrit
x + iy, avec x et y dans g, et on a

B(x + iy, t(x + iy)) = B(x + iy, x — iy) = B(x,x) + B(y,¥),

d’ou Tassertion annoncée, la restriction de B a g étant par hypothése négative et
séparante.
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Il S’ensuit que Phomomorphisme § est a valeurs dans R* ; il existe donc un homo-
morphisme v:Q(R) —» R% tel que & = vy~ 2. Alors f(y) !(g) est une forme réelle
de a; la conjugaison correspondante est T = f(y) 1ot of(y). Pour tout o eR,
on a

(X = f@) e, X)) = [ HGPX ) =X,

et T(h) = ©(h) = h pour heil,; il sensuit que T’ est la conjugaison par rapport
a a,, donc que f(v)"'(g) = a,.

3. Conjugaison des formes compactes

THEOREME 1. — Soit a une algébre de Lie semi-simple complexe.

a) a posséde des formes réelles compactes (resp. déployables).

b) Le groupe Int(a) opére transitivement dans I’ensemble des formes réelles compactes
(resp. déployables) de a.

Soit j une sous-algébre de Cartan de a. Alors (a, h) est déployée (VIIL, § 2, n° 1,
remarque 2), et posséde un systéme de Chevalley (X, ) (VIIL § 4, n° 4, cor. a la prop. 5).
La partie @) résulte alors de la prop. 2. Soit g une forme réelle compacte de a; mon-
trons qu’il existe v € Int(a) tel que v(a,) = g. Soit t une sous-algébre de Cartan
de g; alors t, est une sous-algébre de Cartan de a; comme Int(a) opére transiti-
vement sur 'ensemble des sous-algébres de Cartan de a (VIL § 3, n° 2, th. 1), on
peut se ramener au cas ol t = h. Comme la forme g est compacte, les valeurs
propres des endomorphismes ad h, pour het, sont imaginaires pures (§ 1, n° 3,
prop. 1), donc les racines o € R appliquent t dans iR ; cela implique t = if,. D’aprés
la prop. 3 (n° 2), il existe alors v e Int(a) tel que v(a,) = g, d’ou b) dans le
cas des formes compactes. Enfin, soient m; et m, deux formes réelles déployables
de a. 11 existe des épinglages (m, b, By, (X)) et (m,,b,, B,, (X2)) (VIIL § 4,
n° 1). Ceux-ci s’étendent de maniére &vidente en épinglages e, et e, de a. Un auto-
morphisme de a qui applique e, sur e, applique m, sur m, ; il suffit donc d’appliquer
la prop. 5 de VIIL, § 5, n° 3, pour obtenir I'existence d'un élément u de Aut,y(a) = Int(a)
tel que u(m,) = m,.

Remarque. — Nous verrons plus tard une classification générale des formes réelles
d’une algébre de Lie semi-simple complexe.

COROLLAIRE 1. — Soient g et g’ deux algebres de Lie réelles compactes. Pour que
g et g’ soient isomorphes, il faut et il suffit que les algeébres de Lie complexes g, et
9(c) soient isomorphes.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, supposons g, €t g
isomorphes. Soient ¢ (resp. ¢’) le centre de g (resp. g’) et s (resp. s') Palgébre dérivée
de g (resp. g'). Alors ¢, et ¢(¢, sont respectivement les centres de g, et gy¢), donc
sont isomorphes ; il sensuit que les algébres commutatives ¢ et ¢’ sont isomorphes.
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De méme s, €t $(¢, sont isomorphes, donc s et ¢/, qui sont des formes réelles compactes
de deux algebres semi-simples complexes isomorphes, sont isomorphes d’aprés le
th. 1, b).

COROLLAIRE 2. — Soit a une algébre de Lie complexe. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) a est réductive. .

(i) Il existe une algébre de Lie réelle compacte g telle que a soit isomorphe a g¢).

(iti) Ilexiste un groupe de Lie compact G tel que a soit isomorphe a 1(G ).

D’aprés la déf. 1 du § 1, n° 3, les conditions (i) et (iii) sont équivalentes et impli-
quent (i). Si a est réductive, elle est produit direct d’une algébre commutative, qui
posseéde évidemment une forme réelle compacte, et d’une algébre semi-simple qui en
posséde une d’aprés le th. 1, a), donc (i) implique (ii).

COROLLAIRE 3. — Soient a; et a, deux algébres de Lie semi-simples complexes. Les
Jormes réelles compactes de a, x a, sont les produits g, X a,, ou, pour i = 1, 2,
a; est une forme réelle compacte de a;.

En effet, il existe une forme réelle compacte g, (resp. g,) de a; (resp. a,); alors\
g; X g, est une forme réelle compacte de a; x a,. Le corollaire résulte alors du
th. 1, b), appliqué a a,, a, eta; x a,.

Il résulte notamment du cor. 3 ci-dessus qu'une algébre de Lie réelle compacte g
est simple si et seulement si 'algébre de Lie complexe g, est simple. On dit alors
quegestdetype A,, ouB,, ..., siggestdetype A, ouB,, ... (VIIL § 2, n° 2). D’aprés
le cor. 1 ci-dessus, deux algébres de Lie réelles simples compactes sont isomorphes
si et seulement si elles sont de méme type.

Soit G un groupe de Lie compact connexe presque simple (111, § 9, no 8, déf. 3).
On dit que G est de type A,, ou B, ... si son algébre de Lie est de type A,, ou B,, ....
Deux groupes de Lie compacts presque simples simplement connexes sont isomorphes
si et seulement s’ils sont de méme type.

4. Exemple I : algébres compactes de type A,

Soient V un espace vectoriel complexe de dimension finie et ® une forme hermi-
tienne positive séparante sur V. Le groupe unitaire associé a @ (¢f. A, IX) est le sous-
groupe U(®) de GL(V) formé des automorphismes de I'espace hilbertien complexe
(V, @) ; c’est un sous-groupe de Lie (réel) du groupe GL(V), dont I'algébre de Lie est la
sous-algébre u(®) de lalgebre de Lie réelle gl(V) formée des endomorphismes x
de V tels que x* = — x (III, § 3, n° 10, cor. 2 4 la prop. 37), ol 'on désigne par x*
I'adjoint de x relativement a ®. Comme le groupe U(®) est compact (§ 1, n° 1),
u(®) est donc une algebre de Lie réelle compacte. De méme, le groupe spécial unitaire
SU(®) = U(®) n SL(V) est un sous-groupe de Lie compact de SL(V), dont l'algébre
de Lie est su(®) = u(®@) n sl(V).
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Lorsque V = C" et que @ est la forme hermitienne usuelle (pour laquelle la base
canonique de C” est orthonormale), on écrit U(n, C), SU(n, C), u(n, C), su(n, C)
au lieu de U(®), SU(®), u(®), su(P). Les éléments de U(n, C) (resp. u(n, C)) sont les
matrices 4 € M,(C) telles que 4.'4 = I, (resp. A = — 'A), qui sont dites unitaires
(resp. antihermitiennes).

PrOPOSITION 4. — a) Les formes réelles compactes de I'algébre de Lie complexe
sI(V) sont les algébres su(®), ou © parcourt I'ensemble des formes hermitiennes posi-
tives séparantes sur I'espace vectoriel complexe V.

b) Les algébres u(®) sont des formes réelles compactes de gl(V).

Soit ® une forme hermitienne positive séparante sur V. Pour tout x e gl(V),
posons o(x) = — x* (o x* est adjoint de x relativement & ®). Alors & satisfait
aux conditions (2) de la prop. 1 du n® 1, donc ensemble u(®) (resp. su(®)) des points
fixes de & dans gl(V) (resp. s[(V)) est une forme réelle compacte de gl(V) (resp. sI(V)).
Comme GL(V) opére transitivement sur I’ensemble des formes hermitiennes positives
séparantes sur V (A, IX) et sur 'ensemble des formes réelles compactes de sI(V)
(n° 3, th. 1 et VIIL, § 13, n° 1 (VII)), la prop. 4 est ainsi démontiée.

COROLLAIRE. — Toute algébre de Lie réelle compacte simple de type A, (n = 1) est
isomorphe a su{n + 1, C).

En effet, toute algébre de Lie complexe de type A, est isomorphe a sl(n + 1, C)
(VIII, § 13, n° 1).

Remarques. — 1) On a gl(V) = sl(V) x C.1y, u(®) = su(®) x R.ily; les formes
réelles compactes de gl(V) sont les su(®) x R.aly, o e C*,
2) Si 'on munit Palgébre de Lie complexe a = sl(n, C) du déploiement et du

systeme de Chevalley introduits en VIIL, § 13, n° 1 (IX), on a alors, avec les notations
du ne 2,

a, =sun,C), a; =sln,R), a,na; = o(n,R).

5. Exemple II : algébres compactes de type B, et D,

Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie et Q une forme quadratique
positive séparante sur V. Le groupe orthogonal associé & Q (A, IX) est le sous-groupe
0(Q) de GL(V) formé des automorphismes de I'espace hilbertien réel (V, Q);
c’est un sous-groupe de Lie de GL(V), dont l'algebre de Lie est la sous-algébre o(Q)
de gl(V) formée des endomorphismes x de V tels que x* = — x (IIL, § 3, n° 10,
cor. 2 a la prop. 37), x* désignant I'adjoint de x relativement a Q. Comme le groupe
0O(Q) est compact, 0(Q) est donc une algébre de Lic réelle compacte. On pose
SO(Q) =0(Q) n SL(V); Cest un sous-groupe fermé d’indice fini de O(Q) (d’indice 2
sidim V # 0), donc aussi d’algebre de Lie o(Q).

Lorsque V = R" et que Q est la forme quadratique usuelle (pour laquelle la base
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canonique de R" est orthonormale), on écrit O(n, R), SO(n, R), o(n, R) au lieu de
0(Q), SO(Q), o(Q). Les éléments de O(n, R)(resp. o(n, R)) sont les matrices 4 € M,,(R)
telles que A4.‘A = I, (resp. A = — 'A4), qui sont dites orthogonales (resp. anti-
symétriques).

Soit V¢ le C-espace vectoriel déduit de V et soit Q, la forme quadratique sur
V(¢ déduite de Q. Identifions gl(V), a gl(V(¢); alors o(Q),(, s'identifie & o(Q)) :
cela est clair puisque I'application x — x* + x de gl(V () dans lui-méme est C-liné-
aire, Comme 0(Q¢,) est de type B, si dimV =2n 4+ 1, n = 1, et de type D, si
dim V = 2n,n = 3 (VIIL § 13, nos 2 et 4), on en déduit :

PROPOSITION 5. — Toute algébre de Lie réelle simple compacte de type B,n=>1
(resp. de type D,, n = 3) est isomorphe d o(2n + 1, R) (resp. o(2n, R)).

6. Groupes compacts de rang 1

Draprés TG, VIII, p. 5, prop. 3, p. 6, prop. 4 et p. 7, remarque 4, le groupe topo-
logique SU(2, C) est isomorphe au groupe topologique S; des quaternions de norme 1,
et le quotient de SU(2, C) par le sous-groupe Z formé des matrices I, et — I, est
isomorphe au groupe topologique SO(3, R). Notons que Z est le centre de
SU(2, C) : en effet, puisque H = R.S;, tout élément du centre du groupe S; est
dans le centre R de I'algebre H donc appartient au groupe a deux éléments
S;AR={—11} '

PROPOSITION 6. — Toute algébre de Lie réelle compacte semi-simple de rang 1 est
isomorphe a su(2, C) et a o(3, R). Tout groupe de Lie compact semi-simple connexe
de rang 1 est isomorphe a SU(2, C) s'il est simplement connexe, a SO(3, R) sinon.

La premiére assertion résulte du cor. a la prop. 4 et de la prop. 5. Comme SU(2, C)
est homéomorphe a S; (TG, VIII, p. 7, remarque 4), donc simplement connexe
(TG, X1, a paraitre), tout groupe de Lie compact semi-simple simplement connexe
de rang 1 est isomorphe 4 SU(2, C) ; tout groupe de Lie compact semi-simple connexe
de rang 1 non simplement connexe est isomorphe au quotient de SU(2, C) par un
sous-groupe de Z non réduit a I'élément neutre, donc a SO(3, R).

Remarque. — On a vu ci-dessus que SU(2, C) est simplement connexe et que

7, (SO(3, R)) est d’ordre 2. Nous verrons plus loin que ces résultats se généralisent
respectivement a SU(n, C) (n = 1) et SO(n, R) (n = 3) (¢f. aussi § 3, exerc. 4 et 5) .

Rappelons (VIII, § 1, n° 1) qu'on appelle base canonique de sl(2, C) la base

(X+, X_ N H), Oﬁ
< )
0 —1 )

X+= 5 X— = s
0 0 -1 0
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On obtient donc une base (U, V, iH) de su(2, C) également dite canonique en posant
U=X X ( 0 1) V =iX X <0 i)
=4, +4X_ = -1 0/’ =X, —X_)= ; 0/’

iH = .
0 —1i
On a

(13) [iH,U] =2V, [iH,V]=—2U, [U V]=2H.

Si B désigne la forme de Killing de su(2, C), un calcul immédiat donne
(14) B(aU + bV + ciH,a'U + b’V + ¢'iH) = — 8(aa’ + bb' + c¢'),

de sorte que, si 'on identifie su(2, C) 4 R? au moyen de sa base canonique, la repré-
sentation adjointe de SU(2, C) définit un homomorphisme SU(2, C) —» SO(3, R)
(cf. ci-dessus).

Notons par ailleurs que RiH est une sous-algébre de Cartan de su(2, C), que le
tore maximal T de SU(2, C) qui lui correspond est formé des matrices diagonales

a 0
< ), ol da = 1, et que 'application exponentielle

0 a
exp:RiH - T
: . {exp(x) 0
applique xH, pour x € Ri, sur la matrice , donc a pour noyau
0 exp(—x)
Z.K ou K est I'élément de su(2, C) défini par
2mi 0
(15) K =2miH = ).
0 — 2mi

Par ailleurs, le centre de SU(2, C) est formé de I'identité et de exp(K/2).
Posons

(O _1> SU(2, C
(16) 0=, o) €SUCO).

D’aprés VIIL, § 1, n° 5, 0on a

-1 0
17 92=< 0 1), (Int®)t =11, teT,

(18) (AdO)X, =X_, (AdO)X_=X,, AAOU=U, (AdO)V = — V.

a 0
Enfin, pour ¢ = < _) €T, on a
0 a
(19) Ad)X, =a*X,, AdDX_=a%X_, (Adt)H =H,

(20) (AdDU =R U + 5@V, AdDV = — @)U + R V.
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§ 4. SYSTEME DE RACINES ASSOCIE A UN GROUPE COMPACT

Dans les paragraphes 4 a 8, on désigne par G un groupe de Lie compact connexe
et par T un tore maximal de G. On note g (resp. t) l'algébre de Lie de G (resp. T), gc
(resp. to) I'algébre de Lie complexifiée de g (resp. t), et W le groupe de Weyl de G
relativement a T (§ 2, n° 5).

1. Le groupe X(H)

Soit H un groupe de Lie compact. On note X(H) le groupe (commutatif) des
homomorphismes continus de H dans le groupe topologique C*. D’apres 111, § 8,
ne 1, th. 1, les éléments de X(H) sont des morphismes de groupes de Lie ; pour tout
a € X(H), la différentielle de a est une application R-linéaire L(a):L(H) — L(C*).
Nous identifierons désormais I'algebre de Lie de C* a C de fagcon que I'application
exponentielle de C* coincide avec Papplication z — ¢° de C dans C*. A tout élément a
de X(H) est alors associé un élément L(a) € Homg(L(H), C); on note &(a) 'élément
de HomL(H), C) qui Iui correspond (C’est-d-dire dont la restriction a
L(H) c L(H),, est égale a L(a)).

Pour tout x € L(H) et tout a € X(H), on a

alexpyx) = @

par fonctorialité de I'application exponentielle (IIL, § 6, n° 4, prop. 10).
On notera le plus souvent additivement le groupe X(H); en ce cas, on notera g*
I’élément a(g) de C*. Avec cette notation, on a les formules

9" =g'", geH, abeXH),
et
(expux)® = 99 xeLH), aeX(H).

Puisque H est compact, les éléments de X(H) prennent leurs valeurs dans le
sous-groupe U = U(1, C) des nombres complexes de valeur absolue 1, de sorte que
X(H) s’identifie au groupe des homomorphismes continus (ou analytiques) de H
dans U. Il en résulte que, pour tout a € L(H), I'application L(a) prend ses valeurs
dans le sous-espace Ri de C, donc 8(a) applique L(H) dans Ri.

Si H est commutatif, X(H) n’est autre que le groupe (discret) dual de H (TS, II,
§1, n° 1). Si H est commutatif et fini, X(H) s’identifie au groupe fini dual
D(H) = Homg(H, Q/Z) (ou conformément a A, VII, p. 27, exemple 1, on identifie
Q/Z 4 un sous-groupe de C* par 'homomorphisme r — exp(2mir)).

Pour tout morphisme f:H — H’ de groupes de Lie compacts, on note X(f)
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I'homomorphisme a > a o fde X(H') dans X(H). Si K est un sous-groupe distingué
fermé du groupe de Lie compact H, on a une suite exacte de Z-modules
0 — X(H/K) - X(H) - X(K).

PROPOSITION 1. — Pour tout groupe de Lie compact H, le Z-module X(H) est de type
fini. 1 est libre si H est connexe.

Supposons d’abord H connexe; tout élément de X(H) s’annule sur le groupe
dérivée D(H) de H, d’ou un isomorphisme X(H/D(H)) —» X(H). Mais H/D(H) est
connexe et commutatif, donc est un tore, et X(H/D(H)) est un Z-module libre de
type fini (TS, 11, § 2, n° 1, cor. 2 & la prop. 1). Dans le cas général, il résulte de I'exacti-
tude de la suite

0 — X(H/H,) - X(H) - X(H,),

ou X(H,) est libre de type fini et X(H/H,) ﬁni,_ que X(H) est de type fini.

PROPOSITION 2. — Soient H un groupe de Lie compact commutatif, et (a;),, une
famille d’éléments de X(H); pour que les a; engendrent X(H), il faut et il suffit que
Iintersection des Ker a; soit réduite a I’élément neutre.

Draprés TS, 11, § 1, n° 7, th. 4, 'orthogonal du noyau de g; est le sous-groupe A;
de X(H) engendré par «;; d’aprés loc. cit., cor. 2 au th. 4, T'orthogonal de N Ker g;
est le sous-groupe de X(H) engendré par les A,, d’ou la proposition.

2. Le groupe nodal d’un tore

On appelle groupe nodal du tore S et on note I'(S) le noyau de Papplication expo-
nentielle L(S) — S. C’est un sous-groupe discret de L(S), dont le rang est égal a
la dimension de S, et 'application R-linéaire R ®, I'(S) - L(S) qui prolonge
I'injection canonique de I'(S) dans L(S) est bijective. Elle induit par passage au
quotient un isomorphisme R/Z ®, I'(S) - S.

Par exemple, le groupe nodal I'(U) de U est le sous-groupe 2riZ de L(U) = iR.

Pour tout morphisme f:S — S’ de tores, on note I'(f) 'homomorphisme
I'(S) — I'(S’) déduit de L(f). On a un diagramme commutatif

0 —TI(S)—LES) = S — 0
(1) ) ) f

0 —T(S)—LES)—= § — 0.
Soit a € X(S) ; appliquant ce qui précéde au morphisme de S dans U défini par g,
on voit que 'application C-linéaire 8(a):L(S), — C du n° 1 applique I'(S) dans

2wiZ.. On définit donc une forme Z-bilinéaire sur X(S) x I'(S) en posant

) (a,X>:2Lm,5(a)(X), aeX(S), XeI(S).
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PROPOSITION 3. — La forme bilinéaire (a, X ) — {a, X > sur X(S) x I'(S) est inver-
sible.

Rappelons (A, IX) que par définition cela signifie que les applications linéaires
X(S) > Homg(I'(S), Z) et I'(S) — Homy,(X(S), Z) associées a cette forme bilinéaire
sont bijectives.

On voit aussitot que si la conclusion de la proposition est vraie pour deux tores,
elle est aussi vraie pour leur produit. Comme tout tore de dimension » est isomorphe
a U”", on est donc ramené au cas ou S = U. Dans ce cas particulier, I'assertion est
immédiate.

Soit f:S —> S’ un morphisme de tores. Alors les applications linéaires
X(f):X(S8) = X(S) et I'(f):I'(S) —» I'(S") sont transposées I'une de I'autre : pour
tout a’ € X(S') et tout X e I'(S), on a

@) X(N) (@), X ) =<, T(f) (X)) .

PROPOSITION 4. — Soient S et S’ deux tores. Notons M(S, S’) le groupe des morphismes
de groupes de Lie de S dans S'. Les applications f+ X(f) et f+— T'(f) sont des iso-
morphismes de groupes de M(S, S’) sur Homz(X(S'), X(S)) et Homg(T'(S), I'(S"))
respectivement.

Si f est un morphisme de groupes de Lie de S dans S, ’homomorphisme X(f)
n’est autre que ’homomorphisme dual de fau sens de TS, I1, § 1, n° 7. L’application
¢ — § de Homz(X(5"), X(S)) dans M(S, ) définie dans loc. cit. est réciproque de
I'application f+— X(f) de M(S, S') dans Homz(X(S'), X(S)) ; cette derniére est donc
bijective. Si I'on identifie I'(S) (resp. I'(S’)) au Z-module dual de X(S) (resp. X(S))
(prop. 3), I'(f) coincide avec 'homomorphisme transposé de X(f), d’ou la pro-
position.

Remarques. — 1) Soit f:S — S’ un morphisme de tores. Le diagramme du serpent
(A, X, § 1, n° 2) associé 4 (1) donne une suite exacte

(4 0— Ker I'(f) — Ker L(f) — Ker f—& Coker I'(f) —
— Coker L(f) — Coker f— 0.
En particulier, supposons f surjectif, de noyau fini N, de sorte qu’on a la suite exacte
0—N-Hs-Ls—o,

ou i est I'injection canonique. Alors L(f) est bijectif, et on tire de (4) un isomor-
phisme N — Coker I'(f), d’ou une suite exacte

(5) 0-TES)—2 5 1(S) > N-0.
Par ailleurs, d’aprés TS, II, § 1, n° 7, th. 4, la suite
(©6) 10 - X(8) =L X(8)

X(@)

X(N) = 0

est exacte,
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2) D’aprés la prop. 4, lapplication f +— I'(f)(2ri) de M(U, S) dans I'(S) est
un isomorphisme; si ae X(S) = M(S,U) et fe M(U, S), alors le composé
ao fe M(U, U) est 'endomorphisme u > o, ou r = {a, I'(f) (2xi)>. On identifiera
dans la snite M(U, U) = X(U) a Z, I'élément r de Z étant associé a 'endomorphisme
u+— u"; avec les notations ci-dessus, on a donc

acf=<{a T(f)(2ni)).

exXps

3) A la suite exacte 0 —» I'(S) = L(S) —— S — 0, est associé un isomorphisme
de T'(S) sur le groupe fondamental de S, dit dans la suite canonique. Pour tout mor-
phisme f:S — S’ de tores, I'(f) s’identifie par les isomorphismes canoniques
I'(S) - n,(S) et I'(S') — n;(S') & Thomomorphisme 7,(f):7,(S) - n,(S") déduit
de f. Cela donne notamment une autre interprétation de la suite exacte (5) (¢f. TG,
X1, a paraitre). '

4) Les Ihomo'morphismes de Z-modules &:X(S) - Hom¢(L(S),), C) et
1:T'(S) = L(8S),¢) (1 est déduit de I'injection canonique de I'(S) dans L(S)) se pro-
longent en des isomorphismes de C-espaces vectoriels

u:C ® X(S) - Hom¢(L(S)g), C)
v:C ® I'(S) = L(S)

que nous appellerons dans la suite canonigues. On notera que, si l'on étend par
C-linéarité I'accouplement entre X(S) et I'(S) en une forme bilinéaire < , > sur
(CR®X(S) x (C®I(S)),ona

{ula),v(b)) = 2mi < a,b > .

3. Poids d’une représentation linéaire

Dans ce numéro, on désigne par k I'un des corps R ou C.

Soient V un espace vectoriel sur k de dimension finie, et p:G — GL(V) une
représentation continue (donc analytique réelle, III, § 8 n° 1, th. 1) du groupe de
Lie compact connexe G dans V. Définissons un espace vectoriel complexe V et
une représentation continue §:G — GL(V) comme suit : si k = C, on pose V =V,
p=p;sik =R, onpose V =V, et p est le composé de p et de "homomorphisme
canonique GL(V) —» GL(V).

Pour tout A € X(G), on note V,(G) le sous-espace vectoriel de V formé des v e V
tels que p(g)v = g*v pour tout g € G (¢f. VIL, § 1, n® 1). D’aprés loc. cit., prop. 3,
la somme des V,(G) (pour A parcourant X(G)) est directe. De plus :

Lemme 1. — Si G est commutatif, V est la somme directe des V,(G) pour L € X(G).

Comme p est semi-simple (§ 1, n° 1), il suffit de démontrer le lemme dans le cas
ou p est simple. En ce cas, le commutant Z de p(G) dans End(V) est réduit aux
homothéties (A, VIIL, § 3, n° 2, th. 1); Thomomorphisme p se factorise donc par le
sous-groupe C*. 1, de GL(V), et il existe A € X(G) tel que V = V,(G).

BOURBAKL. — Groupes et ulgébre de Lie (chap. 9). —2
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DEFINITION 1. — On appelle poids de la représentation p de G, relativement au tore
maximal T de G, les éléments A de X(T) tels que V,(T) # 0.

On note P(p, T), ou P(p) s’il n’y a aucune confusion possible sur le choix de T,
I'ensemble des poids de p relativement a T. On a d’aprés le lemme 1
(7) V= V).

reP(p,T)

Soient T' un autre tore maximal de G et g un élément de G tel que (Int g) T = T

(§ 2, n° 2, th. 2). Pour tout A € X(T), on a

®) Blg) (Vi(T)) = V,(T"), o X =X(Intg~")(n).
Par conséquent
9) X(Intg) (P(p, T")) = P(p, T).

Le groupe de Weyl W = W (T) opére a gauche sur le Z-module X(T) par 'opé-
ration w— X(w™1); pour reT, L e X(T), we W, on a donc t™ = (w™!(¢))"

PROPOSITION 5.— L’ensemble P(p, T) est stable pour I’ opération du groupe de Weyl W.
Soit n € Ng(T), et soit w sa classe dans W ; pour h € X(T), on a p(n) (V,(T)) = V_,(T)
et dim V,,(T) = dim V,(T).

La formule (9), avec T' = T, g = n, entraine que P(p, T) est stable par w; de
plus p(n) induit un isomorphisme de V,(T) sur V_,(T) (formule (8)), d"ou la pro-
position.

PROPOSITION 6. — Pour que I’homomorphisme p:G — GL(V) soit injectif, il faut
et il suffit que P(p, T) engendre le Z-module X(T).

Pour que p soit injectif, il est nécessaire et suffisant que sa restriction a T le soit
(§2,n° 6, prop. 9). Par ailleurs, comme 'homomorphisme canonique GL(V) — GL(V)
est injectif, on peut remplacer p par p. Il résulte alors de (7) que le noyau de la res-
triction de p a T est I'intersection des noyaux des ¢léments de P(p, T). La conclusion
résulte donc de la prop. 2 du n° 1.

La représentation linéaire L(p) de t dans gl(V) s’étend en un homomorphisme
de C-algebres de Lie
L(p):tc = gl(V).

Rappelons par ailleurs qu’a tout ¢lément A de X(T) a été associée (n° 1) une forme
linéaire 6()) sur i telle que

(10) (expr xt = WM™ xet.

Rappelons enfin (VIL, § 1, n° 1) que pour toute application p:tc — C, on note Vp(tc)
le sous-espace vectoriel de V formé des v tels que (L(p) () (v) = p(u).v pour tout
ucte.

On déduit alors de (7) et de loc. cit., prop. 3 :
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PROPOSITION 7. — a) Pour tout A e X(T), on a V,(T) = V4 (ko).

b) L application & :X(T) » Home(t¢, C) induit une bijection de P(p, T) sur I’en-
semble des poids de tc dans V.

Notons d’ailleurs que, si 'on fait opérer W sur t. en associant a tout ¢lément w
de W I'endomorphisme L(w), de t¢, Iapplication & est compatible avec I'action
de W sur X(T) et Homc(t¢, C).

Supposons maintenant k = R. Notons & la conjugaison de V relativement & V,
définie par o(x + iy) = x — iy pour x, y dans V; pour tout sous-espace vectoriel
complexe E de V, le plus petit sous-espace rationnel sur R de V contenant E est
E + o(E). En particulier, pour tout A € X(T), il existe un sous-espace vectoriel réel
V(r) de V tel que le sous-espace V(L) de V soit V,(T) + V_,(T) (noter que
o(V,(T)) = V_,(T)). On a V(L) = V(— 1), et les V(L) sont les composants isoty-
piques de la représentation de T dans V déduite de p.

4. Racines

On appelle racines de G relativement a T les poids non nuls de la représentation
adjointe de G. L’ensemble des racines de G relativement a T est noté R(G, T), ou
simplement R s’il n’y a pas de confusion possible. D’aprés la prop. 6, I'application

8 :X(T) — t&

(on note t& le dual de 'espace vectoriel complexe t¢) applique bijectivement R(G, T)
sur 'ensemble R(gc, tc) des racines de Palgébre réductive déployée (gc, te) (VIII,
§ 2, n° 2, remarque 4). Si Pon pose, pour tout & € R

(11) 8" = (8c)(T) = (8c)swmlte) ,

chaque g* est de dimension 1 sur C (loc. cit., th. 1} et on a

(12) gc=tc®@@a".

aeR

Pour chaque a € R, désignons par V(a) le sous-espace de dimension 2 de g tel
que V(a)e = 9" + g *; les composants isotypiques non nuls de g pour la repré-
sentation adjointe de T sont t et les V(a). Soit par ailleurs K la forme quadratique
associée a la forme de Killing de g ; elle est négative (§ 1, n° 3, prop. 1) et sa restriction
K(a) & V(o) est négative et séparante. Pour chaque élément ¢ de T, Ad ¢ laisse stable
K(a), d’ott un morphisme de groupes de Lie

1,: T = SO(K(a)) .
Il existe alors un unique isomorphisme p,:U — SO(K(a)) tel que 1, = p,oa. En

effet, soit X un ¢élément non nul de g% et soit Y I'image de X par la conjugaison
de g¢ relativement a g; alors Y € g% et on obtient une base (U, V) de V(o) en
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posant U = X + Y, V = i(X — Y); sur la base (U, V), la matrice de I'endomor-
phisme de V(o) induit par Ad ¢, t € T, est

<«%’(t°‘) —f(t“)>
s R
d’ou l'assertion.

PRrOPOSITION 8. — Soit Q(R) le sous-groupe de X(T) engendré par les racines de G.

a) Le centre C(G) de G est un sous-groupe fermé de T, égal a Uintersection des
noyaux des racines. L application canonique X(T/C(G)) — X(T) est injective et
d’image Q(R).

b) Le groupe compact C(G) est isomorphe au dual du groupe discret X(T)/Q(R)
(TS, 1L, § 1, no 1, déf. 2).

¢} Pour que C(G) soit réduit a I’élément neutre, il faut et il suffit que Q(R) soit
égal a X(T).

D’aprés § 2, n° 2, cor. 2 au th. 2, C(G) est contenu dans T. Comme c’est le noyau
de la représentation adjointe, c’est I'intersection des noyaux des racines, c’est-a-dire
Iorthogonal du sous-groupe Q(R) de X(T). La proposition résulte alors de TS,
I, § 1, n° 7, th. 4 et n° 5, th. 2.

PROPOSITION 9. — Tout automorphisme du groupe de Lie G qui induit 'identité sur
T est de la forme Int t, avec t € T.

Supposons d’abord C(G) réduit a I'élément neutre, c’est-a-dire X(T) = Q(R)
(prop. 8). Soient f un automorphisme de G induisant P'identité sur T, et ¢ = L{f)¢;
alors ¢ est un automorphisme de g¢ induisant I'identité sur te. D’aprés VIIL, § 5,
n° 2, prop. 2, il existe un unique homomorphisme 8:Q(R) — C* tel que ¢ induise
sur chaque g* I'homothétie de rapport 8(x). Comme ¢ laisse stable la forme réelle g
de g, il commute a la conjugaison o de g¢ par rapport 4 g ; mais on a ¢(g*) = g~ %,
donc 8(— a) = B(a) pour tout o € R. Cela implique 6(at) 8(at) = 8(ct) 6(— o) = 1.
I1 en résulte que 0 est a valeurs dans U, donc correspond par dualité a un élément ¢
de T tel que (Ad ) = @, donc Int ¢ = f.

Dans le cas général, ce qui précéde s’applique au groupe G/C(G), dont le centre
est réduit a Pélément neutre, et a son tore maximal T/C(G). On en déduit que, si
f est un automorphisme de G induisant I'identité sur T, il existe un élément ¢t de T
tel que f et Int ¢ induisent par passage au quotient le méme automorphisme de
G/C(G). Alors, comme le morphisme canonique D(G) — G/C(G) est un revéte-
ment fini (§ 1, n° 4, cor. 1 4 la prop. 4), f et Int ¢ induisent le méme automorphisme
de D(G), donc de D(G) x C(G), donc aussi de G (loc. cit.).

COROLLAIRE. — Soient u un automorphisme de G et H le sous-groupe fermé de G
formé des points fixes de u. Pour que I’automorphisme u soit intérieur, il faut et il suffit
que H, soit de rang maximum. :
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Si u est égal 4 Int g, avec g € G, le sous-groupe H, = Z(g), est de rang maximum
§ 2, n° 2, cor. 3). Inversement, si H contient un tore maximal S, 'automorphisme u
est de la forme Int s avec s € S (prop. 9).

5. Vecteurs nodaux et racines inverses

Lemme 2. — Soient S un sous-groupe fermé de T et Z(S) son centralisateur dans G.

(i) R(Z(S)o, T) est I'ensemble des o € R(G, T) tels que a(S) = {1};

(ii) Le centre de Z(S), est lintersection des Ker o pour o € R(Z(S)g, T);

(it1) Si S est connexe, Z(S) est connexe.

L’algebre de Lie L(Z(S)) ¢, est formée des invariants de S dans g (IIL, § 9, n° 3,
prop. 8), donc est somme directe de t¢ et des g* pour lesquels a(S) = {1}, d’ou (i).
L’assertion (ii) résulte alors de la prop. 8 (n° Z1), et assertion (iii) a déja ét¢ démontrée
(§ 2, n° 2, cor. 5 au th. 2).

THEOREME 1. — Soit o € R(G, T). Le centralisateur Z, du noyau de o est un sous-
groupe fermé connexe de G; son centre est Ker «; son groupe dérivé D(Z,) = S,
est un sous-groupe fermé connexe semi-simple derang 1 de G.OnaR(Z,, T) = {a, — a}
etedmZ, =dimT + 2.

Soit Z, le centralisateur de (Ker a),. D’apres le lemme 2, c’est un sous-groupe fermé
connexe de G, et R(Z;, T) est I'ensemble des B € R(G, T) tels que B((Ker a)y) = {1}.
On a évidemment {&, — a} = R(Z,, T). Inversement, soit p € R(Z,, T); puisque
(Ker ), est d’indice fini dans Ker o, il existe un entier r # 0 tel que t™ = 1 pour
t € Ker a. De T'exactitude de la suite

0->Z - X(T) » X(Kera) >0

correspondant par dualité a la suite exacte
0->Kera-T3U->0,

il résulte que rB est un multiple de o ; d’apres VIIL, § 2, n° 2, th. 2, (i), cela implique
Be{a, —a}. On a donc R(Z,, T) = {a, — a}. Il s’ensuit (lemme 2) que le centre
de Z, est Ker o, donc que Z; = Z,. Enfin, d’aprés le cor. 1 4 la prop. 4 (§ 1, n° 4),
D(Z,) est un sous-groupe fermé connexe semi-simple de G ; il est de rang 1 puisque
DL =9"+8 " +18%9"]

COROLLAIRE. — Il existe un morphisme de groupes de Lie v:SU(2, C) - G ayant
les propriétés suivantes :
a) L’image de v et le noyau de o commutent.

a 0 a 0
b) Pour tout acU, on a v _JeTetaov _ | =a
0 a 0 a

Si v, et v, sont deux morphismes de SU(2, C) dans G possédant les propriétés

: a
précédentes, il existe a e U tel que v, = vy o Int<0 _).
a



LIE IX.32 GROUPES DE LIE REELS COMPACTS §4

Dapreés le th. 1 et la prop. 6 du § 3, n° 6, il existe un morphisme de groupes de
Lie v:SU(2, C) — S,, surjectif & noyau discret. Alors v- (T~ S,) est un tore
maximal de SU(2, C) (§ 2, n° 3, prop. 1). Puisque les tores maximaux de SU(2, C)
sont conjugués (§ 2, n° 2, th. 2), on peut supposer, quitte a remplacer v par vo Int s
(avec seSU(2,C)), que v" (T S,) est le groupe des matrices diagonales de

- fa 0
SU(2, C). On a alors V(O _ J €T pour tout a € U, et l'application
a

<a 0> <a 0>
= TR _
0 a 0 a

a 0
est une racine de SU(2, C), doncest égale & I'une des deux applications (O ) > a?

a

a
ou <O _) —a~ 2 (§ 3, n° 6, formules (19)). Dans le premier cas, ’homomorphisme
a

v convient; dans le second cas, I'homomorphisme vo Int 8 convient (loc. cit.,
formules (18)).

Si v, et v, sont deux morphismes de SU(2, C) dans G répondant aux conditions
exigées, ils appliquent tous deux SU(2, C) dans S, (condition a)), donc sont tous deux
des revétements universels de S, . Il existe donc un automorphisme @ de SU(2, C) tel
que v, = v, o @, et on conclut par la prop. 9 du n° 4.

Il résuite du corollaire précédent que I’lhomomorphisme v de U dans T, défini par
a
v =V
(@) <0
Fimage par I'(vy) de Pélément 2xi de I'(U) = 2niZ ; on dit que Cest le vecteur nodal
associé d laracinen. Ona{a, K, » = 2, est-a-dire (n° 2, formule (2)) 8(«) (K,) = 4ni;
comme K, appartient 4 I'intersection de t et de L(S,)¢,, on a donc

(13) K, = 2miHyy, ,

0
_> pour a € U, est indépendant du choix de v. On note K, € I'(T)
a

ou Hj,, est la racine inverse associée a la racine d(a) de (ge, t¢c) (VIIL § 2, n° 2). Autre-
ment dit, lorsqu’on identifie IT{T) ® R au dual de X(T) ® R via accouplement
{ ., >, K, g’identifie & la racine inverse ¥ € (X(T) ® R)*.

Remarque. — Pour tout xeR, on a
exp(2mix) 0 i
- X = K .
(14) v( o oxp(— 2mix) ) = VT = exp(KL)
En particulier :
-1 0
(15) v( o - ]> = vi(= 1) = exp(3 K.

Il en résulte que v est injectif si et seulement si K, ¢ 2I'(T), c’est-a-dire s’il existe A € X(T)
tel que (A, K, > ¢ 2Z. Lorsque g¢ est simple, v est injectif sauf lorsque g¢ est de type B,,
C(G) = {1} et a est une racine courte (c¢f. VI, planches).
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On note dans la suite de ce paragraphe RY (G, T) I'ensemble des vecteurs nodaux
K, pour a € R(G, T). C’est une partie de I'(T) que Pl'injection canonique de I'(T)
dans tc identifie a 'homothétique de rapport 2ni du systéme de racines inverse
RY (¢, te) = {Hje ) de 6(R). Il en résulte que RY (G, T) engendre le R-espace
vectoriel (T n D(G)), donc que son orthogonal dans X(T) est X(T/(T n D(G))).

Notons Aut(T) le groupe des automorphismes du groupe de Lie T; le groupe
de Weyl W = Wi(T) § 2, n° 5) s’identific 2 un sous-groupe de Aut(T). Rappelons
d’autre part (VIIL, § 2, n° 2, remarque 4) que le groupe de Weyl W(g, tc) de 'algébre
réductive déployée (g¢, Ic) opére dans i, et s’identifie donc canoniquement a un
sous-groupe de GL(t¢).

PROPOSITION - 10. — L’application u+— L(u)¢, de Aut(T) dans GL(t¢) induit un iso-
morphisme de W sur le groupe de Weyl de I'algébre réductive déployée (ac, te). Pour
tout o € R, Wz (T) est d’ordre 2, et I'image par Uisomorphisme précédent de I”élément
non neutre de Wz, (T) est la réflexion sy,

L’application considérée est injective. 11 S'agit de montrer que son image est égale
A Wge, o)

Soit g € Ng(T). Avec les notations de VIIL § 5,n°2, ona Ad g € Aut(gc, tc) N Int(ge),
donc Ad g € Auty(gc, te) (loc. cit., n° 5, prop. 11). D’apres loc. cit., n® 2, prop. 4,
I'automorphisme de t¢ induit par Ad g appartient & W(qc, tc). L'image de W dans
GL(t¢) est donc contenue dans W(gc, tc).

Soit a € R(G, T), et soit v:SU(2, C) - G un morphisme de groupes de Lie ayant
les propriétés du cor. au th. 1. L’image par v de I'élément 6 de SU(2, C) a les pro-
priétés suivantes (§ 3, n° 6, formules (17)) :

a) Intv(@))(t) =t siteKera,

b) Intv(®))(t) =t 'siteTnS,.

Il s’ensuit que Ad v(8) induit I'identité sur Ker 8(cat) = t¢, et induit Papplication
x— — x sur [g% g~ %], donc coincide avec la réflexion sp,,,. Ainsi l'image de W
contient tous les sg,,,,, donc est égale & W(gc, t¢). En particulier Wz (T) est d’ordre 2,
donc formé de I'identité et de Int v(8). Ceci achéve la démonstration de la proposition.

COROLLAIRE. — Supposons G semi-simple. Alors tout élément de G est le commu-
tateur de deux éléments de G.

Soit ¢ une transformation de Coxeter du groupe de Weyl W(gc, tc) (V, § 6, n° 1),
et soit n un élément de Ng(T) dont la classe dans W s’identifie & ¢ par I'isomor-
phisme défini dans la proposition. Notons f; le morphisme ¢+ (n, t) de T dans T;
pour x €tc, on a L(f)g(x) = (Ad n) (x) — x = e(x) — x.

Draprés le th. 1 de V, § 6, n° 2, Pendomorphisme ¢ de t. n’a pas de valeur propre
égale a 1. Par suite, L(f,) est surjectif, et il en est de méme de f,. Il en résulte que
tout élément de T est le commutateur de deux éléments de G, ce qui entraine le
corollaire compte tenu du th. 2, § 2, n° 2.
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6. Groupe fondamental

Dans la proposition qui suit, on note f(G, T) 'homomorphisme de I'(T) dans
7,(G) composé de l'isomorphisme canonique de I'(T) sur n,(T) (n° 2, remarque 3)
et de 'homomorphisme m;(t), ou 1 est l'injection canonique T — G.

ProposITION 11. — L’homomorphisme f(G, T):T(T) - wn(G) est surjectif. Son
noyau est le sous-groupe N(G, T) de T'(T) engendré par la famille des vecteurs nodaux
(Ka)ueR(G,T) .

L’homomorphisme f(G, T) est surjectif d’aprés la prop. 3 (§ 2, n° 4). Notons
A(G, T) Tassertion : «le noyau de f(G, T) est engendré par les K, » qu’il nous
reste a démontrer, et distinguons plusieurs cas :

a) G est simplement connexe. Soit p:gc — gl(V) une représentation linéaire de
gc dans un espace vectoriel complexe V de dimension finie. Par restriction a g,
on en déduit une représentation de g dans I'espace vectoriel réel Vg, ; puisque G
est simplement connexe, il existe une représentation linéaire analytique n de G
dans Vg, telle que p = L(rn). On déduit alors de la prop. 7 du n° 3 que I'image
3(X(T)) de X(T) dans t& contient tous les poids de p dans V. Ceci étant vrai pour
toute représentation p de g, il résulte de VIIL, § 7, n° 2, th. 1 que 8(X(T)) contient
le groupe des poids de 3(R), qui est par définition 'ensemble des A € ¢ tels que
MHj,y) € Z pour tout o € R, Cest-a-dire A(K,) € 2riZ pour tout o € R. Le groupe
X(T) contient donc tous les éléments A de X(T) ® Q tels que {A, K,> € Z pour
tout o € R, ce qui entraine par dualité que I'(T) est engendré par les K,,, d’ou l'asser-
tion A(G, T).

b) G est produit direct d’un groupe simplement connexe G’ par un tore S. Alors
T est le produit direct d’un tore maximal T’ de G par S, I'(T) s'identifie a I'(T") x I'(S),
1,(G) a 7,(G’) x w(S), et f(G, T) a 'homomorphisme de composantes f(G’, T’)
et f(S, S). Comme f(S, S) est bijectif, 'application canonique I'(T") — I'(T) applique
bijectivement Ker f(G’, T’) sur Ker f(G, T). Par ailleurs, les K, appartiennent a
I'algébre de Lie du groupe dérivé G’ de G, donc a I'image de I'(T’), et il est alors
immédiat que A(G’, T') implique A(G, T), d’ou Fassertion A(G, T), vu a).

¢) Cas général. 11 existe un morphisme surjectif de noyau fini p:G’ - G, ou
G’ est produit direct d’un groupe simplement connexe par un tore (§ 1, n° 4, prop. 4).
Si T est I'image réciproque de T dans G’ (C’est un tore maximal de G d’aprés § 2,
n° 3, prop. 1), et N le noyau de p, on a des suites exactess 0 > - N> G - G >0
et 0 > N - T - T - 0, doti un diagramme commutatif a lignes exactes (n® 2,
remarque 1 et TG, XI, a paraitre)

0 —-I(T)—I(T)— N — 0
sem) sen|
0 = 7(G)>1,(G) =N — 0

Il résulte alors aussitot du diagramme du serpent (A, X, p. 4, prop. 2) que A(G', T')
entraine A(G, T), d’ou la proposition, vu b).
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COROLLAIRE 1. — Pour que G soit simplement connexe, il faut et il suffit que la famille
(KO!)OtER(G,T) engendre F(T)

COROLLAIRE 2. — Soit H un sous-groupe fermé connexe de G contenant T ; on a une
suite exacte

0->NHT) - NGT) -~ nl(H) ->m,(G)—>0.

Cela résulte de A, X, p. 4, prop. 2 (diagramme du serpent), appliqué au diagramme
commutatif

0 —NH, T)— I'(T) —n,(H)— 0

0 — NG, T)— I(T)— 1,(G) — 0.

Remarque. — On peut montrer (cf. exercice 2 du § 5) que n,(G) est nul. On déduit alors
de I'exactitude de la suite précédente un isomorphisme de 7,(G/H) sur N(G, T)/N(H, T).

COROLLAIRE 3. — L’homomorphisme m,(D(G)) — n,(G) déduit de Uinclusion de
D(G) dans G induit un isomorphisme de n,(D(G)) sur le sous-groupe de torsion de
7, (G).

En effet, T n D(G) est un tore maximal de D(G) (§ 2, n° 3, prop. 1, ¢)); de la suite
exacte

0 - (T ~n D(G)) > I'(T) - I(TAT n D(G))) - 0,
et de la proposition 11, on tire une suite exacte
0 - 7,(D(G)) - 7,(G) —» T(TAT n D(G))) - 0,

d’ou le corollaire, puisque wt,(D(G)) est fini et IT(TAT n D(G))) libre.

7. Sous-groupes de rang maximum

Rappelons (VL, § 1, n° 7) quune partic P de R = R(G, T) est dite close si
(P + P)n R = P, et symétrique si P = — P.

PROPOSITION 12. — Soit H# I'ensemble des sous-groupes fermés connexes de G conte-
nant T, ordonné par inclusion. L’ application H — R(H, T) est une bijection croissante
de H# sur I'ensemble des parties closes et symétriques de R(G, T), ordonné par inclusion.

Si H e 5, alors L(H),, est somme directe de t et des g* pour o € R(H, T) ; comme
c’est une sous-algébre réductive dans g¢, la partie R(H, T) de R satisfait aux condi-
tions énoncées (VIIL § 3, n° 1, lemme 2 et prop. 2). Inversement, si P est une partie
de R satisfaisant & ces conditions, alors tc @ )’ g* est une sous-algébre de g¢ (loc.

acP

cit.) qui est rationnelle sur R (n° 3), donc de la forme b, ot b est une sous-algébre
de g. Soit H(P) le sous-groupe intégral de G défini par b ; il est fermé (§ 2, n° 4, remar-
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que 1). On vérifie auésitét que les applications H — R(H, T) et P ~> H(P) sont
croissantes et réciproques 'une de I'autre.

COROLLAIRE 1. — Les sous-groupes fermés de G contenant T sont en nombre fini.

Soit H un tel sous-groupe ; on a H, € 5, et # est fini. Par ailleurs, H est un sous-
groupe de Ng(H,) contenant Hy,, et Ng(H,)/H,, est fini (§ 2, n° 4, prop. 4 et remar-
que 2).

COROLLAIRE 2. — Soit H un sous-groupe fermé connexe de G contenant T, et soit
WE(T) le stabilisateur dans W(T) de la partie R(H, T) de R. Le groupe Ng(H)/H
est isomorphe au groupe quotient WE(T)/Wy(T).

I1 résulte en effet de la prop. 7 du § 2, n° 5, appliquée & Ng(H), que Ng(H)/H est
isomorphe 8 Wy (T)/Wy(T), oo Wyuy(T) est 'ensemble des éléments de Wg(T)
dont les représentants dans Ng(T) normalisent H. Soit n € Ng(T), et soit w sa classe
dans Wg(T). D’apres 111, § 9, n° 4, prop. 11, » normalise H si et seulement si on a
(Ad n) (L(H)) = L{H); compte tenu de la prop. 5 du n° 3, cela signifiec aussi que
la partie R(H, T) de R est stable par w, d’ou le corollaire.

Remarque 1. — Le groupe Wg(T) est aussi le stabilisateur dans W (T) du sous-
groupe C(H) de T : cela résulte de la prop. 8 du n° 4.

PROPOSITION 13. — Soient H un sous-groupe fermé connexe de G de rang maximum,
C son centre. Alors C contient le centre de G, et H est la composante neutre du cen-
tralisateur de C.

Soit S un tore maximal de H. Puisque le centre de G est contenu dans S, il est
contenu dans C. Posons L = Z(C),; c’est un sous-groupe fermé connexe de G
contenant H, donc de rang maximum, et son centre est égal a C. Notons Ry et R,
les systétmes de racines de H et L respectivement, relativement a S; on a
Ry © Ry = R(G, S). Puisque C(H) = C(L), la prop. 8 (n° 4) entraine légalité
Q(Ry) = QRy);maisona Q(Ry) N Ry = Ry (VL §1,n°7, prop. 23), d’ou Ry = R
et H =L (prop. 12).

Remarqgue 2. — Disons qu’un sous-groupe C de G est radiciel §'1l existe un tore
maximal S de G et une partie P de R(G, S) tels que C = N Ker o II résulte de

acP
la prop. 13 et du lemme 2 du n°® 5 que "application H — C(H) induit une bijection
de I'ensemble des sous-groupes fermés connexes de rang maximum sur Iensemble des
sous-groupes radiciels de G. La bijection réciproque est I'application C +— Z(C),,.

COROLLAIRE. — L’ensemble des g € G tels 'que T n gTg~ ! # C(G) est une réunion
finie de sous-variétés analytiques fermées de G distinctes de G.

En effet, posons A, = TngTg ';onaTc Z(A) et gTg™ ' = Z(A,). Il existe
donc xeZ(A,) tel que xTx ' =gTg~' (§ 2 n° 2, th. 2), ce qui implique
g € Z(A,).Ng(T). Notons ./ I'ensemble fini (cor. 1) des sous-groupes fermés de G
contenant T et distincts de G, et posons X = |J H.Ng(T); c’est une réunion

Heo
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finie de sous-variétés fermées de G, distinctes de G. Si A, # C(G), on a Z(A,) € «,
et g appartient a X. Inversement si g € H.Ng(T), avec H € .o/, alors A, contient
C(H), donc A, # C(G) (prop. 13).

PROPOSITION 14. — Soit X une partie de T, et soit Ry I'ensemble des racines o € R(G, T)
telles que a(X) = {1}. Le groupe Z5(X)/Z5(X), est isomorphe au quotient du fixateur
de X dans W(T) par le sous-groupe engendré par les réflexions s, pour o € Ry.

Posons H = Z(X); puisque L{H),, est I'ensemble des points de g fixes par
Ad(X), cest la somme de t¢ et des g* pour a(X) = {1}. On a par conséquent
R(H,y, T) = Ry, de sorte que Wy (T) est engendré par les réflexions s, pour o € Ry.
11 suffit alors d’appliquer la prop. 7 du § 2, n° 5.

On verra ci-dessous (§ 3, n° 3, th. 1) que si G est simplement connexe et X réduit a
un point, le centralisateur Z(X) est connexe.

8. Diagrammes radiciels

DEFINITION 2. — On appelle diagramme radiciel (ou simplement diagramme si aucune
confusion n’en peut résulter) un triplet D = (M, My, R) oti :

(DRg) M est un Z-module libre de type fini et M, un sous-module facteur direct
de M ;

(DR;) R est une partie finie de M ; R U M, engendre le Q-espace vectoriel Q @ M ;

(DRy) pour tout o€ R, il existe un élément ¥ de M* = Homz(M, Z) tel que
av(My) =0, av(a) = 2 et que Pendomorphisme x> x — av(x)o de M laisse
stable R.

Draprés VI, § 1, n° 1, pour tout o € R, I'élément o de M* est uniquement déter-
miné par o ; on note s, 'endomorphisme x > x — o¥(x) o de M. De plus (loc. cit.),
le Q-espace vectoriel Q ® M est somme directe de Q ® M, et du sous-espace
vectoriel V(R) engendré par R, et R est un systéme de racines dans V(R) (loc. cit.,
déf. 1).

Les éléments de R s’appellent les racines du diagramme radiciel D, et les éléments
a¥ de M¥* les racines inverses. Le groupe engendré par les automorphismes s, de M
s’appelie le groupe de Weyl de D et se note W(D); les ¢léments de W(D) induisent
Pidentité sur M,, et induisent sur V(R) les transformations du groupe de Weyl
du systéme de racines R.

Exemples. — 1) Pour tout Z-module libre de type fini M, le triplet (M, M, &)
est un diagramme radiciel.

2) Si D = (M, M,, R) est un diagramme radiciel, soit Mg I'orthogonal de V(R)
dans M*, et soit RY T'ensemble des racines inverses de D. Alors DY = (M*, M¥, RY)
est un diagramme radiciel, dit inverse de D. Pour tout « € R, la symétrie s,, de M*
est lautomorphisme contragrédient de la symétrie s, de M ; Papplication w — 'w™?
est un isomorphisme de W(D) sur W(DV). De plus, V(RY) s’identifie naturellement
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au dual du Q-espace vectoriel V(R), RY g’identifiant alors au systéme de racines
inverse de R.

Si I'on identifie le dual de M* a M, le diagramme inverse de DV s’identifie 4 D.

3) Soient (g, ) une Q-algébre de Lie réductive déployée, et M < b un réseau
permis(VIIL § 12, n° 6, déf. 1). Soient M,, le sous-groupe de M orthogonal aux racines
de (g, b) et RY Tensemble des H,, o € R(g, ). Alors (M, M, R ) est un diagramme
radiciel, et (M*, M§, R(g, h)) en est le diagramme inverse.

4) Soient V un espace vectoriel sur Q et R un systéme de racines dans V ; notons
P(R) le groupe des poids de R et Q(R) le groupe des poids radiciels de R (VI, § 1,
n° 9), Alors (Q(R), 0, R) et (P(R), 0, R) sont des diagrammes radiciels. Pour qu'un
diagramme (M, M, S) soit isomorphe & un diagramme de la forme (Q(R), 0, R)
(resp. (P(R), 0, R)), il faut et il suffit que M soit engendré par S (resp. que M* soit
engendré par SV).

Pour tout sous-groupe X de P(R) contenant Q(R), (X, 0, R) est un diagramme
radiciel, et on obtient ainsi, & isomorphisme pres, tous les diagrammes (M, M,,, S)
tels que M, = 0, c’est-a-dire tels que S engendre un sous-groupe d’indice fini de M.

On dit que le diagramme radiciel (M, My, R) est réduit si le systéme de racines R
Pest (Cest-a-dire (VI, § 1, n° 4) si les relations o, Be R, A € Z, B = Lo impliquent
A =1o0uX= —1). Les diagrammes des exemples 1) et 3) sont réduits.

9. Groupes de Lie compacts et diagrammes radiciels

Avec la terminologie introduite au numéro précédent, on peut résumer une partie
importante des résultats des numéros 4 et 5 dans le théoréme suivant :

THEOREME 2. — a) (X(T), X(TAT n D(G)), R(G, T)) est un diagramme radiciel
réduit ; son groupe de Weyl est formé des X(w), pour w e W ; le groupe X(C(G)) est
isomorphe au quotient de X(T) par le sous-groupe engendré par R(G, T).

b) (I(T), T(C(G)y), RY(G, T)) est un diagramme radiciel réduit; son groupe de
Weyl est formé des I'(w), pour we W ; le groupe n,(G) est isomarphe au quotient
de T'(T) par le sous-groupe engendré par RY (G, T).

¢) Si l'on identifie chacun des Z-modules X(T) et T(T) au dual de I'autre (n° 2,
prop. 3), chacun des diagrammes radiciels précédents s’identifie au diagramme inverse
de I’autre.

On note D*(G, T) le diagramme (X(T), X(TAT n D(G))), R(G, T)) et D (G, T)
le diagramme (I(T), T'(C(G),), RY(G, T)); on dit que ce sont respectivement le
diagramme contravariant et le diagramme covariant de G (relativement a T).

Exemples. — 1) Si G est semi-simple de rang 1, alors D*(G, T) et D,(G, T) sont
nécessairement isomorphes & lun des deux diagrammes A, = (Z, 0, {2, — 2}),
Ay = (Z,0,{1, — 1}). Si G est isomorphe a SU(2, C), D,(G, T) est isomorphe a
A, (puisque G est simplement connexe), donc D*(G, T) isomorphe & A,. Si G est
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isomorphe a SO(3, R), D¥(G, T) est isomorphe a A, (puisque C(G) = {1}), donc
D,(G, T) est isomorphe & A,.

2) Si G et G’ sont deux groupes de Lie compacts connexes, de tores maximaux
respectifs T et T', et si D*(G, T) = (M, M, R) et D*(G’, T') = (M, MJ,, R}, alors
D*(G x G, T x T') s’identifie 8 (M & M', M, & Mg, R U R’). De méme pour
les diagrammes covariants.

3) Soit N un sous-groupe fermé de T, central dans G, et soit (M, My, R) le dia-
gramme contravariant de G relativement a T. Alors le diagramme contravariant
de G/N relativement a T/N s’identifie 43 (M’, M, R), ot M’ est le sous-groupe de M
formé des A tels que AMN) = {1} et M{ = M’ n M,,.

4) De méme, soit N un groupe commutatif fini, et ¢ :7,(G) — N un homomor-
phisme surjectif. Soit G’ le revétement de G associ€¢ a cet homomorphisme ; c’est
un groupe de Lie compact connexe, dont N est un sous-groupe central (TG, XI,
a paraitre), et G s’identifie naturellement a G'/N. Soit T’ le tore maximal de G’
image réciproque de T. Si (P, Py, S) est le diagramme covariant de G relativement
a T, le diagramme covariant de G’ relativement a T’ s’identifie a (P, Py, S), ou
P’ est le noyau de Phomomorphisme composé @ o f(G, T): P — N (cf. n° 6, prop. 11),
et Py = Py P,

Remarques. — 1) Soit ¢ le centre de g¢; on a donc ¢ = L(C(G))¢,. On a les relations
suivantes entre les diagrammes de G relativement a T et les systémes de racines
direct et inverse de Palgébre réductive déployée (g¢, te) :

a) Lisomorphisme canonique de C ® I'(T) sur i induit une bijection de
C ® T'(C(G),) sur ¢ et une bijection de 1 ® RY (G, T) sur 2xi. RY (g¢, t¢).

b) L’isomorphisme canonique de C ® X(T) sur le dual t¥ de t¢ induit une bijec-
tion de C @ X(T/(T n D(G))) sur l'orthogonal de tc » 2(g)¢, et une bijection de
1 ® R(G, T) sur R(g, tc)

2) Supposons le groupe G semi-simple ; notons R (resp. RV ) le systéme de racines
R(G, T) (resp. RY (G, T)), de sorte qu’on a les inclusions

Q) = X(T) = P(R) Q(RY) < I(T) = P(RY).

Les groupes commutatifs finis P(R)/Q(R) et P(RY )/Q(RY) sont en dualité (VI,
§ 1, n° 9); si on désigne par M”" le groupe dual d’un groupe commutatif fini M,
on déduit de ce qui précéde des isomorphismes canoniques

I(T)/QRY) - m,(G) PRY)/I(T) - C(G)
PR)/X(T) - (m,(G))" X(TYQR) - (C(G)" .

En particulier, le produit des ordres de n,(G) et de C(G) est égal a 'indice de
connexion f de R(G, T) (loc. cit.).

Soient maintenant G’ un autre groupe de Lie compact connexe, T’ un tore maximal
de G'. Soit f:G — G’ un isomorphisme de groupes de Lie tel que f(T) = T’;
notons f; 'isomorphisme de T sur T’ qu’il définit. Alors X( f;) est un isomorphisme
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de D*(G’, T") sur D*(G, T), noté D*(f), et I'(f1) est un isomorphisme de D (G, T)
sur D (G’, T’), not¢ D,(f). Si teT, et si on pose g = folnts = (Int f(t))of,
alors D*(g) = D*(f), D,(g) = D.(f).

PROPOSITION 15. — Soit @ un isomorphisme de D*(G’, T') sur D*(G, T) (resp. de
D,(G, T) sur D,(G", T")). Il existe un isomorphisme f:G — G’ tel que f(T) =

et que ¢ = D*(f) (resp. et que @ = D, (f)); si f; et f, sont deux tels isomorphismes,
il existe un élément t de T tel que f, = f; o Int t.

La seconde assertion résulte aussitot de la prop. 9 (n° 4) ; démontrons la premicre,
par exemple pour les diagrammes covariants. Notons g’ (resp. t') T'algébre de Lie
de G’ (resp. T'), et g¢ (resp. t¢) son algébre de Lie complexifiée. D’aprés VIII, § 4,
n° 4, th. 2, (i), il existe un isomorphisme  : g¢ — g¢ qui applique t¢ dans t¢ et induit
sur ['(T) = t¢ I'isomorphisme ¢ :I'(T) — I'(T’) donné. Alors g et v~ '(g') sont deux
formes compactes de gc qui ont méme intersection t avec t¢; d’aprés le § 3, ne 2,
prop. 3, il existe un automorphisme mtérieur 6 de g induisant Pidentité sur ¢ et
tel que 0(g) = ¢ (). Remplagant { par Yo 0, on peut donc supposer que Vr
applique g dans g'. Par ailleurs, d’aprés la prop. 4 du n° 2, il existe un unique mor-
phisme f;:T - T’ telque I'(f3) = ¢. Alors la restriction de \r a t est L( f;), et d’apres
le § 2, n° 6, piop. §, il existe un unique morphisme f:G - G’ qui induise f; sur T
et \ sur g¢. Appliquant ce qui précéde & ¢~ ' et Y%, on construit un morphisme
réciproque de f. qui est donc un isomorphisme. On a D (f) = T'(f;) = ¢, d’'ou
la proposition.

Notons que, si T et T’ sont deux tores maximaux de G, les diagrammes D*(G, T)
et D*(G, T’) sont isomorphes (si g € G est tel que gTg~! = T, alors Int g est un
isomorphisme de G sur G qui applique T sur T'). On note D*(G) la classe d’iso-
morphisme de D*(G, T) (¢f. E, 1, p. 47) ; c’est un diagramme radiciel qui ne dépend
que de G et qu'on appelle le diagramme contravariant de G. On définit de méme
le diagramme covariant D_(G) de G, et on obtient :

COROLLAIRE. — Pour que les groupes de Lie compacts connexes G et G’ soient iso-
morphes, il faut et il suffit que les diagrammes D*(G) et D¥*(G') (resp. D (G) et D, (G")
soient égaux.

PROPOSITION 16. — Pour tout diagramme radiciel réduit D, il existe un groupe de
Lie compact connexe G tel que D¥*(G) (resp. D,(G)) soit isomorphe a D.

a) Remplagant éventuellement D par son diagramme inverse, on se¢ raméne a
construire G tel que D*(G) soit isomorphe & D. Posons D = (M, M,, R); alors
Q ® M est somme directe de Q ® M, et du sous-espace vectoriel V(R) engendré
par R. De plus, puisque les racines inverses prennent des valeurs entiéres sur M,
la projection de M dans V(R) parallelement a Q @ M, est contenue dans le groupe
des poids P(R) de R, de sorte que M est un sous-groupe d’indice fini de M, @ P(R).
Notons D’ le diagramme (M, @ P(R), My, R).

b) Soit a une algebre de Lie semi-simple complexe dont le systéme de racines cano-
nique soit isomorphe 4 R = C ® V(R) (VILI, § 4, n© 3), et soit g, une forme réelle
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compacte de a (§ 3, n° 2, th. 1). Soit G, un groupe de Lie réel simplement connexe d’al-
gebre de Lie isomorphe 4 g, ; alors G, est compact (§ 1, n° 4, th. 1). Soit T, un tore
maximal de G, . D’aprés le th. 1, le diagramme D*(G,, T,) estisomorphe a (P(R), 0, R).
¢) Soit T, un tore de dimension égale au rang de M ; alors D*(T,, T,) est iso-
morphe a (M, Mg, &), donc D¥(G; x Ty, T; x T,) isomorphe a D’ (exemple 2).
d) Enfin, soit N le sous-groupe fini de T, x T, orthogonal a M. Posons
G =(G, x TY)/N, T =(T; x Ty)/N. Alors G est un groupe de Lie compact
connexe, T un tore maximal de G, et D(G, T) est isomorphe a D (exemple 3).

Scholie. — La classification des groupes de Lie compacts connexes d isomorphisme-
prés est ainsi ramenée a celle des diagrammes radiciels réduits. Les groupes de Lie
compacts connexes semi-simples correspondent aux diagrammes radiciels réduits
(M, My, R) tels que My = 0; la donnée d’un tel diagramme est équivalente a celle
d’un systéme de racines réduit R dans un espace vectoriel V sur Q et d’un sous-groupe
M de V tel que Q(R) = M = P(R).

Remarque 3. — Soient T' un autre tore maximal de G, B (resp. B’) une base du sys-
téme de racines R(G, T) (resp. R(G', T')) (V1, § 1, n° 5, déf. 2). Il existe des éléments
g € G tels que Int g applique T sur T’ et B sur B, et ces éléments forment une unique
classe modulo Int(T) (comme T et T’ sont conjugués, on peut supposer T = T,
et il suffit d’appliquer VL, § 1, n® 5, remarque 4 et la prop. 9 du n° 4). Il en résulte
que l'isomorphisme de T sur T’ déduit de Int g est indépendant du choix de g;
il en est par conséquent de méme pour D, (Int g) et D*(Int g). Paraphrasant alors
VIII, § 5, n° 3, remarque 2, mutatis mutandis, on définit le tore maximal canonigue
de G, les diagrammes radiciels covariant et contravariant canoniques de G, ... .

10. Automorphismes d’un groupe de Lie compact connexe

On note Aut(G) le groupe de Lie des automorphismes de G (111, § 10, n© 2), et
Aut(G, T) le sous-groupe fermé de Aut(G) formé des €léments u tels que w(T) = T.
On a vu (§ 1, n° 4, cor. 5 & la prop. 4) que la composante neutre de Aut(G) est le
sous-groupe Int(G) des automorphismes intérieurs ; on note Int;(H) I'image dans
Int(G) d’un sous-groupe H de G.

Soit D le diagramme covariant de G relativement a T ; notons Aut(D) le groupe
de ses automorphismes, et W(D) son groupe de Weyl. L’application u > D, (u)
est un homomorphisme de Aut(G, T) dans Aut(D). La prop. 15 du n° 9 donne
aussitot :

PrOPOSITION 17. — L homomorphisme Aut(G, T) —» Aut(D) est surjectif, de noyau
Intg(T).

Notons que Aut(G, T) n Int(G) = Intg(Ng(T)) et que I'image de Intg(Ng(T))
dans Aut(D) est W(D) (n° 5, prop. 10). On déduit donc de la prop. 17 un isomor-
phisme : ,

Aut(G, T)/(Aut(G, T) n Int(G)) —» Aut(D)/W(D).
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Par ailleurs, on a Aut(G) = Int(G).Aut(G, T). En effet, si u appartierit a Aut(G),
u(T) est un tore maximal de T, donc est conjugué a T, et il existe un automorphisme
intérieur v de G tel que u(T) = v(T), cest-a-dire v~ 'u € Aut(G, T). Il en résulte
que Aut(G)/Int(G) s’identific & Aut(G, T)/(Aut(G, T) n Int(G)), d’ou en vertu de
ce qui précede une suite exacte

(16) 1 - Int(G) — Aut(G) — Aut(D)/W(D) — 1.

Par conséquent :
PrOPOSITION 18. — Le groupe Aut(G)/Int(G) est isomorphe d Aut(D)/W(D).

Supposons en particulier G semi-simple ; le groupe Aut(D) s’identifie alors au
sous-groupe de A(R(G, T))(VL § 1, n° 1) formé des éléments u tels que u(X(T)) = X(T),
et le sous-groupe W(D) s’identifie & W(R(G, T)).

COROLLAIRE. — Si G est simplement connexe, ou si C(G) est réduit a I’ élément neutre,
le groupe Aut(G)/Int(G) est isomorphe au groupe des automorphismes du graphe de
Dynkin de R(G, T). '

Cela résulte de ce qui précéde et de VI, § 4, n° 2, cor. & la prop. 1.

Nous nous proposons maintenant de montrer que I'extension (16) admet des
sections.

Pour tout o € R(G, T), notons V(a) le sous-espace vectoriel de dimension 2
de g tel que V(o)) = ¢ + g ; notons K la forme quadratique associée a la forme
de Killing de g.

DEFINITION 3. — On appelle épinglage de (G, T) un couple (B, (U,)yp), oti B est une
base de R(G, T) (VL § 1, n® 5, déf. 2) et ou, pour tout o. € B, U, est un élément de V(a)
tel que K(U,) = — 1.

On appelle épinglage de G la donnée d’un tore maximal T de G et d’un épinglage
de (G, T).

Lemme 3. — Soit By, une base de R(G, T). Le groupe Ints(T) opére de fagon simple-
ment transitive dans I'ensemble des épinglages de (G, T) de la forme (By, (U, )ycn,)-

Pour tout o € By, notons K(a) la restriction a V(o) de la forme quadratique K ;
laction de T sur V(o) définit un morphisme 1,:T — SO(K(x)). On a vu au n° 4
que SO(K(a)) s'identifie 2 U de fagon que 1, s'identifie a la racine o. Comme B,
est une base de R, c’est une base du Z-module Q(R) engendré par les racines, donc
une base du sous-module X(T/C(G)) de X(T). Il en résulte que le morphisme produit
des 1, induit un isomorphisme de T/C(G) sur le groupe produit des SO(K(x)). Or
ce dernier opére de fagon simplement transitive sur I'ensemble des épinglages de
(G, T) dont la premiére composante est B,.

PROPOSITION 19. — Le groupe Int(G) opére de fagon simplement transitive dans
I'ensemble des épinglages de G.
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Soient e = (T, B, (U,)) et ¢ = (T, B/, (U;)) deux épinglages de G. Il existe des
éléments g dans G tels que (Int g) (T) = T’, et ces éléments forment une classe
modulo Ng(T). On peut donc supposer T = T, et il faut prouver qu’il existe un
unique élément de Int;{Ng(T)) qui transforme e en ¢’. D’aprés VI, § 1, n° 5, remar-
que 4, il existe un unique ¢lément w de W(R) tel que w(B) = B’. Comme W(R)
s’identifie a Ng(T)/T, il existe n € Ng(T) tel que w = Int n, et n est bien déterminé
modulo T. On peut donc supposer B = B/, et il faut prouver qu’il existe un unique
¢élément de Intg(T) qui transforme e en ¢/, ce qui n'est autre que le lemme 3.

COROLLAIRE. — Soit e un épinglage de (G, T) et soit E le groupe des automorphismes
de G qui laissent e stable. Alors Aut(G) est produit semi-direct de E par Int(G), et
Aut(G, T) est produit semi-direct de E par Int(G) n Aut(G, T) = Intg(Ng(T)).
En effet, tout élément de Aut(G) transforme e en un épinglage de G. D’aprés
la prop. 19, toute classe de Aut(G) suivant Int(G) rencontre E en un point et un
seul, d’ou la premicre assertion. La seconde se démontre de la méme manicre.

Remarque. — Soient G et G’ deux groupes de Lie compacts connexes, et soient
e = (T, B, (U,)) et ¢ = (T, B, (Uy)) des épinglages de G et G’ respectivement.
Soit X T'ensemble des isomorphismes de G sur G’ qui appliquent e sur ¢'. L’appli-
cation f— D*(f) (resp. D,(f)) est une bijection de X sur I'ensemble des isomor-
phismes de D¥(G', T') sur D¥(G, T) (resp. D (G, T) sur D,(G’, T)) qui appliquent
B’ sur B (resp. B sur B’). Cela résulte en effet aussitot de la prop. 15 et du lemme 3.

§ 5. CLASSES DE CONJUGAISON
On conserve les notations du § 4.

1. Eléments réguliers

D’apres le.cor. 4 au th. 2 du § 2, n° 2, les éléments réguliers g de G peuvent étre
caractérisés par I'une ou lautre des propriétés suivantes :

a) La sous-algébre de g fixée par Ad g est une sous-algébre de Cartan.

b) Z(g), est un tore maximal de G.

L’ensemble des éléments réguliers de G est ouvert et dense dans G.

Dans la suite de ce paragraphe, on note G, (resp. T,) I'ensemble des points de G
(resp. T) qui sont réguliers dans G. Pour qu'un élément g de G appartienne a T,,
il faut et il suffit que Z(g), soit égala T ; tout élément de G, est conjugué a un élément
de T, (§ 2, n° 2, th. 2).

Pour qu'un élément ¢ de T appartienne a T,, il faut et il suffit que, pour toute
racine o € R(G, T), on ait t* # 1; par conséquent T — T, est réunion des sous-
tores Ker o lorsque a parcourt R(G, T).
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PROPOSITION 1. — Posons n = dim G. Il existe une variété analytique réelle compacte
V de dimensionn — 3 et une application analytique ¢ :V — G dont I'image est G — G,.

Soit @ € R(G, T); posons V, = (G/Z(Ker o)) x (Ker o), et soit ¢, le morphisme
de V, dans G tel que, pour tout g € G et tout t € Ker o, on ait @,(g, t) = gtg~*
{(on désigne par g la classe de ¢ modulo Z(Ker «)). Alors V, est une variété analy-
tique réelle compacte de dimension

dim V,=dim G —dim Z(Ker o)+ dim Kera=n—(dim T+2)+(dim T—-1)=n—3

(§ 4, n° 5, th. 1); ¢, est un morphisme de variétés analytiques réelles, et 'image
de @, est formée des éléments de G conjugués 4 un élément de Ker o. 11 suffit alors
de prendre pour V la somme des variétés V,, et pour © le morphisme induisant @,
sur chaque V,.

Remarque. — Appelons trés réguliers les éléments g de G tels que Z(g) soit un tore
maximal de G. Si g €T, g est trés régulier si et seulement si w(g) # g pour tout
¢élément non neutre w de Wg(T) § 4, n° 7, prop. 14). L’ensemble des éléments trés
réguliers de G est donc un ouvert dense de G (§ 2, n° 5, cor. 2 a la prop. 5).

2. Chambres et alcoves

Notons t, 'ensemble des éléments x et tels que exp x soit régulier, c’est-a-dire
appartienne a T,. Pour qu’un élément x de t appartienne a t — t,, il faut et il suffit
quiil existe une racine o € R(G, T) telle que d(a) (x) € 2miZ. Pour chaque racine
o € R(G, T)et chaque entier n, notons H, , 'ensemble des x € t tels que &(at) (x) = 2min.
Les H, , sont appelés les hyperplans singuliers de t, et t — t, est réunion des hyper-
plans singuliers. On appelle alcéves de t les composantes connexes de t,, et chambres
les composantes connexes du complémentaire dans t de la réunion de ceux des
hyperplans singuliers qui passent par Porigine (c’est-a-dire des H,, = Ker 5(a),
a € R(G, T)).

On a I'(T) = t — t,; on note N(G, T) le sous-groupe de I'(T) engendré par les
vecteurs nodaux (§ 4, n° 5); d’aprés la prop. 11 du § 4, n° 6, le quotient I'(T)/N(G, T)
s’identifie au groupe fondamental de G.

Enfin, on note W le groupe de Weyl de G relativement a T, considéré comme
groupe d’automorphismes de T et de 1, et on note W, (resp. W) le groupe d’auto-
morphismes de 'espace affine t engendré par W et par les translations ¢, :x —x + y
pour v € N(G, T) (resp. pour y € I'(T)).

Soient we W, yeI'(T), x e R(G, T) et neZ. On a :

W(Hu,n) = Hwoz,n P [y(Hoz,n) = Hu,n+<y,u>-

Il en résulte que pour toute chambre C et tout w e W, w(C) est une chambre et
que pour toute alcive A et tout w e W, w(A) est une alcdove. On notera que lors-
qu'on identifie X(T) ® R a {* via isomorphisme (2mi)” 18, les alchves de t et le
groupe W, sont les alcdves et le groupe de Weyl affine associés au systéme de racines
R(G, T) (VL, § 2, n° 1).
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PROPOSITION 2. — a) Le groupe W, (resp. W) est produit semi-direct de W par N(G, T)
(resp. T'(T)); le sous-groupe W, de W, est distingué.

b) Le groupe W (resp. W) opére de facon simplement tramsitive dans I’ensemble
des chambres (resp. alcoves).

¢} Soient C une chambre et A une alcéve. Alors C (resp. A, resp. A) est un domaine
fondamental pour I"action de W dans t (resp. de W, dans t, resp. de W, dans t — t,).
Sixet, et we W, sont tels que w(x) = x, alors w = Id.

d) Pour toute chambre C, il existe une unique alcéve A telle que A = C et 0 € A.
Pour toute alcéve A, il existe un unique v € N(G, T) tel que y € A.

Si weW et yeI(T), on a wew ' =1,, e wew 't.' =1,,_,, avec
w(y) — v € N(G, T); cela implique aussitdt a). Le reste de la proposition résulte
de VL §1,n°5et§2, nos 1 et?2.

COROLLAIRE 1. — Soient A une alcéve de t, A son adhérence, et H, le stabilisateur
de A dans W.

a) Le groupe W), est produit semi-direct de Hy par W,,.

b) L application exponentielle A — T et linjection canonique T — G induisent
par passage aux quotients et aux sous-ensembles des homéomorphismes

AH, > T/W — G/Int(G)
A/H, > T/W - G,/Int(G).

Soit w’ € W, ; alors w'(A) est une alcove de t, et il existe (prop. 2, b)) un unique
élément w de W, tel que w(A) = w'(A), Cest-a-dire w™'w’ e H,. Puisque W, est
distingué dans W,, ceci démontre a).

L’injection canonique de A dans t induit une bijection continue 8:A — t/W,
(prop. 2, ¢)), qui est un homéomorphisme puisque A est compact. Comme W, est
distingué dans W/, le groupe H, opére de fagon canonique dans t/W, (A, L, p. 55)
et t/W, s’identifie au quotient (t/W,)/H, ; I'application 8 est compatible avec les
opérations de H,, donc induit par passage aux quotients un homéomorphisme
A/H, — t/W.. Par ailleurs exp; induit un homéomorphisme de t/I'(T) sur T, donc
aussi un homéomorphisme de t/W,, sur T/W. L’assertion b) résulte de 1a et du cor. 1
a la prop. 5duo §2 no 4.

Remarques. — 1) Le groupe H, s’identifie naturellement a T'(T)/N(G, T), donc
aussi a 7, (G). Il est donc réduit a I’élément neutre lorsque G est simplement connexe.

- 2) Soit xe A; on a alors exp x € T,, donc Z(exp x), = T. Pour que exp x soit
trés régulier (n® 1, remarque), il faut et il suffit qu’on ait w(x) # x pour tout w e W,
distinct de T'identité. D’aprés le cor. 1, cela signifie aussi que h(x) # x pour tout
he H, distinct de I'identité. En particulier, si G est simplement connexe, on a
Zs(t) = Tpourtout t € T,, et tout élément régulier de G est trés régulier.

3) Les points spéciaux de W, (VL, § 2, n° 2) sont les éléments x de t tels que
3(a) (x) € 2riZ. pour tout ae R(G, T) (loc. cit.,, prop. 3), cest-a-dire tels que
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exp x € C(G) (§ 4, n° 4, prop. 8). Pour un tel élément x on a wx — x e N(G, T)
quel que soit w e W (VL § 1, n° 9, prop. 27), de sorte que les stabilisateurs de x dans
W, et dans W/, coincident. Soit S I'ensemble des points spéciaux de A ; il résulte de
ce qui précéde et du cor. 1 que le groupe H, opére librement dans S, et que 'appli-
cation exponentielle induit une bijection de S/H, sur C(G).

COROLLAIRE 2. — Soient C une chambre de t et C son adhérence. Les injections
canoniques C — t — g induisent par passage aux quotients des homéomorphismes

C > t/W > g/Ad(G).

Les applications_ﬁ:anoniques C - tett — t/W sont propres (TG, III, p. 28, prop. 2,
¢)). L’application C — t/W est continue, propre et bijective (prop. 2, ¢)); c’est donc
un homéomorphisme, d’ou le corollaire compte tenu du cor. a la prop. 6 du § 2, n° 5.

Remarque 4. — Notons g,., 'ensemble des éléments réguliers de g (VIL § 2, n° 2,
def. 2) et posons t,,, = t N g, Pour xet, ona

det(X — adgx) = X4t [T (X — 8(a) (x)),

aeR(G,T)

et par suite t,., est 'ensemble des éléments x de t tels que §(x) (x) # O pour tout
a € R(G, T), cest-a~dire la réunion des chambres de t (de sorte que t, = t,,,). On a
par conséquent Cnt,, = C, d’ou des homéomorphismes

C = 1e)/W = g,,,/Ad(G) .

Teg

reg

COROLLAIRE, 3. — Supposons G simplement connexe ; soit g un élément régulier de G.
Il existe un tore maximal S de G et une alcove A de L(S), uniquement déterminés,
tels que g € exp(A) et 0 € A.

On peut supposer que g appartient a T, (§ 2, n° 2, th. 2). Soit x un élément de 1,
tel que exp x = g, et soit A’ 'alcove de t contenant x. Les alcéves A de t telles que
g € exp(A) sont les alcoves A’ — v pour v € I'(T); l'assertion résulte donc de la
prop. 2, d).

3. Automorphismes et éléments réguliers

Lemme 1. — Soient u un automorphisme de G, et H 'ensemble de ses points fixes.

a) H est un sous-groupe fermé de G.

b) Si H, est central dans G, alors G est commutatif (donc G = T).

L’assertion a) est claire. Pour démontrer b), on peut remplacer G par D(G) § 1,
cor. 1 a la prop. 4), donc supposer G semi-simple. Alors, si H,, est central dans G, on a
L(H) = { 0}, de sorte que 'endomorphisme L(1) — Id de gest bijectif. Soit f Tendo-
morphisme de la variété G défini par f(g) = u(g)~ ‘g pour g € G; il est étale, car si
geG et xegq onaT(f) (xg) = u(g)” "(x — L(w) (x)) g, de sorte que l'application
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tangente 4 f en g est bijective. Il Sensuit que 'image de f est ouverte et compacte, donc
coincide avec G puisque G est connexe. Soient alors E un épinglage de G (§ 4, n° 10,
deéf. 3) et u(E) son image par u. D’aprés la prop. 19 de Joc. cit., il existe un élément A
de G tel que (Int 4) (E) = u(E). Soit g€ G tel que h = f(g) = u(g)"'g; on a

uolntg = (Intu(g))ou = Intgo(Inth) " *ou,

donc I'épinglage (Int g) (E) est stable par u. Si (Int g) (E) = (T4, B, (Uy)yes), On 2
donc Y U, eL(H); comme L(H) = {0}, cela implique B = &, donc G = Ty,
et G est commutatif.

Lemme 2. — Soient x un élément de T et S un sous-tore de T. Si la composante neutre
de Z(x) n Z(S) est réduite a T, il existe un élément s de S tel que xs soit régulier.

Pour tout o dans R(G, T), soit S, la sous-variété de S formée des éléments s de S
tels que I'on ait (xs5)* = 1. S’il n’existe aucun élément s de S tel que xs soit régulier,
S est la réunion des sous-variétés S,, donc est égale a I'une d’elles. Il existe alors o
dans R(G, T) tel que (xs)* = 1 pour tout s € S; mais cela implique x* = leta|S = 1,
donc Z(x) N Z(S) > Z(Ker a), d’ou le lemme.

Lemme 3. — Supposons G simplement connexe. Soient C une chambre de t, et u
un automorphisme de G tel que T et C soient stables pour u. Alors I’ensemble des points
de T fixés par u est connexe. .

Puisque G est simplement connexe, I'(T) est engendré par les vecteurs nodaux
K, (2 € R(G, T)), donc admet comme base la famille des K,, lorsque o parcourt
la base B(C) définie par C (VI, § 1, n° 10). Il suffit donc de prouver que si ¢ est un
automorphisme du tore T laissant stable une base de I'(T), I'ensemble des points
fixes de @ est connexe. Décomposant cette base en réunion disjointe d’orbites du
groupe engendré par @, on se rameéne au cas ou T = U" et ou ¢ est 'automorphisme
(215 wees 25) > (25, ..., 2, 21) ; €D e cas les points fixes de ¢ sont les points (z, z, ..., z)
pour z € U, qui forment un sous-groupe connexe de T.

PROPOSITION 3. — Soit u un automorphisme de G, et soit x un point de G fixé par u.

a) Il existe un élément a de g, fixé par L(u) et par Ad x, tel que x exp a soit régulier.

b) Il existe un élément régulier g de G fixé par u et commutant a x.

Soient H le groupe des points fixes de u, S un tore maximal de Z(x) n H, et K la
composante neutre de Z(S) N Z(x). C’est un sous-groupe fermé connexe de G;
par ailleurs, d’apres le cor. 5 au th. 2 du § 2, n° 2, il existe des tores maximaux de G
contenant S et x, donc K est de rang maximum et contient S et x. D’autre part,
K est stable pour u puisque S et x le sont ; notons V I'ensemble des points fixes de u
dans K. On a alors

ScVogecKnHcZS)nZ(x)nH,
donc V,, est contenu dans le centralisateur de S dans (Z(x) N H), ; mais ce dernier

est réduit a S (loc. cit., cor. 6), d’ou finalement V, = S. Le lemme 1 entraine alors
que K est commutatif, donc est un tore maximal de G (puisqu’il est connexe et de
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rang maximum). Il contient S et x, et est égal a la composante neutre de Z(S) n Z(x);
Passertion a) résulte alors du lemme 2. On en déduit b) en prenant g = x exp a.

COROLLAIRE. — Soit s une algébre de Lie compacte, et soit ¢ un automorphisme de s.
Il existe un élément régulier de s fixé par @.

Quitte 4 remplacer s par s, on peut supposer s semi-simple. Soit S un groupe
de Lie compact simplement connexe d’algébre de Lie s, et soit u 'automorphisme
de S tel que L(u) = . La prop. 3 entraine Pexistence d’un élément a de s, fixé par ¢,
tel que exp a soit régulier dans S ; en particulier a est régulier dans s (n° 2, remarque 4).

THEOREME 1. — Soit u un automorphisme du groupe de Lie compact connexe G.

a) La composante neutre du groupe des points fixes de u contient un élément régulier
de G.

b) 1l existe un tore maximal K de G et une chambre de 1L(K) stables par u.

¢) Si G est simplement connexe, I’ensemble des points fixes de u est connexe.

I assertion a) est le cas particulier x = ¢ de la prop. 3. Supposons maintenant G
simplement connexe et démontrons b) et ¢). Soit x un élément de G fixé par u, et soit g
un élément régulier de G, fixé par u et commutant a x (prop. 3). Le centralisateur K
de g est un tore maximal de G (n° 2, remarque 2), stable par u, contenant x et g.
Drapreés le cor. 3 a la prop. 2 du n° 2, il existe une unique alcéve A de L(K) telle que
g eexp(A)et 0 € A ; comme g est fixé par u, L(u) laisse stable A, donc aussi la chambre
de L(K) qui contient A. Cela démontre b); par ailleurs, 'ensemble des points de K
fixés par u est connexe (lemme 3) et contient x et ¢, d’ou ¢) (TG, 1, p. 81, prop. 2).

Il nous reste & démontrer b) dans le cas général. Or, si D(G) est le revétement
universel de D(G), et si f:D(G) — G est le morphisme canonique, il existe un auto-
morphisme & de D(G) tel que foii = uof. Si K est un tore maximal de D(G) et
C une chambre de L(K), stables pour #(il en existe d’aprés ce qui a déja été démontré),
il existe (§ 2, n° 3, remarque 2) un unique tore maximal K de G et une unique chambre
Cde L(K) tels que K = f *(K) et C = L(f) "(C), et on voit aussitét que K et C
sont stables pour u, d’ou I'assertion b) dans le cas général.

COROLLAIRE 1. — Supposons le Z-module n,(G) sans torsion.

a) Le centralisateur de tout élément de G est connexe.

b) Deux éléments de G qui commutent appartiennent d un méme tore maximal.

D’aprés le cor. 3 & la prop. 11 du § 4, n° 6, D(G) est simplement connexe. On a
G = C(G)e.D(G); soit x € G; écrivons x = up, avec u € C(G), et v € D(G). Alors
Z(x) = C(G)o.Zp)(v). Dapres le th. 1, ¢), Zp(v) est connexe, donc Z(x) est
connexe, d’ou a). D’apres le cor. 3 au th. 2 du § 2, n° 2, Z(x) est donc la réunion des
tores maximaux de G contenant x, d’ou b).

COROLLAIRE 2. — Soit I" un sous-groupe compact de Aut(G) possédant la propriété
suivante :

(%) Il existe des éléments uy, ..., u, de I tels que, pour tout i, I’adhérence I'; du sous-
groupe de T engendré par u,, ..., u; soit un sous-groupe distingué de ', et qu’on ait
r,=r.
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Alors il existe un tore maximal de G stable pour I'action de 1.

Raisonnons par récurrence sur la dimension de G. On peut évidemment supposer
que u; # Id; alors le sous-groupe H des points fixes de u, est distinct de G, et est
stable pour Paction de I'. De plus, puisque I" est compact, I'image de I" dans Aut(H,)
est un quotient de I', donc satisfait aussi & la condition (x). D’aprés ’hypothése de
récurrence, il existe un tore maximal S de H stable par I'. Le centralisateur K de S
dans G est connexe (§ 2, n° 2, cor. 5) et stable par I'; c’est un tore maximal de G, puis-
que H, contient un élément régulier de G (th. 1, a)) et que celui-ci est conjugué 4 un
élément de S (loc. cit., cor. 4).

COROLLAIRE 3. — Soient H un groupe de Lie et T un sous-groupe compact de H.
On suppose que Hy est compact et que 1 satisfait a la condition (%) du cor. 2. Il existe
alors un tore maximal T de H, tel que T’ = Ng(T).

COROLLAIRE 4. — Tout sous-groupe nilpotent d’un groupe de Lie compact est contenu
dans le normalisateur d’un tore maximal.

Soient H un groupe de Lie compact, N un sous-groupe nilpotent de H. Alors 'adhé-
rence I' de N est aussi un groupe nilpotent (IIL, § 9, n° 1, cor. 2 a la prop. 1), et il
suffit, vu le cor. 3, de prouver que I satisfait a la condition (x). Or I'; est un groupe
de Lie compact connexe nilpotent, donc est un tore (§ 1, n° 4, cor. 1 a la prop. 4),
et il existe un élément u, de I', engendrant un sous-groupe dense de I, (TG, VII, p. §,
texte précédant la prop. 8). Le groupe fini I'/T’y est nilpotent et il existe
ily, ..., i, e /T, engendrant I'/T", et tels que le sous-groupe de I'/I"y engendré par
(#iy, ..., B,) soit distingué pour r = 2, ..., n (A, L, p. 73, th. 1 et p. 76, th. 4). Alors, si
U, ..., U, sont des représentants de i,, ..., i, dans I, la suite (uy, ..., u,) possc¢de la
propriété exigée.

Exemple. — Prenons G = U(n, C). Nous verrons plus loin que le sous-groupe des
matrices diagonales de G est un tore maximal de G et que son normalisateur est
I’ensemble des matrices monomiales (A, 11, p. 151) de G.

On en conclut que si @ est une forme hermitienne positive séparante sur un espace
vectoriel complexe de dimension finie V et I' un sous-groupe nilpotent de U(d),
il existe une base de V pour laquelle les matrices des éléments de I" sont monomiales
(« théoreme de Blichtfeldt »).

4. Les applications (G/T) x T - G et (G/T) x A - G,

L’application (g, t) — gtg~ ! de G x T dans G induit par passage au quotient un
morphisme de variétés analytiques

S(G/T) xT->G,

qui est surjectif (§ 2, n® 2, th. 2). Par restriction, f induit un morphisme surjectif

L(G/T) x T, - G,.
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Par composition avec Idgr X expr, on en déduit des morphismes, également
surjectifs

¢:G/T) x t » G,
9, (G/T) x t, > G,;

enfin, si A est une alcdve de t, on déduit de ¢, un morphisme surjectif

904:(G/T) x A =G, .

On définit une opération a droite de W dans G/T comme suit : soient we W et
u € G/T ; relevons w en un élément n de Ng(T) et u en un élément g de G. Alors I'image
de gn dans G/T ne dépend pas du choix de n et g ; on la note u.w.

Pour cette opération, W opére librement dans G/T : avec les notations précédentes,
supposons en effet u.w = u; alorsgnegT, doncneTetw = 1.

On définit une opération a droite de W dans (G/T) x T par

(u, t)y.w = (u.w,w ()}, ueG/T, teT, weW

et une opération a droite de W, dans (G/T) x t par
(u, x).0 = (u.®, 0 '(x)), ueG/T, xet, 0eW,,

ol ® est 'image de o dans le quotient W,/I'(T) = W.

Si A est une alcove det, et si H, est le sous-groupe de W, qui stabilise A, on obtient
par restriction une opération de H, sur (G/T) x A.

Ces différentes opérations sont compatibles avec les morphismes f, ¢ et ¢, : pour
ueG/T,teT,xet,yecA,weW,0eW,,heH,,ona

flw, t)w) = fw, 1), o, x).0) = o, x), (1, y).h) = @alu, ).

Lemme 4. — Soient g € G, t €T, et soit g I'image de g dans G/T. Identifions I'espace
tangent a G/T (resp. T, resp. G) en g (resp. t, resp. gtg~ ) & g/t (resp. t, resp. q) par
la translation a gauche y(g) par g (vesp. t, resp. gtg~ V). Lapplication linéaire tangente af
en (g, t) Sidentifie alors a U'application [ :(g/t) x t — g définie comme suit : si z € g,
x €1, et si z désigne 'image de z dans g/t, on a

'z, x)=(Adgt VY(z —(Ad®)z + X).

Soit F Papplication de G x T dans T telle que F(g,t) = gtg '. Comme
Fo(y(g), Id;) = Intgo F, ona T, ,(F)(gz, tx) = T,(Int g) o T, ,(F) (z, tx); d’apres

L § 3, n° 12, prop. 46, on a

Teo(F) (2 1x) = f(Ad 171) 2 — 2) +4x = (Ad £~ ) (z — (Ad 1) 2 + X))
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et par conséquent
Ty (F) (92, 1x) = gtg” (Ad gt ') (z ~ (Ad £) z + X)) .

Le lemme résulte aussitdt de cette formule par passage au quotient.

PrROPOSITION 4. — a) Soient g€ G, teT, xet, et soit g I'image de g dans G/T.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Onate T, (resp. x e t,).
" (i bisy Lélément f(g, t) (resp. o(g, X)) est régulier dans G.

(i) Lapplication f (resp. @) est une submersion au point (g, t) (resp. (g, x)).

(i1 bis) Lapplication f(resp. @) est étale au point (g, t) (resp. (g, x)).

b) L’application f, (resp. ©¢,, resp. ©4) fait de (G/T) x T, (resp. (G/T) x t,,
resp. (G/T) x A) un revétement principal de G, de groupe W (resp. W, resp. H,).

ay L'équivalence de (i) et (i bis) est claire; celle de (ii) et (ii bis) résulte des rela-
tions dim((G/T) x T) = dim((G/T) x t) = dim(G). D’aprés le lemme 4, f est
une submersion au point (g, £) si et seulement si g =1 + Im(Ad ¢ — Id), ce qui
signifie que ¢ est régulier. Enfin puisque @ = fo(Idg,; x expy), ¢ est étale au
point (g, x) si et seulement si f est étale au point (g, exp x), ce qui signifie d’aprés ce
qui précéde que x appartient a {,.

b) Les morphismes f,, @,, @, sont donc étales. D’autre part W opére librement
dans G/T, et a fortiori dans (G/T) x T. Soient g, g’ dans G et ¢, ¢’ dans T, tels que
f@, 1) =f{g, t); alors Int g~ '¢’ applique ¢ sur ¢, donc normalise T, puisque
T = Z(t)y = Z(t'),, €t la classe w de g~ 'g’ dans W applique (g, ) sur (g, ¢). Il
s’ensuit que f, est un revétement principal de groupe W ; cela implique aussitét que
¢, est un revétement principal de groupe W,, donc par restriction a la composante
connexe (G/T) x Ade(G/T) x t,, que @, est un revétement principal de groupe H .

Remarques. — 1) D’aprés la prop. 3 du§ 2, n° 4, 1a variété (G/T) x A est simplement
connexe. Il en résulte que @, est un revétement universel de G, ; comme =, (G,)
est canoniquement isomorphe a 7, (G) (n° 1, prop. 1 et TG, X1, a paraitre), on retrouve
ainsi le fait que n,(G) s’identifie & H, (Cest-a-dire & ['(T)/N(G, T)).

2) La restriction de ¢, a W x A < (G/T) x A fait de W x A un revétement

" principal de T, de groupe H,. On retrouve ainsi le cor. 1 a fa prop. 2 dun° 2.

3) Notons g, I'image réciproque de G, par 'application exponentielle et £ :g, — G,
Papplication déduite de expg. L’application (g, x) — (Ad g) (x) de G x t, dans g,
définit par passage au quotient une application {, :(G/T) x t, —» g,.Onago s, = o,.
Soient we W, yeI'(T) et ® € W, tels que w(z) = w(z) + vy pour tout zet; on a
Vg, x) ®) = V,(g, x) — (Adg)(y) pour geG, xet, de sorte que
Y (@, x) ®) = \V,(g, x) si et seulement si y = 0. Il en résulte (¢f. TG, XI, & paraitre)
que Y, est un revétement principal de g, de groupe W, et que € :g, — G, est un revéte-
ment associable au revétement principal ¢,, de fibre isomorphe au W.-ensemble
W,/W.
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§ 6. INTEGRATION DANS LES GROUPES DE LIE COMPACTS

On conserve les notations du § 4 ; on pose w(G) = Card (Wg(T)). On note dg (resp. dr)
la mesure de Haar sur G (resp. T) de masse totale 1, et n (vesp. r) la dimension de G
(resp. T).

1. Produit de formes multilinéaires alternées

Soient A un anneau commutatif et M un A-module. Pour chaque entier r > 0,
notons Alt'(M) le A-module des formes r-linéaires alternées sur M ; il s'identifie
au dual du A-module A"(M) (A, 111, p. 80, prop. 7). Soient u € Alt’(M) et v € Alt"(M);
rappelons (A, III, p. 142, exemple 3) qu’on appelle produit alterné de u et v I'élément
u A vde Alt**"(M) défini par

(u /\, U)(xl ? ey xs+r) = z 8cu(xc(1)’ sy xc(s)) U(xo(s+ 1) ==*s xc(s+r)) s

oeCs,

ol &, est le sous-ensemble du groupe symétrique S, ., formé des permutations
dont les restrictions a (1, s} et (s + 1, s + r) sont croissantes.
Soit maintenant

0— M- M- M —0
une suite exacte de A-modules libres, de rangs respectifs r, r + set s.

Lemme 1. — Il existe une application A-bilinéaire de AI'(M”) x Alt"(M’) dans
AlT1(M), notée (u, v) — u N v, et caractérisée par 'une quelconque des deux pro-
priétés suivantes :

a) Notons u, € AI(M) la  forme (x,, ..., x)) — u(p(xy), ..., p(x,), et soit
v, € Alt'(M) une forme telle que v, (i(x}), ..., {x))) = v(x], ..., X)) pour Xj,..,X
dans M';onaalorsunv = u; A vy.

b) Pour x, ..., x, dans M et x'.....x, duns M’, on a

(1) (1 3 DXy, ey X, D(XT)s ey 10x0)) = U p(y), ..o, P(x)) D(XT, ony X1)

Lapplication @: Altt(M”) ® , Alt(M’) — At (M) telle que ¢lu ® v) =unv
est un isomorphisme de A-modules libres de rang un.

Lexistence d’une forme v, satisfaisant a la. condition a) résulte de ce que A'(i)
induit un isomorphisme de A"(M’) sur un sous-module facteur direct de A"(M)
(A, III, p. 78). Soit v, une telle forme; posons u N v = u; A vy. La formule (1)
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est alors satisfaite, puisque si 'on pose i(x;) = X,1, pour 1 < k < r, le seul élément
o de S, tel que p(xy;) # 0 pour 1 < i < s est la permutation identique. D’autre
part la formule (1) détermine u ~n v de maniére unique : soient en effet (e, ..., e))
une base de M', (f{', ..., £.”) une base de M", et f;, ..., f; des éléments de M tels que
p(f) = f pour 1 < i < s. Alors (1, ..., f;, i(€}), ..., i(e})) est une base de M (A, 11,
p- 27, prop. 21), et la formule (1) s’écrit

@) (o 0)(fis s fos 1€D), s i) = u(fYs s ) OEL, o €]) 5

or un élément de Alt**"(M) est déterminé par sa valeur sur une base.

Il résulte de ce qui précéde que chacune des conditions a) ou b) détermine le
produit u n v de maniére unique; il est clair que ce produit est bilinéaire. Enfin
la derniére assertion du lemme résulte de la formule (2).

2. La formule d’intégration de H. Weyl

Soient e I'élément neutre de G et e sa classe dans G/T. Identifions 'espace tangent
a Gen ea g, l'espacetangenta Ten e a t et I'espace tangent & G/T en e 4 g/t. Notons
(u, v) — u n v Papplication R-bilinéaire

Alt""(g/t) x Alt’(t) - Alt"(g)

définie au numéro 1.

Rappelons (IL, § 3, n° 13, prop. 50) que 'application ® — ®(e) est un isomor-
phisme de I'espace vectoriel des formes différentielles de degré n (resp. r) sur G
(resp. T), invariantes a gauche, sur I'espace Alt*(g) (resp. Alt'(1)). Observons d’ailleurs
que, puisqu’un sous-groupe compact connexe de R* est réduit a I'élément neutre,
on a det Ad g = 1 pour tout g € G, de sorte que les formes différentielles de degré n
invariantes a gauche sur G sont aussi invariantes a droite et invariantes par auto-
morphismes intérieurs (111, § 3, n° 16, cor. a la prop. 54) : nous parlerons simplement
dans la suite de formes différentielles invariantes sur G.

De méme, il résulte de III, § 3, n° 16, prop. 56 et de ce qui précéde que I'appli-
cation o — m(e) est un isomorphisme de I'espace des formes différentielles de degré
n — r sur G/T, invariantes par G, sur Pespace Alt"™"(g/t).

Si ogr est une forme différentielle de degré n — r sur G/T, invariante par G,
et o une forme différentielle invariante de degré r sur T, on note wg;r N ©y I'unique
forme différentielle invariante de degré n sur G telle que

((OG/T N or)(e) = ogr(€) N orle) .

Rappelons enfin qu’on note f:(G/T) x T — G le morphisme de variétés déduit
par passage au quotient de I'application (g, t) — gtg~! de G x T dans G (§ 5, n° 4).
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Si a et B sont des formes différenticlles sur G/T et T respectivement, on note simple-
ment o A B la forme prio A priB sur (G/T) x T.

Pour ¢t € T, notons Adg,(t) 'endomorphisme de g/t déduit de Ad ¢ par passage
aux quotients. Posons

(3) d6(t) = det(Adgy(0) — 1) = [] @* = 1).

weR(G,T)

Soient x €1 et o € R(G, T); notons & 'élément (2ri)~ '8(a) de t*, de sorte qu'on a

((exp x)* — 1) ((exp x)™* — 1) = (2™ — 1) (e” 2™ — 1) = 4 sin® né(x).

Si R, (G, T) désigne 'ensemble des racines positives de R(G, T) relativement a
une base B, on a

dglexpx) = [] 4sin’na(x),
acR 1+ (G,T)

3
d’ou en particulier d5(t) > 0 pour tout teT,. Remarquons aussi quon a

dg(t) = 8g(t Y pour teT.

PROPOSITION 1. — Soient 0, Oy et o des formes différentielles invariantes sur G,
G/T et T respectivement, de degrés respectifs n, n — r et r. Si ®g = O+ N OF,
alors )

f*(og) = Ogr A dgor .

On peut évidemment supposer que gy €t @p sont non nulles; alors la forme
différentielle (u, t) > 0gx(u) A or(t) sur (G/T) x T est de degré n et partout non
nulle ; il existe donc une fonction numérique 6 sur (G/T) x T telle que

fHwg) (u, 1) = d(u, t) 0g/r(u) A o).

Observons maintenant que, pour 1 G, uc G/T, teT, on a f(h.u, H)=(nt h) f(u, 1);
comme ®g est invariante par automorphismes intérieurs, il en résulte aussitot que
S8(hu, t) = 8(u, t), donc d(u, t) = d(e, t).

Notons p:gq — g/t I'application de passage au quotient et ¢ :g/t — g 'application
définie par

o(p(X)) =(Ad¢t™) X — X pour Xeg;
rappelons (§ 5, n° 4, lemme 4) que Papplication tangente
Te.n(f):TAG/T) x T(T) - TAG)

applique (z, tH) sur t{op(z) + H) pour zeg/t, Het.
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Soient z, ..., z,_, des éléments de g/t, Hy, ..., H, des éléments de t. On a

f*ogle, t)(z4, - 24—y, tHy, ..., tH,)
= og(t) (te(zy), ..., t(z,—,), tHy, ..., tH,) d’aprés le calcul de T ,(f)
= ogle) (p(zy), ..., 9(z,-,), Hy, ..., H,) puisque o est invariante
= agr@) (pe(z1), ..., PO(z,-,))- 0r(e) (Hy, ..., H,) (n° 1, lemme 1)
= det(po) wgrle) (z1, s Zy-,) . 0p(e) (Hy, ..., H,)
= 3g(t) ogr(e) (zy, ..., 2,—,).-0p(t) (tHy, ..., tH,) puisque wy est invariante
= 8g(t) (wgr A o7) (e, t)(zq, .0, Zy—y, tHy, ..., tH,),

dou f*ogle, t) = dg(t) (wgr A wy) (e, t); on a donc (e, t) = d5(t), d’ou la
proposition.

Munissons les variétés G, T et G/T des orientations définies par les formes g,
®p et wgr respectivement. Ces formes définissent alors des mesures invariantes
sur G, T et G/T (IIL, § 3, n° 16, prop. 55 et 56), encore notées wg, Oy €t Wg/7.

Lemme 2. — Si 0g = 0gx N O, alors

J‘ (DG = J‘ (X)G/T.J‘ (DT.
G G/T T

Notons 7 le morphisme canonique de G dans G/T. Soit g € G, et soient ¢, ..., t,_,
des éléments de T,,,(G/T). Identifions la fibre n~(n(g)) = ¢gT a T par la trans-
lation y(g). La relation wg = wg;r N wp entraine alors I'égalité (VAR, R, 11.4.5) :

(DGL(tl» sees tn—r) = (mG/T(tl’ ceey tn—r)) (DT -

On a donc f

n

J O‘)G:‘[ JmG:j (DT-J\ O)G/T (VAR, R,11.4.8)
G G/T Jn T G/T

Lemme 3. — L'image réciproque sur (G/T) x T, de la mesure dg sur G, par I'homéo-
morphisme local f, (INT, V, § 6, n° 6) est la mesure p ® dgdt, ou | est unique mesure
G-invariante sur G/T de masse totale 1.

Choisissons une forme différentielle invariante oy (resp. wgy) sur T (resp. G/T)
de degré maximum, telle que la mesure définie par wy (resp. o) soit égale a dt
(resp. p). Posons g = og;r N @y. Le lemme 2 entraine que la mesure définie par
o est égale 4 dg. Soit U une partie ouverte de (G/T) x T, telle que f, induise un
isomorphisme de U sur une partie ouverte V de G,. Soit ¢ une fonction continue

g = <J mT> ogr (VAR, R, 11.4.6), et
T



LIE IX.56 GROUPES DE LIE REELS COMPACTS §6

a support compact dans V ; notons encore ¢ le prolongement de ¢ a G, qui s’annule
en dehors de V. On a

J ¢dg = | Owg = I (@ o ;) [ og)
v A" 19)

r

= (@of) Ogr A dsor (prop. 1)
JU

~

= | (@ of) du.dgdr,

JU

d’ou le lemme.

TaioREME 1 (H. Weyl). — La mesure dg sur G est I'image par Dapplication
1

(g, )—gtg~ ' de G x T dans G de la mesure dg @ ——— 8gdt, out
w(G) ©

8o(t) = det(Adg(t) — )= [] (" —1).

aeR(G,T)
Il revient au méme (INT, V, § 6, n° 3, prop. 4) de dire que dg est I'image par 'appli-

1
m SGdl.

Démontrons cette derniére assertion. Il résulte du § 5, n° 1 et de VAR, R, 10.1.3, ¢)
que G — G, est négligeable dans G et T — T, négligeable dans T. Par ailleurs
Papplication f, fait de (G/T) x T, un revétement principal de G,, de groupe W
(§ 5, n° 4, prop. 4, b)). Le théoréme résulte alors du lemme 3 et de INT, V, § 6, n° 6,
prop. 11.

cation f:(G/T) x T - G de la mesure p ®

COROLLAIRE 1. — (i) Soit ¢ une fonction intégrable sur G d valeurs dans un espace
de Banach ou dans R. Pour presque tout t € T, la fonction g ¢(gtg ') sur G est

intégrable pour dg. La fonction t’—’SG(t)j olgtg~ ) dg est intégrable sur T, et
G

l'on a

1 -1
) L olg) dg = wG) L <L o(gtg )dg> dg(t) dt

(« formule d’intégration de Hermann Weyl »).
(i1) Soit ¢ une fonction mesurable positive sur G. Pour presque tout t € T, la fonction

*
g > olgtg™ ') sur G est mesurable. La fonction t — J olgtg~ Yy dg sur T est mesu-
G

rable, et I'on a

5) f @(g)dg=W§@ J (f cp(gtg‘)dg>ag<z)dr.

G T G
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Puisque Tapplication f se déduit par passage au quotient de Tlapplication
(g, t) — gtg~ ' de G x T dans G, il suffit d’appliquer INT, V, § 5, 6, 8 et INT, VII, § 2.

COROLLAIRE. 2. — Soit ¢ une fonction centrale sur G (C’est-a-dire telle que
¢(gh) = ¢(hg) pour tous g et h dans G) d valeurs dans un espace de Banach ou dans R.
a) Pour que @ soit mesurable, il faut et il suffit que sa restriction a T soit mesurable.
b) Pour que ¢ soit intégrable, il faut et il suffit que la fonction (¢|T) 3 soit intégrable
sur T et I'on a alors

1
(6) f (g) d =—J (1) 8g(2) dt .
G(Pg d W(G) T(p G

Notons p:G/T x T—-»Tla seconde projection. On ago f =(¢|T)op; parailleurs,

I'image par p de la mesure p ® ——= dgdt est — dsdt. Le corollaire résulte alors

(G) (G)
du th. 1 ci-dessus et du th. 1 de INT, V, § 6, n° 2, appliqués aux deux applications pro-
pres f et p.

COROLLAIRE 3. — Soient H un sous-groupe fermé connexe de G contenant T, b son
algébre de Lie, et dh la mesure de Haar sur H de masse totale 1. Soit ¢ une fonction
centrale intégrable sur G, d valeurs dans un espace de Banach ou dans R. Alors la
Jonction h— (h) det(Ad,y(h) — 1) est intégrable et centrale sur Het 'ona:

™) J 0(0) dg = [ () det(Adgs(h) — 1) d

En effet, 1a fonction h — @(h) det(Adgs(h) — 1) est une fonction centrale sur H,
dont la restriction a T est la fonction t — ¢(t) 8g(t) dy(t) . Le corollaire résuite
donc du cor. 2 appliqué a Geta H.

Remarques. — 1) Si 'on prend @ = 1 dans le cor. 3, on obtiént
®) fdet(Adg/b(h) — 1) dh = w(G)/w(H)
H
et en particulier
© j 8g(t) dt = w(G).
T
2) Soit v la mesure sur l'espace quotient T/W définie par

j () dv(r) =;;(1<;—) f (1)) S () dt
T/W T
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ou n désigne la projection canonique de T sur T/W. Le cor. 2 signifie que ’homéo-
morphisme T/W — G/Int(G) (§ 2, n° 5, cor. 1 a la prop. 5) transporte la mesure v
en I'image de la mesure dg par la projection canonique G — G/Int(G).

3) Supposons G simplement connexe. Soient A une alcdve de 1, et dx la mesure

de Haar sur t telle que J dx = 1. Alors la mesure v s’obtient aussi en transportant
A—-
par 'homéomorphisme A - T/W (§5, n° 2, cor. 1 a la prop. 2) la mesure

1

— 4 sin?né(x) dx sur A.
w(G) aeR!:(]G,T)

Exemple. — Prenons pour G le groupe SU(2, C)et pour T le sous-groupe des matrices
diagonales (§ 3, n° 6); on identifie t 4 R par le choix ge la base {iH } de t (loc. cit.).
Posons A = ]O, n[; c’est une alcove de t. L'intervalle A = [0, n] g'identifie a I'espace

des classes de conjugaison de G, I'élément 6 de A correspondant a la classe de conju-
eiﬂ

gaison de ( Aie>. Soit d6 la mesure de Lebesgue sur [0, n]; il résulte de ce
e

0
qui précéde que la mesure sur A image de la mesure de Haar de G est la mesure

2 §in?6d6.
T

3. TIntégration dans Palgébre de Lie

PROPOSITION 2. — Soient H un groupe de Lie (véel) de dimension m, §) son algébre de
Lie. Soit oy une forme différentielle invariante d droite de degré m sur H, et soit oy la
Sforme différentielle invariante par translation sur by, de degré m, qui coincide a I’origine
avec oyle). On a

(10) (exp)*wy = Ayoop

ou Ayest la fonction sur by, invariante sous Ad(H), telle que

Xb(x) = det( ZO m

{ad x)) pour xeb.
Soient x, X, ..., X,, des éléments de ). On a
(€XP*op) Xy, s Xm) = (0y(exp X)) (Ti(exp) (xy), ..., Tilexp) (x,)) -

Notonsm(x):§ — § la différentielle droite de 'exponentielle en x (111, § 3,n° 17, déf. 8) ;
on a donc par définition :

T,(exp) (y)-(exp x)”* = w(x).y pourtout yebh.
La forme oy étant inva;iante a droite, on obtient :
(@u(exp x)) (T.(exp) (xy), ..., T(exp) (X)) = ople) (®(x).xy, ..., B(x).x,,)
= (det ©(x)) Og(Xy, oer X,) 5
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expad x — 1

2d x (1L, § 6,

on a donc exp*wy = Aoy avec Ay(x) = det w(x) = det

n° 4, prop. 12).
Soit h € H ; puisque Ad & est un automorphisme de b, on a

ad((Ad h) (x)) = Ad ho Ad x o (Ad h)™*,

d’ot Ag(Ad h) (x)) = Ay(x). La fonction Ay est donc invariante sous Ad(H); ceci
achéve de prouver la proposition.

Remarque. — Considérons la fonction A4 associée au groupe de Lie compact G;
en vertu du § 2, n° 1, th. 1, il suffit pour la caiculer de connaitre ses valeurs sur f.
Or, pour tout x € t, 'endomorphisme ad x de g est semi-simple, et admet pour valeurs
propres 0 (avec multiplicité r), et, pour tout o € R(G, T), 8(a) (x) (avec mliltiplicité 1).
On en déduit aussitdt

P — 1 §y(x)

(11) () = T1 3() (x)  my(x)

acR(G,T)

avec O4(x) = Oglexp x) et my(x) = [T 8(x) (x) = det adg;(x).

aeR(G,T)

Soient wg,r une forme différentielle invariante de degré n — r sur G/T et o, une
forme différentielle de degré r sur t invariante par translation. Avec les notations
du n° 1, on note wg;r N ®;'unique forme différentielle w4 de degré n sur g, invariante
par translation, telle que 040) = wgr(e) N o4(0).

Enfin, on désigne par y:(G/T) x t - g le morphisme de variétés déduit par
passage au quotient de 'application (g, x) = (Ad g) (x) de G x tdansg.

PROPOSITION 3. — Soient o4, oy, W des formes différentielles invariantes sur
g, t, G/T respectivement, de degrés respectifs n,r, n — r. Si g = O,y N O, 01 a :

* _
V¥, = Ogr A T ¢

ou mg est la fonction sur t définie par mg(x) = [ 8(ax) (x).
acR(G,T)
Notons wg (resp. wy) la forme différentielle invariante de degré maximum sur G

(resp. T) qui coincide a Porigine avec ®, (resp. ;). Considérons le diagramme com-
mutatif

(G/T) x t 2 g
Jadeen Jexne .
(GIT) x T -G
Compte tenu de la prop. 1 dun® 2 et de la relation expfo; = o,, onen déduit I'égalité

Y¥expEog = Ogr A O40t.

BourBakl. — Groupes et algébre de Lie (chap. 9). - 3
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D’apres la prop. 2, on a y*expgog = (Y*Ay) V*o, Comme la fonction Aq est inva-
riante sous Ad(G), on a

* _ d4(x) _
" >Lg)@x)—kg(x):;———— pour geG/T, xet.
q

(x)
I en résulte que les formes Y*wg(g, x) et wgr(g) A my(x) wy(x) coincident lorsque
84(x) est non nul, C’est-a-dire sur I'ouvert dense (G/T) x t,; elles sont donc égales,
d’ou la proposition.

Choisissons des formes différentielles invariantes de degré maximum g sur G
et op sur T, telles que |og| = dg et |or| = dt; notons o, (resp. o) la forme diffeé-
rentielle invariante par translation sur g (resp. t) qui coincide avec wg(e) (resp. wr(e))
a l'origine, et dz (resp. dx) la mesure de Haar |w| (resp. |o]). En raisonnant comme
dans le n° 2, mutatis mutandis, on établit la proposition suivante :

PROPOSITION 4. — La mesure dz sur g est I'image par [application propre
. 1
g, x)—~(Ad g) (x)de G x t dans g de la mesure dg ® wG) Tydx.
Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et démontrer les analogues des cor. 14 3
et des remarques 1 a 3 du n° 2. Par exemple, soit ¢ une fonction intégrable sur g
(a valeurs dans un espace de Banach ou dans R); on a

(12) f 06 = = s J q ol(Ad g) ) dg) 7y(x) dx
9 1 G

et en particulier, si @ est invariante sous Ad(G),

(13) J o(z) dz = ﬁ}—) J () myx) dx .
g t

4. Intégration des sections d’un fibré vectoriel

Dans ce numéro et le suivant, on désigne par X une variété réelle de classe C”
(1 € r £ o), localement de dimension finie.

Soit Y une variété de classe C". Si r < oo, considérons I'application f (/)
de €7(X;Y) dans €(X;J(X, Y)) (VAR, R, 12.3.7). L’image réciproque par cette
application de la topologie de la convergence compacte sur €(X;J(X,Y)) est
appelée topologie de la C'-convergence compacte sur €'(X; Y); c’est la borne supé-

- rieure des topologies de la C'-convergence uniforme sur K (VAR, R, 12.3.10),
lorsque K décrit 'ensemble des parties compactes de X.

Lorsque r = oo, on appelle topologie de la C*-convergence compacte sur® (X ;Y)
la borne supérieure des topologies de la C*-convergence compacte, autrement dit
la topologie la moins fine qui rende continues les injections canoniques
E°(X;Y) > €4X;Y), pour 0 < k < oo
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~ Soit E un fibré vectoriel réel de base X, de classe ', et soit &"(X; E) I'espace

vectoriel des sections de classe C" de E. On munira dans ce numéro . "(X ; E) de la
topologie induite par la topologie de la C"-convergence compacte sur € "(X; E),
encore appelée topologie de la C’-convergence compacte ; elle fait de ¥ "(X; E)
un espace vectoriel topologique localement convexe séparé complet (cf. VAR, R,
15.3.1 et TS, a paraitre).

Soient maintenant H un groupe de Lie, m:H x X — X une loi d’opération a
gauche de classe C"; on pose hx = m(h, x) pour he H, x € X. Soit E un H-fibré
vectoriel de base X, de classe C" (IIL, § 1, n° 8, déf. 4). Pour se ¥"(X;E)et he H,
notons *s la section x — h.s(h~'x) de E; application (h, s) — "s est une loi d’opé-
ration de H dans l'espace & "(X; E).

Lemme 4. — La loi d’opération H x ¥ "(X; E) - & "(X; E) est continue.

Compte tenu de la définition de la topologie de ¥ "(X; E) et de TG, X, p. 28,
th. 3, il suffit de démontrer que pour tout entier k < r, TPapplication
f:H x X x £¥X;E) » J¥X; E) telle que f(h, x, s) = j*(*s) est continue. Pour
h € H, notons 71, (resp. ;) 'automorphisme x > hx de X (resp. de E). Définissons
des applications

fi:H x X - JF¥X, X)
f,:H x E - JXE, E)
g ‘H x X x Z4X;E) - J*X, E)

par fi(h, x) = ji(v,), f2(h, v) = ji(B), g(h, X, s) = ja(s). Ona

flh, %, 5) = folh, sth™ %)) e g(h™", x, ) o fy(h™, %),

et il suffit par conséquent, d’apres VAR, R, 12.3.6, de démontrer que f,, f, et g
sont continues.
Or g est lapplication composée

H x X x #5X;E)-2% X x %X E)
P, X x @(X; IMX, B)) —E— FX; E)
avec &(x, u) = u(x); I'application € étant continue (TG, X, p. 28, cor. 1), g est continue.
Soit (hg, xo) € H x X; prouvons que f; est continue en (hy, x,). Il existe des
cartes (U, \, F) et (V, x, F) de X et un ouvert Q de H tels que x,€ U, h, e Q ct

m(Q x U) < V. En utilisant l'expression de J*(X, X) dans ces cartes, on est ramené
a prouver, pour 1 < I < k, la continuité en (hy, x,) de I'application (h, x) — Al(z,)

de Q@ x U dans P(F; F"), avec Al(t,) (v) = 71—| D't,(x).v pour v e F (VAR, R, 12.2).

Or D', (x) n’est autre que la dérivée partielle l-iéme de m(h, x) par rapport & x, qui est
continue par hypothése; par conséquent f; est continue. On démontre de méme
que f, est continue, d’ou le lemme.

PROPOSITION 5. — Supposons le groupe H compact et notons dh la mesure de Haar
sur H de masse totale 1. Soit s une section de classe C" de E. Pour x € X, notons s#
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Pintégrale vectorielle J‘ "s dh. Alors st est une section de classe C" de E, invariante
H
par H; pour x € X, on a sf(x) = J hs(h™'x) dh ¢ E,. L' endomorphisme s+ s*. de
u :
F (X ; E) est un projecteur sur le sous-espace des sections H-invariantes.
Considérons I'application ks *s de H dans % "(X; E); elle est continue d’aprés

le lemme 4. Puisque 'espace % (X ; E) est sépar¢ et complet, I'intégrale s = J hvS_ dh

H
appartient & &’(X; E) (INT, IIL § 3, n° 3, cor. 2). L’application linéaire s+ s(x)

de #"(X; E) dans E_ étant continue, on a s#(x) = | "s(x) dh pour tout x e X. Il
H ;
est clair que s* est invariante par H; si s est une section H-invariante, on a s# = s,

d’ou la derniére assertion.

COROLLAIRE 1. — Soient F un espace de Banach, p:H — GL(F) une représentation
linéaire analytique, fe €"(X ; F). Pour x € X, posons

fix) = J p(h).f(h~'x) dh .

Alors f* est un morphisme de classe C" de X dans F, compatible aux opérations de H ;
pour x € X, on a (en notant T, I’automorphisme x — hx de X)

(14) dff = J (p(h) © dy- 1, fo T (ty-1)) dh e L(T(X); F).
H

La premiére assertion résulte de la proposition appliquée au fibré X x F, muni
de la loi d’opération (h; (x,f)) > (hx, p(h).f). La seconde s'obtient d’aprés INT,
IIL, § 3, n° 2, prop. 2, en appliquant a l'intégrale vectorielle f ¢ I'homomorphisme
d:€"(X; F) > Z(T.(X); F) qui est continu par définition de la topologie de la
C’-convergence compacte.

COROLLAIRE 2. — Soient F un espace de Banach, fe €"(X; F); posons
i) = J f(hx) dh
H .
pour x € X. La fonction f* est de classe C", et on a f¥hx) = f*(x) pour x e X, h e H.

COROLLAIRE 3. — Soient F un espace de Banach, p un entier = 0, *Q?(X; F) I'espace
des formes différentielles de degré p sur X, a valeurs dans F, de classe C*2 <k + 1 <r).

Pour  c*QP(X;F), posons ot = J ¥ dh. Alors I'application ® v @* est un
. : H
projecteur de *QP(X; F), dont I'image est le sous-espace des formes H-invariantes.

On a d(w#) = (dw)# pour tout ® € *QP(X ; F).
La premiére assertion résulte de la proposition appliquée au H-fibré vectoriel
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AItP(T(X); F) (I11, § 1, n° 8, exemples). Pour démontrer la seconde assertion, il
suffit, compte tenu de INT, IIL, § 3, n° 2, prop. 2, de prouver que l'application
d:*QP(X; F) -» *1QP*{(X; F) est continue lorsqu’on munit le premier espace
(resp. le second) de la topologie de la C*-convergence (resp. C*~ !-convergence)
compacte. Or cela résulte aussitdt de la définition de ces topologies a I'aide de semi-
normes (TS, a paraitre) et du fait que d est un opérateur différentiel d’ordre < 1
(VAR, R, 14.4.2).

5. Formes différentielles invariantes

Soit X une variété réelle de classe C* localement de dimension finie, et soit
(g, x) > gx une loi d’opération a gauche de classe C* du groupe de Lie compact
connexe G dans X. Pour g € G, on note t, 'automorphisme x — gx de X. On désigne
par Q(X) lalgébre des formes différentielles réelles de classe C* sur X (VAR, R,
8.3.1).

Pour tout ¢lément £ de g, notons D, le champ de vecteurs sur X qui lui correspond
(IL, § 3, n° 5) et O(§), i(£) les opérateurs correspondants sur (X), de sorte qu'on
a les formules (VAR, R, 8.4.5 ¢t §.4.7)

(15) 0E) 0 = d(i(2) 0) + i(2) do
(16) e (Phec®) = Thipgl0E) 0)

Une forme différentielle o e ((X) est invariante si on a tjo = ® pour tout g € G ;
d’apres la formule (16), il revient au méme de dire qu’on a 0(£) ® = 0 pour tout
£ e g. Notons Q(X)° I'espace des formes différentielles iivariantes sur X ; si o € Q(X)S,
on a dw € Q(X)% de sorte que Q(X)® est un sous-complexe du complexe (Q(X), d).

THEOREME 2. — Linjection canonique 1:Q(X)° — Q(X) est un homotopisme de com-

plexes (A, X, p. 33, déf. 5); I'application o — o = J T¥® dg en est un homotopisme
G

réciproque a homotopie prés. En particulier, I'application H(1) :H(Q(X)%) - H(Q(X))

est bijective.

D’aprés le cor. 3 du n® 4, application ® — of est un morphisme de complexes
de Q(X) dans Q(X)®, qui induit I'identité sur le sous-complexe Q(X)® ; pour démon-
trer le théoréme, il suffit donc de construire un homomorphisme s:Q(X) - Q(X),
gradu¢ de degré — 1, tel que

(17) of — o =(dos + sod)(w) pourtout oeQX).

D’aprés le lemme 1 de INT, IX, § 2, n° 4 et la remarque 1 du § 2, n° 2, il existe
une mesure positive d& sur g, 4 support compact, dont I'image par 'application
exponentielle est égale 4 dg. Posons, pour ® € Q(X),

(o) = f { J i) w)-d&}dt;
o LJg
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il s’agit de montrer que la formule (17) est satisfaite. On vérifie comme dans la démons-
tration du cor. 1 (n° 4) la formule

ds(m) =j {j % pred(i(€) w).d&}dt.
0 [

On déduit alors des formules (15) et (16) les égalités

ds(®) + s(do) [ { [ T e(d(i(€) ©) + i) do).dE } dt

= { Ttxpt&(e(g) (l)).d{:, } dt
JO Jvg

r nl d
= { E (‘ctxpt-‘;m) dt } d&

0

= | (tpe® — 0)dg

Jg
=of - o,

d’ou le th. 2.

Appliquons ce théoréeme dans le cas X = G, pour l'action de G par translations
a gauche. Rappelons (II1, § 3, n° 13, prop. 50) quen associant a une forme diffé-
rentielle sur G sa valeur 4 I'élément neutre, on obtient un isomorphisme de Q(G)®
sur Palgébre graduée Alt(g) des formes multilinéaires alternées sur g. Identifions
Q(G)C & Alt(g) par cet isomorphisme. L’opérateur d est alors donné par la formule
(1, § 3, n° 14, prop. 51)

do(ay, ..., ap+ )= Z (- I)Hjm([aia aj]a Apy ey Qi 15 Qi g5 ey Ay 15, Qjp gy ey Ayt 1)
i<j

pour o dans Alt’(g) et ay, ..., a,.; dansg.

Pour £ e g, soit L; le champ de vecteurs invariant a gauche qui Iui correspond
(défini au moyen de l'action de G sur lui-méme par translations a droite, cf. 111,
§ 3, n° 6). Les opérateurs O(L;), i(L;) commutent & I'action de G sur Q(G) définie
par translation & gauche, donc induisent des opérateurs 8(¢), i) de Q(G)®; dans
Iidentification précédente, ceux-ci s’expriment par les formules (VAR, R, 8.3.2 et
8.4.2)

(0¢) ) (ay, ..., a,) = — Z O(ay, ey @1, [, @), Gig gy ooy @)

(l(g) 0‘)) ((11, vees ap— 1) = 0‘)(&’ ags s ap—l)

pour ® dans Alt’(g) et a,,..; a, dans g.
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Le sous-complexe SQ(G)® des formes biinvariantes (111, § 3, n° 13) s’identifie au
sous-complexe Alt(g)® des formes multilinéaires alternées sur g invariantes par la
représentation adjointe (c’est-a-dire telles que 0(E) ® = 0 pour tout £eg). On a
donc un diagramme commutatif de complexes

Gff(G)G - Q((f)G - (G)

(18) ‘
Alg)” — Alt(g)

ou les fléches horizontales sont les injections canoniques, et les fleches verticales
sont les isomorphismes induits par 'application ® — o(e).

COROLLAIRE 1. — a) Dans le diagramme (18), tous les morphismes sont des homo-
topismes.

b) Soit ® € Alt(g). Pour que & appartienne d Alt(g)®, il faut et il suffit qu'on ait
do = 0 et d(i(£) ®) = 0 pour tout £ eg. La différentielle du complexe Alt(g)® est
nulle.

¢) Lespace vectoriel gradué H(Q(G)) est isomorphe a Alt(g)°.

Le théoréme, appliqué a I'action de G sur G par translations a gauche (resp.
a laction ((g, h); x) > gxh™! de G x G sur G) entraine que l'injection canonique
Q(G)° - Q(G) (resp. “AG)® - Q(G) est un homotopisme ; compte tenu de A,
X, p. 34, corollaire, lassertion a) en résulte.

Démontrons b). D’aprés la prop. 51 de 111, §3,n° 14, ona do. = — do, Cest-a-dire
do. = 0, pour toute forme différentielle o sur G qui est invariante a gauche et a droite.
Si e Alt(g)®, on a donc do = 0, et par conséquent di(€) ©) = 0(E) o — i(%) dw = 0.
Inversement sido = Oet di(€) ®) = 0,ona (&) © = 0.

L’assertion ¢) résulte de a) et b).

Remarque. — Considérons les sous-complexes Z(Q(G)) et B(Q(G)) de G) (A, X,
p- 25). 1l résulte de la formule donnant la différentielle du produit de deux formes
(VAR, R, 8.3.5) que Z(Q(G)) est une sous-algébre de Q(G) et que B(Q(G)) est
un idéal de Z(Q(G)); par conséquent le produit extérieur induit sur H(Q(G)) une
structure d’algébre graduée. On déduit alors de ce qui précéde un isomorphisme
d’algébres graduées H(Q(G)) — Alt(g)C.

Soit H un sous-groupe fermé de G ; appliquons maintenant le th. 2 4 X = G/H.
Daprés 111, § 1, n° &, cor. 1 a la prop. 17, les formes différentielles G-invariantes
sur G/H s’identifient aux éléments H-invariants de Alt(T,(G/H)), c’est-a-dire encore
aux éléments de Alt(g) qui sont H-invariants et annulés par les opérateurs i(§)
pour tout & € L(H). Par suite :

COROLLAIRE 2. — Soit H un sous-groupe fermé de G.

a) Linjection canonique Q(G/H)® — Q(G/H) est un homotopisme.

b) Le complexe Q(G/H)® s'identifie au sous-complexe de Alt(q) formé des éléments
o de Alt(g) qui sont invariants pour lu représentation adjointe de H et tels que i(§) ® = 0
pour tout & € L(H). Si en outre H est connexe, ce sous-complexe est formé des @ € Alt(g)
tels que 8(&) ® = 0 et i(E) ® = O pour tout & € L(H).
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§ 7. REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DES GROUPES DE LIE
COMPACTS CONNEXES '

On conserve les notations du § 6. On appelle représentation de G tout homomor-
phisme continu (donc analytique) de G dans un groupe GL(V), ou V est un espace
vectoriel complexe de dimension finie. Toute représentation de G est semi-simple
§ 1, no 1) '

On choisit une chambre C de t (§ 5, n° 2), et on pose I'(T), , = C n I'(T).

1. Caractéres dominants

On note X, l'ensemble des éléments A de X(T) tels que <A, x> = 0 pour tout
x e I'(T), ., Cest-a-dire tels que la forme linéaire 8(1):t — C applique la cham-
bre C de t dans iR, .

On munit X(T) de la structure de groupe ordonné pour laquelle les éléments
positifs sont ceux de X, ; on pose R, = R(G, T)n X, et R_ = — R, . Les élé-
ments de R, sont appelés racines positives, ceux de R_ racines négatives; toute
racine est, soit positive, soit négative (VL, § 1, n°® 6, th. 3). Une racine positive qui
n’est pas somme de deux racines positives est dite simple ; toute racine positive est
somme de racines simples (loc. cit.); les racines simples forment une base du sous-
groupe de X(T) engendré par les racines, sous-groupe qui s’identifie 3 X(T/C(G))
(§ 4, n° 4); les réflexions par rapport aux racines simples engendrent le groupe de
Weyl W = Wq(T) (VL § 1, n° 5, th. 2).

Lemme 1. — Soit A un élément de X(T). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On a X — w(d) = 0 (resp. > 0) pour tout we W tel que w # 1;

(i) pour tout we W tel que w # 1, A — w(h) est combinaison linéaire a coeffi-
cients positifs (resp. positifs et non tous nuls) des racines simples ;

(ii1) on a { A, K, > = 0 (resp. > 0) pour toute racine positive o;

(iv) on a (A K, > = 0 (resp. > Q) pour toute racine simple o.

L’équivalence de (iii) et (iv) est immédiate. Puisque I'ensemble des K, s’identifie
au systéme de racines inverse de R(G, T) (§ 4, n® 5), 'équivalence de (i) et (iii) résulte
de VL § 1, n° 6, prop. 18 et corollaire. L’implication (ii) = (i) est triviale, et 'impli-
cation opposée résulte de loc. cit.

! Dans ce paragraphe et le suivant, nous référons par le sigle TS a un chapitre & paraitre
du livre de Théories Spectrales et consacré aux représentations linéaires des groupes compacts.
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On note X, , I'ensembie des éléments de X(T) tels que <A, K,> = 0 pour toute
racine positive o. Les éléments de X, | sont dits dominants. Ils forment un domaine
fondamental pour laction de W dans X(T) (VI, § 1, n® 10). On a X, , = X, .

Si G est simplement connexe, il existe pour chaque racine simple « un élément
@, de X(T) tel que {wy, K,> = 8,5 pour toute racine simple B, Cest-a-dire
5,(®@,) = ®, — a, 53(®,) = @, pour toute racine simple § # a; les ©, sont appelés
les poids dominants fondamentaux ; ils forment une base du groupe commutatif
X(T) et du monoide commutatif X, . : plus précisément, tout ¢lément A de X(T)
gécrit sous la forme A = Y (A, K,) @,.

On note p I'élément de X(T) ® Q tel que
2p= ) o.

acR ¢
On a {p, K,» = 1 pour toute racine simple o (VI, § 1, n° 10, prop. 29). Si G est
simplement connexe, p est la somme des poids dominants fondamentaux.

2. Le plus grand poids d’une représentation irréductible

A toute représentation 1:G — GL(V), associons 'homomorphisme L(t), de la
C-algeébre de Lie g dans End(V) prolongeant la représentation linéaire L(t) de g
dans I'espace vectoriel réel sous-jacent a V (III, § 3, n® 11). D’aprés la prop. 7 du
§ 4, n° 3, lapplication & de X(T) dans Hom¢(tc, C) = tE& applique bijectivement
'ensemble des poids de t relativement & T sur I'ensemble des poids de L(t), rela-
tivement & la sous-algébre de Cartan t¢ de gc.

Lemme 2. — Soit © une représentation linéaire de I’algébre de Lie complexe g¢ dans
un espace vectoriel complexe V de dimension finie. Pour qu’il existe une représenta-
tion t de G dans V telle que L(t), = ¢, il faut et il suffit que ¢ soit semi-simple et
que les poids de t¢ dans V appartiennent a 6(X(T)).

S’il existe une représentation T de G telle que L(t), = @, alors ¢ est semi-simple
car G est connexe et T semi-simple (IIL, § 6, n® 5, cor. 2 4 la prop. 13), et les poids
de t¢ dans V appartiennent a I'image de 3. La condition est donc nécessaire ; démon-
trons quelle est suffisante. Si @ est semi-simple, V est somme directe des V(t¢),
ou u parcourt I’ensemble des poids de te dans V (VIL § 2, n° 4, cor. 3 au th. 2); si
tous ces poids appartiennent a I'image de §, il existe une représentation tp de T
dans V telle que L(t), = ¢ltc : il suffit en effet de poser t(t) v = t*v pour re T
et v € Vy(tc). Le lemme résulte alors de la prop. 8 du § 2, n° 6.

THEOREME 1. — a) Soit 1:G — GL(V) une représentation irréductible de G. Alors
I'ensemble des poids de t (relativement a T) posséde un plus grand élément ), celui-ci
est dominant, et I’espace V,(T) est de dimension 1.

b) Pour que deux représentations irréductibles de G soient équivalentes, il faut
et il suffit que leurs plus grands poids soient égaux.
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¢) Pour tout élément dominant A de X(T), il existe une représentation irréductible
de G de plus grand poids .

Draprés le lemme 2, les classes d’équivalence de représentations irréductibles de
G correspondent bijectivement aux classes de représentations irréductibles de
dimension finic de g dont les poids appartiennent 4 §(X(T)).

Notons ¥gc le centre et Pg. lalgébre de Lie dérivée de gc, de sorte que
gc = u9c D YDgc. Pour toute forme linéaire p sur te N Zg¢, notons E(u) le Dgc-
module simple introduit en VIIL § 6, n® 3; pour toute forme linéaire v sur $gc,
notons C(v) le €gc-module de dimension | sur C associé. Alors les g¢-modules
C(v) ® E(u) sont simples, et d’aprés VIIL § 7, n° 2, cor. 2 au th. 1 et A, VIIL, § 11,
n° 1, th. 1, tout ge-module simple de dimension finie est isomorphe a un gc-module
C(v) ® E(u); de plus (loc. cit.) C(v) ® E(p) est de dimension finie si et seulement si
W(H,) est entier positif pour toute racine simple «. Si lon note v + p la forme linéaire
sur te qui induit v sur @gc¢ et p surte N Doc, on a (v +p) (H,) =p(H,); de plus, les
poids de C{v} ® E{p) sont les v + A, ou A parcourt les poids de E(p), donc sont
de la forme v + p — 6, avec 8 e 6(X,) (VIIL, § 6, n° 2, lemme 2).

On en conclut que le g-module C(v) ® E(p) est de dimension finie si et seulement
si(v + p) (H,) est entier positif pour toute racine simple o, et que ses poids appar-
tiennent & §(X(T)) si et seulement si v + p appartient a §(X(T)). La conjonction
de ces deux conditions signifie que v + p appartient a 6(X, ,); dans ce cas, v +
est le plus grand poids de C(v) ® E(u). On a donc construit pour tout élément
dominant A de X(T) une représentation irréductible de G dont A est le plus grand
poids, et obtenu ainsi, a équivalence prés, toutes les représentations irréductibles
de G. Comme les vecteurs de poids v + p dans C(v) ® E(u) forment un sous-
espace de dimension 1, on a ainsi achevé la démonstration.

COROLLAIRE. — Le groupe G posséde une représentation linéaire fidéle (de dimension
finie).

Observons d’abord que tout élément de X(T) est égal a la différence de deux
éléments dominants : plus précisément, soit w un élémentde X, , telque (w, K,> >0
pour toute racine simple « ; pour tout A € X(T), il existe un entier positif n tel qu’on
ait <A + nw, K,> 2 0 pour toute racine simple o, c’est-a-dire (n° 1, lemme 1)
A+ noeX,,.

Par conséquent, il existe une famille finie (X,),, d’éléments de X, , engendrant
le Z-module X(T). Pour i €1, soit t; une représentation irréductible de G de plus
grand poids A; (th. 1); soit T la représentation somme directe des t;. Par construc-
tion I'ensemble P(t, T) des poids de t (relativement & T) engendre le Z-module
X(T). 1l résulte alors de la prop. 6 du § 4, n° 3, que 'homomorphisme T est injectif,
d’ou le corollaire.

Remarques. — 1) Soit i, la sous-algébre de g¢ somme des g* pour o > 0. Soient
1:G — GL(V) une représentation irréductible, A € X, , son plus grand poids et
1" :gc — gl(V) la représentation déduite de 1. Alors V,(T) est le sous-espace formé
des vecteurs v de V tels que tv'(x) v = 0 pour tout xen,.



No 2 REPRESENTATIONS DES GROUPES DE LIE COMPACTS LIE IX.69

Cela résulte en effet de I'énoncé correspondant pour les ge-modules C{v) ® E(n)
(VIIL, § 6, n° 2, prop. 3).

2) Soit @(G) lalgebre des fonctions représentatives continues de G a valeurs
dans C (A, VIII). On fait opérer G sur &(G) par translations a droite et & gauche.
Pour chaque A e X, ,, soit (V,, T,) une représentation irréductible de G de plus
grand poids X (th. 1), et (V¥ 1,) la représentation contragrédiente (ITL, § 3, n° 11);
alors d’aprés TS, la représentation de G x G dans ©(G) est isomorphe a la somme
directe, pour A parcourant X, ., des représentations (V, ® V¥ 1, ® 1,). On déduit
alors de la remarque 1 Pénoncé suivant : Soit he X, ,, et soit E, le sous-espace
vectoriel de ©(G) formé des fonctions représentatives continues [ sur G telles que
f(gt) = M) f(g) pour tout ge G et tout teT, et que frx = 0 pour tout

xen_ = @ g Alors E, est stable par les translations d gauche, et la représen-
<0
tation de G dans E, par translations a gauche est irréductible, de plus grand poids A.

3) Soit 1:G - GL(V) une représentation irréductible. Il existe un élément v de
X{(C(G)) tel que t(s) v = v(s) v pour s C(G), ve V : en effet 1(C(G)) est contenu
dans le commutant de ©(G), qui est égal a C*. 1y (A, VIIL § 3, n° 2, th. 1). Pour tout
poids A de 1, la restriction de A a C(G) est égale a v.

4) On généralise sans peine a la situation actuelle les définitions et énoncés de

< VIIL, § 7, n° 2 4 5; nous en laissons les détails au lecteur.

PROPOSITION 1. — Soit 1:G — GL(V) une représentation irréductible de G, de plus
grand poids ke X, .. Soit m lentier ) (A, K, >, et soit w, ['élément du groupe

aeR,

de Weyl tel que wo(R,) = R_ (VL § 1, n° 6, cor. 3 de la prop. 17). On est alors dans
Pun des trois cas suivants ;

a) wo(A) = — A et m est pair. Il existe alors une forme bilinéaire symétrique sépa-
rante sur V, invariante par G ; la représentation t est de type réel (Appendice II).

b) wo(A) # — A. Toute forme bilinéaire sur V invariante par G est nulle ; la repré-
sentation T est de type complexe (loc. cit).

¢) wo(A) = — A et m est impair. Il existe une forme bilinéaire alternée séparante
sur V invariante par G ; la représentation T est de type quaternionien (loc. cit.).

Si la restriction de v a C(G), West pas triviale, on est alors dans le cas b).

" Une forme bilinéaire B sur V est invariante par G si et seulement si elle est inva-
riante par g¢ (IT1, § 6, n° 5, cor. 3). Si G est semi-simple, la proposition résulte donc
de VIII, § 7, n° 5, prop. 12 et de la prop. 3 de I'Appendice I1.

Dans le cas général, posons C(G), = S, et identifions X(T/S) & un sous-groupe
de X(T) (stable par W). Si ©(S) = {1y}, T induit par passage au quotient une repré-
sentation 1" :G/S — GL(V), de plus grand poids A ; la proposition résulte dans ce
cas de ce qui précede, appliqué a G/S.

Supposons ©(S) # {1y }. Il existe un élément non nul v de X(S) tel que t(s) = v(s)y
pour tout s €S (remarque 3). Alors v est I'image de A par ’homomorphisme de
restriction X(T) — X(S); puisque W opere trivialement sur X(S), Iégalité
wo(A) = — A entrainerait v = — v, ce qui est impossible : on a donc wy(X) # — A.
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D’autre part, si B est une forme bilinéaire sur V, invariante par G, on a, pour X, y
dans V et s dans S,

B(v(s) x, v(s) y) = B(x, y) = v(s)’B(x, y)

ce qui entraine B = 0, d’ou la proposition.

Soit Sg(G) I'ensemble des classes de représentations continues irréductibles de G
dans des espaces vectoriels réels de dimension finie. La prop. 1 et les résultats de
I'Appendice II établissent une bijection @ : X, , /X — CSg(G), ou X désigne le sous-
groupe {1, — wy} de Aut(X(T)). Plus précisément, soit A e X, ,, et soit E, une
représentation de G de plus grand poids A ; on a

O({r, — woM)}) = Eymy si A # — wo(h) ousi Y <(ANK,>¢2Z,

aeR 4

O({r —weM)}) =E;, si A= —wyh) et > (AK,De2Z,

aeR +

ou E; est une R-structure sur E, invariante par G.

3. L’anneau R(G)

Soit R(G) l'anneau des représentations (continues dans des espaces vectoriels
complexes de dimension finie) de G (A, VIIL, § 10, n° 6). Si t est une représentaﬁon
de G, on note [1] sa classe dans R(G); si T et v’ sont deux représentations de G, on
a donc par définition

[+ =[er]
[l =[®].

Puisque toute représentation de G est semi-simple, le Z-module R(G) est libre
et admet comme base I'ensemble des classes de représentations irréductibles de G,
ensemble qui s’identifie & X, par le th. 1. L’application 1+ L(t),, induit un
homomorphisme d’anneaux [ de R(G) dans 'anneau Z#(g¢) des représentations de
ge (VII, § 7, n° 6).

Soit 1:G — GL(V) une représentation de G; considérons la graduation
(ViT))rexery du C-espace vectoriel V. On note Ch(V), ou Ch(z), le caractére de I'espace
vectoriel gradué V (VIIL, § 7, n° 7); si lon désigne par (€"),xr, 1a base canonique
de Talgébre Z[X(T)] = Z*™), on a par définition

Ch(t) = ¥ (dim V,(T)) &

reX(T)
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On définit ainsi (loc. cit.) un homomorphisme d’anneaux, encore noté Ch, de
R(G) dans Z[X(T)]. Si G est semi-simple, on a un diagramme commutatif

R(G) B Z[X(T)]

M 4o
R0~ Z[P)

ou P désigne le groupe des poids de R(gc, t¢), et & ’homomorphisme déduit de §.

Le groupe de Weyl W opére par automorphismes dans le groupe X(T), donc dans
Panneau Z[X(T)]. D’aprés la prop. 5 du § 4, n° 3, 'image de Ch est contenue dans
le sous-anneau Z[X(T)]¥ formé des éléments invariants par W.

PrROPOSITION 2. — L’homomorphisme Ch induit un isomorphisme de R(G) sur
Z[X(T)]V.

Pour L € X, ,, notons [A] la classe dans R{(G) de la représentation irréductible
de plus grand poids . Puisque la famille ([A]),x , , est une base du Z-module R(G),
il s’agit de démontrer I'assertion suivante :

La famille (Ch[A]y.x , , est une base du Z-module Z[X(T)]V.

Pour tout élément u = ) a,¢* de Z[X(T)], appelons termes maximaux de u les
A

a,é* tels que A soit un élément maximal de 'ensemble des p € X(T) avec a, # 0.
Le th. 1 implique que Ch[\A] posséde un unique terme maximal, 4 savoir €. La propo-
sition résulte donc du lemme suivant.

Lemme 3. — Pour chaque A€ X, ,, soit C, un élément de Z[X(T)]Y ayant pour
unique terme maximal ¢". Alors la famille (C, ), , , est une base de Z[X(T)]™.

La démonstration est identique a celle de la prop. 3de VL § 3,n° 4, en y remplagant
AparZ, Ppar X(T)et P n C par X, ..

Soit ®(G) (resp. O(T)) la C-algebre des fonctions représentatives continues sur G
(resp. T), et soit ZO(G) (resp. O(T)V) la sous-algébre formée de celles de ces fonctions -
qui sont centrales (resp. invariantes par W). L’application de restriction ®(G) — O(T)
mduit un homomorphisme d’anneaux r : ZO(G) — O(T)¥. D’autre part, I'application
qui & une représentation T associe son caractére (c’est-a-dire la fonction g > Tr 1(g))
se prolonge en un homomorphisme de C-algébres Tr:C ®, R(G) - ZO(G), qui,
d’aprés TS, est un isomorphisme. De méme, on déduit de Iinjection canonique
X(T) - O(T) un isomorphisme de C-algébres 1 :C[X(T)] —» O(T), qui induit un
isomorphisme 1 :C[X(T)]¥ — O(T)¥. Le diagramme

C ®,RG) & c[x(M)¥
(2) Trl Ll R
ZO(G) > O(T)V
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est commutatif : en effet pour toute représentation 1:G - GL(V)ettout te T on a

Trt() = Y (dim Vi(T)) M) = UCh 1) (1)
reX(T)
c’est-a-dire (ro Tr) [t] = (1o Ch) [1].
On déduit alors de la proposition le résultat suivant.

COROLLAIRE. — L’application de restriction r:ZO(G) ~ O(T)V est bijective.

4. La formule des caractéres

Dans ce numéro, on note le groupe X(T) multiplicativement, et on considere
ses éléments comme des fonctions sur T a valeurs complexes. On suppose que I’élément
p de X(T) ® Q appartient a X(T).

On désigne par L%(T) Iespace hilbertien des classes de fonctions complexes de
carré intégrable sur T, et par @(T) le sous-espace formé des fonctions représentatives
continues. D’aprés TS, X(T) est une base orthonormale de L*(T) et une base algé-
brique de ©(T).

Pour fe L*T) et w € W, on note *fT'élément de L?(T) défini par ¥/ () = f(w ™ '(¢));
pour A € X(T), on a donc A = w(A). On note £ :W — {1, — 1} la signature (unique

homomorphisme tel que &(s) = — 1 pour toute réflexion s); pour f'e L*(T), on pose
) =2 ew)f.
weW

Sik e X, ., les caractéres (Ap) sont tous distincts ; il suffit en effet de prouver quon a
Y(Ap) # Ap pour tout w # 1; or cela résulte du lemme 1 (n° 1) et de ce quon a
{Ap, Ky > =<K, > + 1 >0 pour toute racine positive o. Par conséquent :

1I(p)|? = Card(W) = w(G).

On dit qu'un élément f'e L*(T) est anti-invariant si *f = g(w) f pour tout w e W
N . 1 ,
(C’est-a-dire si’f = — fpour toute réflexion s). Montrons que WG J est le projecteur
orthogonal de L*(T) sur le sous-espace des éléments anti-invariants. En effet, soient

f.f dans L*(T), avec f* anti-invariant ; alors J( f) est anti-invariant et 'on a

SIS = ZWE(WKfZ = Zw<wf’, ">
= ZW L1 =wG LSS -

PROPOSITION 3. — Les éléments J(Ap)A/W(G), pour A € X ;- , , forment une base ortho-
normale du sous-espace des éléments anti-invariants de L*(T), et une base algébrique
du sous-espace des éléments anti-invariants de ©(T).

La démonstration est identique a celle de VI, § 3, n° 3, prop. 1.
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D’apres VI, loc. cit., prop. 2, on a

3) Jp) =p II)(I-— a )y =p7! II)(a - 1),
donc
4) IPIp) =] —1).

o

D’aprés le cor. 2 au th. 1 (§ 6, n° 2), on en déduit :

Lemme 4. — Si @ et y sont deux fonctions continues centrales sur G, on a
- 1 —_
(9) Vig) dg = —f o(6) J(p) (1))-(W(®) Jp) (1)) dt .
L¢g 9)dg w(G)T( ( p) (1)

Pour tout A e X, ., notons y, le caractére d’une représentation irréductible
de G de plus grand poids A.

THEOREME 2 (H. Weyl). — Pour tout e X, ., on a J(p).x,|T = J(hp).

La fonction J(p).y,|T est anti-invariante par W, et est combinaison linéaire a
coefficients entiers des éléments de X(T). D’aprés VL, § 3, n° 3, prop. 1, elle s’écrit donc
D a,J(up), ou pu parcourt X, , , et ou les a, sont entiers et tous nuls sauf un nombre
p

fini d’entre eux ; puisque J Ixa(9)|?dg = L(TS), il résulte de la prop. 3 et du lemme 4
G

que 'on a ) (a,)* = 1; les a, sont donc tous nuls, sauf I'un d’entre eux qui vaut 1

n
ou — 1. Mais le coeflicient de A dans y, | T vaut 1 (th. 1), donc le coefficient de Ap dans
J(p)- 2T vaut 1 (VL § 3, n° 3, remarque 2), ce qui implique a,, = 1, d’ot le théoréme.

COROLLAIRE 1. — Avec les notations du n° 3, on a dans Z[X(T)]

(> e(w)e*®) Ch[A] = > &(w)e* ™ pour tout AeX, . .

weWw weW

Cela résulte du théoréme et de la commutativité du diagramme (2) (n° 3).
COROLLAIRE 2. — Pour tout A € X, , et tout élément régulier t de T, on a

> &(w) Mwe) p(we)
5 0wl = S o) p(wt)

w

ot les deux sommations sont étendues aux éléments w de W.
En effet, J(p) () n’est pas nul, puisque ¢ est régulier (formule (4)).

Si ¢ est une fonction centrale sur G, la restriction de ¢ a T est invariante par W,
donc J(p).@|T est anti-invariante par W. Par ailleurs, d’apres TS et le th. 1, la famille
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(Xahex , . €st une base algébrique de I'espace des fonctions représentatives centrales
sur G et une base orthonormale de 'espace ZL*(G) des classes de fonctions centrales
de carré intégrable sur G.

On déduit donc de la prop. 3 et du th. 2 :

COROLLAIRE 3. — L’application qui, a chaque fonction continue centrale ¢ sur G,
associe la fonction w(G)~ 2J(p) (¢|T) induit un isomorphisme de I’espace des fonctions
représentatives centrales sur G sur I'espace des éléments anti-invariants de O(T);
elle se prolonge par continuité en un isomorphisme d’espaces hilbertiens de Z1*(G)
sur le sous-espace des éléments anti-invariants de L*(T).

COROLLAIRE 4. — Soit ¢ une fonction continue centrale sur G. On a

J 1:.(9) 0(g) dg = J A0 TT (1 = o)™ ) ole) dt = J Ap(0). () J(p) (1) dt .

>0

En effet, d’aprés le lemme 4 et le th. 2, on a
J 1.(9) ¢(g) dg = ! f X () 3(p) (1) (o(t) J(p) (1)) dt
. w(G)

- J TP 0(0) J(p) (1) di

Mais la fonction ¢ > @(t) J(p) (t) est anti-invariante et ——= J(Ap) est la projection

(G)
orthogonale de Ap sur le sous-espace des éléments anti-invariants de L*(T), donc

;;(IG—) J I(p) () (1) J(p) (1) dt = j (1) @(t) I(p) (¢) dt ;

enfin, d’aprés la formule (3), on a g(z) J(p) (t) = [] (1 — a()™ "), d’ou le corollaire.

a>0

Remarques. — 1) Pour tout w e W, posons p,, = *p/p;on a

(6) Yewp,=[[(1-aH=p?[[@-1.

w a> 0 a>0

Si r est un élément régulier de T, on tire de (5)

2 8W) MO ) Y e(w) "M po(D)

@ 00 = S T O

w a>0
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Notons que p,, est combinaison liné€aire a coefficients entiers de racines, donc appar-
tient a X(T) méme si 'on ne suppose pas p € X(T). Il en résulte que la formule (7)
est valable sans 'hypothése p € X(T) : on peut en effet pour la démontrer remplacer G
par un revétement connexe convenable, et on est ramené au cor. 2.

2) De méme, la premicre égalité du cor. 4 reste valable sans 'hypothése p € X(T).

3) On peut déduire le th. 2 de ’énoncé infinitésimal analogue (VIIL § 9, n° 1, th. 1);
c’est le cas également pour le th. 3 du numéro suivant (qui est 'analogue du th. 2
de loc. cit., n° 2).

5. Degré des représentations irréductibles

On revient a la notation additive pour le groupe X(T) et on ne suppose plus que p
appartienne a X(T).

THEOREME 3. — La dimension de Uespace d’une représentation irréductible de G de
plus grand poids ) est donnée par

(Ah+p. K,
e) = —_—
R R
Posons y = 4 > K, dou 8(at) (y) = 2ni pour toute racine simple o (VI, § 1,

a>0

n° 10, prop. 29). La droite Ry n’est contenue dans aucun des hyperplans Ker 6(c),
donc exp(zy) est un élément régulier de G pour tout z € R* assez petit; pour tout
peX(T) et tout zeR, on a

J(w) (exp(zy)) = Y. e(w) WO

weW
Admettons provisoirement le lemme suivant :

Lemme 5.— On a
J(w) (exp(zy)) = €W T (1 — e~ W&,

a>0
Lafonction J{p) (exp(zy)) est donc le produit d’une fonction qui tend vers 1 lorsque z
tend vers O et de

N1 s (K = Criz)™ || <m, K, >

a>0 a>0

ouN = Card R, . _
Supposons d’abord p € X(T); appliquant alors le cor. 2 au th. 2, on voit que,
lorsque z tend vers O, y,(zy) tend vers

H<X+QKQ/H<QK0,

a>0 a>0

d’ot le théoréme en ce cas.
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Dans le cas général, il suffit de remarquer qu’on peut toujours, pour démontrer
le th. 3, remplacer G par un revétement connexe convenable, et se réduire ainsi au
cas précédent.

Démontrons maintenant le lemme 5. Soit z e C; notons ¢, l'application de t
dans la C-algébre App(X(T), C) des applications de X(T) dans C, qui & H €t associe
I'application

@,(H):p— plexp zH) = W)

On a ¢, (H + H) = ¢,(H) ¢,(H"), de sorte qu’il existe un homomorphisme
d’anneaux

V. :Z[t] > App(X(T), C)

tel que y,(e) (p) = €W Dlautre part, d’aprés VI, § 3, n° 3, prop. 2, on a dans
Z[t} 1a relation
Y oewye =& [[ (1 — e %),

weW a>0

Appliquant 'homomorphisme Vs, en tenant compte de I'égalité
\l/z(eWY) (H) = PWwy) — ezB(w*‘u)(v)’

on en déduit la formule annoncée.

COROLLAIRE 1.— Soit || || une norme sur X(T) ® R. Pour tout L € X, soit d()) la
dimension de I'espace d’une représentation irréductible de G de plus grand poids \.
a) Ona sup dQ)/|r + plIN < o, 00 N = 1/2 (dim G — dim T).
reX o+

b) Si G est semi-simple, on a inf d())/|x + p|l > 0.

reX g 4
a) Pour tout a e R, , il existe A, > 0 avec [ L + p, K,>| < A, |2 + p]|, dou
dAIn + pl™ < T A p. K, >

a>0
b) Supposons G semi-simple, notons B, ..., B, les racines simples et posons
N; = K3 .Ona

r 7\‘ 9Ni r
a0y > [T B2~ ] N

comme { A+ p,N;> = {p,N;> =1, cela implique

d(A) = sup| {h +p, N> .

Si G est semi-simple, x — sup |< x, N; )| est une norme sur X(T) ® R, nécessairement
équivalente a la norme donnée, d’ou b).
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COROLLAIRE 2. — Supposons G semi-simple; soit d un entier. L’ensemble des classes
de représentations de G de dimension < d est fini.

Le cor. 1, b) entraine que I'ensemble X, des éléments A de X, . tels que d(A) < d
est fini. Pour tout A dans X, soit V, une représentation irréductible de plus grand
poids A ; toute représentation de dimension < d est isomorphe a une somme directe

Vi, avecn, < d, d’ou le corollaire.
reX *
€Xq

6. Eléments de Casimir

D’aprés la prop. 3 du § 1, n° 3, il existe sur g des formes bilinéaires symétriques
négatives, séparantes et invariantes par Ad(G) (si G est semi-simple, on peut par
exemple prendre la forme de Killing de g). Soit F une telle forme. Rappelons (I,
§ 3, n° 7) qu'on appelle élément de Casimir associ¢ a F I'élément T" du centre de
lalgébre enveloppante U(g) tel que pour toute base (¢;) de g satisfaisant a
Fle, e) = — &, on ait T' = — 3 ¢

On appellera dans la suite de ce chapitre éléments de Casimir de G les éléments de
U(q) obtenus ainsi a partir des formes bilinéaires symétriques invariantes séparantes
et négatives sur g. Si I" est un élément de Casimir de G et 1 : G — GL(V) une repré-
sentation irréductible de G, alors 'endomorphisme I'y de V est une homothétie
(A, VIIL, § 3, n° 2, th. 1), dont nous noterons I'(t) le rapport.

PROPOSITION 4. — Soit I un élément de Casimir de G.

a) Si t est une représentation irréductible de G, T'(t) est réel et positif. Si t nest
pas la représentation unité, on a méme 1 '(t) > 0.

by Il existe une forme quadratique Q. sur X(T) ® R, et une seule, telle que, pour
toute représentation irréductible T de G, on ait

I'(@) = Qe(x + p) — Qrlp),

ot A est le plus grand poids de t. La forme Qr est positive, séparante et invariante par W.

Soit F une forme bilinéaire symétrique négative et séparante sur g définissant T,
Soit 1:G — GL(V) une représentation irréductible de G ; soient { , > un produit
scalaire hilbertien sur V invariant par G (§ 1, n° 1), et (¢;) une base de g telle que
Fle;, e;) = — §;; Alors, pour tout élément v de V non invariant par G, on a

1

F@) (o, 0y = (0, IVE) ) = = R (o laRe) = 2, <o (eiledye)
= Z <(ei)VU:(ei)Vv> >0 ,

d’ou a).
Soit B la forme inverse sur t¢ de la restriction a i, de la forme bilinéaire sur g¢
déduite de F par extension des scalaires. D’aprés le corollaire a la prop. 7 de VIII,
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§6,n°4,ona ' I(r) = B(8(L), 8(X + 2 p)). Etendons § : X(T) — t¥ en une application
R-linéaire de X(T) ® R dans t§ et soit Qr la forme quadratique x — B(8(x), 8(x))
sur X(T) ® R ; elle est séparante et invariante par W, et on a

F() = B + p), 3( + p)) — B(3(p), 8(p)) = Qr(h + p) — Qr(p).

Montrons maintenant que la forme Q- est positive. En effet, si x € X(T) ® R, I'élément
d(x) de t& prend des valeurs imaginaires pures sur t, donc des valeurs réelles sur it ;
on conclut en remarquant que, pour yeit, on a F(y, y) = 0.

Il nous reste a prouver I'assertion d’unicité de b). Soit Q une forme quadratique
sur X(T) ® R satisfaisant a la condition exigée, et soit @ (resp. @y ) la forme bilinéaire
associée a Q (resp. Qp).-Pour A, pe X(T), ,, on a

D0, p) = (QA + p + p) — Qp)) — (QAA + p) — Q(p)) — (Q + p) — Q(p))
= CDI‘O‘@ IJ-) .

Comme X(T), . engendre le R-espace vectoriel X(T) ® R, on a donc ® = @, d’ou
Q=0Qr

Remarque. — Soit x € g. 1 existe un nombre réel strictement positif A tel que, pour
toute représentation irréductible T : G — GL(V) et toute structure hilbertienne sur V
invariante par G, on ait

L) (0)]* < A.T(r).

En effet, avec les notations de la démonstration précédente, on peut choisir la
base (e;) de g de fagcon que x = ae¢,, a € R. Alors, pourve V,ona

Cxvt, xyv) = lal (egv, eqv) < laP T(@) (v, 0)

§ 8. TRANSFORMATION DE FOURIER
On conserve les notations et conventions du paragraphe précédent.

1. Transformées de Fourier des fonctions intégrables

Dans ce numéro, on rappelle des définitions et résultats de TS 2.
Notons G T'ensemble des classes de représentations irréductibles de G (dans des
espaces vectoriels complexes de dimension finie). Pour tout # € G, notons E, I'espace

! La démonstration de loc. cit., qui n’est énoncée que pour les algébres de Lie semi-simples
déployées, est valable directement dans le cas des algébres réductives déployées.

2 Voir note !, § 7, p. 66.
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de u et d(u) sa dimension. Il existe des formes hermitiennes positives séparantes
sur E, invariantes pour u, et deux telles formes sont proportionnelles. On note
A* (resp. |A| ) l'adjoint (resp. la norme) d’un élément A de End(E,) relativement
a I'une quelconque de ces formes ; pour tout g € G, on a u(g)* = u(g)™* = u(g™1)
et |u(g)]. = 1; pour tout x €g, on a u(x)* = — u(x) = u(— x).

On munit End(E,) de la structure d’espace hilbertien pour laquelle le produit
scalaire est

(D (AIB) = d(u) Tr(A*B) = d(u) Tr(BA*),
et on pose

2) 1Al = CAIAYY2 = (d(u) Tr(A*A))'2 .
On a

() Jdw) Al < |Al; < d@w) Al ,
donc

4 K A|B>| ) Al 1Bl -

Pour tout g € G, on a ||lu(g)||, = d(u).
Notons F(G) lalgébre[] End(E,). On note L*(G) la somme hilbertienne des
uGG
espaces hilbertiens End(E,); cest 'espace des familles A = (A,) € F(G) telles que
> A3 < co, muni du produit scalaire

u

(5 CAIBY = ) (A,B,> = ) d(u) Tr(A}B,).
ucG ueG
On note encore || ||, la norme hilbertienne sur L*G), de sorte quon a

JAIZ = 3 IAl3 pour A e L¥(G).
ueG

Si f est une fonction complexe intégrable sur G, on pose pour tout u € G,
© (f) = J f(g) ulg) dg < End(E,).
G

Ona |u(f)., < j |/(g)| dg = |l f1l,. On appelle cotransformée de Fourier de f et on
note F(f) la famille (1(fMNues € F(G). Si f e L3(G), on a
1113 = Y, CaDlu(H)> = [FI3

ueG
G

de sorte que J induit une application linéaire isométrique de I'espace hilbertien
L2(G) dans I'espace hilbertien L*(G) : autrement dit pour f et f' dans L*(G), on a

@ f 7@ £19)dg = CFUIF = T, dla) Tl /7).
G
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Pour f et f" dans L}(G), le produit de convolution f * f’ de f et f” est défini par
(f=f)(h) = J flhg™") f'(g) dg = f flg) f'(g™'h) dg
G G

{'intégrale ayant un sens pour presque tout s € G).
Ona f* f e LY(G) et, pour tout u € G, u(f * f') = u(f) u(f’), donc

(8) FUf)=F()FU).

Inversement, soit A = (A,),.s un élément de F(G); pour tout ue G, soit F,A
la fonction (analytique) sur G définie par

© (F.A) (9) = <u(@)A,> = d(u) Tr(Au(g)™").

Si A € L¥(G), la famille (¥ ,A),.¢ est sommable dans L%(G); on appelle alors trans-
formée de Fourier de A, et on note Z (A), la somme de cette famille. Les applications
F et F sont des isomorphismes réciproques entre les espaces hilbertiens L*(G) et
L3(G).

En d’autres termes :

PROPOSITION 1. — Toute fonction complexe f de carré intégrable sur G est somme
dans I’espace hilbertien L*(G) de la famille (f.),.c;» ot pour tout h € G et tout u € G,
ona

(10)  fu(h) = <u(W)u(f))> = d(u) j f(g) Tr (w(gh™")) dg =d(u) [f(gh) Tr (u(g)) dg -
G 4G

Choisissons pour tout u € G une base orthonormale B, de E,, et notons (ui;(9))
la matrice de u(g) dans cette base. La prop. 1 signifie aussi que la famille des fonctions
V A(u) uy;, pour u dans G et i, j dans B, est une base orthonormale de Tespace L*(G).

Si f est une fonction intégrable sur G telle que la famille ( f,) soit uniformément
sommable, alors la somme de cette famille est une fonction continue, qui coincide
presque partout avec f; en d’autres termes, si on suppose en outre f continue, on a
pourtouthe G

(1) ) = ¥, daa j F(gh) Tr(u(g)) dg -

Inversement, soit A € F(G); si la famille (7,A),.¢ est uniformément sommable,
alors la fonction .

g2 FA)(g) = ZG d(u) Tr(A,u(g) ")

ueG

est une fonction continue sur G, dont A est la cotransformée de Fourier.
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Soit f une fonction intégrable sur G, et soit s € G. Notons y(s) f et 8(s) f les
fonctions sur G définies par y(s) f = g, f, 8(s) f = [ *&,-.1, Cest-a-dire

() ) (9) = fis™" 9), (3(s) f)(9) = f(gs) pour geG,
(IIL § 3,n° 4 et INT, VIL § 1, n° 1). On a

u(y(s) f) = j fis™'g) u(g)dg = f f(g) u(sg) dg ,
G G

donc

(12) u(y(s) f) = uls) u(f),
et de méme,

(13) u@®(s™1) f) = u(f) us).

Lorsque G est commutatif, G est I'ensemble sous-jacent au groupe dual de G
(TS, IL § 1, n° 1), on a d(u) = 1 pour tout u € G, et on retrouve les définitions de la
transformation de Fourier données en TS, I1.

2. Transformées de Fourier des fonctions indéfiniment dérivables

Rappelons (I11, § 3, n° 1, déf. 2) qu’on note U(G) l'algébre des distributions sur G

a support contenu dans {e}. L’injection canonique de g dans U(G) se prolonge en un

. isomorphisme de Palgébre enveloppante de I'algébre de Lie g sur U(G) (loc. cit.,

n® 7, prop. 25) ; nous identifierons dans la suite ces deux algébres par cet isomorphisme.

Si f est une fonction complexe indéfiniment dérivable sur G et si t € U(G), on note
L.f et R,f les fonctions sur G définies par

Lflg) = <egx 6. />, Rf(g) =<txg,f >
(cf- loc. cit, n® 6). On a pour tout g € G,

Lioy(g) = v(g)oL,, R,08(g) =0(g)oR,.

Soitu € G ; notons E, 'espace de u. Le morphisme de groupes de Lieu :G - GL(E,)
donne par dérivation un homomorphisme d’algébres de Lie (réelles) g — End(E,),
d’ot un homomorphisme d’algébres, encore noté u, de U(G) dans End(E,). Si
t € U(G) et si f est une fonction indéfiniment dérivabie sur G, on a

(14) wlyf) = u(f)u(t”), uRf) = ut”)u(f),

ou t" désigne I'image de ¢ par I'anti-automorphisme principal de U(G) (L, § 2, n° 4);
en effet il suffit de le vérifier pour ¢ € g, auquel cas cela résulte par dérivation des
formules (12) et (13) (¢f- I1L, § 3, n° 7, prop. 27).
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Pour tout u € G, notons Au) le plus grand poids de u (§ 7, n° 2, th. 1), de sorte que
u— Au) est une application bijective de G dans Pensemble X, , des éléments
dominants de X(T).

Soit T' € U(G) un élément de Casimir de G (§ 7, n° 6); pour tout u € G, 'endo-
morphisme u(I") de E, est une homothétie, dont nous noterons I'(u) le rapport,
d’ou une application u +— I'(1) de G dans C.

Si @ et \ sont deuix fonctions a valeurs réelles positives sur G, on note « QR
ou « @(u) < Y(u)» la relation «il existe M > 0 tel que @(u) < M\[J(u) pour tout
ue G »; Cest une relation de préordre sur I'ensemble des fonctions sur G & valeurs
réelles posmves.

PROPOSITION 2. — Soient m v+ ||m| une norme sur le R-espace vectoriel R ® X(T)
et I un élément de Casimir de G. Soit ¢ une fonction sur G a valeurs réelles positives.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1! existe un entier n > 0 tel que o(u) < (||Mu)]| + 1)" (resp. pour tout entier
n >0, 0na o) < (@I + 1)) i

(i) Il existe un entier n > 0 tel que o(u) < (I'(u) + 1)* (resp. pour tout entier
n >0, ona(p(u)<(l~“(u) + 7).

b) Si G est semi-simple, les conditions (i) et (i) ci-dessus équivalent aussi a :

(ii) Il existe un entier n > 0 tel que o(u) < d(u)* (resp. pour tout entier n > 0,
on a o(u) < d(u)™").

Notons d’abord que la condition (i) est évidemment indépendante de la norme
choisie. On peut donc prendre pour norme celle qui est définie par la forme quadra-
tique Qr associ¢e a I' (§ 7, n° 6, prop. 4). On a alors

0 < T'w) = [|Mw) + pl? ~ Ipll?,

donc I'(w) + 1 < (IMw)ll + 1) < T(w) + 1, dou a).
Par ailleurs, si G est semi- 31mple ona(§7,n°5 cor. 1 au th 3)

M) + pfl < dw) < |Mw) + pN, ou N =1/2(dimG — dimT),

donc |Mu)| + 1 < d(w) < (1M + DN, d'ou b).

Il résulte de la prop. 2 que la condition (i) est indépendante du tore maximal,
de la chambre, et de la norme choisis, et que la condition (ii) est indépendante de
I'élément de Casimir choisi. Une fonction ¢ satisfaisant aux conditions (i) et (ii)
est dite a croissance modérée (resp. & décroissance rapide). Le produit de deux fonctions
& croissance modérée est a croissance modérée ; le produit d’une fonction a crois-
sance modérée par une fonction a décroissance rapide est a décroissance rapide.
Si ¢ est a décroissance rapide, la famille (o(u)),.q est sommable.

Exemples. — La fonction u — d(u) est a croissance modérée (§ 7, n° 5, cor. 1 au th. 3);
pour toute norme || || sur R ® X(T), la fonction u > [|A(u)] esta croissance modérée.
Pour tout élément de Casimir I, la fonction u+— I'(1) est & croissance modérée ;
plus généralement :
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PROPOSITION 3. — Pour tout te U(G), les fonctions u |u(t)|., et ur [lu(®)],

sont a croissance modérée sur G.

Puisque le produit de deux fonctions a croissance modérée est a croissance modé-
rée, il suffit de le démontrer lorsque ¢ € g ; dans ce cas 'assertion résulte de la remarque
du § 7, n° 6 et de I'inégalité

Ju@)] < dw) [u@)].. -

THEOREME 1. — a) Soit f une fonction complexe indéfiniment dérivable sur G. Alors la
famille (f,).ec:, ot f,(g) = {u(g)|u(f)), est uniformément sommable sur G, et on a
pour tout he G

flh) = Z(;; Cuu(f)> = ZGd(u) J(9) Tr(u(gh™ ") dg .

b) Soit f une fonction intégrable sur G ; pour que f soit presque partout égale d une
Jonction indéfiniment dérivable, il faut et il suffit que la fonction u Hu(f)”00 soit a
décroissance rapide sur G.

Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur G, et soit I un élément de Casimir
pour G ; d’aprés la formule (14), on a pour tout entier n > 0

C(uyu(f) = u(f) w(Cy = w((LrYf),
et par conséquent

(15). Ty JJu(f)]. < @y < sup ((Lryf) (9)] 5

la fonction u — |u(f)|. est donc bien & décroissance rapide.

Inversement, soit A = (A,),.c; un ¢lément de F(G) tel que la fonction u— Al
soit a décroissance rapide. Posons f,(g) = <u(g)|A,>; la fonction g — f,(g) est
analytique, donc indéfiniment dérivable. Pour tout x € g, on a d’aprés II1, § 3, n° 7,
prop. 27 :

(Lof) (9) = ulg) u(x)]A, > .

Soit t € U(G); d’aprés la formule précédente, on a
(Lif) (9) = {ulg) u(®)A,>
et par suite
(L) (@)]= < ulg) u()|A, >‘|_< dW)?[ () | o | 4(9) ] oo 1 Aull oo =a(w)? ] () llao 1 Aull o

La fonction u > sup’|(L,f,) (g9)| est donc a décroissance rapide, puisque d(u) et

g9
| ()]}, sont & croissance modérée (prop. 3) et || A, |, & décroissance rapide ; la famille
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(L,f,)ueq; st donc uniformément sommable. On en déduit * que la somme de la
famille (f,) est une fonction indéfiniment dérivable sur G, dont la cotransformée de
Fourier est (A,), d’ou le théoréme.

Notons #(G) le sous-espace vectoriel de L3(G) formé des familles A = (A, )i
telles que l1a fonction u +— .|| A || soit & décroissance rapide sur G. Il résulte du théo-
réme que les applications Z :fi— (u(f))es et F A ) <u(g)lA,> induisent

des isomorphismes réciproques entre les espaces vectoriels complexes € ©(G ; C)
et % (G). Munissons I'espace % (G ; C) de la topologie de la C*-convergence uni-

forme (§ 6, n° 4) qui peut étre définie par la famille des semi-normes f+— sup|L,f(g)]
9eG
pour t € U(G), et I'espace & (G) de la topologie définie par la suite des semi-normes

po:Arsup (I"(u) + 1yIA,l,. La formule (15) de la démonstration précédente
HEG

entraine que & est continue. Soient t € U(G), A = (A,),.¢ un élément de ¥ (G);

posons f,(g) = {u(g)|A,>. Soit p un entier tel que Z Tw)y =M < o0. D’aprés
ueG

la démonstration précédente, il existe un entier positif m tel qu’on ait, pour tout g € G,
|(Lf) ()] < dw) ()] 1Al < m(1 4+ D@) T~ " Aul
d’ou |(L,#(A)) (9)| < mMp,,(A); ceci prouve que F est continue. Par conséquent :

COROLLAIRE. — Les applications F : f > (u(f)),ee; €t F A+ % Lulg)|A,> indui-

sent des isomorphismes réciproques entre les espaces vectoriels topologiques € (G ; C)

et & (G).

3. Transformées de Fourier des fonctions centrales

Pour tout u € G, notons ¥, le caractére de u; on a donc

(16) Xlg) = Tr(u(g)), (GeG).

Rappelons (TS) les formules
17) XX, =0 (wveG,u+#uv)

(18) Xu* X = 55 X ueG).

! Cela résulte de ce que I'espace € ©(G; C), muni de la topologie de la C®-convergence
uniforme (§ 6, n° 4), est complet.
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Pour tout u € G, notons &, lapplication identique de E,. Rappelons (§ 7, n® 4)
qu'on note ZL*(G) le sous-espace de L?(G) formé des classes de fonctions f qui sont
centrales, C'est-a-dire telles que fo Int s = fpour tout s € G, ou de maniére équiva-
lente y(s) f = 8(s~ ') f pour tout s € G.

PROPOSITION 4. — Soit f € LX(G). Pour que f soit centrale, il faut et il suffit que u(f)
soit une homothétie pour tout u € G. On a alors

(19) = g5 | 000

Draprés la prop. 1(n° 1), dire que f est centrale signifie qu’on a u(y(s) /) = u(8(s™ 1) /)
pour tout se G et tout ue G; mais cela s’écrit aussi u(s) u(f) = u(f) u(s) pour
tout s € G et tout u € G (formules (12) et (13)), d’oui la premiére assertion de la prop. 4
(lemme de Schur). Si u(f) est une homothétie, on a u(f) = A.g, avec

1 1 A 1 :
Ay = MTr (u‘(f)) =7 L f(g) Tr (u(g)) dg = W L 9) xg) dg

Pour f € ZL*(G), on a par conséquent

(20) u(f) = L g5 -
donc
20 FU) = < d(u)>uec
avec
1503 =§ R f> Z|<x 1

Inversement, si ¢ est une fonction complexe de carré intégrable sur G, alors I'élément

(déu; € ) de F(G) appartient 2 L%(G), et on a (formule (9))
<J~ (‘géu)) ))( ) = d(u) Tr<(ZE ))a u(g)” > o) X.(9)
donc

e 7((Sis)) = 3, o0
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Notons que les formules (20) et (21) donnent en particulier pour u, v dans G

(23) u(x,) =0 si u#v,
24) uly,) = I )eEnd(Eu)
(25) Fow = 75

PROPOSITION 5. — Soit f une fonction continue centrale sur G. Pour que f soit.indé-
finiment dérivable, il faut et il suffit que la fonction u v |{ XulSD| soit a décroissance
rapide sur G ; on a alors pour tout g € G

flg) = ; xS %l9) -

Drapres le th. 1, b), la fonction f est indéfiniment dérivable si et seulement si la
fonction u > || u(f)| ,, est & décroissance rapide ; mais d’aprés (20), on a

4Pl = 75147

d’ou la premiére assertion, puisque les fonctions d(u) et —— sont a croissance modérée.

d()

Supposons findéfiniment dérivable ; alors d’apres le th. 1, a), on a pour tout g € G,

flg) = %J‘L(g), ol

flg) = {ul@)lu(f)> = d(u) Tr(u(g)™'.u(f)) = d(u) Tl(u REAID X )>
= (Ll Te(u(g)™") = Oulf> xu9) -

Donc f(g) = 3, N> x.(g) ; mais, pour tout u e G, la représentation contragré-

ueG
diente «’ de u satisfait 4%, = %o et Papplication u — u’ est une permutation de G ;
on a donc aussi f(g Z {tul £ xu(g), d’ou 1a proposition.

ueG

COROLLAIRE . — Soit f une fonction continue centrale sur G. Pour que f soit indéfini-
ment dérivable, il faut et il suffit que la restriction de f a T soit indéfiniment dérivable.
En effet, d’aprés le cor. 4 du § 7, n° 4, on a

a>0

Al £ =j Mu) () @) dt, ou o) = [] (1 —a®)™)f(O).

! On plonge End(E,) dans le produit F(G) = [] End(E,) en associant a tout A € End(E,)
UGG
la famille (A,),.q telleque A, = Aet A, = Opourv # u.
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Si f|T est indéfiniment dérivable, ¢ I'est aussi ; ’aprés la prop. 5, appliquée au groupe
T, la fonction p — J u(®) ¢(t) desur T = X(T)est alors & décroissance rapide, etil en
T

est de méme de la fonction u +— {y,| > ; la fonction fest donc indéfiniment dérivable
(prop. 5). La réciproque est évidente.

4. Fonctions centrales sur G et fonctions sur T

Notons € (G) I'espace des fonctions continues complexes sur G et € “(G) le sous-
espace des fonctions indéfiniment dérivables. On a donc une suite d’inclusions

O(G) = €°(G) = 4(G) = L¥G).

Notons ZO(G), Z€ *(G), Z#(G), ZL*(G) respectivement les sous-espaces formés
des fonctions centrales dans ces divers espaces. Introduisons de méme les espaces
O(T), € °(T), 4(T) et L%(T) ; pour tout espace E de cette liste, notons E¥ (resp. E™%)
le sous-espace formé des éléments invariants (resp. anti-invariants) pour l'action du
groupe W. On a un diagramme commutatif

Z%(G) = ¢(T)V
76°(G) = ¢(T)V

Z6(G)—> &(T)"

ou les fléches verticales représentent les injections canoniques, et ou les applications
a,, a,,, ag sont induites par I'application de restriction de % (G) dans % (T).

Les applications a,, a,,, ag sont bijectives (§ 2, n® 5, cor. 1 a la prop. 5, § 8, n° 3,
cor.ala prop. 5, et§ 7, n° 3, cor. a la prop. 2).

Supposons maintenant que la demi-somme p des racines positives appartienne
a X(T) et considérons I'application b qui & chaque fonction continue ¢ sur T associe
@.J(p). On a un diagramme commutatif

ZL*(G) z » LX(T)" W

Z6(G) . KTV b €(T)" W

Z6(G) 2> G(T)¥ — 2> §=(T) ¥

1

Z0(G) —&— T —2> ()" ¥

ot les fléches verticales sont les inclusions canoniques, les applications b,, b, bg sont
induites par b, et ot u prolonge b, o a, par continuité (§ 7, n° 4, cor. 3 au th. 2). Les
applications u et bg sont bijectives (loc. cit.); il en est de méme pour b, (exérc. 5);
en revanche, b, n’est pas en général surjective (exerc. 6).
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§9. OPERATIONS DES GROUPES DE LIE COMPACTS
SUR LES VARIETES

Dans ce paragraphe, on désigne par X une variété réelle de classe C" (1 < r < o),
séparée et localement de dimension finie.

1. Plongement d’une variété au voisinage d’une partie compacte

Lemme 1. — Soient T et T’ deux espaces topologiques, A et A’ des parties compactes
de T et T' respectivement, W un voisinage de A x A’ dans T x T'. Il existe un voisinage
ouvert U de A dans T et un voisinage ouvert U’ de A’ dansT' telsquonait U x U < W,

Soitx e A ;ilexistedes ouverts U, de Tet U de T'telsque {x} x A’ U, x U,cW:
en effet, on peut recouvrir la partie compacte {x} x A’ de T x T’ par un nombre
fini d’ouverts contenus dans W, de la forme U; x Uj, avec x € U;; il suffit de prendre
U,=NU;et U, = U;.

Puisque A est compact, il existe des points x;,...,x,, de A tels que A = U U, ;
posons U=UU, et U =NU,. Onaalors A x A< Ux U c W, dou le
lemme.

Dans la suite de ce numéro, on désigne par Y une variété séparée de classe C".

PROPOSITION 1. — Soient @ : X — Y un morphisme de classe C', A une partie com-
pacte de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La restriction de @ d A est injective, et ¢ est une immersion en tout point de A ;

(ii) il existe un voisinage ouvert U de A tel que ¢ induise un plongement de U dans Y.

" Lorsque ces conditions sont réalisées, on dit que ¢ est un plongement au voisinage
de A.

Démontrons que (i) entraine (i), I'implication opposée étant évidente. Sous
I'hypothése (i), il existe un ouvert V de X contenant A tel que la restriction de ¢ 4 V
soit une immersion (VAR, R, 5.7.1). Notons I 'ensemble des points (x, y)de V x V
tels que @(x) = ¢(y), et Aladiagonalede V x V. Alors A est une partie ouvertede I :
en effet, pour tout x € V, il existe un voisinage U, de x tel que la restriction de ¢ a U,
soit injective, c’est-a-dire que 'onait ' n (U, x U,) = An (U, x U)).

Puisque Y est séparée, I' est fermé dans V x V; par suite le complémentaire W
de I' — A dans V x V est ouvert. Par hypothése, W contient A x A ; le lemme 1
entraine qu’il existe un ouvert U’ de V contenant A tel que U” x U’ = W, c’est-a-dire
que la restriction de @ & U’ soit injective. De plus il existe un voisinage ouvert U de A
dont adhérence est compacte et contenue dans U’ (TG, I, p. 65, prop. 10). Alors ¢
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induit un homéomorphisme de U sur ¢(U), et par suite de U sur ¢(U); il en résulte
que la restriction de ¢ a4 U est un plongement (VAR, R, 5.8.3).

PROPOSITION 2. — Supposons la variété Y paracompacte; soit A une partie de X,
et soit ¢ : X — Y un morphisme de classe C" qui induit un homéomorphisme de A
sur @(A), et qui est étale en tout point de A. Il existe alors un voisinage ouvert U de A
tel que ¢ induise un isomorphisme de U sur une sous-variété ouverte de Y.

Quitte a restreindre X et Y, on peut supposer ¢ étale et surjectif. Notons o : p(A)— A
homéomorphisme réciproque de @|A. Puisque Y est métrisable (VAR, R, 5.1.6),
¢(A) admet un systéeme fondamental de voisinages paracompacts; d’aprés TG, XI,
il existe alors un voisinage ouvert V de ¢(A) dans Y et une application continue s :
V — X, qui coincide avec o sur ¢(A), telle que ¢(s(y)) = y pour tout y € V. De plus,
s est topologiquement étale, donc s(V) est un ouvert U contenant A. Alors ¢ induit
un homéomorphisme ¢’ de U sur V; d’aprés VAR, R, 5.7.8, ¢’ est un isomorphisme.

Dans la suite de ce numéro, on suppose r # .

PROPOSITION 3. — Soit A une partie compacte de X. L'ensemble & des- morphismes
@ e¥"(X;Y) qui sont des plongements au voisinage de A est ouvert dans €"(X;Y)
pour la topologie de la C'-convergence compacte (§ 6, n° 4).

11 suffit évidemment de démontrer la proposition pour r = 1.

a) Montrons d’abord que la partie J de € !(X ; Y) formée des morphismes qui sont
des immersions en tout point de A est ouverte. Considérons Vapplication
Ja:€ (X5 Y) x A - JYX, Y) telle que j (@, x) = jl(p) (VAR, R, 12.1).

Par définition de la topologie de @ 1(X ; Y), lapplication, : ¢ > j(¢,.)de € (X ;Y)
dans %(A ; J'(X, Y)) est continue ; on déduit alors de TG, X, p. 28, th. 3 que j, est
continue.

D’autre part, soit M Iensemble des jets j de J*(X, Y) dont I'application tangente
T(j) : Ty(X) = Ty(Y) (VAR, R, 12.3.4) est injective. L’ensemble M est ouvert dans
JMX,Y) : en effet, il suffit de vérifier cette assertion lorsque X est un ouvert d’un
espace vectoriel E de dimension finie, et Y un ouvert d’'un espace de Banach F;
on est alors ramené (VAR, R, 12.3.1) a prouver que ’ensemble des applications
linéaires continues injectives est ouvert dans £ (E;F), ce qui résulte de TS, IIL, § 2,
ne 7, prop. 16. ~
~ On conclut de ce qui précéde que lensemble j,~ '(M) est ouvert dans € '(X ; Y) x A,
donc que son complémentaire % est fermé. Puisque A est compact, la projection
pr % 1(X;Y) x A » (X, Y) est un morphisme propre, donc fermé ; par consé-
quent Pensemble J, qui est égal 2 €1(X;Y) — pry(F), est ouvert dans €*(X;Y).

b) Soit H le sous-ensemble de J x A x A formé des éléments (f, x, y) tels que
f(x) = f(y). Il est clair que H contient J x A, ou A désigne la diagonale du produit
A x A; montrons que H = H ~ (J x A) est fermé dans J x A x A. Comme
# est le complémentaire dans J de l'image de H' par la projection propre
pri:J x A x A - J, cela entrainera la proposition.
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La topologie de 4 *(X;Y) étant plus fine que la topologie de la convergence
compacte, I'application (@, x) — ¢(x) de ¥1(X,Y) x A dans Y est continue (TG,
X, p. 28, cor. 1); on en déduit que H est fermé dans J x A x A. 1l suffit donc de
montrer que J x A est ouvert dans H, autrement dit que pour tout ¢ €J et tout
x € A, 1l existe un voisinage Q de ¢ dans J et un voisinage B de x dans X tels que
pour tout morphisme { de Q, la restriction de yya A n B soit injective.

La proposition résulte donc du lemme suivant :

Lemme 2. — Soient x un point de X, ¢ :X — Y un morphisme de classe C! qui est une
immersion en x. Il existe un voisinage Q de ¢ dans € (X ;Y) et un voisinage B de x
dans X tels que pour tout s € Q, la restriction de \y a B soit injective.

Soit U un voisinage ouvert de x, relativement compact, isomorphe a un espace
vectoriel de dimension finie, et tel que ¢(U) soit contenu dans un domaine de carte V.
L’ensemble Q, des { € €'(X; Y) tels que y(U) = V est ouvert dans € (X ; Y), et
I'application de restriction Q, — € '(U; V) est continue; on est donc ramené a
démontrer le lemme pour X = Uet Y = V, autrement dit on peut supposer que X est
un espace vectoriel de dimension finie et Y un espace de Banach. Choisissons des
normes sur X et Y.

L’application linéaire D(x):X — Y est injective ; notons g sa conorme (TS, 111,
§ 2, n° 6), de sorte quwon a par définition | De(x).7 | = ¢ || 7 || pour tout zeX. Soit
seR tel que 0 < ¢ < g/2, et soit B une boule fermée de centre x telle qu’on ait
|De(u) — Do(x)|| < ¢ pour tout u e B. Notons Q le sous-ensemble de ¢ '(X;Y)
formé des morphismes Y tels que [|Dy(u) — Do(u)| < & pour tout ueB; il est
ouvert par définition de la topologie de € 1(X; Y). Pour ¥ € Q, posons Yo = — D@(x).
On a | Dyy(u)| < 2¢ pour tout ue B, et par conséquent ||y (u) —o(v)|| < 2e|u—v|
quels que soient u et v dans B(VAR, R, 2.2.3). On en déduit

W) = V)| > [Do(x).(u ~ v)]| = [| Yolu) — Wo@)] = (g — 22) u — 0.

Par suite la restriction de ¥ a B est injective, d’ou le lemme.

PROPOSITION 4. — Soit A une partie compacte de X. Il existe un espace vectoriel E
de dimension finie et un morphisme @ € €"(X; E)(r # ®) qui est un plongement au
voisinage de A.

Soit (U;, @;, E;);o une famille finie de cartes de X dont les domaines recouvrent A.
On convient d’étendre ; en une application de X dans E, (encore notée ¢;) en posant
¢;(x) = 0 pour x ¢ U,;. Soit (V) un recouvrement de A par des ouverts de X, tel que
V, « U, pour tout i e I (I'existence d’un tel recouvrement résulte du cor. 1 de TG,
1X, p. 48, appliqué a I'espace compact X’ obtenu en adjoignant & X un point a Iinfini
et au recouvrement de X’ formé par les ouverts U; (ieI) et X’ — A). Pour toutiel,
soit o; une fonction numérique de classe C" sur X, égale a 1 en tout point de V,, et de
support contenu dans U, (VAR, R, 5.3.6.).

Considérons lapplication ¢ : X — @ (E; @ R) définie par

iel

(P(X) = (o4(x) @), o (x));gy -
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Pour tout i € I, 'application o,; est de classe C” (puisque ses restrictions a U, et au
complémentaire du support de o; le sont), et sa restriction a V, est un plongement ;
il en résulte que ¢ est un morphisme de classe C" et est une immersion en tout point
de A. Montrons que la restriction de @ a A est injective. Soient x, y deux points de A
tels que @(x) = (), etsoitie Itelque x € V;. On a alors o;(x) = 1,doncoy(y) = 1,
ce qui entraine y € U;; mais on a aussi ¢;(x) = ¢;(y), ot x = y puisque ¢; induit
un plongement de U; dans E;.

On peut démontrer ! que toute variété séparée dénombrable a l'infini de dimension
pure n se plonge dans R?"; pour un résultat moins fort, ¢f. exercice 2.

2. Le théoréme de plongement équivariant

Dans ce numéro, on suppose r # ®.
Lemme 3. — Soit G un groupe topologique compact opérant continfiment sur un espace
topologique X ; soient A une partie de X, stable par G, et W un voisinage de A. 11 existe
alors un voisinage ouvert V de A stable par G et contenu dans W.

Posons F = X — Wet V=X — GF. Alors V est ouvert (TG, III, p. 28, cor. 1),
stable par G,etona A < V< W.

THEOREME 1. — Soient G un groupe de Lie compact, (g, x) — gx une loi d’ opération
a gauche de classe C* de G dans X, et A une partie compacte de X. 1l existe une repré-
sentation linéaire analytique p de G dans un espace vectoriel E de dimension finie, un
morphisme ¢:X — E de classe C', compatible avec les opérations de G, et un voisi-
nage ouvert U de A, stable par G, tels que la restriction de ¢ da U soit un plongement.

Remplagant A par la partie compacte GA, on se raméne au cas ol A est stable
par G:

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie tel qu’il existe un élément de € (X ; E)
qui soit un plongement au voisinage de A (n° 1, prop. 4) ; 'ensemble 2 des morphismes
possédant cette propriété est donc un ouvert non vide de €"(X; E,) (n° 1, prop. 3).
Considérons la représentation linéaire continue du groupe compact G dans I'espace
€"(X;Ey) @ 6, n° 4, lemme 4). D’aprés le théoréme de Peter-Weyl (TS, a paraitre), la
réunion des sous-espaces de dimension finie, stables par G, est dense dans €"(X ; E,) ;
il existe donc un élément @, de 2 tel que les applications x — @4(gx), pour g € G,
engendrent un sous-espace vectoriel E, de dimension finie de €7(X ; E,), évidemment |
stable pour l'action de G.

Prenons alors pour E I'espace Homg(E,, E,), pour p la représentation de G dans
E déduite de I'action sur E,, et pour ¢ : X — E l'application qui & x € X associe
Papplication linéaire Vs — Y(x) de E; dans E,. Cest un morphisme de classe C";
pour xe X, g€ G, yeE,, on a (en notant t(g) 'automorphisme x - gx de X) :

@(g%) (V) = ¥(gx) = ¢(x) (¥ o (g)) = (p(g) @(x)) (V) .

! Voir H. WHrtNEY, The self-intersection of a smooth #-manifold in 2n-space, Ann. of
Math., 45 (1944), 220-246.

BOURBAKI. — Groupes et algébre de Lie (chap. 9). — 4
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Soit o:Homg(E,, E;) — E, l'application linéaire u+— u(py); on a oo @ = @,
de sorte que ¢ est un plongement au voisinage de A puisque ¢, en est un. Il existe
donc un voisinage ouvert U de A tel que la restriction de ¢ & U soit un plongement ;
on peut choisir U stable par G d’apres le lemme 3, d’ou le théoréme.

COROLLAIRE 1. — Supposons X compacte. Il existe une représentation linéaire analy-
tigue p de G dans un espace vectoriel E de dimension finie et un plongement ¢ : X — E
tels que 9(gx) = p(g) ©(x) pour g G, xe X.

COROLLAIRE 2. — Soit H un sous-groupe fermé de G. Il existe une représentation
linéaire analytique de G dans un espace vectoriel E de dimension finie et un point
v € E de fixateur H.

Appliquons le cor. 1 a 'opération canonique de G sur la variété compacte G/H.
On obtient alors une représentation linéaire analytique p : G — GL(E), et un
plongement ¢ : G/H — E tels que o(gx) = p(g) 0(x), g € G, x e G/H. Soient
ecG/H la classe de ee G, et v = ¢(e) son image. Pour tout ge G, on a

p(g)v = v <> lge) = @p(e) <>ge =e<geH.

COROLLAIRE 3. — Supposons X paracompacte. 1l existe un espace hilbertien réel E,
une représentation unitaire continue ' p de G dans E et un plongement ¢ : X - E
de classe C, tels quon ait ¢(gx) = p(g) ©(x) pour tout g € G et tout x € X.

L’espace X/G est localement compact (TG, III, p. 33, prop. 11). Ses composantes
connexes sont les images des composantes connexes de X, qui sont dénombrables
a I'infini (TG, L, p. 70, th. 5); elles sont donc elles-mémes dénombrables a I'infini, ce
qui entraine que X/G est paracompact (loc. cit.). Il existe donc un recouvrement
localement fini (U)),; de X/G par des ouverts relativement compacts, et un recou-
vrement (V.), tel que V,, = U, pour tout a € I (TG, IX, p. 48, cor. 1); par image
réciproque, on en déduit deux recouvrements localement finis (U,), et (V,), de X
par des ouverts relativement compacts stables par G, tels que V, = U, pour tout
ael

Pour tout o € I, il existe une représentation p, de G dans un espace vectoriel réel
E, de dimension finie et un morphisme ¢, € ¥"(X; E,), compatible aux opérations de
G, dont la restriction a U, est un plongement (th. 1). Pour « € I, soit a, une fonction
numérique de classe C" sur X, égale a 1 sur V, eta 0 en dehors de U, (VAR, R, 5.3.6).

Posons b(x) = [ a,(gx) dx pour x € X. La fonction b, est de classe C', invariante

G
par G (§ 6, n° 4, cor. 2), égale a 1 sur V, et 4 0 en dehors de U,. Munissons chaque E,
d’'un produit scalaire hilbertien invariant par G@§ 1, n°1), et R de sa structure
hilbertienne canonique ; soit E I'espace somme hilbertienne de la famille (E, & R),,
et soit p la représentation de G dans E déduite des p, et de 'action triviale de G sur R.

L Cest-a-dire (TS, & paraitre) une représentation linéaire continue (INT, VIIL § 2, n° 1)
telle que I'opérateur p(g) soit unitaire pour tout g € G.
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Pour x X, posons @(x) = (by(x) @u(x), b,(xX))ser- Alors @ est un morphisme de
classe C" de X dans E, compatible avec les opérations de G ; on vérifie comme dans
la démonstration de la prop. 4 (n° 1) que ¢ est un plongement, ce qui entraine le
corollaire.

3. Tubes et transversales

Lemme 4. — Soient H un groupe de Lie compact, p:H — GL(V) une représentation
continue (donc analytique) de H dans un espace vectoriel réel de dimension finie, W
un voisinage de I’origine dans V. Il existe un voisinage ouvert de I’origine B, contenu
dans W, stable par H, et un isomorphisme analytique u:V — B, compatible aux opé-
rations de H, tel que u(0) = 0 er Du(0) = 1d,.

Choisissons un produit scalaire sur V invariant par H (§ 1, n° 1). Il existe un nombre
réel r > O tel que la boule ouverte B de rayon r soit contenue dans W ; elle est évi-
demment stable par H. Posons u(v) = r(r? + |lv|*)” ?v pour tout v € V; alors u
est une application analytique bijective de V dans B, compatible avec les opérations
de H, et son application réciproque w i r(r* — |w||*)” "?w est analytique. On a
de plus u(0) = 0 et Du(0) = Id,.

PROPOSITION 5. — Soient H un groupe de Lie compact, (h, x) — hx une loi d’opé-
ration d gauche de classe C" de H dans X, x un point de X fixe sous I’action de H. Le
groupe H opére alors linéairement sur I’espace vectoriel T = T (X); il existe un
plongement ouvert ¢ :T — X de classe C', compatible avec les opérations de H, tel que
o(0) = x et que Ty(@) soit I"application identique de T.

Soit (U, ¥, E) une carte de X en x, telle que U soit stable par H (n° 2, lemme 3) et
qu'on ait Y(x) = 0. Identifions E a T par T, (), et posons

w”(y)=jh.¢(h—1y)dh pour yeU,

ou dh est la mesure de Haar sur H de masse totale 1.

Alors (§ 6, n° 4, cor. 1) ! est un morphisme de classe C" de U dans T, compatible
avec les opérations de H, tel que §*(x) = O et dy* = Id,. Il existe donc un ouvert
U’ < U contenant x, et un voisinage ouvert V de 0 dans T, tels que " induise un
isomorphisme 6 :U’ — V. Quitte a restreindre U’ et V, on peut supposer qu’ils sont
stables par H et qu’il existe un isomorphisme u:T — V compatible aux opérations
de H (lemme 4). Il suffit alors de prendre ¢ = 6 o w.

Rappelons (VAR, R, 6.5.1) que si G est un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie
de G et Y une variété dans laquelle H opére a gauche, on note G x" Y le quotient
de la variété produit G x Y par P'opération a droite ((g, ¥), h) — (gh, h~'y) de H;
Cest une variété dans laquelle le groupe de Lie G opére naturellement a gauche ; la
projection G x"'Y — G/H est une fibration de fibre Y. Si de plus Y est un espace
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vectoriel de dimension finie sur lequel H opére linéairement, G x ™ Y est muni d’une
structure naturelle de G-fibré vectoriel de base G/H (VAR, R, 7.10.2).

Soit G un groupe de Lie opérant proprement sur la variété X (TG, II1, p. 27, déf. 1)
de fagon que la loi d’opération (g, x) — gx soit de classe C". Pour tout point x de X,
I'orbite Gx de x est alors une sous-variété fermée de X, isomorphe a 'espace homo-
geéne de Lie G/G,, ou G, est le fixateur de x dans G (¢f. IIL, § 1, n° 7, prop. 14, (ii),
et TG, IIL, p. 29, prop. 4) ; celui-ci est un groupe de Lie compact (loc. cit.).

PROPOSITION 6. — Supposons la variété X paracompacte ; soient x un point de X, G,
son fixateur. 1l existe une représentation linéaire analytique de dimension finie
1:G, - GL(W), et un plongement ouvert o.:G x = W — X de classe C", compatible
avec les opérations de G, qui applique la classe de (e, 0) e G x W sur x.

Posons T = T, (X). Soit W un sous-espace de T, stable par G,, supplémentaire de
T,(Gx) dans T (par exemple 'orthogonal de T,(Gx) relativement a4 un produit
scalaire sur T invariant par G,). Soit d’autre part ¢ : T — X un morphisme possédant
les propriétés énoncées dans la prop. 5 (relativement 3 H = G,). Considérons le
morphisme A:G x W — X défini par A(g, w) = go(w). 1l induit par passage au
quotient un morphisme p:G x *W — X de classe C', compatible avec les opé-
rations de G, qui applique la classe z de (e, 0) sur x. '

Montrons que p est étale au point z. On a

dim(G x % W) = dim(G) + dim(W) — dim(G,) = dim(Gx) + dim(W) = dim(T),

et il suffit donc de montrer que p est submersif en z, ou encore que A est submersif
en (e, 0). Or, 'application tangente T, o,(A) : T,(G) @ W — Test égalea T,(p(x)) + i,
ou p(x) est I'application orbitale g > gx et i Pinjection canonique de W dans T;
comme on a Im T(p(x)) = T,(Gx), l'application T, (A) est surjective, et p est
étale en z.

Nous allons démontrer qu’il existe un voisinage ouvert Q de Gz dans G x %> W,
stable par G, tel que p induise un isomorphisme de Q sur un ouvert de X. Cela entrai-
nera la proposition : en effet, 'image réciproque de Q dans G x W est stable par G,
donc de la forme G x B, ou B est un ouvert de W contenant 'origine et stable par
G, ; quitte 2 restreindre Q, on peut supposer qu’il existe un isomorphisme u: W — B,
compatible aux opérations de G, (lemme 4). Il est clair que le morphisme composé

1d, . . . y ,
0:G xG W24, G xGB—~ X satisfait aux conditions de Iénoncé.
La proposition résulte donc du lemme suivant :

Lemme 5. — Soient Z une variété séparée de classe C', munie d’une loi d’opération a
gauche m:G x Z — Z de classe C', et n:Z — X un morphisme (de classe C") compa-
tible avec les opérations de G. Soient z un point de Z, et x = p(z). On suppose que p
est étale en z, et que le fixateur de z dans G est égal au fixateur G, de x. Il existe alors
un voisinage ouvert € de l'orbite Gz, stable par G, tel que W induise un isomorphisme
de Q sur un ouvert de X.
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Puisque p est compatible avec les opérations de G, il est étale en tout point de Gz;
comme 'application canonique G/G, — Gx est un homéomorphisme, il en est de
méme de Papplication de Gz dans Gx induite par p. 11 résulte donc de la prop. 2
du n° 1 qu’il existe un voisinage ouvert U de Gz dans Z tel que p induise un plon-
gement ouvert de U dans X.

Puisque G opére proprement dans X, il existe un voisinage ouvert V de x et une
partie compacte K de G tels qu'on ait gV n'V = ¥ pour g ¢ K (TG, III, p. 31,
prop. 7); on a en particulier e € K. L’ensemble W, des points y € Z tels que Ky =« U
est ouvert dans Z : en effet, Z — W, est 'image du fermé (K x Z) — m™(U) par la
projection propre pr,:K x Z — Z. Posons W = W, n p~!(V); Cest un ouvert
de Z, contenant z, et satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) KW < U, et en particulier W < U;

(il) p(W) <= V.

Posons Q = GW et considérons la restriction de p a Q. C’est un morphisme étale,
puisque tout point de Q est conjugué par G a un point de U. Montrons qu’il est
injectif : soient g, 4 dans G et u, v dans W tels que p(gu) = w(hv). Posons k = g~ *h;
on a p(u) = ku(v), d’ou k € K dapres (ii). Mais kv et u appartiennent & U par (i);
on a donc u = kv puisque la restriction de p 4 V est injective, d’oit gu = hy. Ainsi
la restriction de p a Q est injective, et par suite (VAR, R, 5.7.8) est un isomorphisme
sur une sous-variété ouverte de X, ce qui termine la démonstration.

Sous les conditions de la proposition 6, I'image de o est un voisinage ouvert T
de Torbite A de x, muni d’une structure de fibré vectoriel de base A, pour laquelle la
section nulle est Porbite A elle-méme. Un tel voisinage s’appelle un tube linéaire
(autour de I'orbite considérée). Pour chaque point a € A, la fibre Y, de cette fibration
vectorielle est une sous-variété de X, stable par le fixateur G, de g, et telle que le
morphisme de G x %= Y, dans X qui applique laclasse de (g, y) e G x Y, surgyeX i
induise un isomorphisme de classe C" de G x %+ Y, sur T. On dit que Y, est la trans-
versale en a du tube T. On remarquera que I'espace tangent en a & Y, est canoni-
quement isomorphe a Y, et que c’est un supplémentaire de T,(A) dans T,(X); le
fibré vectoriel T de base A est donc canoniquement isomorphe au fibré normal de A
dans X (VAR, R, 8.1.3).

4. Types d’orbites

Soit G un groupe topologique opérant continiment dans un espace topologique
séparé E. Pour chaque point x de E, notons G, le fixateur de x dans G, et supposons
que lapplication canonique G/G, — Gx soit un homéomorphisme; c’est le cas
notamment dans les deux cas suivants :

a) les topologies de G et E sont discretes ;

b) G opére proprement dans E (TG, I11, p. 29, prop. 4), par exemple, G est compact
(TG, 111, p. 28, prop. 2).

Notons T lensemble des classes de conjugaison de sous-groupes fermeés de G.
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Pour tout x € E, on appelle type de I’orbite de x, ou parfois type de x, la classe dans G
de G, ; deux points d'une méme orbite ont méme type d’orbite (A, 1, p. 52, prop. 2);
deux orbites sont de méme type si et seulement si elles sont isomorphes comme G-
ensembles (A, I, p. 57, th. 1). Pour tout t € G, on note E, lensemble des points de E
de type t, c’est-a-dire la réunion des orbites de type ¢; c’est une partie stable de E.
Pour H € ¢, on écrit aussi Eyy, pour E, ; par exemple, E;, est le sous-espace fermé
de E formé des points fixés par G.
Munissons G de la relation de préordre suivante

t<t' eilexiste Her et H et'telsque H o H'.

Soient Q et Q" deux orbites de G dans E, ¢ et ¢’ leurs types ; pour que ¢ < ¢, il faut
et il suffit quil existe un G-morphisme (nécessairement surjectif et continu) de Q'
dans Q.

Soient x, x’ dans E, ¢ et t’ leurs types ; pour que ¢ < t/, il faut et il suffit qu’il existe
aeGtelque aG.a ! < G,.

Lemme 6. — Soit G un groupe de Lie.

a) Toute suite décroissante de sous-groupes compacts de G est stationnaire.

b) Soient H et H' deux sous-groupes compacts de G, tels que H < H’ et qu/il existe
un isomorphisme (de groupes topologiques) de H' sur H. On a alors H = H'.

¢) Muni de la relation t < t', 'ensemble G est un ensemble ordonné noethérien
(E, I11, p. 51).

a) Soit (H;);», une suite décroissante de sous-groupes compacts de G ; ce sont
des sous-groupes de Lie (I11, § 8, n° 2, th. 2). La suite d’entiers (dim H,), ; est décrois-
sante, donc stationnaire, et il existe un entier N tel que Ies sous-groupes H; aient
tous la méme composante neutre pour i = N. Alors la suite décroissante d’entiers
positifs (H; :(H;)g);»n est stationnaire, donc on a H; = H;,; pour i assez grand.

b) Soit f un isomorphisme de H' sur H. La suite (f"(H)), , est une suite décrois-
sante de sous-groupes compacts de G, de sorte quon a f*(H) = f**{(H) pour n
assez grand, d’aprés a). Comme fest un isomorphisme, ceci entraine f(H) = H = f(H'),
dou H = H".

¢) Soient t, ' e Gtels que t < t' et ¢’ < t. Il existe alors H, H, et et H, H| e '
telsque H > H' et H;, < H. Soient g et g’ deux éléments de G tels que H; = gHg™*
et H) = g¢H'¢g'""!; posons u = ¢~ 'g. On a

uHu ' «c H < H;

d’aprés b), ceci entraine uHu ! = H, donc H' = Het ¢ = 1. L’ensemble G est donc
ordonné, et noethérien d’apres a).

THEOREME 2. — Soit G un groupe de Lie opérant proprement sur X, de facon que
la loi d’opération (g, x) > gx soit de classe C'. On suppose X paracompacte.

a) L application qui, a@ chaque point de X, associe son type d’orbite, posséde la
propriété de semi-continuité suivante : soit x € X et soit t € G son type d’orbite;
il existe un voisinage ouvert stable U de x tel que, pour tout u € U, le type de u soit > t.
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b) Pour tout t € G, X, est une sous-variété de X, la relation d’équivalence dans X,
déduite de I'opération de G est réguliére (VAR, R, 5.9.5), et le morphisme X,y — X,/G
est une fibration.

¢) Supposons X/G connexe. Alors I'ensemble des types d’orbite des éléments de X
possede un plus grand élément 1 ; de plus, X, est une partie ouverte et dense de X et
X«/G est connexe.

Soient x un point de X et t € G son type. Pour démontrer a) et b), on peut remplacer
X par un ouvert stable contenant x, donc (prop. 6) supposer que X est de la forme
G x"W, ou W est I'espace d’une représentation linéaire analytique de dimension
finie d’'un sous-groupe compact H de G, le point x étant I'image p(e, 0) de
(¢,00eG x W par la projection canonique p:G x W -G xHW. Si
u = p(g, eG x " W et ae G, alors au = u si et seulement s'il existe # € H avec
(ag, y) = (gh™"', hy) Cest-a-dire si ae gH,g~'. On a donc G, = gH,g™'; en par-
ticulier G, = H, donc G, est conjugué a un sous-groupe de G,, ce qui prouve que
le type de u est = ¢, d’ou a).

Par ailleurs, pour que u soit de type ¢, il faut et il suffit que G, soit conjugué a H
dans G, ou encore que H, soit conjugué 3 H dans G ; d’aprés le lemme 6, b), cela
signifie que H, = H, donc que y est fixé par H. Si W’ est le sous-espace vectoriel de W
formé des éléments fixés par H, il en résulte que X, s'identifiea G x™ W', donc aussi
a G/H x W, d’ou b).

Pour démontrer ¢), observons que I'hypothése de connexité de X/G entraine
que X est pure de dimension finie : en effet, pour tout & > 0, notons X, 'ensemble
des points x € X tels que dim, X = k; alors X est ouvert et fermé dans X, et stable
par G, de sorte que X est égal  'un des X,.

Démontrons maintenant ¢) par récurrence sur la dimension de X, l'assertion
étant évidente pour dim X = 0. Soit T un élément maximal parmi les types d’orbite
des pomts de X (un tel élément existe d’apres le lemme 6, ¢)). Nous allons prouver
Passertion suivante :

c') Pour toute partie A de X, ouverte et fermée dans X, et stable par G, I'adhérence
A de A dans X est ouverte.

Cette assertion implique c). En effet, notons d’abord que X, est ouvert dans X,
d’aprés a) ; I'assertion ¢’) entraine que _)Z(,) est ouvert et fermé dans X, donc égal a X
puisqu’il est stable par G et que X/G est connexe. Soit A une partie ouverte et fermée
non vide de X,,,, stable par G ; d’apres c’), A est ouverte et fermée dans X et stable
par G, donc égale & X; ceci entraine que A est dense dans X, donc égale 4 X,
Par conséquent toute partie ouverte et fermée non vide de X,,/G est égale a X,,/G,
ce qui prouve que X,,,/G est connexe. Enfin puisque X,,, est dense dans X, il résulte
de a) que tout point de X est de type < t; autrement dit T est le plus grand élément
parmi les types d’orbite des -points de X.

Démontrons maintenant ¢’). On peut supposer A non vide ; soit x € A. 11 s’agit
de montrer que A est un voisinage de x. Pour cela on peut, comme ci-dessus, supposer
X = G x"W, avec H compact, x étant Pimage canonique de (e, 0). Supposons
d’abord que H opere trivialement dans W : alors X s’identifie a (G/H) x W, et
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X/G = X/G est homéomorphe 4 W, donc connexe; on a alors A/G = X/G,
d’ou A = X. Nous supposerons désormais que H n’opére pas trivialement sur W.
Choisissons sur W un produit scalaire invariant par le groupe compact H ; soit S la
sphére unité de W (ensemble des vecteurs de norme 1). Notons que S/H est connexe :
en effet si dim(W) = 2, S est connexe, et si dim(W) = 1, S est un espace a deux points
sur lequel H opére de fagon non triviale. Posons Y = G x"'S; cest une sous-
variété fermée de X, stable par G, de codimension 1, et Y/G, qui est homéomorphe
a S/H, est connexe. En vertu de ’hypothése de récurrence, il existe donc un type
d’orbite 6 maximal pour Y, I'ensemble Y, est ouvert et dense dans Y, et Y,/G est
connexe.

Considérons Faction de R* sur X déduite par passage au quotient de la loi d’opé-
ration (A, (g, w)) — (g, Aw) de R* sur G x W. Deux points de X conjugués par cette
action ont méme type d’orbite; par conséquent X, contient R% Y, qui est un
ouvert dense de X. Or X, est ouvert d’aprés a), donc rencontre X4, de sorte qu’on a
0=r1 -

D’autre part, Fhoméomorphisme (A, w) — Aw de R%¥ x S dans W — {0} (TG, VI,
p- 10, prop. 3) induit un homéomorphisme de R% x (S/H) dans (R* S)/H, donc aussi
deR% x (Y/G)dans(R%¥Y)/G,etdeR% x (Y4/G)dans(R%YY 4)/G. Ainsi (R Y 4))/G
est connexe, et X,,/G, qui contient un sous-ensemble dense connexe, est lui-méme
connexe (TG, L p. 81, prop. 1). Par suite A est égal a4 X,,, donc est dense dans X,
et A est un voisinage de x. Ceci termine la démonstration du théoréme.

Avec les notations du th. 2, ¢), les points de X, sont dits principaux et leurs orbites
principales. Si x est un point de X, et si G x % W est un tube linéaire de X autour
de T'orbite de x, le point x est principal si et seulement si G, opére trivialement
dans W, c’est-a-dire si le tube est de la forme (G/G,) x W.

Exemples. — 1) Soit G un groupe de Lie compact connexe, opérant sur lui-méme
par automorphismes intérieurs. Le fixateur d’'un élément x de G n’est autre que le
centralisateur Z(x) de x dans G; il contient tout tore maximal contenant x. Il en
résulte que le plus grand type d’orbite 1 est la classe de conjugaison des tores maxi-
maux de G. L’ouvert Gy, est 'ensemble des ¢léments trés réguliers de G (§ 5, n° 1,
remarque). Supposons G simplement connexe. Alors Gy, est ¢gal a 'ensemble G,
des ¢éléments réguliers de G (§ 5, n° 2, remarque 2); si A est une alcdve d’une sous-
algébre de Cartan t de g = L(G), 'application composée . : A =2+ G, — G, /Int(G)
est un isomorphisme de variétés analytiques. C’est en effet un homéomorphisme
(§ 5, n° 2, cor. 1 a la prop. 2); soit a € A, posons t = exp a et identifions T(G) a g
par la translation y(¢). L’application tangente T,(r) s’identifie alors a Papplication
composée de I'injection canonique t — g et de application de passage au quotient
g = g/Im(Ad t* — 1). Puisque ¢ est régulier, T,(r) est un isomorphisme, d’ou le
résultat annoncé (VAR, R, 5.7.8).

2) Soient E un espace affine réel euclidien, $ un ensemble d’hyperplans de E,
W le groupe de déplacements de E engendré par les reflexions orthogonales par
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rapport aux hyperplans de$. On suppose que § est stable par W et que le groupe W,
muni de la topologie discréte, opére proprement dans E.

On peut appliquer ce qui préceéde a laction de W sur E. Le fixateur d’un point
x de E est le sous-groupe de W engendré par les réflexions par rapport aux hyper-
plans de $ contenant x (V, § 3, n° 3, prop. 2). Par conséquent, le plus grand type
d’orbite T est la classe du sous-groupe {Idg}, et E, est la réunion des chambres
de E. On notera que dans ce cas le revétement E) — E /W est trivial, et en par-
ticulier que E,, n’est pas connexe si § est non vide.

APPENDICE 1

Structure des groupes compacts

1. Plongement d’un groupe compact dans un produit de groupes de Lie

ProposiTioN 1. — Tout groupe topologique compact' G est isomorphe a un sous-
groupe fermé d’un produit de groupes de Lie compacts.

Notons G I'ensemble des classes de représentations continues irréductibles uni-
taires de G dans des espaces hilbertiens complexes de dimension finie (TS, a paraitre).
Pour tout u € G, soient H, I'espace de u et p, :G — U(H,) 'homomorphisme associé
a u. D’apres le théoréme de Peter-Weyl (TS, a paraitre), FThomomorphisme continu
p = (Pu)ucc de G dans [ U(H,) est injectif; puisque G est compact, p induit un

ueG

isomorphisme de G sur un sous-groupe fermé du groupe H U(H,).
ueG

COROLLAIRE 1. — Soit V un voisinage de I'élément neutre dans G. Alors V contient
un sous-groupe fermé distingué H de G tel que le quotient G/H soit un groupe de Lie.
Soit (K, ), une famille de groupes de Lie compacts telle que G s’identific & un

sous-groupe fermé de [[ K, ; pour A €L, notons p,:G — K, la restriction 3 G
rel

de la projection canonique. Il existe un ensemble fini J < L, et pour chaque A eJ

un voisinage de l'origine V, dans K, tels que V contienne (\ p; 1(V,). Il suffit alors
el

de poser H = N Ker(p,):

rel

Notons (H,), la famille filtrante décroissante des sous-groupes fermés distin-
gués de G, tels que le quotient G/H,, soit un groupe de Lie. Considérons le systéme
projectif des groupes de Lie compacts G/H, (¢f TG, 111, p. 60).

COROLLAIRE 2. — L’application canonigue G — lim G/H, est un isomorphisme de
groupes topologiques. o

En effet le cor. 1 entraine que la condition (AP) de TG, 111, p. 60 est vérifiée ; 'asser-
tion résulte alors de la prop. 2 de loc. cit.
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COROLLAIRE 3. — Pour que G soit un groupe de Lie, il faut et il suffit qu'il existe un
voisinage de I’élément neutre e de G qui ne contienne aucun sous-groupe distingué
distinct de {e}. '

La nécessité de cette condition a déja été prouvée (II1, § 4, n° 2, cor. 1 au th. 2),
et la suffisance est une conséquence immédiate du cor. 1.

2. Limites projectives de groupes de Lie

Lemme 1. — Soient (G,, f,3) un systéme projectif de groupes topologiques relatif a
un ensemble d’indices 1 filtrant, G sa limite. On suppose que les applications cano-
niques f,: G — G, sont surjectives.
a) Les sous-groupes D(G,) (resp. C(G,), resp. C(G,),) forment un systéme pro-
Jjectif de parties des G, .
b) On a D(G) = lim D(G,) et C(G) = lim C(G,).
< <

¢) Si G, est compact pour tout o €1, on a C(G)y = lim C(G,),.

Soient o, B deux éléments de I, avec o < B. On a f4(D(Gy)) = D(G,), et
£(C(Gp)) = C(G,) puisque f,g est surjectif; comme fq est continu, on en déduit
J(D(Gg)) = D(G,) et f3(C(Gy)o) = C(G,)o, dou a). Puisque f, est surjectif, on
a f(D(G)) = D(G,) (A, 1, p. 67, prop. 6), dou D(G) = lim D(G,) (TG, L, p. 29,
corollaire). La surjectivitt de f, entraine aussi linclusion f(C(G)) = C(G,) et
donc C(G) C‘l_in_lC(Ga); I'inclusion opposée est immédiate. Enfin T'assertion c¢)
résulte de b) et de TG, 111, p. 62, prop. 4.

Lemme 2. — Soient (S,)scns (T hen deux familles finies de groupes de Lie simplement

connexes presque simples (III, § 9, n° 8, déf. 3), et soit u:[[ S, » [ T, un mor-
acA beB

phisme surjectif. Il existe alors une application injective | :B — A et des isomorphismes

u, 351@) — T, (beB) tels quon ait u((S)aca) = (Up(Sip)))oen POUF tout élément (s,),e
de []S,.
acA
Notons s, (resp. t,) I'algébre de Lie de S, (resp. T,) pour a € A (resp. b € B), et
considérons 'homomorphisme L(u):[] s, = [[ ;. Son noyau est un idéal de
aeA beB
l'algébre de Lie semi-simple [ | s,, donc est de la forme || s,, avec A” < A (L, § 6,

asA acA”
n° 2, cor. 1). Posons A’ = A — A”. Par restriction, L(u) induit un isomorphisme
f:11 8« = [ ts. D'aprés loc. cit., pour tout a dans A’, I'idéal f(s,) est égal a Tun
acA’ beB .
des t,; il existe donc une bijection /:B — A’ telle que f(s;) = 1, pour b e B, et
f induit un isomorphisme f; :5;4, — 1,. Puisque les groupes S, et T, sont simple-
ment connexes, il existe des isomorphismes u,:S;;,, — T, tels que L(u,) = f, pour
beB (I1L, § 6, n° 3, th. 3).
Notons #:[] S, — [] T, le morphisme défini par #((s.)scs) = (Up(Sis)))ben-
acA beB
On a par construction L(ii) = f = L(u), d’ou &t = u, ce qui démontre le lemme.
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Lemme 3. — Sous les hypothéses du lemme 1, on suppose que les G, sont des groupes
de Lie compacts simplement connexes. Le groupe topologique G est alors isomorphe
au produit d’une famille de groupes de Lie compacts, presque simples, simple}nent
connexes.

Pour tout o € I, le groupe G, est produit direct d’'une famille finie de sous-groupes
presque simples simplement connexes (St),., (IIL, § 9, n° 8, prop. 28). Soit e,
B > o. Dapres le lemme 2, il existe une application lg,:L, — L, telle que
Jup(Sg=®) = S% pour AeL,. On a Lgely, =1, pour a < P <y, de sorte que
(Ly» Ig,) est un systéme inductif d’ensembles relatif & 1. Soit L sa limite; les appli-
cations [y, €tant injectives, on peut identifier L, & un sous-ensemble de L, de sorte
quona L =UL,.

ael

Soit A e L. Posons S} = {1} lorsque A ¢L,, et notons @k :Sf — S, le mor-
phisme déduit de f,4 ; on obtient ainsi un systéme projectif de groupes topologiques
(S, @kp), dont la limite S, est isomorphe & S, pour a assez grand. L’homomorphisme
canonique de groupes topologiques

lim (] S%) - [] (lim S})

acl kel AeL  ael
est bijectif (E, III, p. 57, cor. 2); c’est donc un isomorphisme puisque les groupes
considérés sont compacts. Or le premier de ces groupes s’identifie 2 G et le second
au produit des S,, d’ou le lemme.

3. Structure des groupes compacts connexes

Soit G un groupe compact commutatif. Rappelons (TS, I1, § 1, n° 9, prop. 11)
que G est alors isomorphe au groupe topologique dual d'un groupe commutatif
discret G. Le groupe G est connexe si et seulement si G est sans torsion (TS, 11, § 2,
n® 2, cor. 1 a la prop. 4).

Les propriétés suivantes sont équivalentes (TS, I, § 2, n° 2, cor. 2 & la prop. 4
et§ 1, n°9, cor. 2alaprop. 11) :

(i) G est totalement discontinu ;

(ii) G est un groupe de torsion;

(iit) le groupe topologique G est isomorphe a la limite d'un systéme projectif
de groupes (commutatifs) finis, munis de la topologie discréte.

La proposition ci-dessous généralise le cor. 1 a la prop. 4 du § 1, n° 4.

PROPOSIFION 2. — Soit G un groupe compact connexe.

a) C(G), est un groupe compact connexe commutatif ; D(G) est un groupe compact
connexe, égal a son groupe dérivé.

b) L’ homomorphisme continu (x, y) > xy de C(G)y x D(G) dans G est surjectif
et son noyau est un sous-groupe central de C(G), x D(G), compact et totalement
discontinu.
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¢) Il existe une famille (S,),o,. de groupes de Lie compacts presque simples et un

homomorphisme continu surjectif || S, — D(G), dont le noyau est un sous-groupe
acL

central compact totalement discontinu.

Soit (G, f,p) un systéme projectif de groupes de Lie compacts, relatif 4 un ensem-
ble filtrant I, tel que G soit isomorphe éliin_Ga et que les applicatigns canoniques
f.:G — G, soient surjectives (cor. 2 a la prop. 1). Pour o € 1, soit «, : D(G,) —» D(G,)
un revétement universel du groupe D(G,). On déduit des f,; des morphismes
Jup :D(Gy) > D(G,), de sorte que (D(G,), f,5) est un systéme projectif de groupes
topologiques satisfaisant aux hypothéses du lemme 3.

11 résulte de ce lemme que le groupe topologique lim D(G,) est isomorphe au
produit d’une famille (S,),.;. de groupes de Lie compa;:Ts_presque simples. La limite
du systéme projectif d’homomorphismes (n,) s’identifie d’aprés le lemme 1 & un
homomorphisme continu w:[] S, — D(G), qui est surjectif (TG, I, p. 65, cor. 2).

LeL

Observons maintenant que le groupe [] S, est égal a son groupe dérivé : cela
rel

résulte du § 4, n° 5, cor. & la prop. 10. Il en est donc de méme pour D(G), puisque
T est surjectif. On a par conséquent D(G) > D(D(G)) = D(G). Ainsi le groupe '
D(G) est compact et égal a son groupe dérivé; ceci prouve a), car les assertions
concernant C(G), sont triviales.

D’autre part le noyau de n: [ ] S, - D(G) s’identifie & lim Ker(x,) (A, 11, p. 89,
el
remarque 1), donc a un sous-groupe central, compact et totalement discontinu,

d’ou ¢). ]

Prouvons b). Pour tout o dans I, le morphisme s,:C(G,), x D(G,) — G, tel
que s,(x, y) = xy pour x € C(G,)y, y € D(G,), est surjectif et a pour noyau un
sous-groupe fini central (§ 1, n° 4, cor. 1 a la prop. 4). Les s, forment un systéme
projectif d’applications, dont la limite s'identifie d’aprés ce qui précéde a I’homo-
morphisme (x, y) — xy de C(G), x D(G) dans G. On voit alors comme précé-
demment que celui-ci est surjectif et que son noyau est central et totalement dis-
continu, d’ou b).

COROLLAIRE. — Tout groupe compact connexe résoluble est commutatif.
En effet le groupe dérivé est alors résoluble et égal & son groupe dérivé (prop. 2, a)),
donc réduit a I’élément neutre.
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APPENDICE 1I

Représentations de type réel, complexe ou quaternionien

1. Représentations des algébres réelles

On note o 'automorphisme o +— o de C; si W est un espace vectoriel complexe,
on note W le C-espace vectoriel 6,(W) (Cest-a-dire le groupe W muni de la loi
d’action (o, w) — aw pour o€ C, w e W).

PrOPOSITION 1. — Soient A une R-algébre (associative et unifére) et V un A-module
simple de dimension finie sur R. On est alors dans l'un des trois cas suivants :

o) Le commutant de V (A, VIIL, § 5, n® 1) est isomorphe d R, et le A-module V ¢,
est simple ;

B) le commutant de V est isomorphe a C; le A¢ymodule V¢, est somme directe
de deux sous-A ¢y-modules simples non isomorphes, échangés par ¢ ® ly;

y) le commutant de V est isomorphe d H; le A -module V ¢, est somme directe
de deux sous-A,-modules simples isomorphes échangés par ¢ @ ly.

Le commutant E de V est un corps, extension finie de R (A, VIIL § 3, n° 2, prop. 2),
donc isomorphe a R, C ou H (A, VIII, § 15). Le A ¢-module V¢, est semi-simple
(A, VIIL, § 11,n°4), et son commutant Sidentifiea C ® g E(A, VIIL,§ 11, n°2, lemme 1).

Si E est isomorphe & R, le commutant de V¢, est isomorphe & C, et V¢, est un
A,-module simple (A, VIIL § 11, n° 4).

Si E n’est pas isomorphe a R, il contient un corps isomorphe a C; on en déduit
sur V une structure de A -module, notée V¢. Alors V¢ est un A -module simple,
et lapplication C-linéaire : Vg, = V¢ @ Ve telle que Yo @ v) = (ow, av) pour
o € C, v eV, est un isomorphisme (A, V, p. 61, prop. 8). De plus ¢ ® 1y correspond
par cet isomorphisme au R-automorphisme (v, v') = (v', v) de V& @ V¢, donc échange
les sous-Ac-modules = '(V) et ¥~ (Vo).

Le commutant E, de V¢, contient donc C x C, opérant par homothéties sur
Ve @ V. Pour quil n’existe pas d’isomorphisme de A-modules de V¢ sur V¢,
il faut et il suffit que E ¢, soit réduit & C x C, c’est-a-dire que E soit isomorphe a C.
Ceci achéve la démonstration.

PROPOSITION 2. — Soient A une R-algébre (associative et unifére), et W un A(‘C)—module
simple, de dimension finie sur C. On est alors dans l'un des trois cas suivants :

a) Il existe un A ,-isomorphisme 0 de W sur W, avec 000 = 1y,. Alors I'ensem-
ble V des points fixes de 8 est une R-structure sur W, et un A-module simple de com-
mutant R. 1y. De plus, Wiy, est somme directe de deux A-modules simples isomorphes.

b) Les A-modules W et W ne sont pas isomorphes; alors W g, est un A-module
simple, de commutant C.1y.
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c) Il existe un A -isomorphisme 0 de W sur W, avec 000 = — 1y,. Alors le
A-module W g, est simple, et son commutant est le corps C.1y, @ C.8, isomorphe a H.

L’espace vectoriel complexe HomA( (W, W) est de dimension < 1 (A, VIIL § 3,
n° 2); si 6 € Hom, (W, w), l’endomorphlsrne 000 de W est une homothétie, de
rapport o € C. Pour tout we W, on aab(w) = 06080 08(w) =0(aw) = ab(w) de sorte
que o est réel. Si 0 = A0, avec AeC, on a ® o0 = |L|*0 0 0; une et une seule des
trois possibilités suivantes est donc réalisée :

a) 1l existe 8 € Hom, (W, W) avec 608 = 1y;

b) HomA( )(W W) ={0};

c) Il existe 6 € Hom, _ (W, W) avec 800 = — 1y.

Dans le cas a), lensemble V des points fixes de 0 est une R-structure sur W
(A, V, p. 61, prop. 7); puisque V¢, est isomorphe 4 W, le A-module V est simple, de
commutant R.1y (prop. 1), et W, n’est pas simple.

Inversement, si W g, n’est pas simple, soit V un sous-A-module simple de Wigps
puisque le Ag-module W est simple, ona V + iV = Wet ViV = {0}, cest-a-
dire W = V @ iV. Ainsi V est une R-structure sur W, et 'isomorphisme 6 de W
sur W tel que O(v + iv') = v — i’ pour v et v’ dans V satisfait & 600 = 1y.

Par conséquent, dans les cas b) et ¢), le A-module Wy est simple; d’aprées la
prop. 1, son commutant E est isomorphe & C dans le cas b), et a H dans le cas c).
De plus il est clair que E contient C. 1y, et C.0 dans le cas ¢), d’ou la proposition.

Sous les hypothéses de la proposition, on dit que le A-module W est de type
réel, complexe ou quaternionien (relativement & A) suivant qu’on est dans le cas a),
b) ou ¢) respectivement.

Pour K = R ou C, notons Sg(A) I'ensemble des classes de A,-modules simples,
de dimension finie sur K. Le groupe I' = Gal(C/R) opére sur S(A); les deux
propositions précédentes établissent une correspondance bijective entre Sg(A) et
Pensemble quotient S(A)/T.

2. Représentations des groupes compacts

Soit G un groupe topologique compact, et soit p:G — GL(W) une représentation
continue de G dans un espace vectoriel complexe de dimension finie. On dira que p
est irréductible de type réel, complexe ou quaternionien s’il en est ainsi du C‘®-
module W (relativement a I'algébre A = R?). Soit H une forme hermitienne posi-
tive séparante sur W, invariante par G.

PrROPOSITION 3. — Supposons p irréductible.

a) La représentation p est de type réel si et seulement s'il existe une forme bili-
néaire symétrique B non nulle sur W, invariante par G. Dans ce cas la forme B est
séparante ; Iensemble V des we'W tels que H(w, x) = B(w, x) pour tout x e W est
une R-structure sur W invariante par G.

b) La représentation p est de type complexe si et seulement s'il wexiste pas de
Jforme bilinéaire non nulle sur W invariante par G.
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¢) La représentation p est de type quaternionien si et seulement s'il existe une
Jorme bilinéaire alternée non nulle sur W, invariante par G ; une telle forme est néces-
sairement séparante. -

Pour 8 € Home) (W, W) et x, y € W, posons By(x, y) = H(Ox, y). Alors B, est
une forme bilinéaire sur W, invariante par G, séparante si 6 est non nul. Notons
B(W)C° Tespace des formes bilinéaires sur W invariantes par G ; application 0 > B,
de Homew)(W, W) sur Z(W)C est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. Ceci
entraine, en particulier, Passertion b).

Soit 0 un C‘9-isomorphisme de W sur W tel que 0 0 0 = oy, avecoe { — 1, + 1}
(prop. 2); puisque #(W)® est de dimension 1, il existe € € C tel que

Bo(y, x) = eBy(x, y) quels que soient x, y dans W.

On obtient en itérant Bg(y, x) = Bg(x, y) = £2Bg(y, x), dote? = letee{—1, +1}.
On a par ailleurs, pour x dans W,

H(0x, 0x) = By(x, 8x) = eBg(x, x) = e¢H(0 o 8(x), x) = saH(x, x)

d’ou e > 0 puisque H est positive, cest-a-dire ¢ = a. Les assertions a) et ¢) résul-
tent alors de la prop. 2.

Notons dg la mesure de Haar de masse totale 1 sur G.

Lemme 1.— Soit W© le sous-espace de W formé des éléments invariants par G. L’ endo-

morphisme f p(g) dg de W est un projecieur dimage WC, compatible aux opérations
G
de G. On a en particulier

dim W€ = j Tr p(g) dg .

G

Posons p = J p(g) dg; on a, pour he G,

G
p(h)op=J p(hg) dg =f o(g)dg = p
G G

et de méme p o p(h) = p. Ainsi p est compatible aux opérations de G, et son image

est contenue dans WC. Si we WC, on a p(w) = J p(g)w dg = w, dou le lemme.
G
Lemme 2. — Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie

sur un corps K. On a

Tr u? = TrS%*(u) — Tr A*(u).



LIE 1X.106 GROUPES DE LIE REELS COMPACTS App. 11

n
Soit 2,(X) = [] (X = ;) une décomposition en facteurs linéaires du polyndme
i=1
caractéristique de u dans une extension convenable de K. On a Tru? =) o,
i

Tr M) = ) oya;, Tr 82(w) = Y oo, (¢f A, VIL p. 37, cor. 3), d’ou le résultat.
i<j isj
PROPOSITION 4. — Supposons p irréductible. Pour que p soit de type réel (resp. com-
plexe, resp. quaternionien), il faut et il suffit que I'intégrale [ Tr p(g?) dyg soit égale a 1
LG

(resp. 0, resp. — 1).

Notons p la représentation contragrédiente de p dans W* (définie par
p(g) = ‘p(g")). En appliquant le lemme 2 & p(g) et en intégrant sur G, on obtient

j Tr p(g?) dg = j Tr'p(g~?) dg = J Tr S*(p(9)) dg — J Tr A*(p(g)) dg
G G G

G
d’ou, d’apres le lemme 1,

J Tr p(g?) dg = dim(S*W*)° — dim(A*W*)C .
G

Or SZW* (resp. A°W*) s’identifie & I'espace des formes bilinéaires symétriques
(resp. alternées) sur W. La proposition résulte donc aussitét de la prop. 3.
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Exercices

§1

1) Soit G un groupe de Lie complexe commutatif, connexe, de dimension finie, et soit V son
algébre de Lie.

a) Lapplication expg:V — G est un homomorphisme surjectif; son noyau I' est un sous-
groupe discret de V.

b) G est compact si et seulement si I' est un réseau dans V; on dit alors que G est un tore
complexe.

¢) Soit T le sous-groupe discret de C? engendré par les éléments ¢, = (1, 0), e; = (0, 1),
ey = (/2,i); on pose G = C¥T, H = (I' + Ce,}/T. Montrer que H est isomorphe & C*,
que G/H est un tore complexe de dimension 1, mais que G ne contient aucun tore complexe
non nul.

d) Tout groupe de Lie complexe compact connexe de dimension finie est un tore complexe
(cf- 111, § 6, n° 3, prop. 6).

2) Soit H I'ensemble des nombres complexes t tels que .# (t) > 0.
a) Montrer qu’on définit une loi d’opération a gauche analytique du groupe discret SL(2, Z)

b
dans H en posant yt = at + b pour tout te Hety = (a )e SL(2, Z).
¢ ¢

ct +d )
b) Pour 1€ H, on désigne par T, le tore complexe CAZ +Z1). Montrer que l'application
1+ T, induit par passage au quotient une application bijective de I'ensemble H/SL(2, Z)
sur I’ensemble des classes d’isomorphisme de tores complexes de dimension un.

3) Soit G un sous-groupe intégral de O(n), tel que la représentation identique de G dans R”
soit irréductible. Démontrer que G est fermé (écrire G sous la forme K x N, ot K est compact
et N commutatif, et démontrer qu'on a dim N < 1).

4) Montrer que les conditions équivalentes de la prop. 3 (n® 3) sont encore équivalentes a
chacune des conditions suivantes :

(it') Le groupe Ad(G) est relativement compact dans Aut{L(G)).

(ii”) Le groupe Ad(G) est relativement compact dans End(L(G)).

(v) Tout voisinage de I'élément neutre e dans G contient un voisinage de e stable par auto-
morphismes intérieurs.

(¢f INT, VIL § 3, n° 1, prop. 1).

5) Soit A le sous-groupe fermé de GL(3, R) formé des matrices (a;;) telles que a;; = O pour
i>ja; =1pourl €i< 3 a,,€Z,a,;cZ;soit Ble sous-groupe de A formé des matrices
(a;) telles que a;, = a3 = Oeta,;€Z, et soit G = A/B.

a) Montrer que G est un groupe de Lie de dimension un, d’algébre de Lie compacte.

b) Montrer qu'on a C(G) = D(G) = Gy, et que G, est le plus grand sous-groupe compact
de G.

¢) Montrer que G n’est pas produit semi-direct de G, par un sous-groupe.

6) Montrer que pour qu’une algébre de Lie (réelle) soit compacte, il faut et il suffit qu’elle
admette une base (e, ), pour laquelle les constantes de structure 7,,, soient antisymétriques
en A, p, v (Cest-a-dire vérifient v,,, = — Yo = — Vi)

BOURBAKI. — Groupes et algébre de Lie (chap. 9). — 5
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7) On appelle algébre de Lie involutive une algébre de Lie (réelle) g munie d’un automorphisme
stel que so s = 1g. On note g™ (resp. g~ ) le sous-espace propre de g relatif a la valeur propre
+ 1 (resp. — 1) de s.

a) Montrer que g™ est une sous-algébre de g et que g~ estun g*-module;;onalg™, g7 ] = g%,
et g7 et g~ sont orthogonaux pour la forme de Killing.

b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le g*-module g~ est simple;

(i) L’algébre g* est maximale parmi les sous-algébres de g distinctes de g.

Si ces conditions sont réalisées, et sig ™ ne contient aucun idéal non nul de g, on dit que I'algébre
de Lie involutive (g, s) est irréductible.

¢) On suppose g semi-simple. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Les seuls idéaux de g stables par s sont {0} et g;

(ii) g est simple ou somme de deux idéaux simples échangés par s.

Montrer que ces conditions sont satisfaites lorsque (g, ) est irréductible (observer que g
est somme directe d’idéaux stables par s et vérifiant (ii)).

d) On suppose désormais que g est semi-simple compacte. Montrer que I'algébre de Lie
involutive (g, s) est irréductible st et seulement si s est différent de I'identité et (g, s) vérifie les
conditions équivalentes de ¢) (soient p un sous-g* -module de g~ et q son orthogonal pour la
forme de Killing ; observer que [p, q] = O et en déduire que p + [p, p] est un idéal de g).

¢) Démontrer que g est somme directe d’une famille (g;)o<;<, d’idéaux stables par s, tels que
g, soit fixé par s et que les algébres involutives (g;, s|g;) soient irréductibles pour 1 < i < n.

8) Soient G un groupe de Lie compact semi-simple, 4 un automorphisme de G d’ordre deux,
K la composante neutre de I'ensemble des points fixes de u, et X la variété G/K (on dit alors
que P'espace homogéne X est symétrique).

a) Si G est presque simple, montrer que K est maximal parmi les sous-groupes fermés connexes
de G distincts de G ; en d’autres termes (111, § 3, exer. 8), 'action de G sur X est primitive.
On dit alors que Pespace symétrique X est irréductible.

b) On suppose que la variété X est simplement connexe ; montrer qu’elle est alors isomorphe
a un produit de variétés dont chacune est isomorphe ou bien a un groupe de Lie, ou bien & un
espace symétrique irréductible.

9) Soit a une algébre de Lie réelle ou complexe, et soit G un sous-groupe compact de Aut(a).
Démontrer que a posséde une sous-algébre de Levi (I, § 6, n© 8, déf. 7) stable par G (se ramener
au cas ou le radical de a est abélien, et utiliser INT, VIL, § 3, n° 2, lemme 2).

§ 2

1) Soient G un groupe de Lie compact connexe, g un élément de G.

a) Montrer qu’il existe un entier n = 1 tel que le centralisateur Z(g") soit connexe (prouver
que pour # convenable, le sous-groupe fermé engendré par g” est un tore).

b) On suppose que la dimension de Ker(Ad g" — 1) est indépendante de n(n > 1). Démontrer
que Z(g) est connexe.

¢) Sig" est régulier pour tout n = 1, Z(g) est connexe.

2) Montrer que tout groupe de Lie compact connexe G est produit semi-direct de son groupe
dérivé par un tore (si T est un tore maximal de G, observer que T N D(G) est un tore).

3) Soient G un groupe de Lie compact, g son algeébre de Lie, s un sous-espace vectoriel de g
tel que, pour x, y, z dans s, on ait [ x, [y, z]] € s. Soit ¥ I'ensemble des sous-algébres commuta-
tives de g contenues dans s. Montrer que la composante neutre du stabilisateur de s dans G
opére transitivement sur I'ensemble des éléments maximaux de & (raisonner comme dans la
démonstration du th. 1).

4) Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G et S un sous-tore de T.
Notons X (resp. F) le stabilisateur (resp. le fixateur) de S dans Wg(T).
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a) Démontrer que le groupe Ng(S)/Zs(S) est isomorphe au quotient Z/F.

b) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G, tel que S soit un tore maximal de H. Montrer
que tout élément de Wy(S), considéré comme automorphisme de S, est la restriction a S d'un
élément de X.

5) Soient G un groupe de Lie compact connexe et S un tore de G. Montrer que les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) S est contenu dans un seul tore maximal ;

(ii) Z5(S) est un tore maximal;

(iii) S contient un élément régulier.

6) Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G, g (resp. t) I'algébre
de Lie de G (resp. T), et i :t — g l'injection canonique. Démontrer que 'application ‘i :g* — t*
induit par passage au quotient un homéomorphisme de g*/G sur t¥/Wq(T).

% 7) Soient X et Y deux variétés réelles de classe C" (1 < r < o), séparées, connexes de
dimension n; soit /:X — Y vn morphisme de classe C, propre, muni d’une orientation F
(VAR, R, 10.2.5).

a) Montrer qu’il existe un nombre réel d et un seul tel qu'on ait J fra=d J o pour toute
X Y

forme différentielle tordue o de degré n sur Y, de classe C!, & support compact (utiliser VAR,
R, 11.2.4).
b) Soit y € Y tel que f soit étale en tout point de £~ *(y). Pour x € f ~!(y), on pose v,(f) = 1

(resp. v,(f) = — 1) si les applications F, et f, (VAR, R, 10.2.5, exemple b)) de Or(T, (X))
dans Or(T,(Y)) coincident (resp. sont opposées). Démontrer quonad = Y v.(f) eten
xef " Hy

particulier d € Z.

On dit que d est le degré de fet on le note deg f- Si X = Y et si X est orientable, on convient
de prendre pour F l'orientation qui préserve I'orientation de X.

¢) Sideg f # 0, montrer que f est surjectif.

d) S’il existe x € X tel que £~ }(f(x)) = {x} et que fsoit étale en x, f est surjectif.

8) Soient G un groupe de Lie compact connexe, dg la mesure de Haar normalisée de G.

a) Soit f:G — G un morphisme de variétés; pour g € G, on identifie par translations &
gauche la différentielle T,(f) 2 une application linéaire de L(G) dans L(G). Démontrer les
formules

deg /. J o(g) dg = f o(/(@)) det T,(f) dg
G G

pour toute fonction ¢ intégrable sur G (a valeurs complexes), et deg f = f det T,(f) dg.
G

b) Soit ¥, :G — G l'application g — g*. Démontrer la formule

deg =J det(l + Adg + - + (Adg)"_l) dg .
G

¢) Soient T un tore maximal de G, et T, I'ensemble des éléments réguliers de T. Montrer qu’on
a expg (T,) = L(T) et ¥ '(T,) = T, pour tout k > 1.
d) Montrer quon a deg \, = k%™D; en déduire Pégalité

J det(1 + Adg + - + (Ad g)" V) dg = kim™
G
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9) Cet exercice est consacré a une autre démonstration du th. 2. Soient G un groupe de Lie
compact connexe, T un tore maximal de G, N son normalisateur. On note G x N T la variété
quotient de G x T par N pour 'action définie par (g, t).n = (gn, n~"tn) (VAR, R, 6.5.1).
a) Montrer que le morphisme (g, 1) — gtg ™' de G x T dans G définit par passage au quotient
un morphisme analytique f:G xN T — G.

b) Soit 8 un élément de T* dont I'ensemble des puissances soit dense dans T (TG, VIL p. 7,
cor. 2). Montrer que f ~*(0) = {x}, ol x est la classe de (e, 8) dans G xN T, et que fest étale
en x.

¢) Conclure de Fexer. 7, d) que fest surjectif, et en déduire une autre démonstration du th. 2.

10) * Dans cet exercice, on utilise le résultat de topologie algébrique suivant (formule de
Lefschetz ') : soient X une variété compacte de dimension finie, et f un morphisme de X dans
elle-méme. On suppose que 'ensemble F des points x de X tels que f(x) = x est fini, et que
pour tout x € F le nombre 8(x) = det(l — T,(f)) est non nul. Si 'on désigne par H(f) 'endo-
morphisme de 'espace vectoriel H(X, R) induit par f(pour i > 0), on a

2}; 3(x)/|8(x)| = Z‘o(_ U'Tr H'(f).

Soient G un groupe de Lie compact connexe, T un tore maximal de G. Pour g € G, on note
1(g) Fautomorphisme de la variété G/T déduit de la multiplication a gauche par g.

a) Soit ¢ un élément de T tel que le sous-groupe engendré par ¢ soit dense dans T. Montrer
que les points fixes de t(r) sont les classes nT pour ne Ng(T). En déduire qu’on
a (Ng(T):T) = ) (— 1¥dimgH(G/T, R).

i -
b) Soit g un élément quelconque de G; démontrer que I'ensemble des points fixes de t(g)
est non vide, et en déduire une autre démonstration du th. 2.

11) Soit G un groupe de Lie compact. On dit qu'un sous-groupe S de G est de type (C) s'il
est égal a 'adhérence d’un sous-groupe cyclique et d’indice fini dans son normalisateur.

a) Soit S un sous-groupe de type (C); montrer que S, est un tore maximal de Gy, et que S
est produit direct de S, et d’un sous-groupe cyclique fini.

b) Démontrer que tout élément g de G est contenu dans un sous-groupe de type (C) (consf—
dérer le groupe engendré par g et par un tore maximal de Z(g),).

¢) Soient S un sous-groupe de type (C), et s un élément de S dont I'ensemble des puissances
soit dense dans S. Montrer que tout élément de sG, est conjugué par Int(G,) 4 un élément
de s5S, (on pourra utiliser la méthode de I'exerc. 10).

d) On note p:G — G/G, l'application de passage au quotient. Montrer que 'application
S - p(S) induit une bijection de 'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de G
de type (C) sur I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes cycliques de G/G,.
e) Soit S un sous-groupe de type (C) de G; on note S, 'ensemble des éléments de S dont la
classe dans S/S, engendre S/S,. Montrer que deux €léments de S, qui sont conjugués dans G
sont conjugués dans Ng(S).

§3

1) Soit G un groupe de Lie compact, de dimension > 0. Pour que tout sous-groupe fini
commutatif de G soit cyclique, il faut et il suffit que G soit isomorphe a U, 4 SU(2, C), ou
au normalisateur d’un tore maximal dans SU(2, C).

2) On désigne par K I'un des corps R, C ou H, et par n un entier = 1. On munit 'espace K2
de la forme hermitienne usuelle.
a) Montrer que U(n, K) est un groupe de Lie réel compact.

! Pour une démonstration de ce théoréme, voir par exemple S. LEFSCHETZ, Intersections
and transformations of complexes and manifolds, Trans. Amer. Math. Soc., 28 (1926), 1-49,
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b) Démontrer que la sphére de rayon 1 dans K{ est un espace homogéne de Lie (réel) pour
Uf(n, K); le fixateur d’un point est isomorphe 4 U(n — 1, K).

¢) En déduire que les groupes U(n, C) et U(n, H) sont connexes, et que O(n, R) a deux compo-
santes connexes.

d) Montrer que les groupes SO(n, R) et SU(n, C) sont connexes.

e) Montrer que le groupe O(n, R) (resp. U(n, C)) est produit semi-direct de Z/2Z (resp. T)
par SO(n, R) (resp. SU(n, C)).

3) a) Montrer que I'algébre de Lie du groupe de Lie réel U(n, H) est 'ensemble des matrices
x € M,(H) telles que 'x = — x, muni du crochet [x, y] = xy — yx. On la note u(n, H).

b) On identifie C au sous-corps R(i)) de H, et C?® a4 H" par lisomorphisme
(Z1s e Zan) 2 (21 + JZai 15 ooor Zn + J2Z2,)- Démontrer I'égalité U(n, H) = U(2n, C) n Sp(2n, C).
¢) Déduire de b) que toute algébre de Lie (réelle) simple compacte de type C, est isomorphe
a u(n, H).

4) Soit n un entier > 1.

a) Montrer que le groupe SU(n, C) est simplement connexe (utiliser 'exerc. 2).

b) Montrer que le centre de SU(n, C) est formé des matrices .1, pour A e C, A" = 1.

¢) Tout groupe de Lie compact presque simple de type A, est isomorphe au quotient de
SU(n + 1, C) par le sous-groupe cyclique formé des matrices £*.7,,, (0 < k < d), ot d
divise n + 1 et ou { est une racine primitive d-iéme de P'unité.

d) Démontrer que le groupe SL(n, C) est simplement connexe (utiliser 111, § 6, n° 9, th. 6).

5) Pour nentier > 1, on désigne par Spin(n, R) le groupe de Clifford réduit associé a la forme
quadratique usuelle sur R" (A, IX, § 9, n° 5).

a) Montrer que Spin(n, R) est un groupe de Lie compact et que I'homomorphisme surjectif
¢ :Spin(n, R) - SO(n, R) (loc. cit.) est analytique, de noyau { + 1, — 1}.

b) Pour n = 2, montrer que Spin(n, R) est connexe et simplement connexe (utiliser I'exerc. 2).
Le groupe 7,(SO(n, R)) est cyclique d’ordre 2. »

¢) Soit Z, le centre de Spin(n, R). Montrer quon a Z, = { + 1, — 1} si n est impair, et
Z,={+ 1, — 1, & — €} sinestpair, ou &€ = e; ... ¢, est le produit des éléments de la base
canonique de R"; le groupe Z,, est isomorphe & (Z/2Z)* (resp. & Z/AZ) si r est pair (resp.
impair).

d) Démontrer que tout groupe de Lie compact connexe presque simple de type B, (n > 2)
est isomorphe a Spin(2n + 1,R) ou a SO(2n + 1, R).

e) Si r est impair (resp. pair) > 2, tout groupe de Lie compact connexe presque simple de
type D, est isomorphe a Spin(2r, R), & SO(2r, R) ou a SO(2r, R)/{ + I,,} (resp. a 'un des
groupes précédents, ou & Spin(2r, R)/{1, £}).

6) a) Montrer que le groupe de Lie compact U(n, H) est connexe et simplement connexe
(utiliser I’exerc. 2), et que son centre est { + /,}.

b) Tout groupe de Lie compact connexe presque simple de type C, (n > 3) est isomorphe a
U(n, H) ou U(n, H)/{ £ 1,}.

7) Soit A Tlalgébre des octonions de Cayley (A, III, p. 176), munie de la base {(¢;)g<;<7 de
loc. cit. Notons V le sous-espace des octonions purs engendré par e, ..., e, et E le sous-espace
de V engendré par e, e,, €3, €5, €4, e,. Identifions la sous-algebre de A engendrée par ey, e,
au corps C des nombres complexes, et notons G le groupe topologique des automorphismes
de lalgébre unifére A.

a) Notons Q laforme quadratique sur V induite par la norme cayleyenne, de sorte que (¢;); <;<7
est une base orthonormale de V. Démontrer que lapplication o +— oV est un homomorphisme
injectif de G dans le groupe SO(Q), isomorphe a4 SO(7, R).

b) Montrer que la multiplication de A munit E d’une structure de C-espace vectoriel de
dimension 3, dont {e,, ¢,, 3} est une base. Notons ® la forme hermitienne sur E pour laquelle
cette base est orthonormale. Soit H le fixateur de e, dans G. Montrer que application ¢ +— o|E
est un isomorphisme de H sur le groupe SU(®), isomorphe 4 SU(3, C). L’application ¢ + o(e,)
induit un plongement de G/H dans la sphére de V, isomorphe a Sg.
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¢) Soit T le tore de H formé des automorphismes o tels que o(ey) = ey, ole,) = oey,
ole;) = Pe,, oles) = ves, oles) = s, oles) = aes, oleg) = Peg, ole;) = ve;, ou o, B, v
sont trois nombres complexes de module 1 tels que afy = 1. Soit N le normalisateur de T
dans G ; montrer que N/T est d’ordre 12 (noter que chaque élément de N doit stabiliser
Iensemble des + e;, i # 0); en déduire que G est de rang 2.

d) Montrer que G est connexe semi-simple de type G, et que G/H s’identifie & S5 (montrer
que G, # H; en déduire que G est de type G,, puis utiliser un argument de dimension).
Tout groupe compact de type G, est isomorphe a G.

8) Soit G un groupe de Lie compact, connexe, presque simple de type A,, B,, C,, D, ou G,.
Démontrer quon a 7,(G) = 0 et n3(G) = Z (utiliser les exerc. 2 4 7 et le fait que w(S,) est
nul pour i < n et cyclique pour i = n, ¢f. TG, XI).

9) Soient g une algébre de Lie compacte, t une sous-algébre de Cartan de g; soit (X)),
un systeme de Chevalley de lalgébre réductive déployée (g¢, t¢), tel que X, et X _, soient
conjugués (par rapport a g) pour tout o € R.

a) Soit 7 un sous-Z-module de t¢ contenant les iH, (a € R) et tel que a(") = Zi pour tout
o € R. Montrer que le sous-Z-module ¥ de gc engendré par J et par les éléments u, et v,
(x € R) est une sous-Z-algebre de Lie de g.

b) On suppose que g (resp. t) est Palgébre de Lie d'un groupe compact G (resp. d’un tore
maximal T de G). Soit I'(T) le noyau de 'homomorphisme expr:t — T. Montrer que le
Z-module (2r)” I"(T) vérifie les hypothéses de a).

¢) Soit {, > un produit scalaire invariant sur g ; soit p (resp. t) la mesure de Haar sur g (resp. t)
qui correspond a la mesure de Lebesgue lorsqu’on identifie g (resp. t) & un espace R" a laide
d’une base orthonormale. On note encore | (resp. t) la mesure sur g/% (resp. t/7 ) quotient de p
(resp. t) par la mesure de Haar normalisée sur ¥ (resp. 9 ). Démontrer la formule
We/%) = (/7). [1 <iH,, iH,).

aecR +

§ 4

1) On prend pour G l'un des groupes SU(xn, C) ou U(n, H); on identifie g¢c a sl{n, C) ou a
sp(2n, C) respectivement, cf- § 3, n° 4 et exerc. 3. On utilise les notations de VIII, § 13, nos 1 et 3,
avec k = C

a) Montrer que le sous-groupe T de G formé des matrices diagonales a coefficients complexes
est un tore maximal, et quon a L(T) = b.

b) On identifie X(T) & un sous-groupe de h* par ’homomorphisme 8. Montrer que les formes
linéaires ¢; et les poids fondamentaux w; appartiennent & X(T). Si ¢ = diag(ty, ..., t,) €T,
onas(t)— tetwft) =1t ...t;pour I <ij<n

¢) Déduire de b) une autre demonstratlon du fait que les groupes SU(n, C) et U(n, H) sont
simplement connexes (cf- § 3, exerc. 4 et 6).

2) On prend G = SO(n, R), avec n = 3; on pose n = 2] + 1 si n est impair, et n = 2l sin
est pair. L’algébre g¢ s’identifie a o(n, C); on utilisera les notations de VIII, § 13, n°s 2 et 4.

ﬁ(fzj'—l + ify;) et

e = iz(fz,-wl —ify)pour 1 <j <l ete = i</2f1+, lorsque n est impair; on choisit

On note (f);<i<, la base canonique de R". On pose e; =

sur C" la base de Witt ey, ..., e;, _y, ..., e_ Si n est pair (resp. ey, ..., ¢, €y, €_;,...,e_, Sin
est impair).

a) Soit H; le sous-espace de R" engendré par f,;_, et f3; (1 < i < I); montrer que le sous-
groupe de G formé des éléments g tels que g(H;) < H; et det(g|H,) = 1 pour 1 < i < [est
un tore maximal T de G, et que L(T), = b.

b) On identifie X(T) a un sous-groupe de h* par . Montrer que les formes linéaires ¢; appar-
tiennent a X(T);si¢ e T et sila restriction de ¢ & H; est une rotation d’angle 8;, on a g(1) = "
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Les poids @, ..., @,_,; 20,_,, 20;, @, + @, appartiennent 3 X(T). Si n est impair, @,_,

appartient a X(T). N

¢) Soient G = Spin(n, R) et ¢:G — G le revétement canonique. Pour 0 = (6, ..., 6,) € R},
I

on pose 1(8) = [] (cos 8; — fo;_ /5 5in 6;) € G. Montrer que 'ensemble des (9) pour 0 eR!
- i=1

est un tore maximal T de G, tel que o(T) = T. Lorsqu’on identifie X(T) & un sous-groupe de h*,
on a gf1(0)) = &2 N

d) Montrer que les poids ®,_; et ®; appartiennent a X(T); en déduire que Spin(n, R) est
simplement connexe (cf § 3, exerc. 5).

3) a) Montrer que I'automorphisme o:A — A de SU(n, C) n’est pas intérieur pour n = 3.
Tout automorphisme non intérieur de SU(n, C) est de la forme (Int g) o &, g € SU(n, C).

b) Montrer que pour tout groupe G compact connexe presque simple de type A, (n > 2),
le groupe Aut(G)/Int(G) est cyclique d’ordre 2 (cf. § 3, exerc. 4).

4) Soit n un entier > 2.

a) Soit g € O(2n, R) avec detg = — 1; montrer que 'automorphisme Intg de O(2n, R)
induit un automorphisme de SO(2n, R) qui n’est pas intérieur.

b) Pour n > 2, le groupe Aut{SO(2n, R)) est égal a Int(O(2n, R)) (isomorphe a
¢) Etablir un résultat analogue pour les groupes Spin(2n, R) et SO(2n, R)/{ + I,,}. Si n est
pair # 2, tout automorphisme du groupe Spin(2n, R)/{1, £} (§ 3, exerc. 5) est intérieur.

5) Soit R un systéme de racines irréductible et réduit.

a) Montrer que I'ensemble des racines de R de plus grande longueur est une partie close et
symétrique de R, stable par W(R).

b) Montrer que toute partie non vide P de R, close, symétrique et stable par W(R), est égale
4 R ou a ensemble des racines de plus grande longueur de R.

¢) On suppose P # R. Montrer que le systéme de racines P est de type D, (resp. (A, ), D,, A;)
si R est de type B, (resp. C,, F,, G,).

6) Soit H un sous-groupe fermé de G contenant Ng(T).

a) Montrer que H est égal  son normalisateur dans G, et que H/H,, est isomorphe 8 W/Wy (T).
b) Montrer que R(H,, T) est stable par W. Inversement si K est un sous-groupe fermé connexe
contenant T tel que R(K, T) soit stable par W, le normalisateur de K contient celui de T.

¢) On suppose G presque simple. Prouver que H est égal & Ng(T), ou & G, ou qu'on est (&
isomorphisme prés) dans I'une des situations suivantes :

a) (resp. o)) G = Spin(2! + 1, R)(resp. G = SO(2l + 1, R)) et H,, est le fixateur d’un vecteur
non nul de R*'*!, isomorphe & Spin(2/, R) {resp. SO{2/, R));

B) G = U(l, H) et Hy, est le sous-groupe D formé des matrices diagonales ;

B) G =U(LH)/{£ 1} et Ho = D/{x 1};

v) G est de type F,, et H, est isomorphe a Spin(8, R);

8) G est de type G,, et H, est le sous-groupe (isomorphe a SU(3, C)) défini dans I'exerc. 7
du § 3.

7) Soit T:G — GL(V) une représentation continue de G dans un espace vectoriel réel de
dimension finie. On suppose que pour tout A € X(T), on a dim¢V, < 1.

a) Montrer que la représentation 1 est somme directe d’'une famille finie (1;); ;< de repré-
sentations irréductibles, deux a deux non isomorphes, dont les commutants K; (1 < i < s)
sont isomorphes 2 R ou C.

b) Pour qu’il existe sur V une structure de C-espace vectoriel pour laquelle les opérations
de 1(G) soient C-linéaires, il faut et il suffit que K, ..., K, soient isomorphes a C; il y a alors
2% structures de ce type.

8) Soient H un scus-groupe fermé connexe de G, de rang maximum, f) son algébre de Lie,
X la variété G/H et V I'espace tangent 4 X au point correspondant a la classe de H ; on iden-
tifie V au quotient g/h.
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a) Sij est une structure presque complexe (VAR, R, 8.8.3) sur X, on note V”(j) le sous-espace
de 'espace vectoriel complexe C ® V formé des éléments u tels que j(u) = — iu, et q(j)
le sous-espace de gc image réciproque de V’(j), de sorte que lapplication canonique
V - g¢/q(j) est un isomorphisme C-linéaire lorsqu’on munit V de la structure de C-espace
vectoriel déduite de j. Démontrer que P'application j +— q(j) est une bijection de 'ensemble des
structures presque complexes sur X, invariantes par G, sur ensemble des sous-espaces
complexes p de gc satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) P+P=9gc
(2) PP =Dbhe
(3) b,pl<p.

b) Pour qu’il existe une telle structure sur X, il faut et il suffit que les corps commutants des
sous-représentations irréductibles de la représentation adjointe de H dans V soient tous
isomorphes a C; s’il en est ainsi, il y a 2° telles structures, ou s est le nombre des sous-repré-
sentations irréductibles de V (utiliser I'exerc. 7).

¢) Soient j une structure presque complexe sur X, invariante par G, et p = q(j) le sous-espace
associé. Pour que j soit intégrable (c’est-a-dire associée 4 une structure de variété analytique
complexe sur X, ¢f. VAR, R, 8.8.5 4 8.8.8), il faut et il suffit que p satisfasse a la condition

(4) p.pl=p.

d) Pour qu’il existe une structure complexe (c’est-a-dire presque complexe intégrable) sur X,
invariante par G, il faut et il suffit que H soit le centralisateur d’un sous-tore de G (montrer
que les conditions (1) & (4) ci-dessus impliquent que p est une sous-algébre parabolique de g¢
(VII1, § 3, n° 5)); ces structures complexes correspondent dans ce cas bijectivement aux sous-
algébres paraboliques p de g¢ qui sont somme directe de b et de leur radical unipotent (cf.
VIIL, § 3, n° 4).

¢) Démontrer qu’il existe exactement Card(W) structures complexes sur G/T invariantes
par G ; si ¢ et o’ sont deux telles structures, il existe un élément w € W, uniquement déterminé,
telle que P'action canonique de w sur G/T (par automorphismes intérieurs) transforme o en o’.
Siw est un élément non neutre de W, Popération de w sur G/T n’est C-analytique pour aucune
structure complexe sur G/T invariante par G.

f) Déterminer les structures complexes sur S invariantes par SO(3).

g) * Avec les notations de I'exerc. 8, d), soient G, le complexifié¢ de G et P le sous-groupe de
Lie complexe de G, d’algébre de Lie p. Montrer que I'application canonique G/H — G,/P
est un isomorphisme de variétés analytiques complexes.

9 Soit H un sous-groupe fermé connexe de G, de rang maximum, distinct de G et maximal
pour ces propriétés. Notons Z le groupe quotient C(H)/C(G).
a) OnadimZ < 1;sidimZ = 0, alors Z est d’ordre 2, 3 ou 5 (se ramener au cas oi G est
presque simple, de centre trivial; appliquer VI, § 4, exerc. 4).
b) On suppose G presque simple et Z dordre 3 ou 5; on pose z = Card(Z)
et © = Card (rn,(H))/Card (n,(G)). Montrer qu’on est dans 'un des sept cas suivants :

(i) Gestdetype G,, Hdetype A,,onaz =3, n=1;

(ii) G est de type F,, Hde type A, x A,,onaz =mn = 3;

(iii) G est de type E;, Hde type A, x A, x A,,onaz =7 = 3;

(iv) Gest de type E;, Hdetype A, x As,onaz =1 =3;

(v) G est de type Eg, Hde type Ag,onaz = = 3;

(vi) G est de type Eg, Hde type A, x Eg,onaz =xn = 3;
(vii) G est de type Eg, Hde type A, x Ay, onaz =mn = 5.
(Utiliser loc. cit. et les planches de VI ; pour calculer n, remarquer que si f et f* désignent les
indices de connexions de G et H respectivement, on a zrf = f'.)
¢) Dans chacun des cas précédents, déterminer le groupe H.

10) On garde les notations de I'exercice précédent.
a) On suppose dim Z = 1. Alors il y a exactement deux structures complexes sur G/H inva-
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riantes par G ; il existe un automorphisme de G qui laisse H stable et échange ces deux struc-
tures (utiliser I'exerc. 8).

b) Déterminer les structures complexes sur P,(C) invariantes par SU(n + 1, C).

¢) On suppose dimZ = 0 et Card(Z) # 2. Montrer qu’il existe des structures presque
complexes sur G/H invariantes par G (si z est un élément de C(H) non central dans G, Int z
induit un automorphisme d’ordre impair de G/H (exerc. 9); utiliser I'exerc. 8, b)). Montrer
qu’il nexiste aucune structure complexe sur G/H invariante par G (utiliser 'exerc. 8, d)).

d) 1l n’existe aucune structure complexe sur Sq invariante par SO(7, R) (utiliser Pexerc. 7
du § 3).

11) On garde les notations des exerc. 9 et 10.

a) Pour que I'espace homogéne G/H soit symétrique (§ 1, exerc. 8), il faut et il suffit que Z
soit d’ordre 2 ou de dimension 1. L’espace symétrique G/H est alors irréductible (loc. cit.).
b) On suppose dim Z = 1; on note X la variété analytique complexe G/H. Montrer qu’on
est alors dans 'une des situations suivantes :

(i) Glfslt de type A, et D(H) de type A,_; x A,_,; X est isomorphe i la grassmannicnoe
G,(C'Th.

(ii§ G est de type B, et D(H) de type B,_, ; X est isomorphe a la sous-variété de P,,(C) définie
par I'annulation d’une forme quadratique séparante (quadrique projective lisse).

(ii') G est de type D, et D(H) de type D,_,; X est isomorphe a une quadrique projective
lisse dans P,;_(C).

(iil) G est de type C, et D(H) de type A,_; ; X est isomorphe 2 la sous-variété de G,{C*") formée
des sous-espaces qui sont isotropes maximaux pour la forme bilinéaire alternée usuelle sur C*.
(iv) G est de type D, et D(H) de type A;_,; X est isomorphe 2 la sous-variété de G,(C*)
formée des sous-espaces qui sont isotropes maximaux pour la forme bilinéaire symétrique
usuelle sur C%.

(v) G est de type E4 et D(H) de type Ds.

(vi) G est de type E, et D(H) de type E;.

¢) On suppose Card(Z) = 2; donner la liste des situations possibles. Si G est de type A,
B,, C, ou D,, montrer que la variété réelle G/H est isomorphe 4 une variété grassmannienne
G,(K%), avecK = R, Cou H.

*T 12) On suppose G simplement connexe ; pour tout o € R(G, T), on pose t, = exp( K,).
On pose N = Ng(T), et on note ¢:N — W Tlapplication canonique. Soit B une base de
R(G, T); pour tout o € B, on choisit un élément n, de (N n S)) —(T ~ S,).

a) Montrer quon a @(n,) = s, et n> = t,, donc n¥ = 1.

b) Soient a et P deux éléments distincts de B, et soit m,; Pordre de 5,55 dans W. Prouver qu’on a

Hyltg = Nghy si g = 2

n Mg, = Ngh Ay si My, =3
2 2 :

(nang)” = (ngny) s Myp = 4

(neng)® = (ngn,)*  si My = 6

(si par exemple m,g =3, on a (s,54) 5,(5,55) " = 55 et 5,55(ct) = B ; montrer que n ngnng 'ny tng !
appartient a S;, et conclure en remarquant que S, N Sy N T = {e}).

c) Déduire de b) qu’il existe une unique section v:W — N de ¢ telle que v(s,) = n, et
viww') = v(w) v{w') si l(ww') = I(w) + I(w'} (on désigne par I(w) la longueur de w par rap-
port au systéme générateur (s,)s; ¢f IV, § 1, n° 5, prop. 5). On pose n,, = v(w).

d) Soit W* le sous-groupe de N engendré par les #, ; montrer que W* n T est le sous-groupe
T, de T formé des éléments d’ordre < 2 et que W s'identifie 8 W*/T,.

e) Soit we W tel que w? = 1; montrer gu’onan? = |[] ¢, ot R, est Pensemble des racines
aeR

positives o telles que w(a) < 0 (écrire w = s,, ... s,, avec r = I(w) et o; € B; appliquer c)

et VI, § 1, n® 6, cor. 2 a la prop. 17).

/) On suppose G presque simple. Soient ¢ une transformation de Coxeter de W et /1 le nombre

de Coxeter de W (VL, § 1, n° 11). Montrer quon a n* = [] ¢, (utiliser c), e) et 'exerc. 2 de

V, § 6). : wek
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13) @) On choisit une base de B de R(G, T), et on note R, Pensemble des racines positives
de R(G, T). Démontrer que z5 = []| exp{} K,) est un élément de C(G), indépendant du

acR 4

choix de T et de B; on a z3 = e.
b) Soit H un autre groupe de Lie compact connexe. On a zg.y4 = (26, zy); st /:G - H
est un morphisme surjectif de groupes de Lie, démontrer qu'on a f(zg) = zy.
¢) On pose R = R(G, T); on suppose G simplement connexe, de sorte que X(T) s’identifie
a P(R). Montrer que 'homomorphisme y + y(zg) de X(T) dans {1, — 1} a pour noyau
le sous-groupe P’(R) défini dans I'exerc. 8 de VI, § 1.
d) Si G=8SUnC),onazg = (~1y+,;

si G =8SUn H),onazz =~ 1,;

si G = Spin(n, R) avec n = 3,4, 50u6(mod 8),onazg=—1;

si G = Spin(n, R)avecn =0, 1, 2, 7 (mod. 8), on a z5 = 1;

si G est de type Eq4, Eg, Fy ou G,, on a zg = e;

si G est simplement connexe de type E,, zg est I'unique élément non nul de C(G).
(Utiliser VI, § 4, exerc. 5).

14) On suppose le groupe G presque simple; on note h le nombre de Coxeter de R(G, T)
(VL § 1, n° 11). On dit qu’un élément g de G est un élément de Coxeter s’il existe un tore maxi-
mal S de G tel que g appartienne & Ng(S) et que sa classe dans W(S) soit une transforma-
tion de Coxeter (loc. cit.).

a) Montrer que deux éléments de Coxeter sont conjugués (raisonner comme dans la démons-
tration du cor. de la prop. 10, n° 5).

b) Un élément de Coxeter g est régulier et vérifie g* = zg, oll zg est Pélément de C(G) défini
dans I'exerc. 13 ; en particulier, g est d’ordre h ou 2h suivant que z est égal ou non a e (utiliser:
lexerc. 12, f)).

¢) Pour queg € G soit un élément de Coxeter, il faut et il suffit que l’automorphlsme Adg® 1.
de g vérifie les conditions équivalentes de VIII, § 5, exerc. 5, f).

d) Montrer que tout élément g de G, régulier et tel que g* € C(G), est un élément de Coxeter ;
pour p < h, il n’existe pas d’élément régulier k tel que k¥ € C(G).

15) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G. On dit que H est ner s’il n’est contenu dans
aucun sous-groupe fermé connexe de rang maximum distinct de G.

a) Montrer que H est net si et seulement si son centralisateur dans G est égal & C(G). En
particulier, si H est net on a C(H) = C(G) n H.

b) On suppose désormais que H est net. Montrer que pour tout tore maximal S de H, on a
C(H) = S n C(G).

¢} Soit H un sous-groupe fermé connexe de G contenant H. Démontrer quonargH < rg H',
et en déduire que H est net dans H'.

d) Soit K un sous-groupe fermé connexe de H, net dans H et contenant un élément régulier
de G. Montrer que K est net dans G.

16) Soit H un sous-groupe fermé connexe de G, tel que T ~ H soit un tore maximal S de H.
Soit A € R(H, S); on note R(A) 'ensemble des racines de R(G, T) dont la restriction a S est
égale a A.

a) Montrer que R(A) n’est pas vide.

b) Soit we W(S); montrer qu’il existe un élément w de Wq(T) tel que R(wA) = WR(A)
(utiliser I'exerc. 4 du § 2). :

¢) Soit P(X) I'intersection avec R(G, T) du sous-groupe de X(T) engendré par R(X). Montrer
qu’il existe un sous-groupe fermé G, de G contenant T tel que P(A) = R(G,, T). En déduire
que la réflexion s, € W,(S) est la restriction 4 S d’un produit de réflexions s, avec o € P(A).
d) Montrer que le vecteur nodal K, € L.(S) associé a A est combinaison linéaire a coefficients
entiers des K, pour a € R(}L).

¢) Soit By une base de R(H, S). Montrer que R(A) est contenu dans le sous-groupe de X(T)
engendré par la réunion des R(u) pour p e By (prouver que 'ensemble des A € R(H, S) pos-
sédant la propriété énoncée est stable par s, pour i e By, en utilisant c)).



§4 EXERCICES LIE IX.117

47 17) On conserve les notations de l’exermce précédent ; on suppose de plus que le sous-
groupe H est net (exerc. 15).

a) Montrer que R(G, T) est contenu dans le sous-groupe de X(T) engendré par la réunion
des R(A) pour A € By.

b) Soit A la composante neutre du sous-groupe de S formé des se S tels que A(s) = pu(s)
pour tous A, p dans By. Montrer qu’il existe une base {a;, ..., o;} de R(G, T) et un entier k,
avec0 < k < I — 1, tels que A soit la composante neutre de 'ensemble des t € T satisfaisant &

o (t) = = oglt) =1, oy (t) = = = oylt).

(Soit x I'élément de L(S) tel que 8(A)(x) = 2mi pour tout A € By; déduire de a) qu'on a
exp x € C(G). Choisir {a,, ..., o} de fagon que id(a;)(x) soit nul pour 1 <j< ket <0
pour k + 1 < j < I; montrer alors que pour A € By, toute racine de R(X) s’écrit

o; + noy + o+ moy,

avec j = k + 1 et n; € N. Conclure en utilisant a).)
¢) Montrer que l’entler k ne dépend pas des choix des tores S, T et des bases By, {0, ..., %} ;
il est égal au rang du groupe dérivé de Zg(A).

18) On conserve les notations des exerc. 16 et 17. On dit que le sous-groupe H est principal
sl est net et si le sous-tore A contient un élément régulier (autrement dit si k = 0).

a) Soit K un sous-groupe fermé connexe de H. Montrer que pour que K soit un sous-groupe
principal de G, il faut et il suffit que K soit principal dans H et H principal dans G (utiliser
Pexerc. 15, ¢) et d)).

b) On suppose désormais H principal. Montrer que la réunion des R(p), pour p e By, est
une base de R(G, T).

¢} Soit a € R(G, T). Prouver que 1a restriction de o a S est un multiple entier non nul d’'une
racine A € R(H, S); la racine o est une somme d'éléments de R(X) (montrer que la trace sur
L(S) de I'hyperplan d(a) = 0 est un mur de L(S)).

d) Soient A € R(H, S); montrer que le vecteur nodal K, est combinaison linéaire a coeffi-
cients entiers > 0 des K, pour o € R(A) (¢f exerc. 16, d) et V, § 3, n° 5, lemme 6).

19) On garde les notations des exerc. 16 a4 18; on suppose le sous-groupe H principal. On

munit X(T) ® R (resp. X(S) ® R) d’un produit scalaire invariant par Wg(T) (resp. par Wy(S)).

Soient A, 1 deux racines de By.

a) Si A et p sont orthogonales, montrer que les ensembles R(A) et R(n) sont orthogonaux.

En déduire que si G est presque simple, il en est de méme de H.

b) On suppose désormais n(), p) = — 1. Montrer qu’il existe une application surjective

u:R(A) — R(p) telle que pour o e R(X), u(a) soit I'unique racine de R(p) liée (C’est-a-dire

non orthogonale) 4 o; ona K, = Y Kj, et les racines de R(p) sont deux a deux ortho-
eR(p)

gonales (écrire K, et K; comme COI[;Ibi(;IIaiSOIl linéaire des K,, puis identifier les coefficients).

¢) Si n(p, A) = — 1, Papplication u est bijective, et les seules paires de racines liées dans

R(A) U R(p) sont les paires (o, u(%)) pour o € R(R).

d) On suppose n(y, 1) = — 2; soit B € R(u). Montrer que u~ (B) contient un ou deux élé-

ments; si u”1(B) = {&;,a,}, 1a racine o; (i = 1, 2) est orthogonale aux autres racines de

R(%), et a méme longueur que B;siu” '(B) = {a} et |afj = ||IB]l, « est liée 2 une seule racine

o’ € R(A), de méme longueur que o, et {a, o'} est orthogonal au reste de R(A);siu™ '(B) = {a}

t JJall # IB]l, o est orthogonale aux autres racines de R(}).

¢) Etudier.-de méme le cas n(y, L) = — 3.

20) On suppose le groupe G presque simple ; soit H un sous-groupe principal de G, de rang
=2

a) Montrer que H est semi-simple de type B,, C,, F, ou G, (utiliser I'exerc. 19).

b) On suppose que H est de rang > 3. Montrer que G est de type A,, D;, Eq, E; ou Eg (consi-
dérer les sommets terminaux du graphe de Dynkin de R(G, T), et appliquer l'exerc. 19).
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¢) SirgH > 3, montrer qu’on est dans I'une des situations suivantes :

Gestdetype A,, (I = 3)et Hdetype B, ;
G est de type Ay,_; (I = 3) et H de type C, ;
Gestdetype D, (I > 4)et HdetypeB, , ;
G est de type Eg et H de type F, .

d) Si H est de type B,, montrer que G est de type A; ou A,.

e) Si H est de type G,, montrer que G est de type B3, D, ou Aq.

(Pour une description plus explicite de ces situations, voir § 5, exerc. 5.)

f) Soit K un sous-groupe fermé connexe de G contenant H; montrer qu'on a K = G ou
K = H, ou bien que H est de type G,, K de type B; et G de type D, ou Aq.

21) a) Soit H un sous-groupe fermé connexe de rang 1 de G. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :
(1) H est principal ;
(ii) H est net et contient un élément régulier de G;
(1ii) il existe un sl,-triplet principal (x, h, y) de g¢ (VIIL § 11, n° 4) tel que
L(H)g = Cx + Ch + Cy.

b) Moantrer que G contient un sous-groupe principal de rang 1, et que deux tels sous-groupes
sont conjugués (avec les notations de I'exerc. 17, remarquer qu'on a S = A).

¢) Montrer qu'un sous-groupe fermé connexe de G est principal si et seulement s’il contient
un sous-groupe de rang 1 principal dans G (utiliser I'exerc. 18, a)).

22) Soit H un sous-groupe principal de rang un de G ; soit I' le sous-groupe de Aut(G) formé
des automorphismes u tels que u(H) = H. Montrer que Aut(G) est produit semi-direct de T’
par Int(G).

§5

1) On suppose G simplement connexe ; on appelle alcéves de G les parties de G de la forme
exp(A), ot A est une alcove d'une sous-algebre de Cartan de g.

a) Montrer que les alcoves de G forment une partition de G,.

b) Toute alcéve de G est contenue dans un unique tore maximal.

¢) Montrer que les alcoves de G contenues dans T forment une partition de T,, et que 'ensem-
ble de ces alcoves est un ensemble principal homogéne sous W.

d) Toute classe de conjugaison d’¢léments réguliers de G a un point et un seul dans chaque
alcove.

¢) Soit E une alcove de G. Montrer que E est un espace contractile ; si g est simple, E est
homéomorphe a un simplexe ouvert d'un espace cuclidien.

2) a) Soient E un espace topologique simplement connexe et u:E — G une application
continue telle que u(E) < G,. Montrer que u est homotope (TG, XI) a Papplication cons-
tante de valeur e {considérer le revétement ¢, :(G/T) x t, - G, ;releverueniui:E — (G/T) x t,
puis utiliser le fait que t est contractile).

*h) Prouver que le groupe m,(G) est nul.

(Soit u:S, — G une application de classe C™ ; en utilisant la prop. 1 et le théoréme de trans-
versalité, montrer que u est homotope a une application d’image contenue dans G,, puis

appliquer a).) ,

3) Soient f:G - G le revétement universel de G et n le noyau de f (1som0rphe a n,(G));
on pose C = C(G) et C = C(G). Soient o un automorphisme de G, & Pautomorphisme
de G déduit de 5. On note G,, C,, G,, C, l'ensemble des points de G, C, G, C fixés respec-
tivement par o, o, 3, G.
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a) Montrer que la composante neutre (G,), de G, est f(G,).

b) On note s 'endomorphisme du Z-module n induit par &. Montrer que le groupe quotient
G,/(G,), est isomorphe a un sous-groupe de Coker(l — s), et en particulier est commutatif.
Si 1 — s est surjectif, G, est connexe.

¢) Soit n e N tel que 5" = Id,. Montrer que le groupe G,/(G,), s’identifie & un sous-groupe
du quotient Ker{l + s + = + s 1)/Im(1 — s); en déduire qu’il esi annulé par un. Si # est
premier a I'ordre du sous-groupe de torsion de =, alors G, est connexe.

d) Retrouver les résultats de b) et ¢) en utilisant 'exerc. 23 de A, X, p. 194.

e) Montrer que G, est connexe dans chacun des cas suivants :

(i) G est semi-simple de type A,, (n = 1) et o n’est pas intérieur.

(ii) G est semi-simple de type E¢ et o n’est pas intérieur.

(iif) G est semi-simple de type D, et o est trialitaire (Cest-a-dire d’ordre 3 modulo Int(G)).
f) Définir un isomorphisme de C_/(C, N (G,)) sur (1 — &) C n n)/(1 — &) n. En déduire
que si 1 — sn’est pas surjectifet 1 < (1 — &) C, alors C; n’est pas contenu dans (G,),. Pour
G = 8S0(2n, R) et ¢ non intérieur, on a — [,, ¢ (G,), et G, n’est pas connexe.

4) On suppose G semi-simple. Soient ¢ un épinglage de G et ® un groupe d’automorphismes
de G respectant I'épinglage ; on désigne par H le sous-groupe de G formé des éléments fixés
par @.

a) Montrer que H, est semi-simple ; si G est simplement connexe, H est connexe (se ramener
au cas ou G est presque simple et ® cyclique, et appliquer le th. 1 (n° 3) et VIII, § 5, exerc. 13).
b) On suppose G presque simple. Montrer que

si G est de type A;; (I = 1) et @ d’ordre 2, H,, est de type B;;

si G est de type A, _, (I = 2) et ® d'ordre 2, H, est de type C;;

si G est de type D, (I = 4) et ® d’ordre 2, H, est de type B,_,;

si G est de type D4 et ® d’ordre 3 ou 6, H, est de type G,

si G est de type Eg et @ d’ordre 2, H, est de type F,.

Dans chaque cas, déterminer les groupes n;(H), i = 0, 1 (¢f. exerc. 3).

¢) Démontrer que le sous-groupe H, est principal (§ 4, exerc. 18).

. d) Démontrer qu'un groupe semi-simple de type B, ou Ag4 contient un sous-groupe principal
de type G, (utiliser b) et Texerc. 20 du § 4).

5} On suppose le groupe G presque simple ; soit H un sous-groupe fermé connexe principal
de G (§ 4, exerc. 18). On désigne par @ le groupe des automorphismes u de G qui fixent H,
et par F le sous-groupe des éléments de G fixés par ®.

a) Montrer qu’il existe un épinglage de G stable par ®.

b) Montrer qu’on est dans I'une des situations suivantes :

(i) ona H = Fg;

(i1) G est de type B3, H de type G, et ® est réduit & I'identité;

(iii) G est de type Ag, H de type G, et @ d’ordre 2.

(Utiliser P'exerc. 4 et I'exerc. 20 du § 4.)

% 6) On suppose G simplement connexe. Soient p un nombre premier et g un élément de
C(G) tel que g = e.

a) Montrer qu’il existe des éléments ue T et we W tels que

(i) wyu ' =g;

(ii)) w? = 1;

(ili) > =esip# 2, uP =eougsip=2. _

(Soit A une alcdve de t; pour i = 0,1,...,p — 1, soit x; € A tel que exp x; = g°. Prendre
pour u I'élément exp x, ou x est le barycentre de la facette de A dont les sommets sont les
X;, et pour w I'élément de W tel que w(A) = A — x.)

b) Prouver qu’il existe u e T et v € Ng(T) tels que

@) vuw u"t =g;

(i) oy =esip#2, vy =eougsip=2;

(iii) > =esip#A2uw =eougsip=2

(Utilisant la construction de a), relever w en n,, comme dans Pexerc. 12 du § 4; prendre
v=mtlsip#2v=n,sip=2)
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7) Soit p un nombre premier. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) p ne divise pas l'ordre du sous-groupe de torsion de n,(G);

(ii) pour tout élément g de G d’ordre p, le centralisateur de g dans G est connexe ;

(iii) tout sous-groupe de G isomorphe a (Z/pZ)* est contenu dans un tore maximal.
(Pour prouver (i) = (ii), utiliser 'exerc. 3, ¢); pour prouver (iii) = (i), utiliser 'exerc. 6.)

8) On prend G = SO(8, R)/{ + I3} ; on note (¢;), <;<4 une base de R(G, T) telle que «,,
a3 et a, soient non orthogonales a a, (VI, planche IV). Soit A le sous-groupe de T formé
des t € T tels que

ay(t) = a5(t) = au(t), oq(e)? = op(t)* = 1.

Démontrer que A est isomorphe a (Z/2Z)? et que son centralisateur dans G est un groupe
fini non commutatif.

9) Soient R un systéme de racines irréductible, RV le systéme inverse, B une base de R, « la
plus grande racine de R (relativement a B). On pose

o= mp et a¥ =73 np’;

peB peB
soit V(R) = sup nj.
peB

a) Montrer que lintervalle (1, v(R)) de N est réunion de 1 et des ng pour BeB (posons
oy = o s0it (o, ..., &) une suite d’éléments distincts de B tels que o; ne soit pas orthogonal
a oy pouri=1.,q quon ait ny = v(R) et que g soit maximal pour ces propriétés;
prouver que ny, =i + 1 pour i = 1, ..., q).

b) Soit p un nombre premier. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) p < V(R);

(11) 1! existe BeB tel que p = ‘n}j.’;

(iii) il existe B € B tel que p divise ny.

On dit alors que p est un nombre premier de torsion de R.

¢) Pour chaque type de systéme de racines irréductible, donner la valeur de v(R) et des
nombres premiers de torsion. Montrer que I'ensemble des ny et celui des ny coincident sauf
dans le cas du type G,.

d) Soit R’ une partie close symétrique de R, irréductible comme systeme de racines. Montrer
quon a v(R") < v(R).

10) Soient R un systéme de racines et p un nombre premier. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) p est un nombre premier de torsion pour un composant irréductible de R (exerc. 9, b));
(i) il existe une partie close et symétrique R, de R, distincte de R et maximale pour ces pro-
priétés, telle que (Q(RY): Q(RY)) = p (on note Q(R") le Z-module engendré par les racines
inverses de R et Q(RY) le sous-module engendré par les av pour o e R,);

(ii1) il existe une partie close et symétrique R, de R telle que le sous-module de p-torsion de
Q(RY)/Q(RY) soit non nul ) o

(Pour prouver (i) = (ii), utiliser I'exerc. 4 de VI, § 4 ; pour prouver (iii) = (i), utiliser I'exerc. 9, d).)
On dit alors que p est un nombre premier de torsion de R.

11) Soit p un nombre premier. On dit que p est un nombre premier de torsion de G 51l existe
un sous-groupe fermé connexe H de G, de rang maximum, tel que le sous-groupe de p-torsion
de 7, (H) soit non nul. On pose R = R(G, T).

a) Les nombres premiers de torsion de G sont les nombres premiers de torsion de R (exerc. 10)
et les nombres premiers qui divisent ordre du groupe de torsion de 7,(G).

b) Montrer que tout nombre premier de torsion de G divise w/l!, ou w est 'ordre de W et
I le rang du groupe semi-simple D(G) (utiliser VI, § 2, n° 4, prop. 7).

¢) Soient t e T et n e N tels que t” € C(G). Soient R; I'ensemble des o € R telles que a(t) = 1,
et m ordre du groupe de torsion de Q(RY )/Q(RY) (¢f. exerc. 10). Démontrer que tout facteur
premier de m divise n (se ramener au cas ou G est simplement connexe et presque simple).
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d) Supposons G simplement connexe. Soient g € G, ne N tels que g" appartienne a C(G)
et qu'aucun nombre premier de torsion de G ne divise n. Démontrer que le groupe dérivé
du centralisateur de g est simplement connexe.

e) Soient g un élément de G et p un nombre premier, tels que g° = e et que p ne soit pas un
nombre premier de torsion de G. Montrer que le centralisateur Z(g) est connexe et que p
n’est pas un nombre premier de torsion de Z(g).

f) Supposons G simplement connexe, et soit p un nombre premier de torsion de G. Prouver
quil existe un élément g de G d’ordre p tel que nt,(Z(g)) soit cyclique d’ordre p (utiliser 'exerc. 10
et ’exerc. 4 de VI, § 4).

12) Soit p un nombre premier. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) p n’est pas un nombre premier de torsion de G;

(ii) pour tout sous-groupe F de G isomorphe a (Z/pZ)" (pour n € N), le centralisateur de F
dans G est connexe ;

(ii") pour tout sous-groupe F de G isomorphe a (Z/pZ)?, le centralisateur de F dans G est
connexe ;

(iii} tout sous-groupe de G isomorphe a (Z/pZ)" pour un entier n est contenu dans un tore
maximal ;

(iii’) tout sous-groupe de G isomorphe a (Z/pZ)* est contenu dans un tore maximal.
(Pour prouver (i) = (ii), utiliser 'exerc. 11, e); pour prouver (iii) = (i), utiliser I'exerc. 11, f)
et 'exerc. 7.)

§ 6

1) Soit R un systéme de racines réduit dans un espace vectoriel réel V. On munit I'espace V
d’un produit scalaire invariant par W(R), et 'espace S(V) du produit scalaire correspondant
(EVT, V, p. 30); on a donc, pour x,, ..., X,, Vi, ..., ¥y dans V :

(Xg oo Xl Y1 o0e ¥0) = Z (X1IYcr(1)) (xnlyc(n)) .

On choisit une chambre C de R; on pose N = Card (R, ), p =4 . aet w(R) = Card (W(R)).
“weR 4
Soit P I'élément [] o de SN(V).
N oeR +
a) Montrer quon a P = % > e(w)(wp)N (¢f. VL § 3, n° 3, prop. 2).
* weW(R)
b) En déduire I'égalité (P|P) = w(R) H (plo).
ack +

! I

¢) Démontrer quon a (P[P) = 27"w(R) [] m! ] (@i} = 27N [] (m; + ! [] (a|o),
.i=1 acR + i=1 aeR 4

ou my, ..., my sont les exposants de W(R) (utiliser I'exerc. 3 de VIII, § 9).

47 2) Soit V un espace hilbertien réel de dimension finie sur R. On munit 'espace S(V*)
des polynémes sur V du produit scalaire défini en EVT, V, p. 30 (¢f. exerc. 1). On note y
la mesure gaussienne canonique sur V (INT, IX, § 6, n° 4 a 6) ; si (x;); <;<, €St une base ortho-
normale de V* on a donc dy(x) = (2r) 2™ &IM2dx, . dx,.

a) Soit g 'élément de $2(V) qui définit le produit scalaire dans V*, et soit A :S(V*) - S(V*)
I'opérateur produit intérieur par g (A, II1, p. 165). Montrer que pour toute base orthonormale

n 2
(x)1<i<n de V* et tout polyndbme PeS(V¥), on a AP) =1 Y g 12)
) i=1 OX;
b) Pour P € S(V*), on pose P* = P x v, de sorte qu'on a P*(x) = J P(x — y) dy(y) pour
v
x € V. Démontrer I'égalité P* = Y AP) A(P).

n=1
(Se ramener & prouver la formule analogue pour la fonction x +— ™™ pour ue'V;) .
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¢) Démontrer la formule fP*(ix) Q*(ix) dy(x) = (P|Q) pour P et Q dans S(V*) (identifié

a un sous-espace de S(V ® C)*)).
d) Si P est un polynéme homogéne sur V tel que A(P) = 0, on a f P(x)%dy(x) = (P|P).

v

e) Soit W un groupe fini d’automorphismes de V, engendré par des réflexions; notons H
I'ensemble des réflexions de W. Pour h € H, soient e, € Vet f, € V¥telsque h(x) = x + fi(x) e,
Montrer que le polynéme P = [ £, satisfait & A(P) = 0 (utiliser V, § 5, n°® 4, prop. 5).

heH
3) Soit p une mesure de Haar sur le groupe additif g.
a) Il existe une unique mesure de Haar ug sur G possédant la propriété suivante : si wg et
g sont des formes différentielles invariantes de degré n, sur G et g respectivement, telles que
ogle) = 0g(0)et |mg| = p, onalwg| = pg. L’application p > g est une bijection de 'ensembie
des mesures de Haar sur g sur I'ensemble analogue pour G.
b) On choisit un produit scalaire ( | ) invariant sur g, et une mesure de Haar t sur t, tels que p
(resp. ) corresponde a la mesure de Lebesgue lorsqu’on identifie g 4 R" (resp. t 4 R”) au moyen
d’une base orthonormale. Démontrer la formule

ftﬂg(x) e~ 2 gr(x) = (2my? TEB) wG).

¢) Onidentifie X(T) & une partie de I'espace hilbertien t* par lapplication (2ri) " '8(§ 4, n° 2), et
on pose P(x) = [] < o x) pour x €t. Avec les notations des exerc. 1 et 2, montrer qu'on a

aeR ¢

u%% = Quf'w(G) (PIP) = 7" ] (@l n m,!

d) Avec les notations de I'exerc. 9 du § 3, soit gz la sous-Z-algebre de Lie de g engendrée par
(2m) " *T°(T) et par les éléments u,, v, pour a € R. Démontrer I'égalité

2y N+r

us(G) = u(g/gz) ﬂ

e) On suppose G simplement connexe. Montrer qu onal=ret

Ho(G) = 272712 ] (eler)” H (olo) AT (mH ™,
aeR 4 i
ol { a4, ..., o } est une base de R et ol f est I'indice de connexion de R.
1) On suppose de plus que R est irréductible et que toutes ses racines ont méme longueur
on prend comme produit scalaire sur g Popposé de la forme de Killing. Démontrer qu’on a
Ho(G) = QRN Y T m) ™

4) Soit X une variété différentielle de classe C*. Dans cet exercice et les snivants, on notera
simplement H(X) le R-espace gradué H(Q(X)).

a) Montrer que ©(X) est une algebre différentielle graduée associative et anticommutative
(A, X, p. 183, exerc, 18). En déduire que H(X) posséde une structure naturelle d’algébre graduée,
associative et anticommutative.

b) Si X est connexe de dimension p, on a H(X) = 0 pouri > p et dimH®(X) = 1. Si de plus
X est compacte, espace H?(X) est de dimension un (utiliser VAR, R, 11.2.4).

¢) Soient Y une autre variété de classe C*, et f:X — Y un morphisme de classe C*. L’appli-
cation f*:Q(Y) — Q(X) est un morphisme de complexes (VAR, R, 8.3.5); montrer que
H(f*):H(Y) - H(X) est un morphisme d’algebres.

d) On suppose donnée une loi d’opération de classe C* de G sur X. Montrer que le sous-
complexe Q(X)® des formes invariantes est une sous-algébre de (X). En déduire que I'appli-
cation H(i) : H(Q(X)") — H(X) définie dans le th. 2 est un isomorphisme d’algébres graduées.
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e) Montrer que {Ali(g))® est une sous-algébre de Alt(g), et que Palgébre graduée H(G) lui
est isomorphe.

5) On note H(G) la R-algébre graduée H(Q(G)) (¢f. exerc. 4).
a) L’espace H?(G) est nul pour p > n, de dimension un pour p = net p = 0. L'espace HY(G)
s’identifie canoniquement a ¢*, avec ¢ = L(C(G)).
b) On suppose désormais G semi-simple. Montrer qu'on a HY(G) = HX(G) = 0 (¢f. I, § 6,
exerc. 1).

¢) On note B(g) I'espace des formes bilinéaires symétriques G-invariantes sur g ; pour b € B(g)
et x, y, z dans g, on pose b(x, y, z) = b([x, y] 2). Montrer que P'application b — b définit un
isomorphisme de B(g) sur H3(G) (soit ® € H*(G); prouver que pour tout x € g, il existe une
unique forme linéaire f(x) sur g telle que df(x) = i(x)®, et considérer la forme
(xa y)H - <y3f(x)>)
d) Montrer que la dimension du R-espace vectoriel H*(G) est égale au nombre des idéaux
simples de g.

6) On pose bi(G) = dimpH(G) pour i> 0, et, si X désigne une indéterminée,
Ps(X) = ¥, b(G) X.
iz0

a) Démontrer qu'on a b,(G) = f Tr A(Ad g) dg et Pg(X) = J det(1 + X.Ad g)dg (cf.
G G

Appendice II, lemme 1).
b) En déduire les égalités Z b{(G) = 2", et Z (— 1yb,(G) = 0 si dim G > O (utiliser la for-

mule de H. Weyl, ou l’exerc 8 du § 2).
¢) On prend G = U(n, C). Montrer que Pg(X) est le coefficient de (X, ... X,)**~2 dans le

polynéme % 1+ Xy I XX+ X)X — X)) (a coefficients dans Z[X]).

' 1 i;jjén
7) Soit K un groupe de Lie compact connexe.
a) Soit f:K — G un homomorphisme surjectif de noyau fini. Montrer que ’homomorphisme
H(f*):H(G) » H(K) est un isomorphisme.
b) Montrer que I'algébre H(G x K) s’identifie canoniquement au produit tensoriel gauche
H(G)‘® H(K).
¢) Déduire de a) et b) que l'algébre H(G) est isomorphe & H(C(G),) ®@ H(D(G)). Montrer
que lalgébre H(C(G),) est isomorphe & A(c*), avec ¢ = L{C(G)).

47 8) Soient k un corps de caractéristique nulle et E une bigébre graduée gauche sur k (A, III,
p. 148, déf. 3). On suppose que E est anticommutative et anticocommutative, et quonaE,, =
pour m assez grand. On note P le sous-espace des éléments primitifs de E (¢f 11, § 1).

a) Montrer que tout élément homogéne de P est de degré impair (écrire ¢(x™) pour m grand).
En déduire un morphisme canonique de bigébres graduées gauches ¢ : A(P) — E (la structure
de bigébre graduée gauche de A(P) étant celle définie dans A, 111, p. 198, exerc. 6).

b) Montrer que ¢ est un isomorphisme (adapter la démonstration du th. 1 de IL, § 1, n° 6).

9) Onnotem:G x G — G Papplication telle que m(g, h) = gh pour g, h dans G. On identifie
H(G x G) 3 H(G)?® H(G) (exerc. 7, b)), de sorte que m* définit un homomorphisme
d’algébres ¢ :H(G) - H(G) ‘@ H(G).

a) Montrer que (H(G), ¢) est une bigébre graduée gauche, anticommutative et anticocommuta-
tive (observer que I'application g - g~ ' induit sur H?(G) la multiplication par (— 1)?).

b) Soit P(G) le sous-espace gradué de H(G) forme des éléments primitifs ; déduire de I'exerc. 8
un isomorphisme de bigébres graduées A(P(G)) —» H(G).

¢) Montrer quon a dimgP(G) = r (utiliser I'exerc. 6, b)).

!
d) En déduire que le polynéme ) b(G) X' est de la forme (1 + X)° [] (1 + X**1), ou ¢

iz0 i=1
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est la dimension de C(G), ! le rang de D(G), et les k; des entiers > 1; on a
ki + - +k =%Card R(G, T) ~.

10) Soit H un sous-groupe fermé de G ; on note dh la mesure de Haar sur H de masse totale 1.
On pose x(G/H) = Y. (— 1ydimgH(G/H).
i>0
a) Démontrer Iégalité x(G/H) = J det(1 — Adgyh) dh (utiliser A, X, p. 41, prop. 11, ainsi
H
que le lemme 1 de ’Appendice II, n° 2).
b) Soit ny(H) le nombre de composantes connexes de H. Montrer qu’on a

%(G/H) = 0 si H, n’est pas de rang maximum
x(G/H) = w(G)/w(H,) no(H) si H, est de rang maximum .

11) Soitu un automorphisme d’ordre deux de G ; on note K la composante neutre de I'ensemble
des points fixes de u, T son algébre de Lie, et X I'espace symétrique G/K (§ 1, exerc. 8).

a) Montrer que toute forme différentielle G-invariante @ sur X vérifie do = 0 (observer que
induit sur AltP(g/f) la multiplication par (— 1)7).

b) En déduire un isomorphisme de 'algebre graduée H(G/K) sur 1a sous-algébre graduée de
Alt(g/t) formée des éléments K-invariants.

¢) On pose b,(G/K) = dimgH(G/K) pour i = 0; pour k € K, on note Ad™k la restriction
de Ad k au sous-espace propre de L(u) relatif a la valeur propre — 1. Soit dk la mesure de Haar

sur K de masse totale 1. Démontrer les formules b,(G/K) =J Tr A(Ad™k) dk et

K

Y b(G/K) X! = | det(l + X Ad™k) dk.

iz0

d) Side plus K est (i(e rang maximum, prouver que I’algébre H(G/K) est nulle en degrés impairs
(observer qu'on a u = Int k, avec k € K).

e) Calculer I'algébre graduée H(S,). En déduire que S, admet une structure de groupe de Lie
(compatible avec sa structure de variété) si et seulement si n est égal a 1 ou 3.

12) Soient H un sous-groupe fermé connexe de G et b son algébre de Lie.

@) Soit o un élément de h* invariant par H ; montrer qu’il existe un élément o de g* invariant
par H dont la restriction & by est égale & o. Montrer que I'élément do € Alt?(g) est annulé par
i(m) et 8(n) pour tout 1 € b, et que sa classe dans H2(G/H) ne dépend pas du choix de & On
définit ainsi un homomorphisme ¢ :H(H) -» H3(G/H).

b) On suppose désormais G semi-simple. Prouver que ¢ est un isomorphisme.

¢) Démontrer que H est semi-simple si et seulement si H2(G/H) = 0.

d) Sans supposer H connexe, définir un isomorphisme (§*)! — H2(G/H) (appliquer b) 3 H,).

13) Soit H un sous-groupe fermé de G; on pose X = G/H et n = dim X. Montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Hexiste une 2-forme o sur X telle qu’on ait do = 0 et que pour tout x € X, la forme alternée
o, sur T (X) soit séparante;

(ii) n est pair, et il existe un élément @ de H2(G/H) tel que ©™? # 0;

(iii) H est le centralisateur d’un tore de G

(iv) H est de rang maximum, et il existe une structure complexe G-invariante sur X ;

(v) il existe une structure complexe j et une 2-forme o sur X telles qu’on ait do = 0 et, quels
que soient x dans X et u, v non nuls dans T (X), o,(ju, jv) = (4, v) et 0. (u, ju) > 0(* autre-
ment dit une structure kihlerienne sur X ) ;

! Les entiers k; sont en fait les exposants de R(G, T). Cf. J. Leray, Sur ’homologie des
groupes de Lie, des espaces homogenes et des espaces fibrés principaux, Collogue de Topologie
de Bruxelles (1950), p. 101-115.
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(vi) il existe une structure complexe j et une 2-forme o sur X satisfaisant aux conditions de (v)
et invariantes par G (* c’est-a-dire une structure kihlerienne G-invariante sur X ,).

(Pour prouver (ii) = (iii), poser S = C(H), et Z = Z5(S); montrer en utilisant I'exerc. 12, d)
que I'application canonique H*(G/Z) — H*(G/H) est surjective, et en déduire quona Z = H.
L’équivalence de (iii) et (iv) résulte de I'exerc. 8 du § 4. Pour prouver (iii) => (vi), construire
une forme hermitienne positive séparante H-invariante sur g/L(H) et considérer sa partie
imaginaire ; utiliser 'exerc. 11, a).)

§ 7

1) On prend pour G le groupe U(n, C), et pour T le sous-groupe formé des matrices diagonales ;
pour ¢ = diag(¢,, ..., t,) dans T et 1 < i < n, on pose &(t) = t;,. On note ¢ la représentation
identique de G dans C".

a) Le groupe X(T) admet pour base ;, ..., &,; montrer que tout élément de Z[X(T)]W est
de l1a forme eX®1 - T=IP (et ., ¢), ol k est un entier relatif et P un polyndme symétrique en
n variables & coefficien:ts entiers.

b) Montrer que les représentations Ao (1 < r < n) sont irréductibles.

¢) Montrer que 'homomorphisme u:Z[X,, X;, ..., X,] [X; '] —» R(G) tel que u(X,) = [A'c]
est un isomorphisme. ) - h

2) SoitG = SO(2! + 1, R),avec! = 1;on prend les notations de I'exercice 2du§ 4. On note

la représentation de G dans C¥*! obtenue par extension des scalaires a partir de la repré-

sentation identique.

a) Le Z-module X(T) admet pour base ®, ..., W;_;, 2®;, ainsi que £,, ..., &.

b) On note m; élément & + e % de Z[X(T)]. Montrer que tout élément de Z[X(T)]V

s’écrit P(n,, ..., ;) ou P est un polyndme symétrique en [ variables, a coefficients entiers.

c) Montrer que les représentations I\’ (r < 21 + 1) sont irréductibles. Démontrer pour
< I Iégalité

Ch(ArG) = Sr(nli Rt Tll) + (l —r+ 2) Sr—Z(nl’ s nl) + o+
<l —r+ 2k
+

K )Sr—Zk(nla-n, n)+ -,

ol les 5, sont les polyndmes symétriques €lémentaires en [ variables. - )
d) Montrer que T'homomorphisme u:Z[Xy, ..., X;] » R(G) tel que u(X;) = [A'c] est un
isomorphisme.

3) Soit G = SO(2L R), avec | = 2; on utilise les notations de P'exerc. 2 du § 4. On note ¢
la représentation de G dans C*' obtenue par extension des scalaires A partir de la représentation
identique.

a) Le Z-module X(T) admet pour base €4, ..., &,

b) On note w; Pélément ¢ + % de Z[X(T)], et & I'élément n ¢” ). Montrer que

tout élément de Z[ X(T)}Y sécrit P(M, ..., ) + Q(My, ..., M) 8, 00 P et Q sont des polynémes
symétriques en | variables, & coefficients dans 1Z.

¢) Montrer que les représentations A’ sont irréductibles pour  # [; la représentation A'c
est somme directe de deux sous-représentations t+ et 1, de plus grands poids 2m, et 2m,_;
respectivement (voir VIII, § 13, exerc. 10).
d) Montrer que pour r < I I’¢lément Ch(A’s) est donné par la formule de Texerc. 2, ¢), et
qu’on a

Ch(t*) = 8 + Ch(A'c)) Ch(t7) = 3(— 8 + ChiN'c)).

e) Montrer que 'homomorphisme u:Z[Xy, ..., X;;Y] — R(G) tel que u(X;) = [Aio] et
wY) = [t*] est surjectif, et que son noyau est engendré par Y? — YX, + A, avec
AeZ[X,, .. X].
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4) Soit E un espace vectoriel complexe, et soit T?(E) 'espace des tenseurs de type (p, g) sur E

(A, TII, p. 63). On note HE(E) le sous-espace de T2(E) formé des tenseurs symétriques (c’est-a-

dire appartenant a I'image dans T?(E) de TS?(E) ® TS%E™*)) et annulés par les contractions ¢}

pouric(l,p)etje(p + L p + q)(A, 111, p. 64).

a) Montrer que H(C") est stable par GL(n, C), et par conséquent par SU(n, C); on note 1}

la représentation de SU(n, C) ainsi obtenue.

b) Montrer que t est une représentation irréductible, dont le plus grand poids (avec les nota-

tions de I'exerc. 1 du § 4) est pw;, + q@,_ ;-

c) Toute représentation irréductible de SU(3, C) est isomorphe & une représentation t2.

d) Soient (x;); <;<, la base canonique de C”, (y;), <<, la base duale. Montrer que HZ(C")

s’identifie 4 I'espace des polynémes P 62 Clx,, .. Xy, V1, -5 Vu), homogeénes de degré p en les x;
P

L0
et de degré g en les y;, tels que —— =0
izzl axiayi

5) Soient k un corps commutatif de caractéristique zéro, V un espace vectoriel sur k, et ¥
une forme quadratique séparante sur V. On associe 3 ¥ (resp. a la forme inverse de ¥) un
élément T € S7(V*) (resp. I'* € S$%(V)). On note Q 'endomorphisme de S(V) produit par T'*,
A Tendomorphisme de $(V) produit intérieur par T, et A 'endomorphisme de S(V) qui se

réduit sur $°(V) a la multiplication par — g -
2
a) Si (x;);<i<n €st une base orthonormale de V, on a Q(P) = X3 x7).P et A(P) = 35 —g—lz
Xi
pour P eS(V).
b) Démontrer les formules [A, Q] = — h, [h A] = 24, [h, Q] = = 2Q.
¢) Soit H, 'espace des éléments de $'(V) annulés par A (« polyndmes harmoniques homogénes
de degré r »). Déduire de b) une décomposition en somme directe, stable sous O(¥) :

sr(V) = Hr @ QHr—Z @ QzHr—4 @

d) Montrer que la représentation H, est irréductible (¢/. VIIL, § 13, n° 3, (IV)).

e) On prend k = C, V = C" muni de la forme quadratique usuelle (n = 3). On obtient ainsi
des représentations irréductibles 1, de SO(n, R) ; montrer qu’avec les notations de I'exerc. 2
du § 4, le plus grand poids de 1, est ro;.

f) Soit T I'élément de Casimir de G obtenu a partir de la forme de Killing. Démontrer la

1 n n N
formule Tgw,y = m(— 40QA + (H + 71 H + <2 - f) I>> Calculer T'(t,) et en
déduire la valeur de la forme Qr (prop. 4).

6) On suppose G presque simple. Montrer que G admet une représentation irréductible
fidele si et seulement s’il n’est pas isomorphe a Spin(4k, R) pour k >.2.

7) Soit 1:G —> SO(n, R) une représentation unitaire réelle de G, notons
¢ :Spin(n, R) — SO(n, R) le revétement double canonique. On dit que 1t est spinorielle s'il
existe un morphisme T:G — Spin(n, R) tel que ¢ o T = 1.

a) Soit X une partie de P(T, 1) telle que T u (— £) = P(T, 1) et T n (— ) = & ; on note
o5 1a somme des éléments de X. La classe @ de oy dans X(T)/2X(T) est indépendante du choix
de Z. Démontrer que t est spinorielle si et seulement si @ = 0.

b) Démontrer qu’on a p € X(T) st et seulement si la représentation adjointe est spinorielle.

8) Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie compacte, ayant un nombre fini de composantes
connexes. Montrer que G posséde une représentation linéaire fidéle dans un espace vectoriel
de dimension finie (écrire G comme produit semi-direct d’un groupe compact K par un groupe
vectoriel N ; choisir une représentation fidéle de K dans un espace vectoriel de dimension
finie W et représenter G comme sous-groupe du groupe affine de W @ N).
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§8

1) Soit G = SU(2, C), et-soit o la représentation identique de G dans C2.
a) Les représentations irréductibles de G sont les représentations t* = $"c pour n = 0.
b) Soit e,, e, la base canonique de C?; montrer que les coefficients de t* dans la base
oo o
(€1€5 o<i<n sont les fonctions tf; telles que, pour g = B E eG, on ait
- o
tig) = (_J_'l) o TR TIPI( (o f?), avee PY(t) = dt’ [t" i1 — )] (« polynémes de Jacobi »).

M — N\172
¢) Déduire de b) que les fonctions (n + 1)'/? : ,EZ “]l ;,) ¥, pour i j, n entiers avec
0 < i< n0<j< n forment une base orthonormale de L2(G).
o 4 )
d) Pour g = ( 5 E) €G, on pose o = Ml HeTWZ B = (1 — )20 TV2 ayec
— o

0<r<1,0<¢ <2, —2n < V¥ < 2n. Montrer que la mesure de Haar normalisée dg
sur G est alors égale a (8n%)” 'dtdpdy.

e) Soient a, b dans 3Z, tels que a — b € Z. Déduire de d) que les polyndmes Pz amz—s(t)
pour n entier de méme parité que 24, n > max(2q, 2b), forment une base orthogonale de
L*([0, 1]) pour la mesure t™275(1 — ¢)*~%dr.

2) Soit fune fonction de classe C* sur G, a valeurs complexes. Démontrer qu’il existe deux
fonctions g et ¢ sur G, de classe C*, a valeurs complexes, telles que ¢ soit centrale et qu’on ait
S=gx9.

3) Soit u_une représentation irréductible de G, et soit A son plus grand poids. Pour x € g,

on note x Punique élément de C qui est conjugué & x sous Ad(G). Démontrer I'égalité

[u()] o = |80 X)].

4) On choisit une forme quadratique positive séparante Q sur g invariante par Ad(G). Pour
x et, on pose Jy(x) = o™ QxTu

uel(T)
a) Montrer que 3, est une fonction de classe C” sur t, et qu’il existe une fonction 9, de classe
C® sur T telle que 3, o expr = 9.
b) Montrer qu’il existe une unique fonction centrale 3 sur G, de classe C®, dont la restric-
tion & T est égale 4-3,. Pour tout tore maximal S de G et tout x € L(S), on a

Hexpx) = Y e Qxtw

ue(S)

¢) Soient A une alcove de t, dx une mesure de Haar sur t, et h une fonction intégrable sur t,
invariante sous le groupe de Weyl affine W, (§ 5, n° 2). Démontrer 'égalité

1 —Qx -1
.[ h(x) dx = W—(G—) _[ h(x) e ¥Gy(x)) " 1dx .

A

dx
d) Pour xeg, on pose &(x) = Ag(x) e”W(Y(exp x))71, avec Ag(x) = det & ——~ (§ 6,

n° 3). Montrer que § est une fonction de classe C* sur g et que si p est une mesure de Haar

sur g, limage par expg de la mesure u est une mesure de Haar sur G (utiliser ¢) ainsi que

lecor. 2 duth. 1 etla prop. 4(§ 6,n%2 et 3)).

¢) Démontrer la formule $4(x) = m Y exp(8(1) (x) — & Q(3(L)) pour xet, ou Q est la
AeX(T

forme quadratique sur t§ inverse de la fér}ne quadratique sur tc déduite de Q et ou m est une

constante qu’on calculera (utiliser la formule de Poisson, ¢f. TS, IL § 1, n° 8). En déduire P'égalité

H) =m Yy e VO pour 1eT.

AeX(T)
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5) a) Soient V un espace vectoriel réel, f une forme linéaire non nulle sur V, H le noyau de f.

Pour qu’une fonction ¢ de classe C* sur V s’annule sur H, il faut et il suffit qu’elle s’écrive

fo’, ot @ est une fonction de classe C* sur V.

b) Soient V un espace vectoriel réel, (), une famille finie de formes linéaires non nulles,

telle que les H; = Ker f; soient deux a deux distincts. Pour qu’une fonction ¢ de classe C*

sur V ’annule sur la réunion des H;, il faut et il suffit qu'elle s’écriveys [ | /00 ¥ est une fonc-

icl

tion de classe C* sur V.

¢) Soient T un tore, (o), une famille finie de caractéres de T distincts de 1, telle que les

K; = Ker «; soient deux & deux distincts. Pour qu’une fonction ¢ de classe C* sur T s’annule

sur la réunion des K, il faut et il suffit qu'elle s’écrive .|| (o, — 1), ol } est une fonction
iel

de classe C* sur T (raisonner localement sur T et se ramener a b)).

d) Avec les notations du n® 4, démontrer que Papplication b, :%¢ *(T)¥ —» € *(T)"V est

bijective.

6) On suppose que G n'est pas commutatif. Montrer que la fonction continue J(p)'/® sur T
est anti-invariante par W, mais n’appartient pas a I'image de Papplication b, : €(T)V — ¢ (T)~ V.

§9

1) Soit A la partie compacte de R formée de O et des réels 1/n, n entier = 1. Montrer que
lorsqu’on munit ¥"(R ; R) de la topologie de la C'-convergence uniforme sur A, 'ensemble
des morphismes qui sont des plongements au voisinage de A n’est pas ouvert dans €"(R; R)

(considérer une suite de fonctions (), , telle que f,(x) = x pour x < —_1*_—1 fix) =x — 1
n n

pour x = l)
n

2) Soit X une variété séparée de classe C" (1 < r < o), dénombrable a I'infini, pure de dimen-
sion n. :

a) On suppose quil existe un plongement ¢ de X dans un espace vectoriel V de dimension
finie. Montrer qu’il existe un plongement de X dans R>**! (si dim V > 2n + 1, démontrer
qu’il existe un point p de V tel que pour tout x € X, la droite joignant p & ¢(x) rencontre ¢(V)
uniquement en @(x), et transversalement en ce point; en déduire un plongement de X dans
un espace de dimension égale 4 dim 'V — 1).

b) Montrer qu’il existe un plongement de X dans R***!. (Soient @ I'ensemble des ouverts
de X, % la partie de ¢ formée des ouverts U tels qu’il existe un morphisme ¢ :X — R*"*!
dont la restriction & U est un plongement ; montrer en utilisant a) que % est une partie quasi-
pleine (TG, IX, p. 107, exerc. 27) de ¢, donc égale & @.)

¢) Montrer qu’il existe un plongement propre de X dans R*"*', (A 'aide d’une fonction pro-
pre sur X, construire un plongement propre de X dans R?"*2))

T 3) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G. On suppose que G admet
une représentation . linéaire fidéle (de dimension finie).

a) Soient ®y4(G) la sous-algébre de ¥(H ; R) formée des restrictions a H des fonctions repré-
sentatives (continues) sur G. Montrer que ®x(G) est dense dans €(H ; R) pour la topologie
de la convergence uniforme.

b) Soit fe ®y4(G). Montrer qu’il existe une représentation ¢ de G dans un espace vectoriel
réel de dimension finie telle que le caractére de la représentation o|H ne soit pas orthogonal
a f (TS, & paraitre).

¢) Soit p:H — GL(V) une représentation de H dans un espace vectoriel réel de dimension
finie. Montrer qu’il existe un espace vectoriel réel W de dimension finie, une représentation
6:G - GL(W) et un homomorphisme injectif u:V — W, tels que u(p(h)v) = o(h) u(v)
pour he H,ve V.

(Se ramener au cas ou p est irréductible, et utiliser b).)
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4) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G, p une représentation unitaire
de'H dans un espace hilbertien réel V. Démontrer qu’il existe un espace hilbertien réel W,
une représentation unitaire 6 de G dans W et une injection isométrique d’image fermée
u:V - W, tels que u(p(h) v) = o(h) u(v) pour h € H, v € V(méme méthode que pour 'exerc. 3).

5) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G. On suppose qu’il existe
une représentation linéaire fidéle p : G - GL(V) de G dans un espace vectoriel réel de dimen-
sion finie.

a) Montrer qu’il existe une représentation o de GL(V) dans un espace vectoriel réel W de
dimension finie, une forme quadratique positive séparante ¢ sur V et un vecteur w de W tels
quon ait p(H) = O(q) n F,, ou F,, est le fixateur de w dans GL(V) (choisir une forme qua-
dratique ¢ invariante par H et une représentation de O(q) telle que p(H) soit le fixateur d’un
point {(cor. 2 du n° 2), puis appliquer I'exerc. 3, ¢)).

b) Déduire de a) qu’il existe un espace vectoriel réel E de dimension finie, une représentation
de G dans E et un vecteur e € E de fixateur H (prendre E = W @ Q, ou Q est Pespace des
formes quadratiques sur V, et e = (w, g)).

6) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G. Montrer qu’il existe une
représentation unitaire de G dans un espace hilbertien réel E et un vecteur e € E de fixateur H
(prendre E = L*(G)).

7) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G, p une représentation unitaire
de H dans un espace réel hilbertien W. On note X la variété G x W (n° 3).

a) Montrer qu’il existe un espace hilbertien V, une représentation unitaire o de G dans V
et un plongement (analytique) @:X — V tels que ¢(gx) = o(g) ¢(x) pour ge G, xeX
(utiliser Pexerc. 4 et I'exerc. 6).

b) Si W est de dimension finie et si G admet une représentation linéaire fidéle de dimension
finie, démontrer qu’on peut choisir V de dimension finie (utiliser I'exerc. 3 et I'exerc. 5).

7 8) Soient X une variété paracompacte de classe C" (1 < r < o), G un groupe de Lie
opérant proprement sur X, de fagon que la loi d’opération (g, x) — gx soit de classe C".
a) Montrer qu’il existe une représentation unitaire p de G dans un espace hilbertien V et
un plongement ¢ (de classe C") de X dans V, tels que ¢(gx) = o(g) ¢(x) pour g € G, x e X.
(Utiliser la prop. 6, exerc. 7, et raisonner comme dans la démonstration de la prop. 4.)
b) On fait de plus les hypothéses sutvantes :

(i) G admet une représentation linéaire de dimension finie;

(ii) X est dénombrable a Pinfini, de dimension bornée ;

(iii) X n’a qu’un nombre fini de types d’orbite pour laction de G.

Démontrer qu’il existe un recouvrement fini de X par des ouverts (U;);, stables par G, des
sous-groupes compacts (H;),,; de G, et pour tout i € I une sous-variété fermée S; de U,, stable
par H,, telle que Papplication (g, s) > gs induise par passage au quotient un isomorphisme
de G x™ 'S, sur U, (montrer que les ouverts de X/G dont I'image réciproque dans X admet
un tel recouvrement forment une partie quasi-pleine de 'ensemble des ouverts de X/G, cf.
TG, IX, p. 107, exerc. 27).

¢) Sous les hypothéses de b), démontrer qu’il existe une représentation de G dans un espace
vectoriel réel V de dimension finie et un plongement de classe C* de X dans V, compatible
aux opérations de G (raisonner par récurrence sur I'ensemble des sous-groupes de G, en uti-
lisant b), 'exerc. 2 et I'exerc. 7).

9) Soit G un groupe de Lie opérant proprement sur la variété X. On fait 'une des deux hypo-
théses suivantes :

(i) X/G est compact, X est dénombrable a Pinfini, de dimension bornée;

(ii) X est un espace vectoriel de dimension finie dans lequel G opére linéairement.
Démontrer que I'ensemble des types d’orbite des éléments de X est fini {traiter simultanément
les deux cas par récurrence sur dim X, en utilisant la prop. 6).
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1 a b
10) Soit G le sous-groupe de Lie de GL(3, R) formé des matrices {0 1 0), a, beR.

0 0 1
Montrer que pour la représentation identique de G dans R3, 'ensemble des types d’orbite
est infini.
o 11) Pour n entier > 1, on définit une application ¢, de (0, 4( x T? dans R? en posant
@u(r, o, B) = ((n + r cos 2nP) cos 2na, (n + r cos 2nP) sin 2ney, r sin 27B). On pose

T, = ¢,(0, 3(x T?), S, = ¢,({0} x T?).

a) Montrer que la restriction de @, a (0, ) x T? est un isomorphisme (de classe C®) de
Jo, 1 x T?>sur T, — S,.
b) Soit f,:T, — T, lapplication qui coincide avec lidentité sur S,, et telle que

Jl0n(rs o B)) = @u(r; 0 — (n — 1) B, — o + nP)
pour r > 0. Montrer que f, induit un automorphisme de T, — S,.
¢) Montrer qu’il existe sur I'ensemble R® une structure de variété analytique réelle telle
que les applications f,:T, — R? et linjection canonique R®> — UJ S, — R® soient analyti-

ques. On note X la variété analytique réelle ainsi définie.
d) Pour 3 €T, on note Ry la rotation

(x, ¥, z) = {x cos 2x3 — y sin 219, x sin 23 + y cos 2nd, z)

de R3. Démontrer qu'on définit une loi d’opération analytique de T dans X en posant, pour
deTetueX:

S.u

Rg(u) si ueX —-US,;
S.u=Rgu) si ueS, pour nentier > 1.

€) Montrer que I'ensemble des types d’orbite de X (pour P'action de T définie en d)) est infini.
f) Montrer gu’il n’existe pas de plongement compatible avec laction de T de X dans un
espace vectoriel de dimension finie sur lequel T opére linéairement (utiliser Uexerc. 9).

12) Soit G un groupe de Lie compact.

a) Démontrer que I'ensemble des classes de conjugaison des normalisateurs de sous-groupes
intégraux de G est fini (considérer Iaction de G sur la grassmannienne des sous-espaces
de L(G), et appliquer I'exerc. 9).

b) L’ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes semi-simples (compacts) de G
est fini (observer qu'une algébre de Lie ne contient qu'un nombre fini d’idéaux semi-simples
(L, § 6, exerc. 7) et utiliser a)).

13) Soient G un groupe de Lie, H et K deux sous-groupes compacts de G. On suppose que
G admet une représentation linéaire fidéle de dimension finie. Montrer qu’il existe un ensemble
fini F de sous-groupes de H tel que pour tout g € G le sous-groupe H n gKg ™' soit conjugué
dans H a un sous-groupe de F (utiliser les exerc. 5 et 9).

14) On suppose que la variété X est paracompacte, et localement de dimension finie. Soient
G un groupe de Lie opérant proprement sur X, H un sous-groupe compact de G, ¢ la classe de
conjugaison de H.

a) Montrer que 'ensemble Xy des points de X dont le fixateur est égal & H est une sous-
variété localement fermée de X.

b) Montrer que l'application (g, x) — gx de G x Xy dans X induit un isomorphisme (de
classe Cy de G x M@ X, sur X,).

% 15) Soit G un groupe topologique localement compact, opérant proprement dans un
espace topologique E ; soit p une représentation de G dans un espace vectoriel réel de dimen-
sion finie V. On note dg une mesure de Haar & droite sur G.
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a) Soit 2 I'ensemble des parties A de E possédant la propriété suivante : il existe un recou-
vrement ouvert (U, ), de E tel que pour tout o e I, 'ensemble des g € G tels que gA n U, # &
est relativement compact dans G.

Démontrer que pour toute fonction continue f:E — V dont le support appartient a 2,

lapplication x — | p(g) ‘f(gx) dg est une application continue de E dans V, compatible

G
aux opérations de G.

b) On fait 'une des hypothéses suivantes :

(i) Pespace E/G est régulier;

(ii) il existe un ouvert U de E et un compact K de Gtels quonait E = GUetgUN U = J
pour g ¢ K.

Montrer que tout point x de E posséde un voisinage qui appartient & 2 (dans le cas (i), prendre
A =V n W, o0V est un voisinage de x tel que gV NV = F pour g en dehors d’un compact
de G, et W un voisinage fermé de Gx, stable par G et contenu dans GV).

Tout point de E posséde un voisinage ouvert stable par G et satisfaisant a (it).

¢) On suppose de plus que E est complétement régulier. Sotent x € E, v € V tels que le fixateur
de x soit contenu dans celui de v. Prouver qu’il existe une application continue F:E — V,
compatible aux opérations de G, telle que F(x) = v. (Soit # I'espace des fonctions numé-
riques continues sur E dont le support appartient a &, et soit u:# — V lapplication

a> | algx) p(g™1).vdg. Soit C un voisinage convexe de v dans V; construire un voisi-

G - n . -
nage A de x appartenant & 2, tel que gx € A entraine p(g ".ve C, et une fonction o sur E,

a support dans A, telle que a(x) # 0 et a(gx) dg = 1. Montrer que u(o) appartient a C

. - G
et en déduire que v € Im u.)

16) Soit G un groupe topologique opérant proprement sur un espace topologique séparé E.
Solent x un point de E, H son fixateur dans G, S une partie de E contenant x, stable par H.
Le groupe H opére 4 droite dans G x S par la formule (g, s). s = (gh, h™'s) pour g € G,
heH, seS; lapplication (g, s) — gs induit par passage au quotient une application de
(G x S)/H dans X. On dit que S est une transversale en x si cette application est un homéo-
morphisme sur un ouvert de X.

a) Si G est discret, montrer qu’il existe une transversale en x.

b) Soit F un espace topologique séparé sur lequel G opére proprement, et soit /:E - F
une application continue, compatible aux opérations de G, telle que le fixateur de f(x) dans G
soit égal 2 H. Si S est une transversale en f(x), montrer que f~ (S) est une transversale en x.
¢) Soient N un sous-groupe fermé distingué de G, n:E — E/N la projection canonique,
T une transversale en w(x) pour l'action de G/N sur E/N, et S < =~ !(T) une transversale
en x pour I'action de HN sur ™ *(T). Montrer que S est une transversale en x dans E (pour
Paction de G).

17) Soit G un groupe de Lie. On se propose de montrer que G posséde la propriété suivante :
(T) Pour tout espace topologique complétement régulier E sur lequel G opére proprement,
et tout point x de E, il existe une transversale en x (exerc. 16).

a) Montrer qu'un groupe de Lie possédant une représentation linéaire fidéle de dimension
finie satisfait & (T) (utiliser les exerc. 15 et 16, b), ainsi que la prop. 6).

b) Si G admet un sous-groupe fermé distingué N tel que G/N satisfasse a (T) et que KN
satisfasse a4 (T) pour tout sous-groupe compact K de G, démontrer que G satisfait a (T)
(appliquer l'exerc. 16, c)).

¢) Si G, est compact, G satisfait a (T).

d) Si G admet un sous-groupe discret distingué N tel que G/N satisfasse a (T), montrer que
G satisfait a (T).

e) Montrer que G satisfait 4 (T) (soit N le noyau de la représentation adjointe; prouver
que G/N, satisfait a (T), puis appliquer a), b) et I'exerc. 9 du § 1).
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18) Soit G un groupe de Lie opérant proprement sur un espace topologique complétement
régulier E.

a) Soit x e E, et soit t son type d’orbite ; montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de x,
stable par G, tel que pour tout u e U, le type de u soit = t.

b) On suppose que G opére librement dans E; soit n:E — E/G la projection canonique.
Montrer que pour tout point z de E/G, il existe un voisinage ouvert U de z et une application
continue s:U — E telle que wo s(u) = u pour tout ue U.

19) Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe compact de G. Démontrer qu’il existe
un voisinage V de H tel que tout sous-groupe de G contenu dans V soit conjugué 4 un sous-
groupe de H (appliquer Pexerc. 18, a) a I'espace des parties compactes de G, ¢f. INT, VIIL,
§ 5, n° 6).

T 20) Soient G un groupe de Lie compact, m un entier positif.

a) Montrer que I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de G d’ordre < m
est fini (supposant I'assertion fausse, construire un groupe fini F et une suite d’homomor-
phismes ¢, :F — G telle que ¢,(F) ne soit pas conjugué a ¢(F) pour i # j, et que ¢,(f) tende
vers une limite @(f) pour tout fe F; montrer que ¢ est un homomorphisme, et déduire
une contradiction de I'exerc. 19).

b) Montrer que I'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes F de G dont tous
les éléments sont d’ordre < m est fini (soit p une mesure de Haar sur G, et soit U un voisinage
symétrique de I'élément neutre tel que U* ne contienne pas d’éiément d’ordre < m; prouver
qwon a Card(F) < p(G)/p(U)).

e 21) Soient G un groupe de Lie compact, T un tore maximal de G.

@) Soit & un ensemble de sous-groupes fermés de G, stable par conjugaison, tel que la famille
des sous-groupes (S n T)g g soit finie. Montrer que I'ensemble des classes de conjugaison
des sous-groupes Sy, pour S € &, est fini (se ramener a 'aide de I'exerc. 12, a) au cas ou les
sous-groupes S, sont distingués; considérer les groupes C(Sy), et D(S,), et appliquer
lexerc. 12, b)).

b) Montrer que & est réunion d’un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes
de G (se ramener a l'aide de a) au cas ou tous les sous-groupes S € & ont la méme compo-
sante neutre X, distinguée dans G ; borner alors les ordres des éléments des groupes S/Z,
et appliquer I'exerc. 20, b).

¢) Soit E un espace topologique séparé sur lequel G opére continiiment. Montrer que si
les éléments de E ont un nombre fini de types d’orbite pour 'action de T, il en est de méme
pour Paction de G.

APPENDICE 1

1) Soit G un groupe compact connexe. On note d(G) la borne supérieure des dimensions
des quotients de G qui sont des groupes de Lie. On suppose d(G) < co.

a) Soit K un sous-groupe fermé distingué de G; montrer quon a d(G/K) < d(G), et
d(G/K) = d(G) st K est totalement discontinu.

b) Montrer que D(G) est un groupe de Lie, et que le noyau de 'homomorphisme (x, y) — xy
de C(G), x D(G) dans G est fini.

¢) Soit p = d(C(G),). On a p < oo ; démontrer qu’il existe un groupe compact totalement
discontinu D et un homomorphisme i:Z? — D d’image dense, tels que C(G), soit isomorphe
a (R? x D)T, ou I' est 'image de Z” par 'homomorphisme x + (x, i(x)) (écrire C(G),
comme limite projective de tores de dimension p).

d) On suppose G localement connexe; montrer que G est alors un groupe de Lie.
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