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PREFACE.

Ce Livre est le résumé de Leçons faites au Collège de
France sur la théorie mathématique de l'Électricité. L'étude
expérimentaledes phénomènes n'est pas abordée, les résul-
tats qu'on en a déduits sont supposés connus; ils servent de
base aux théories et de données aux problèmes résolus.

Le lecteur pourra remarquer, dès le premier coup d'œil
jeté sur ces pages, qu'en laissant les recherches expérimen-
tales en dehors de mes Leçons j'ai écarté en même temps
toute question de pure analyse. Sans sacrifier la rigueur au
désir de simplifier ou d'abréger, j'ai choisi toujours la voie
la plus directe; je crois l'avoir souvent simplifiée; il m'a
suffi quelquefois de supprimer les formules inutiles.

Lorsque, par exemple, une intégrale doit rester incon-

nue, non par la difficulté du calcul, mais a cause d'un facteur

qui s'y trouve, actuellement inaccessible a nos recherches,
pourquoi prendre la peine d'en former et d'en écrire l'ex-
pression ? Le lecteur ignorant la théorie et la défmition des
intégrales multiples est, dans ce cas, aussi bien préparé que
le plus savant géomètre; il a peine a le croire, quand l'in-
tégrale apparait au milieu de formules dont il s'effrave de ne
pas comprendre l'inévitabte stérinté.

[i eu est ainsi dans t'élude des machines d\uamo-é!ec-
tnques, )e ca)cu! des forces mises en jeu est mahordabic:



leur expression complète, si on l'écrivait, ne jouerait aucun
rôle dans la théorie.

Les équations de la propagation de l'électricité dans un
conducteur à trois dimensions ont été formées; elles repo-
sent sur des principes douteux et aucune de leurs consé-
quences, jusqu'ici, n'intéresse la Physique. Sans ignorer
l'importance de la question, j'ai du la passer sous silence.

J'en pourrais dire autant de plus d'un problème dont la
solution a été proposée et quelquefois acceptée, avec raison
peut-être; car certaines questions s'imposent et doivent être
résolues, bien ou mal. L'origine et le but de ce Livre me

laissaient toute liberté.
J'ai indiqué en tète de chaque Chapitre, dans un court

résumé, l'esprit dans lequel chaque question a été traitée.
Je me permets d'y renvoyer le lecteur, en appelant particu-
lièrement son attention sur les Chapitres VIII et IX, dans
lesquels je crois avoir réduit à une forme plus simple la
recherche des lois élémentaires de l'action des courants, et
le Chapitre XIH, qui, j'espère, ne laissera subsister aucune
difficulté sur la question souvent agitée des unités élec-
triques.
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peut diminuer le nombre des unités laissées arbitraires; cette remarque
permet de réduire ~à l'unité le coefficient de l'attraction universelle, en
conservant les formules habituelles. Une densité devient le carré d'une
vitesse angulaire. Densité du Soleil en prenant la seconde pour unité de
temps. 198. Notation des exposants de dimension. 199. Dans le sys-tème indiqué (197), une force est la quatrième puissanced'une vitesse.
200. On suppose, dans le choix des unités électriques, deux relations né-
cessaires entre la force électromotrice, la résistance et l'intensité.
20t.. Dimensions de l'intensité en acceptant sans coefficient la formule
d'Ampère; les dimensions de la résistance et de la force électromotrice
s'en déduisent.–202.Dimensions de la masse é)ectrique. L'intensité d'un
courant devient le rapport d'une masse électrique à une longueur.
203. Autre système d'unités, dit électrostatique.L'intensité est, par défini-
tion, le rapportd'une masse électrique à un temps. Le rapport des intensités
d'un même courant dans les deux systèmes est une vitesse. 204. Moyen
de déterminer dans le système électrostatique l'intensité prise pour unité.
– 205. Unités magnétiques. – 206. Conséquences de l'homogénéité des for-
mules dans le système étectrodynamique. – 207. Unités pratiques.
208. Introduction, dans la comparaison des mesures électriques, d'une
vitesse peu différentede celle de la )umière. xSfj
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CHAPITRE 1.

ATTRACTION DES SPHÈRES.

JiHSUMH.

Ce Chapitre, consacre à t'élude de l'attraction des corps spheriques.
contient la (tcmonsh'.X.iondes t!)corf'~)cscc!cbres dus a Newton. La ~cnt'
rahsatton qui fait connaitre la loi des densités pour )aquc)!c une couche
hétérogène peut ètre, comme !a couche !~on)o~enc, remplacée par un point
matériel dans son action sur les points exterienrsaëteconnuede f~oisson.
La théorie (h) potentieitnontreitnmediatemcnt que i.)!netne couche, dans
son action sur ics points intérieurs, peut être aussi remplacée par une
masse concentrée en un point diuercut du premier.

La démonstration géométrique de ces heau\thcoren~es pari\L'
T))omson,app!ic;)tioueh'ant(~ de la méthode, des.!uciens, serait di~ne
d'être rencontrée p.trnd les pa~esiespius admirées de i~ewt0!~e) de )tu\
~ens.

J'appeUerai))ar)icuhere!nen)(!ansce Chapitre !'attcntion du !eetcur sur
t'élude de h) discontinuité de t'(!H'ti~mc\crcecp;H uuesurf'csphe



«que sur Les points intérieurs ou extérieurs. Le changement accompH
au moment où le point attiré traverse la surface attirante dépend seule-
ment de ta densité au point traversé. Cette remarque, pour ainsi dire évi-
dente, aura d'importantes conséquences.

SOMMAtHH.

t. Nécessite d'étudier d'abord la théorie générate de l'attraction. 2. Déuni-
tion du potentiel. 3. Dérivées du potentiel. – 4. Surfaces de niveau.
a. Potentiel d'une surface sphérique homogène sur un point intérieur. –6. Extension aux points extérieurs par une méthode qui ne convient qu'à la
sphère. 7. Théorème sur faction d'une surface sphérique sur les points ex-térieurs. 8. Cas d'une couche épaisse ou d'une sphère pleine. 9. Disconti-
nuité de l'attraction d'une surface attirante quelconque. 10. Réduction dans
le cas généra), pour une sphère, du point extérieur au point intérieur; cas où
la surface peut ètre remplacée par un point. U. Loi des densités nécessaire.

H. Démonstration directe du théorème obtenu, mais non démontré par ce
qui précède. t3. Cas où ie point arbitraire qui figure dans l'énoncé du théo-
rème précédent se rapproche du centre de la sphère. 14. Démonstration
directe du théorème. – )5. Action sur les points extérieurs de la couche dontt
l'action sur les points intérieurs est constante en grandeur et en direction.

1. Les molécules électriques se repoussent ou s'attirent, suivant
qu'elles sont de même nom ou (le nom contraire, proportionnelle-
ment aux quantités libres et en raison inverse du carre de la dis-
tance. Cet.te toi simple et précise, proposée par Coulomb, ren-
drait la théorie de i'Ëiectricité )a plus parfaite peut-être de la
Physique, si la découverte des phénomènes étectrodynamiques, en
ouvrant à la Science des voies nouveHes, n'avait resserré dans
d'étroites limites les applications d'un principe qu'aucun fait, ce-
pendant, n'a jamais contredit.

Les lois générâtes de l'attraction doivent servir de base à cette
première partie des théories électriques; c'est par leur étude que
nous devons commencer.

La forme sphérique des corps attirants apporte dans )a sohition
des simphucations dont nous profiterons avant d'aborder le cas
généra).

2. Le mot /t/«'/ et i'expression /'f)/<!f; /~)/e/~<ë//<' ne
sont pas fort anciens dans la Science. Les idées qu'ils expriment
étatent depuis ion~temps f.)mi)iè)'cs aux géomètres, mais i'intro-



duction et Fusage de mots nouveaux ont. été pleinement. justices
par Itinportance toujours croissante de leur ro)e.

On sait queUe simptincation apporte, dans la solution des pro-
blèmes de Mécanique, l'introduction, quand elle est possibte, de la
fonction dont tes dérivées sont )es composantes des forces appli-
quées au système. Le travail, dans ce cas, est représenté par l'ac-
croissement de cette fonction, et on peut le calculer sans que les
trajectoires des points aient à intervenir. Le potentiel ne diffère
pas de cette fonction des forces, à laquelle on donne plus particu-
hèrement ce nom quand les forces mises en jeu sont é)ectrlques ou
magnéhques.

L'attraction de deux particutes de masses /M et situées à la
nznz' l'dtStance ayant, pour expression s! jes points se déptacent,

la distance devenant r -{-c/ !a somme des travaux accomplis est

~MW'
d,. =

M~t'-=.
Le travail correspondantà un dépiacement infiniment petit est.

par conséquent, la difTérentieHe de la somme des produits tels
M/M' l, 1 1que –~–' et te travan tota!, pour nn déptacement queJconquc, est

t'accroissement de la somme des produits obtenus en divisant le
produit de deux éléments de masse par !a distance qui les sépare.
Cette somme devient une inté~raie sextuple torsqne les éléments
d'une masse attirante continue remptacent !cs points isoiés. On h)

nomme le /~)~~)/ r/~ .'<y.
3. Nous considérerons particulièrement le cas ou un système

attirant invariable et immobile exerce son attraction en tous tes
points de t'espace. Le potcntie) rciatif a nn point donné', don! la

masse sera pr<se pour unité, est la somme des éléments (te la masse
attn'ante d)\)sés chacun pa)' sa distance au point attiré. Le noten-
))ei ainsi dé'fin) est (té'terminé' pour chaque point de Fespace. On !e

nomme/)r/ /«)/e//<f'r.
)jafoncti<n)poten)ie!icVes' une fonction des coordonnées du



point, attiré; elle a pour dérivées les composantes de l'attraction
exercée sur une masse égaie à l'unité concentrée en ce point.. Ce
théorème, facdc à vértner directement., est. une conséquence né-
cessaire dn principe du travail.

Le travail, nous l'avons d)t, pour un déptacement infiniment
petit: quelconque, est la dinerentieUe de la fonction V; s! X, Y, Z

sont les composantes de l'attraction paraiteiemcnta trois axes rec-
tangulaires, le travail de la résultante, égal à la somme des travaux
des composantes, est représente, d autre part. par la somme

X Y – Z

On a donc, quels que soient f/j", < et <
~V-=X~–Y~-Z~,

et cette équation entraîne les trois suivantes

~Y ~.Y =. y
Y,

= Z
~.y <

On peut déduire de la fonction potent,ie!)c la composante de
l'attraction dans une direction quelconque. Si M est le point con-
sidéré etM~ un point voisin, V,, et. V)[. étant les valeurs du poten-
tiel en M et en M', Je quotientt

V),V~
MAf"

que t'en nomme quelquefois la ~<cg .s'~<('«/ MM', représente la
composante de Pattraction dans la direction A! M'; il sufiit, pour
le démontrer, de supposer Faxc des (pu <~st arbitraire, dirigé
paraHétement a MM'.

Si, ta fonction V étant connue, on considère t'attraction exercée
aux dif)é)'cnts points d'une surface, !.) composante uormaie à la

surface sera reoré-.entée nar !a dér!\ée prise suivant )a nor-,urGrr,c sera a (('rl\('C «/). priso ,;ulvant la nor-
mate.

Le seus 'te cette htcutiot) est rendu e!ai)' par C(; qui précède.
Suivant que i!) force no)'n)a!e sera considérée connue positive dans



la direction de (a normale exterteure ou dans celle de la normale
tnterteure, elle sera représentée par la dei'tvée suivant l'une ou
i autre de ces dn'ecttons.

8) ta fonction V est exprimée en coordonnées polaires o, 1),

'L, chaque pont étant deunt par )[ntcrsfctfon d une spbèrf' de

rayon d'un cune d':u):e (j ayant, pour axe Faxc des X et, d'un p!an

passant par )axe des Z faisant, un an~ie 'L avec un plan Ëxc, ]cs

cotnposanU'sde i'aHraction suivant. Je rayon s de !a sphère, la tan-
~en~e au pct.t),ce)'ctf;su)van!,t<'que!~ecône d'an~tcUcoupe la
spt'ère et la tangente au ~randcerctc suivant !equc) ta ]neme
sphère est. coupée par !e plan ttenni par l'angle 6, seront, comme
on le voit par !'apphcat)onde la rè~~e.

~V ~V ~V
</p psii)(jf/ pc/f)cl()

4. La composante dans une dtrccnon de l'attraction d'un corps
étant (3) la dérivée prise suivant cette direction, lorsque la de-
rîvce est nuHe,i composante l'est aussi, et par conséquent la
résultante des forces d'attractionest perpendiculaireà la direction
considérée.

Si l'on constdercia surface pou!'[0!(s!cs points de JaqueHctc
potentiel~ es) constant, !a. dérivée de V par rapport à une di-
rection tangente a cette surface est evidennneut nu!!c, et la résul-
tante des forces d'attraction est, par conséquent, une normale a la

surface <p)c)()nnon)n)c.s'</f_<i'f'
Lequattou déjà surface de niveau f''tan)

\–cons)..

st~f',</)\f/:son) tes pro)ec!io))s d'un (!<placement[nf!nnncnt
petit sur !a surface, on aura. restant constant.

<<\ < ~V<r ,f=-
f/.r f/r (Y;

(.et)ecquat!on e\prnue queiadn'echo!)<pu hnt a\ec les axes,< (/\ ./V
«es angles dout !cscosn)ussou)t))'oj)ort)onuetsa;r

</<' f;) f~



et celle qui fait des angles dont les cosinus sont proportionnels à
dx, sont perpendiculaires l'une a l'autre. La première de
ces dn-ections est la résultante des forces d'attraction; la seconde,
celle d'une tangente quelconque à la surface de niveau, et le théo-
rème se trouve démontré d'une seconde manière.

5. Nous chercherons d'abord l'action d'une surface sphcrique
homogène sur un point extéricurou intérieur.

Les théorèmes très élégants auxquels cette étude conduit sont
dus à Newton. La composition directe des forces en nombre infini
peut être évitée par la considération du potentiel.

Par une fiction analogue à celle qui introduit une masse atti-
rante concentrée en un point mathématique, nous supposerons
une surface sans épaisseur douée du pouvoir attractif, chaque élé-
ment </? de cette surface exerçant sur un point de masse unité

situén ia distance r une attraction pd5, désignant la clenyté desitue à )a distance une attraction ~–~i désignant la ~e/e de

) élément. </T.

Supposons la surface sphérique et homogène; o est constant.
Le potentiel est. pour un point quelconque de l'espace, la

somme des quotients obtenus en divisant la masse de chaque
élément par la distance au point attiré.

Cherchons le potentiel d'une surface sphérique homogène de
ravon R et de densité sur un point intérieur M.

So[t .f (./< t) la distance du point M au centre 0 de la surface
attirante.

T·i~. i.

Cm)sid('')'<)tistc pf~nt :))!))'(').('m)m)('!('su))Hn<'tcumnm))<!('
dpux('~))csd\)n\ct'))irt')rniHn<'ntn~t!</<~a\)!cm's~(''n)'')'n-



triées opposées deux. à deux. Ces cônes sont représentés sur la

figure par MP et MQ. Chacun d'eux interceptera à la distance

sur une section normale aux arêtes, une surface dont l'aire est
f/M et, sur une section obMqne faisant i'angie fj avec la section

normale, une aire –– La somme des potentiels correspondantcos
aux deux éléments P et Q détaches dans la surface attirante par
ies deux cônes opposés sera donc

MP'' p~M MQ~ ?~ PQpf/M
cos'e 'MP' ce~sf) 'MQ' cosf)

6 étant fangic forme par ie plan perpendicuiaire aux arêtes du
cône avec le plan tangent à !a sphère, ou, ce qui revient au même,
t'angte des rayons de la sphère OP et OQ avec la corde PQ. On a,
évidemment,

-~=.R.
cosO = :.>.I-L

Le potentiel des éléments de surface sphéricjuc interceptés par
tes deux cônes opposés est, par conséquent, aRp <~M. La somme des
valeurs de cA.) pour tous les cônes ayant M pour sommet repré-
sente ia moitié d'une sphère de rayon unité et est égaie a n-n:; le
potentiel cherché est, par conséquent, /{~pR.

Le potentiel indépendant de .:c a la même v.deur pour tous les
points intérieurs a la surface attirante, les dérivées sont égaies à

zéro et une surface sphériqne homogène est sans action sur les
points intérieurs.

fi. Le théorème, évidemment, ne peut convenir aux points exté-
rteurs. Les forces d'attraction pour C)t\ ne. pourraient se détruire
et le potentfei diminue qu:)nd le pomt .Htiré s'éloigne de la surface
att)r:)nte. Cette discontinuité, très remarquahie.se rencontre dans
tous les prohièmes relatifs à i'attr.tchou des surfaces. Lorsque ie
point .tthré, se dépincau) d une m.nnère continue, t)'u\erse ia sur-
taee atto'ante, la force .utrac)!\e, iuversemeut proporhouneiie an
carré' de la d~ta!)t'e. de\ieut infinie pour i'éiément tra\erse: il en



est de même de t'élément du potentiel: tes intégrâtes n'ohtpius
de sens et. ta continuité est, rompue.

Les deux problèmes rotatifs aux points intérieurs et extérieurs
sont, en générai, de difficulté iné~aie, et celui des deux qu'on a pu
résoudre ne peut servir en rien à la solution de i'autrc.

Les surfaces sphériqucs font exception. Quand on connaît le
pofenttct pour les points intérieurs, quelle que soit la loi des den-
s'tés des éléments de la surface, on en déduit la fonction poten-
t)e)!e, très diG'érente en généra!, pour les points extérieurs.

Une propriété bten connue de la sphère ramène les deux pro-
b)èmes l'un a t'autre. Une surface sphérique est le lieu des points
têts que le rapport, de ~curs distances a deux points nxes soit con-
stant.

Soient P et Q deux points donnés tels que ie rapport –– des

distances à ces ponts d'un élément quelconque </s- de la surface
sphénque soit constant. Les é)éments correspondants des poten-
tiels-ur!es points Pet Q.

p f/T p a'a'
MP et MQ'

auront entre eux te rapport constant te! sera donc aussi te

rapport des deux potentiels dont ils sont )es éléments (/t~ a), et

~ig.

!f'p"tC)iti(~rc).~ifauj')o!nt.cxh'eu)'Qcs))'.uncr)f~)at'u)p())cn-
)ie!rf')nt!f'!)upom))\

En (ics~n!in!pi!r;y<'t~!('s()is)anccs.)n(;c'i[)'<'()~s points cou-
p~n~sP(')Q,on~ .H';



)e rapport des distances des points P et Q a un point M de la
sphère est

MQ H
MP~R"~

et, par conséquent. Je rapport des deux potentiels est

~Q_.r\Q A)?'h'
En représentant par's(.r))epotent!c)reiatifàun])o!ntsitué

datis )~nter!eur de !a sphère a !a distance x du centre, et, Af r) le
potentiel du pont situe sur te même rayon a la distance on a

~<~)tr i -s(.r) o –(J"'
la fonction s, quand et)e est connue pour les valeurs deiavariabie
plus petites que R, fait connattre la fonction pour !es vateurs pius
grandes que R. Le potentiel connu pour !es points intérieurs fait
donc connaitre )e potentiel p0)!)' )es points extérieurs.

Appitquons le thëoretne précédent au cas d'une surface sphe-
rique homogène.

Le potentiel relatif a uup0!nt intérieur situe a une. distance
<p~)eJconque.ydueeutreaet(''trou\'é(4)

\4~R:
te poteutte! rotatif a un point extérieur situe a la distancer est,
parcousé'quent.

V-~y ~?~
Le potentiel est doue Je iuétne que eetui d'un po"') de'nasse

/)~H~, masse )o!a!e de la surface sphérique, p!acé' auecutreO
de ia sphère et. par cousé'queut. a !a distance t'dupoi)~att!rt'
Le potentH'i de !a masse !'(''uuH'eu 0 et ee!u! de )a surface sptx'
r!que étant !es)ué)U(~s,!es attractions (Hnsen(u''du!sen) serout
aussi !esn)é)nes. et hm peut conc!ure qu'une su)'fa<'<~sphé'r!<)ue



homogène attire tes points extérieurs comme si elle était, réunie à
son centre.

8. L'attraction d'une surface sphérique étant connue, on peut
en dédun'e ce)[e d'une couche sphërique homogène d'épaisseur
<)uetconque et, par conséquent aussi, celle d'une sphère pleine sur
un point extériet~r ou intérieur.

Une couche homogène comprise entre deux sphères concen-
trtques infiniment, voisines peut. être assimiléeà une surface homo-
gène attirante; elle est donc sans action sur les points intérieurs
et peut être remplacée dans son action sur les points extérieurs
par une masse égale à la sienne réunie au centre. Une masse ho-
mogène d épaisseur finie comprise entre deux sphères concen-
tnques pouvant être décomposée en couches infiniment minces
sera, comme chacune d'eues, sans action sur les points intérieurs
et attirera les points extérieurs comme le ferait une masse égale à
ia sienne réunie au centre.

On peut. aisément trouver l'action d'une sphère pleine sur les
points de sa propre masse. Si, par le point attiré, on fait passer
une sphère concentriqueà la sphère aitirante supposée homogène,
on pourra constdérer l'attraction cherchée comme la résumante des
actions exercées par la petite sphère pleine à la surface de iaquc))e
se trouve te point attiré et par la couche comprise entre ce!)e-ci
et la surface de la grande sphère. Cette seconde action est nuih-
puisque le point attiré est dans son intérieur, et la petite sphère, a
laquelle le point attiré est extérieur, agit comme si sa masse entière
était réume au centre. Si désigne la distance du point attiré au
centre de Ja sphère attirante, cette petite sphère, dont~i'actionii
seule est efficace, a pour masse ~p~, et. l'action de cett~masse
réume au centre sur un point situé' a la distance .7; est .~o~

L'attraction dune sphère pleine sur !es points de sa propre
masse est: proportionneNe ,'i ta distance au eentt'e. Le poids des
corps pesants dans !'intérie))r de !a Terre diminue quand ils s'y
enfoncent. Lors donc que, en supposant !a masse terrestre !iqu!de,
on .d'nrme la chute des iuatières tes p!ns (denses aux ptus grandes



profondeurs, H ne faut pas se borner à alléguer leur poids plus
grand, mais faire l'étude d'un problème d'Hydrostatique dans
lequel la variation de la gravité, non moins que celle de la den-
sité, doit jouer un rote.

9. Revenons à l'attraction d une surface sphérfque douée du
pouvoir attractif. Le problème est résolu dans le cas de la densité

constante; avant d'étudier quelques cas moins simples, mais de
grand intérêt, examinons de plus près la discontinuité singulière
qui se produit quand on passe de l'intérieur à t'extérieur de la sur-
face attirante. Le rayon de la couche étant R et, la densité o, fac-
tion sur un point mtértcur est nulle et le potentiel a pour valeur

constante ~TipR, l'action sur un point extérieur situé à la dis-

tance x du centre est dirigée vers le centre et égafe a /{'n?R~–
,r-

et le potentiel a pour valeur /i'n:pR~ Si donc on passe d'un

point P intérieur infiniment voisin de la surface à un point, Q
extérieur infiniment voisin de P et situé sur )c même rayon, l'ac-
tion exercée par la couche change brusquement de valeur et aug-

mente de /{T:pR~
j? différant infiniment peu de R, la variation

est 4'~p- Le potentici passe de !a valeur 4~?R à ia v.deu)' ~7:?!~

qui en dtMérc infiniment peu puisque x ddièt'e ndinnuott peu
de R. La fonction potentielle change de forme quand h' point
considéré traverse la surface, mais il n'y a pas changement brusque
dans la valeur numérique. Ces résultats s expliquent aisément et

sont appbcabtes à une surface attirante que!eonque. Soient P el Q
deux points attirés par une même surface de deusHé o et situés a

distance infiniment petite l'un <!c l'aut)'(~ de part et d'autre de

cette surface(/ 3).
I~ ih. ;i.

)jasu)'tnt;<'a!h[':)nh'!jt'H)'-cpa)')~<'rcN(i('u\t't'<)))s.it!r~'('('n-

tenant !('s~)(''mCt~sstht's a (hshmc('(une ~k'snrmUs !'(')(). !.mh't'



)a surface infiniment petite en tous sens qui tes sépare et à laquelle

nous supposerons cependant, des dimensions mnniment grandes

par rapport, à la distance infiniment petite PQ.
La première portion de la surface exercera sur les points infi-

mment. voisins l'un de )'autre P et Q des actions infinimentpeu
différentes. Si tes actions de !a surface totale diffèrent d'une quan-
ttté finie, c'est que ta portion infiniment voisine des points P et Q

exerce sur eux des actions dtrigëes en sens contraire qui sont de
grandeur unie; nous a!tons les calculer.

Considérons la portion de cette surface, infiniment voisine du
point attire P, comprise dans t'intericur d'un cône d'ouver-
ture <~M ayant. )c point P pour sommet. Soitla longueur des
génératrices de ce cône entre le point P et la surface attirante la
port)on de cette surface comprise dans t'interieur du cône a pour

expression -–n' étant l'angie des génératrices du cône avec )al cos) b b

normale a la surface; !a masse de cet clément est
~–

soncos
action sur un pomt de masse umtë stiue au sommet du cône est

i ]'– et ta composante de cette action, sutvant !a norma!e a ta sur-t'n'-f)

lace qui peut être constdéree comme p!an< est.o</M; la surface
constderee étant regardf''e comme tniitue oar rapport à la distance
qu) ta sépare du point P, la somme des valeurs de </<!) est '?.-7t et,
par conséquent, ta composante normate des achons exercées paries
éléments tnfhmm'nt. vn)S)ns de P est '<7:'j~ les actions des mêmes
éléments donneront sur Q une action 2T:o agissant en sens con-
tran'e, et les actions exercées sur les points P et Q différeront
i'une de l'autre par une force egate a ~T:o agissant (tans le sens de
la normate et qu'il faut adjoindre a t'une des deux pour obtenir
l'autre.

i\ous nous sommes borne, en évaluant Faction de la surface
attn'ante ndiniment vo~sme sur te point P, a ajouter les compo-
santes normales; il est évident, eu effet, par la symétrie des forces
autour de la normale P(.), que teur résultante estdu'igee su!\a~
cette normate.



La force 4~? dirigée suivant la normale à la surface attirante
représente, dans le cas général comme dans celui de Ja sphère ho-
mogène, la vanation de l'action exercée sur un point,, au moment
ou il traverse la surface attirante.

Le potentiel, au contraire, varie infimment peu; les étéments de

la forme '–~ qui le composent sont, d une part, inilniment petits

par rapport aux éféments de la force attirante qui. au lieu de l,
contiennent au dénominateur. Ces éléments, d'aitieurs, ne
changcnt pas de s)gne quand on traverse la surface, et lors tneme

que leur somme serait finie il n'en resuherail aucune diseon)!-
nuité dans les valeurs du potentiel; il n'en est pas de même de la
forme de la fonction, qut change brusquemcnL uous )e voyons par
1 exempte de ta surface sphériquc homogène.

10. Le potenUei sur les points extérieurs, dans le cas ou la sur-
face athrante est sphe~que, peut (6) s'obtenir par une formule
générale quand il est connu pour les point.s intérieurs.

Supposons, en admettant, pour l'examiner ensuite, que cc)a soit
possibk, une surface spherique sur Jaqueiie la loi des densités soit
telle qu'eUe attire les points extérieurs comme le ferai) un point
de masse convenable p~ace en un point A de son intérieur. Cher-
chons l'action qu'exercera cette surface sur les points intérieurs.

Le potentiel relatif a un point extérieur Q est, par hypothèse.

A

fêtant une constante représcutaut la masse placée en A (mi peut
remplacer ta surface attirante. Le potentie) au point intérieur P,
conp!gue de Q, sera (6)

R
AO Ut''

Si H est te point extérieur conjugué du point intérieur A, tes
triangles sembtahtes AOQ, HOP (. 4 ) donnent

A<<n't' ti)'.OA.



Le potentiel de la couche au point P est donc

/R
BP.OA'

c'est, pi·écisémentcelui. d'une nnasse
~£1-1

r(~>unie ~iii 1.)oint 13:c'est précisément celui d'une masse réunie au point, B.

Le potentiel de la surface considérée étant le même que celui de
la masse réunie en B, les attractions qui en sont les dérivéesseront

Fig. 4.

aussi les mêmes, et la surface sphérique qui a~i). sur les points ex-
teneurs comme une masse réunie en un point, intérieur A agit né-
cessan-ementsur les points intérieurs comme une autre masse réu-
nte au point extérieur B, conjugué de A.

H. La surface attirante à laquelle se rapporte ]e raisonnement
précédent pcut-etfc exister? QucNe est !a loi des densités de ses
éiéments?

Nous chercherons d'abord, en admettant l'existence de la sur-
face en question, quelle doit être la loi des densités. Il est aisé de
la trouver; nous connaissons en effet ics actions de )a surface atti-
rante cherchée sur tous les points, intérieurs on extérieurs, nous
.savons que les actions sur deux points infmiment voisins situés de
part et d'autre de la surface attirante sont teHes que la première
est )a résuitante de la seconde et d'une force normah- émde a ~T-s

ce théorème, é\')demmeut, peut faire connaître la \a!eur (!e o
S).

La couche cherchée attire les points extérieurs comme une



masse réunie en A, et les points imerieurs comme une masse
réunie au point B conjugué de A.

S' nous appliquons ces deux lois à un même point M piace sm-
!a surface attirante, eUes donneronLdeux attractions difTérent.es en

Fig. 5.

direction aussi bien qu'en grandeur. U ne faut, pas s'en étonner
l'une des régies s'applique aux points intérieurs, l'autre aux points
extérieurs, et quand ces points infiniment voisins tendent à se con-
fondre la dinerence reste unie.

En nommant, p la densité de la surface attirante au point M,
l'une des forces doit être la résultante de l'autre et d'une force
égaie à 4-r:? dirigée vers le centre 0 de la sphère. Nous avons,
pour déterminer p, à chercher quelle force X dirigée suivant MO
il faut composer avec l'attraction dirigée suivant MB et égale à
/R )1 y'0\ MB?' pour que )a résultante sot lattractton dirigée sui-MA
vant MA.

Lorsque l'on a deux forces et leur résultante, chacune des trois
est proportionneUe au sinus des angles formés par les directions
des deux autres. Nous devons donc avoir

__X JMA'
sin'AMB si'n'OMR

Les rciations é'videntcs

sinAM)! A)!
'-in'MH' AM

-.inOMH OR
sinM'jiA nr



donnent, par ta division,

sinj<LMB_ R.AB
smOMB" AM.OB

et,parconséque))t,
~_J~~ABB'T'

La seule loi de densité compatible avec [es lois d'attractionsup-
posées es) donc ceHe d'une densité inversement proportionneMeau
cube de la dtatunce au pont A. Les points A et B étant conjue.uës,
AM et, BM sont dans un rapport constant, et la densité est inverse-
ment proportionnelleaussi au cube de la distance au point B.

12. Pour obtenir ta loi des densités, nous avons admis t'exis-
tence de iasui'faceaUsrante douée des propriétés demandées. Il
est!ndispcnsab)c maintenant de caicLder rattraction de la surface
obtenue, pour vérifier un'e]!e satisfait aux conditions qu'on a
supposées. Nous reproduirons la démonstration très é)ëgantc de
Sir WiHiam Thomson.

Soient A le point mtérieur tel que la densité o d'un élément
situé en M soit représentée P~'AM~'

R le rayon de la sphère et
«la distance du point A au centre non représenté sur la figure.
Pesttc point attiré. Joignons AP(/ 6) et prenons un pointT
surAP prolongé, tel que fon ait

AP.AT f~;

par )e pont T menons une bgne <[uekonque coupant la sphère en

[''ig.f).

K(')K'u!n(ms AK.AK' et.n()nmu)))s)~('))~<'si)))(')'s('ch()ns



de ces lignes avec la surface sphérique. TK et TK' étant consi-
dères comme des cônes d'ouverture infiniment petite ayant leur
sommet en T et les mêmes génératrices, AK, AK/, des cônes de
sommet A ayant pour base les intersections des premiers avec les
sphères; E, E', enfin, deux éléments interceptés sur la surface sphé-
oque par ces cônes prolongés. La surface de la sphère est divisée

par cette construction en éléments conjugués E et E'. Lorsque la
ligne TKK/ prend toutes les positions autour du point T, les élé-
ments de la surface sphérique sont obtenus sans répétition par les
couples E et E~. L'attraction sur le point P, que nous voûtons éva-
luer, est la résultante des groupes de forces résultant des attrac-
tions combinées des éléments E et E'.

La densité de la surface attirante en E est –– et. la force F

dirigée suivant PE est, par conséquent,I. I
~.ËP~'

E désignant la surface de )'étément infiniment petit p!acé en E.
Soit c/M l'ouverture du cône TK, les surfaces Infiniment petites E
et K étant vues du même angle du point A et K éhm) vu d'-
) angle dM du point T; on a

9.R~<u.TK~
I( =

olidm.TK'~––KK-

=
'~Hf/(u.TK' AK~'<A~

e), par conséquent, i'nUraction F de l'éiémcnt E sur !e point P c.s)

j. ?. 'ri\'2
'\r'' ).').' "KK' 'KR~ "T.r, 's'A' AJ\ Kh' A)<AK )~)'

On a. par les propri(''[(''s <(''menta!rcsdu cerc!c.

AK.t': =- Us– a';
par conséquent, d'apt'rs h) m.ntiérc dont )(' point T a été détiti!.

\K. = A)'T.



Les triangles KAT, PAE sont donc semblables; on en conclut

TK _PE

par conséquent,

2PE'.AK' AP~

L'expression de F devient donc

ou encore

En nommant F' l'action de E' sur le même point P, nous trou-
verons, par des raisonnements semblables,

Les angles TKA, EPA sont égaux ainsi que TK.'A et E'PA;
les côtés AK, AK-' du triangle AKK' fout avec le troisième côté
KK'Ics mêmes angles que la ligne AP avec les directions PE, PE'
des deux forces dont nous voulons ]a résultante; les côtés AK,
AK' sont d'ailleurs proportionnels, comme les formules le mon-
trent, aux deux forces F et F' il en résulte, d'après un théorème
très connu de Statique appelé le triangle des forces, que la ré-
sultante des forces F et F' est dirigée suivant PA et que son rap-
port avec les composantes est le même que celui de KK/ avec les
deux autres côtés du triangle AK.K/.

La résultante des actions exercées par les éléments E et E' sur
le point P est donc dirigée suivant la ligne PA et-éga!e a

'H ~) ,“ a H ).<)
n )1 '–p: j~h = –––––'(a!–j{!!)AP' (f<~–H~)A)''

La résultante t<a!<' des actions de la surface sp))ér!(~)e est, pa!'
conséquent, dirigée vers )e point A. Pour en obtf'nir la granth'ur,

AK~Af"

TK~ t

T~R d~F ), Kts'~AE.AP'

F )~R dM ~K.r ==

I, ––––––––,At\~r~)AP

p, ~R d~
_1K'.F = ). –––––==~ AK(R~)AP



il suffit de remplacer dans (f) <r/M par la somme 27: des valeurs
qu'il faut lui donner pour épuiser les éléments de la sphère. L'at-
traction chercliéc est donc enfin

4~_R_.
(as–R~)A?"'

c'est celle qui serait exercée sur le point P par une masse

J~R)_),
~Y~z

concentrée en A.

13. Si l'on suppose Je point A au centre de la surface attirante,
la densité est constante. La sphère attire alors comme si elle était
réunie au centre, et nous retrouvons le théorème de Newton.

Lorsque le point A se rapproche du centre, )e point conjugué B
s'éloigne à l'infini. La surface sphérique, attirant les points inté-
rieurs comme le ferait une masse concentrée à une distance infinie,
semble devoir exercer une action nulle; toutes les conclusions
;dors s'accorderaient.Un examen plus attentif fait paraître cepen-
dant une contradiction qu'il faut expliquer.

Supposons le point B infiniment éloigné et faisons croître la

masse qui doit y être réunie suivant une loi telle qu'elle exerce.
maigre la distance croissante, une action de grandeur finie sur un
point de masse unité situé ait centre de la sphère. L'attraction
sur les autres points de la sphère sera pour tous, évidemment, la

même en dtrection et en grandeur. D'un autre coté, la densité, in-
versement proportionnelleau cube de la distance a l'un des points
A et B, est constante,puisque l'un des points s'éteigne a i'infmi et
(lue l'autre se rapproche du centre. Nous sommes donc conduits
a ce résuftat, coutradicto't'e en apparence avec ceux qui on) été
déjà obtenus

.S'f7~ .S'J/C C/f </<S-C C~/?.S' MY'rC<" //W «r-
//f/t CO/~<f<C f/C ('< ~<"<'<< .S' /(".s')/s /r-
/('f/S'.

'\ous remarquerons, pour finre dispnraitre la e<!ntr;)()ictiun.



que la masse concentrée au point B, lorsqu'elle s'éloigne indéfi-
niment, doit exercer une action finie sur le centre 0 de la sphère.
Gette masse est donc infinie de,l'ordre désignant la dis-
tance OB. La masse qui remplace la couche dans son action sur
les points extérieurs est R
j~ étant infini d'ordre la masse totale de la couche sphérique
augmente Indéfiniment, c'est la conséquence de nos hypothèses,
et comme elle n'est pas homogène, mais qu'elle tend seulement
à le devenir, il ne faut pas s'étonner que cette masse de grandeur
infinie exerce à la limite une action finie. Si, en multiplianttoutes
les densités par un facteur constant, on les réduit a une valeur
finie, l'action sur un point Intérieur multipliée par le même fac-
teur sera, comme cela doit être, réduite à zéro.

On peut suivre plus loin les conséquences du théorème; la den-
sité de la couche étant, au point M, proportionneDe à ~–, en po-
sant: B~=/-–
on aura, en négligeant une partie infinimept petite dej',

y = R cosf),tl,
étant rangteMOB.

qui est de grandeur finie, étant Inuniment petit par rapport
:'t on a

J_ ~r~
(~–y)~

La denstté p représentée par
C

'HM''

peut donc être rcmptacf'c par

G :!Gyv

En supprimant ta partie <'0t)s~n)c dont l'actioo sur tes points



intérieurs est rigoureusementnulle, on voit que la densité à la-
quelle correspond une action constante de grandeuret de direction
est proportionnelle à y, c'est-à-dire au cosinus de l'angle formé

par le rayon qui aboutit au point considéré avec la direction fixe
de la résultante.

t4. Le théorème que nous venons d'obtenir peut s'énoncer
ainsi

Une ~K/ac<? .te/'<~M<? </o~< la densité en cAa</M<? point est
proportionnelle au eo~t/:K~ de ~'<x/:F~<? formé opec une <r/o~g
fixe D y<r< le /'ayo/t ~Kz aboutit <x ce pointexerce ~K/' les points
intérieurs une <'<c~'o/< co/a/~e < ~tX/K~eK/' <?< <?/) direction

La démonstrationdirecte est facile.
La surface attirante définie par l'énonce peut être remplacée

par une couche infiniment mince résultant de la juxtaposition de
deux sphères égales homogènes innniment voisines, et dont les
densités seraient égales et de signes contraires. Les deux sphères
étant supposées pleines, il est clair que la partie commune, siège
de deux substances dont les densités sont égales et de signes con-
traires, peut être considérée comme n'existant pas. L'ensemble
des deux sphères se réduit donc à une couche infiniment mince
dont 1 épaisseur, comptée parallèlement à la ligne des centres, est
constante et égale à la distance des centres, la densité étant posi-
tive sur la moitié qui appartient à l'une des sphères et négative

sur celle qui appartient à l'autre. L'épaisseurd'une couche sphé-
rique ne doit pas être comptée parallèlement une direction fixe,
mais normalement à la surface; il faut, en conséquence, multi-
plier l'épaisseur constante par le cosinus de l'angle formé par le

rayon avec la distance des centres, et nous avons ainsi la loi dé-
finie par l'énoncé l'épaisseur de cette couche formée d'une sub-
stance homogène est proportionneHe en chaque point au cosinus
de l'angle formé par le rayon avec une direction fixe.

L'action d'une telle couette sur un point intérieur sera la résut-
tante des actions des deux sphères pleines. Soient 0 et.0'(/t~



les deux centres; M un point intérieur à ta couche faisant partie
par conséquent de la masse des deux sphères. L'action de la

Fig.7.

sphère 0 est (8) attractive et proportionnelle à MO; celle de la
sphère 0', dont la densité est négative, est répulsive et propor-
ttonneile à O'M. Leur résultante est représentée par le troisième
coté 00' du triangle elle est donc constante en grandeur et en
direction.

la. La couche dont l'action sur les points Intérieurs est con-
stante en grandeur et en direction, pouvant être assimilée à deux
sphères infiniment voisines de densités égales et contraires, exer-
cera sur les points extérieurs une action égale à celle que produi-
raient ces deux sphères, c'est-à-dire à celle de deux points maté-
riels infiniment voisins, de masses égales et contraires, dont l'un
attirerait par conséquent les points repousses par l'autre.

Un tel système est précisément celui qu'admettait Coulomb
pour représenter, dans la théorie du Magnétisme, le rôle des mo-
lécules infinimenl petites dont la réunion forme les aimants.

On pourrait d'ailleurs, connaissant l'attraction et par consé-
quent !e potentiel de la couche pour les points Intérieurs, en dé-
duire (6) le potentiel pour les points extérieurs, et par ses déri-
vées les composantes de l'attraction. Le calcul ne présente aucune
difficulté.



CHAPITRE IL

LA FONCTION POTENTIELLE.

RESUME.

Ce Chapitre prépare, par t'étude des propriétés du potentiel, à la dé-
monstration des beaux théorèmes généraux, rendus pour ainsi dire évi-
dents, qui feront l'objet du Chapitre suivant. La fonction potentielle,
lorsque le point attiré ne fait pas partie de la masse attirante, satisfait à

une équation célèbre due à Laplace, dont toutes les propriétés générâtes
sont des corollaires. Gauss, pour démontrer ces propriétés, a substitué à
l'équation de Laplace un théorème aussi simple qu'étégant dont la dé-
monstration est renfermée dans l'énoncé traduit en langue a)gébrique.
Le théorème de Gauss ne diffère pas au fond de celui de Laplace, en
ce sens qu'ils imposent à la fonction des conditions équivalentes. Le po-
tentiel, d'après ces théorèmes, quand il est connu sur une surface, est
déterminé pour les points extérieurs, pourvu qu'aucun d'eux ne fasse
partie de la masse attirante. H est déterminé aussi, sous la même condi-
tion, pour les points intérieurs. L'équation de Laplace et le théorème de
Gauss doivent être modifiés quand le point attiré fait partie de la masse
attirante. Les deux théorèmes, dans ce cas, ne cessent pas d'être équiva-
lents.

SOMMAIRE.

t6. Définition de la fonction désignée par V. – t7. Équation a ta<;uctte satisfait
la fonction V. 18. Théorème de Gauss. 19. Il est. la traduction (te t'éfjua-
tion (le Laplace. 20. La même équation est cette de t'équitihrc catorifiuue.

2t. La fonction V étant, connue pour les points d'une surface fermée est dé-
terminée pour les points extérieurs, si aucune partie <)e la masse attirante ne se
trouve dans cette portion de t'espace. 22. Théorème analogue rotatif aux
points intérieurs. – 23. On peut choisir te corps attirant de manière a faire
prendre a V, cn tous les points ft'utte surface donnée, une vaieur assignée U.
–2.4. La démonstration esté\iden)'n(;n) suggérée p.)r t'apn!ica!ion du prin-



cipe des vitesses virtuelles. 25. Théorème rendu évident par ta considération
de l'équilibre calorifique. 26. Démonstrationdirecte du théorème précédent.

27. Étude du cas où le point attiré fait partie de la masse attirante. Équa-
tion de Poisson. 28. Ce que devient le théorème de Gauss pour une sphère
qui contient le point attiré. 29. Cas général où la sphère coupe le corps at-
tirant.

16. Lorsque les molécules d'un corps attirent proportionnelle-
ment à leur masse et inversement au carre de la distance, la ré-
sultante des forces exercées sur un point de masse unité peut see
déduire de la fonction potentielle définie (3). L'étude de cette
fonction a permis de pénétrer profondément, quoique très simple-
ment, dans la connaissance des propriétés générales de l'attrac-
tion. La fonction potentielleest la somme des masses élémentaires
attirantesdivisées chacune parla distance au point attiré. Lorsque
le corps attirant est une masse continue, le potentiel est représenté
par une intégrale triple; il ne faut pas s'en effrayer cette circon-
stance, qui, dans chaque cas, rendrait le calcul de la fonction long
et difficile, ne joue aucun rôle dans l'étude de ses propriétés.

La fonction potentielle, que nous désignons par V, varie avec
la forme du corps attirant s'il est homogène, et la loi des densités
de ses différents points s'il ne l'est pas. Cette fonction, cependant,
est loin d'être arbitraire; elle satisfait, quel que soit le corps atti-
rant, à des conditions très précises dont l'étude est le but de ce
Chapitre.

Nous supposerons d'abord le point attiré situé hors de la masse
attirante. Lorsque la distance du point attiré à l'un de ceux qui
t'attirent peut devenir nulle, il s'introduit dans la somme qui sert
de définition au potentiel un terme d'apparence infinie qui rend
incertains et trompeurs des raisonnements Irréprochables dans !es

autres cas.

17. Quel que soit le corps attirant, la fonction potentielle V,
qui dépend des trois coordonnées .r, s du point attiré, satisfait
a )'équat!on

c~v ~v <v7/ 7/



le point dont les coordonnées sont x, y, .s, il importe de le ré-
péter, ne faisant pas partie de la masse attirante.

L'équation (t) se déduit directement de la définition. La fonc-
tion V est une somme. L'équation (i) étant linéaire sera satis-
faite par cette somme si elle l'est par chacune de ses parties. Les

termes qui composent V sont de la forme– r désignantla dis-

tance de la molécule attirante au point dont les coordonnées sont

x, y, -s, o~M étant, indépendant de x, y, -s. Il suffit donc de véri-
fier l'équation

~1r d2
(2) -,– y -+-

-y– -)- = o.

Soient x, 3, les coordonnées de la molécule <~M, on a

'=(~+(.X–H..s-Y)'; ~DOU
`b

on en déduit, <x, y étant Indépendants de .r, y, >
~sc~

< -r – K f/ f/r – y(~.r y < f/~ =

<~r_tt (~–x~ 1 (~ – p)' <f(~–Y)~
<~ 'r

On a d'ailleurs

J
t ff/'

f/
) < f/

r ) f/
f/~r f/j? <~

~1 ~1/v_ j_ r /~v_ j_ r
tZ~ 7~ \<Zr/ 'f/~ \< )~

x /~Y_~ r< 7~

i~a substitution de ces vateurs rend l'équation (p.) identique.

t8. Jj'équation (<) est la traduction analytique d'un théorème
fort étégant démontre par Gauss. La \atcur de !a fonction V en



un point quelconque A est la moyenne des valeurs de cette même
fonction sur la surface d'une sphère de rayon arbitraire ayant A

pour centre.
Nous démontrerons directement cette propriété de la fonc-

tion V, pour la rapprocher ensuite de l'équation (i).
Si l'on considère deux systèmes quelconques de points maté-

riels, /~j, /n~, M,; et /?~, /K~, m~, et que, considérant
chacun d'eux successivement comme un système attirant, on
nomme V,, V~, V,; les potentiels du premier système aux
points occupés par les masses qui composent le second et V,
V~, les potentiels du second système aux points occupés
par les masses qui composent le premier, on aura

(3) s~V:=S~V,,

c'est-à-dire qu'en ajoutant les produits des masses de chaque sys-
tème par le potentiel correspondant de l'autre système, les deux

sommes sont égales. Ce théorème est une pure Identité. Si l'on
développe les calculs indiqués dans les deux membres de l'équa-
tion (3), on trouvera pour l'une et l'autre somme la somme des
produits deux à deux des masses m et /K' divisés respectivement
par la distance des deux masses.

Appliquons l'identité (3) au cas où, le premier systèmeformant

un corps attirant quelconque G, le second est une surface sphé-
rique homogène S douée du pouvoir attirant, dont chaque élé-
ment f~r est considéré comme ayant pour masse eh'.

Si l'on nomme V le potentiel du corps G au point occupé
par f/y et V' celui de la sphère au point occupé par une mo-
lécule 'Y/M, on aura

( /i ) X V = s V J/?!.

Le potentiel de la surface sphérique homogène S est (7) )c

même que si cette surface était rcmptacce par une masse /)T:1~
piacéc en son centre; on a

V



étant la distance de ta molécule dm au centre de la sphère,
l'équation (~) devientt

(5)
jV~R~.

–
est ie potentiel ~o du corps G au centre de la sphère S;r

Il

on a par conséquent
V =-

4

Cette équation est la traduction du théorème énoncé. Le pre-
mier membre est le potentiel du corps G en un point quelconque
de l'espace. le second est la moyenne des valeurs du potentiel V

pour les éléments c/T de la sphère dont ce point est le centre. La
démonstration suppose, on doit le remarquer, que tous les points
du corps G soient en dehors de la sphère S. Le potentiel d'une
surface sphénque sur les points de son intérieur n'est pas repré-
senté, en effet, par la formule dont nous avons fait usage.

'19. Toutes les sphères concentriques ayant même potentiel
moyen, il en sera de même de toute couche Infiniment mince com-
prise entre deux sphères infinimentvoisines, par conséquent aussi
de l'espace compris entre deux surfaces sphériqucs concentriques
et de toute sphère pleine avant pour centre le point considéré.
On peut déduire de ce théorème une démonstration de l'équa-
tion (')qui exprime, au fond, la même propriété de ta fonction V.

Considérons, en effet, en dehors d'une masse attirante un
point 0 et une sphère infiniment petite ayant ce point pour
centre. Soit Vn le potentiel en 0.

Le théorème de Taylor donne pour les points infiniment voi-

sins de 0
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Cherchons la moyenne des valeurs de V pour tous les points
de la sphère.

La moyenne des valeurs de la constante Vo est Vo.
Les moyennes des termes en x, y, ;c~, y~ ~~c sont nulles

comme composées de termes égaux deux à deux et de signes con-
traires.

Les moyennes de et .3~ sont égales à cause de la symé-
trie en les désignant par H, la moyenne de V sera"r/ i.`oII [(d2V)' (d2V) (d2V) ]L~~À"\À"'j
pour que, conformément au théorème de Gauss, cette moyenne
soit égale à V~, il faut que l'on ait au point 0

q'V ~V
<r/.c~ a~~ °'

C'est précisémentl'équation (i).

20. Le théorème de Laplace, exprimé par l'équation (t), peut
recevoir une troisième forme fort élégante aussi et souvent utile.

L équahon
f/~V f~V f~V

-+- -1- = 0dxi dz2

exprime que, les points d'un corps solide homogène ayant chacun
pour température la valeur correspondante du potentiel V, il y
aura équilibre calorifique, de telle sorte que, par suite des
échanges mutuels entre les molécules contiguës de température
mégale, aucune portion du corps ne perdra ni ne gagnera ou, pour
parler plus exactement, en recevra des molécules plus chaudes
préctsémcnt autant qu'elle en cédera aux plus froides, de telle
sorte que, ma)gré ces échanges continuels, la température de
chaque point restera constante.

Nous ne démontrerons pas ici ce beau théorème, il sert de base

a )a Théor<e de la chaleur de Fourier et doit être considéré comme
classique. L'équivalence avec )e théorème de Gauss est, pour ainsi
parler, évidente. Si la températureen chaque point est la moyenne



des températures de la sphère qui l'entoure, on comprend que le
point ne sera ni échauffé ni refroidi par l'influence de ceux qui
l'entourent; il faudrait se garder, cependant, de regarder cette
raison comme rigoureuse, elle n'est que plausible.

21. La fonction V, d'après les théorèmes obtenus, quoique
pouvant prendre un nombre infini de formes différentes, est loin
cependant d'être arbitraire.

Le degré d'indétermination que conserve V, lorsque le corps
attirant reste quelconque, se trouve précisé par Le théorème sui-
vant

6'~e .!f<etce /c/M."<? <yMe~co/i~Kc étant e~o/u!~ si elle /'e/
ferme C/f< son !<<e/'MK/' /<~ /0<6f~C <~K corps <X«<ft/t<. et <jW
/e~o~/t<t'e/V~o~ afo/e~oK/' c/<f<yK<?y)o//t< de cette .~M/~ce,
il est c/e<<?/M! /)a/' e~/<7 /)~c/n<? y.)o«/' <oM.s les points <?~<
/«*M/

La condition imposée à la fonction V par le théorème de Gauss
rend la démonstrationtrès facile.

Supposons que, V étant donné pour tous les points de la sur-
face fermée S, il existe deux fonctions V, et V~, potentiels df
deux corps attirants G) et G. qui, se confondant sur tous les
points de X, deviendraient difTérents pour les points extérieurs a

cette surface. Si nous prenons pour corps attirant le système
formé par G, et par un corps (–G~) ayant en chaque point
une densité égale et de signe contraire à celle de G~, le sys-
tème G)(–G::) aura pour les points de S un potentiel nu) et

pour les points de l'espace extérieur à 1 un potentiel V~ égal à la

diDérencc \~– Il est impossible que ne soit pas nul en
tous les points de l'espace. V~ eu enet, est nu! pour )cs point.s
de S; il est nul aussi pour les points situés l'infini s'il n'était
pas nul pour tous h's autres, il .tttoudrait nécessairement pour un
ou plusieurs d'entre eux une vatcur maxuna ou minima, ee qui est
impossible, car cette va)eu" ne pourrait être la mo\enne de celtes
qui sont relatives !)u\ points de )a sphère qui t'entoure.



Si le potentiel au point de la surface S était constant sans être
nul, le raisonnement précèdent ne serait plus permis. Le poten-
tiel, en effet, peut décroître sans cesse en convergeant vers la
valeur zéro à mesure que le point considéré s'éloigne. Cela est
impossible quand, pour les points compris entre la surface S et
une surface de dimensions infinies, il est nul aux deux limites.

22. Ln théorème analogue au précédent s'applique aux points
intérieurs à une surface sur laquelle le potentiel est donné.

Si cette surface ne contient dans son Intérieur aucune partie
du corps attirant, le potentiel déterminé pour tous les points est
déterminé aussi pour tous ceux qui lui sont intérieurs.

Supposons, en e<Fet, que deux systèmes attirants G, et G~, l'un
et l'autre extérieurs à la surface E, donnent des potentiels V, etV,

2qui, pour les points de E, soient égaux entre eux.
Le potentiel du système G,(–Ga), égal évidemment à Vj–V~,

est nul pour tous les points de la surface S; il l'est par consé-
quent aussi pour les points intérieurs à E, car une fonction con-
tinue égaie à zéro en tous les points d'une surface fermée, si elle
n est pas constante dans son intérieur, a nécessairement un ou
plusieurs points pour lesquels sa valeur est plus grande ou plus
petite que pour tous les autres. La fonction V, d'après le théo-
rème de Gauss, ne peut en aucun point présenter un maximum
ou un tmmmum.

La démonstration n'est pas applicable aux points extérieurs a
X. non pius que dans le cas précédent cUe ne l'était aux points
intérieurs. Le théorème de Gauss suppose, en effet, qu'en aucun
point de l'espace auquel on l'appHque ne se trouve une portion
du corps attirant.

Non seulement la démonstration n'est pas applicahte ces cas,
mais h- théorème n'est pas exact. On peut )e prouver par un
c\cmph'.

Prenons pour corps attirants deux surfaces sphériques conccn-
tDqucs, en h'ur supposant des densités teNcs qu'dh's aient ménx'
masse; )r potcntid sur les ponits d'une sphère S concentrique an\



deux autres et, de rayon p)us grand que la plus grande aura des
valeurs égales. Il en sera de même, conformément au théorème,

pour les points extérieurs à S; mais pour les points intérieurs à S

et compris entre les deux surfaces sphériques attirantes, les poten-
tiels ne sont pas égaux.

23. La solution de la question suivante achèvera de préciser le
degré d'indéterminationde la fonction V.

6/:e ~K/~<c<?/e/'Miee S <~6f/~ </o/te~ /jeM<-o/z cAoMt/' le co/yM
<ïMt'<< <e Ma/ï!'c/'e M <x~K/'e/'en c/t<x~Mg~o//Kde e<?~ .!M/~<r<ce,

/?OM/' ~yb/tc~M~ V, une ua/<?M/' <r<&t</YM/-e/Me~cAoMt'e?

Gauss a démontré la possibilité de résoudre le problème, qucDc

que soit la surface S et quelle que soit la valeur donnée pour te
potentle! en chacun de ses points.

Nous résoudrons d'abord le problème suivant

Zf< /HG!.MC M«<a/~C 7'<?/<'<<M ~H/' K/!C .SM/MCC'y<?/VMeeS e<«/~
f~o/e~ c/te/'e/<e/' c/<<e p </M'{7/<:<K<a«/Mg/' cAa</M<? e/J-
me/:< f/T /)OK/- ~Kc, en ~?.a/K ~a/- V le /)o<e/e<f /'c~<
M/~ ~o<< de /e/?;e/~ c/T c/ ~r< U M/!e ,/b/!C«'o/? f/o/<cc e/;
c/t~f/Me /~o<< ~e /a ~K/~ee S, ~<a~

f<V -'2U)?f/J

~t< M~C Uf<&;K/' /K<7~<r<.

La condition du maximum ou du minimum s'obtient, comme on
sait, en égalant la variation de l'Intégrale a zéro; e!)c est expriméc
par l'équation

( J )
/cY. p r/T /~( V – D. U ) Sp == o.

oV est ic potcntic) qui résulterait d'une (tistribution supcrucieHc
telle que la densité sur l'élément a~ serait &p on a donc, <'n vertu
de ridentité d('')uontrée (i8),

( S\ ~/i oo f/



et ['équation (5) peut se réduire à

(6) /'t(V–U)o?~=o.

Cette équation doit avoir lieu pour tous les changements infi-

niment petits tels que la masse totale ~o<~T
conserve la valeur

donnée, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de 3-) pour lesquelles

(~ O? 6~T
==: 0.

L'équation (6) ne peut être une conséquence de (~y) que si le
facteur (V–U) est constant, et, comme il est certain qu'il doit
exister un maximum, il existe une distribution pour laquelle
V-U est constant.

2L L'Ingénieuse démonstration qui précède paraît fort indi-
recte il est aisé de deviner par quelle voie Gauss y a été conduit.

Le principe des vitesses virtuelles, par lequel sont exprimées
dan', tous les cas les conditions d'équilibre, équivaut lui-même à

une condition de maximum et de minimum, et le problème ré-
solu par Gauss ne diffère pas de la recherche d'une condition
d'équilibre qui exige pour la différence V -U une valeur con-
stante.

L'énoncé du problème est facile à trouver. Supposons un fluide
dont les molécuies soient douées les unes pour les autres du pou-
voir répulstf proportionnel aux masses et inversement propor-
tionnel au carré de la distance. Supposons ce fluide répandu sur
la surface S, pouvant s'y distribuer librement sous l'influence des
forces qui le sollicitent, ces forces étant, d'une part, les répul-
sions mutuelles entre les diverses parties et, d'autre part, un
système de forces agissant sur les molécules répandues dans l'es-
pace, sous l'influence d'une cause qu'i! n'est pas besoin de définir,
mais qui est telle que le potentiel des forces mises en jeu soit
éga) a U.

L'équilibre est possible, on peut l'admettre t~/v~/v; )c Ouidc.



sans cela, serait animé d'un mouvement perpétuel. Que l'on ac-
cepte ou non cette assertion, il est aisé de voir que l'équilibre
exige que V U ait une valeur constante. Les molécules du
fluide, en effet, sont sollicitées par un système de forces dont
le potentiel est U-V; les forces qui forment te système qui,
par définition, Influence les molécules du fluide ont pour poten-
t)e)U; V est le potentiel résultant, pour chaque élément a~r,
de l'action de la masse fluide. Ilfaut, pour l'équilibre, que la résul-
tante des forces soit normale à la surface sur laquelle le fluide
peut se mouvoir; que, par conséquent (3), les dérivées du po-
lentiel /M/- rapport aux tangentes à la surface soient nulles, et
que le potentiel, qui est U-V, prenne une valeur constante pour
tous les points de la surface.

V – U == const..

est donc la condition d'équilibre.
D'un autre côté, il faut, pour l'équilibre, que la fonction dont

les variations représentent le travail soit maxima ou minima, a!!n

que pour tout dép!acement, à partir de la position d'équilibre, )e
travail des forces mises en jeu soit égal à zéro.

Le travail des forces dont le potentiel est U est /~(a U) </T.

Le travail des forces dues aux actions mutuelles du fluide est b
variation de la somme des produits des éléments de masse pris
deux à deux divisés par leur distance. Cette variation, pour deux
étéments et est

.n.(8) –~ -––.

Pour sommer les expressions (8) pour tous les éléments w et
t) faut d'ahord laisser /H constant et faire la somme. Po~r

toutes les valeurs données ht somme est

ctnnté~a) a ~/T, o) il faut. faire la somme pour toutes ics va-



teursde~; on obtiendra ainsi

-Vp~.
Mais, en faisant le compte de cette manière, chaque groupe /K/
est compté deux fois une fois pour /H et une fois pour /?/;
l'expression dont la variation représente le travail est donc

-~Vp~,

et t'équUIbre exige le maximum ou le minimum de

/(u-)~.
G est préosément le problème que s'est proposé Gauss, sansjuger
utile d'en faire connaître l'origine.

La différence V U pouvant être rendue constante, si l'on
suppose U=~o, Y pourra être rendu constant et, en multi-
pliant par un facteur arbitraire, on pourra donner à cette
constante telle valeur qu'on voudra; de telle sorte que, en pre-
nant pour densité p ta somme de celle qui rend U–V constant
et de celle qui donne à V une valeur égale et de signe contraire
a cette constante, on pourra rendre le potentiel égal à U.

25. La considération de l'équilibre calorifique d'un corps ho-
mogène dont la température est représentée par V permet d'é-
noncer le théorème suivant, dont nous donnerons une démonstra-
hon indépendantede la théorie de la chaleur

Si l'on c~</e/'c H/te .!M/<'<ce/ S lie co/~e/M/K dans
M/; !<CM/' MMCM/;<?/M/ de /</ /M.M'C ~Y/<~ e<<7K'0~ dé-
siC,t?e? (3) el~. poiitt cle ,1".

dV
tri, [,-;<c (3) e/< c/<? c/e cc~e .r<ce /~f/' ~Y c~ee

</f /b/)c//o/; V par rapport a la normale, /'<Y/
~9)

~?~<~ /s' /<?~Xf/s' (17 de A'!<<< S, t' <Y<C<r< ~(!/T).



quelle que soit celte ~M/~ïce et quel que soit le système a<-
<</YÏ/

Lorsque V représente la température des points d'un corps homo-

gène, c/s-,d'après les principes de la Théorie de la chaleur, est le
~l

f!ux de chaleur qui traverse l'élément de surface <~?. L'équation
proposée exprime donc que ce flux de chaleur, pour tous les élé-
ments d'une surface fermée, donne une somme égale à zéro, ce
qui est évidemment nécessaire pour l'équilibre calorifique; car
la quanttté de chaleur dans l'intérieur d'une surface fermée, quelle
qu'elle soit, ne doit ni diminuerni s'accroître.

26. Pour démontrer le théorème sans recourir à cette considé-
ration indirecte, écrivons l'équation

f~V <~V ~V
-ïï~~7 0.'.a~

Multiplions le premier membre par e~c<<~ et formons l'inté-
grale triple

~V"o) t -7– -<- -7–
J 7 f<.r~ C/ ~<

en l'étendant à tous les éléments de volume enfermés dans la sur-
face E. Cette intégrale est évidemment nulle, puisque tous ses
étéments le sont. On peut la réduire à une intégrale double en
effectuant sur chacun des termes une intégration évidemment
possible.

En nommant x,, .y~ les abscisses des points ou la parallèle a
l'axe des X qui correspond aux valeurs et des deux autres
coordonnées coupe la surface S, on a

/</V\ /~V\</r – ~.r f/)' < ( –\)l,

(f7r), ( /')''cp''<~entant h;s v.dcm's de ta dérivée :tu\



points de la surface S dont les coordonnées sont d: ~y,
.s. Si NX, et i~X~ représentent les angles de l'axe des X avec la
normale extérieure à ia surface et les éléments de sur-
face projetés sur ~f/s, on a

= – ~t coa \j <r~ cos~'X~

par conséquent,

y:/7S"–y~(~).
l'intégration s'étendant à tous les éléments de la surface E.

On trouvera, en réduisant de la même manière les deux autres
termes de i'intégrate triple dont la valeur est nulle,

(.) o
~-r eosNX cns~Y+ eosN~

tt~

d1' clV clV

J

~V ~V f<
d l, ]1'1son les composantes de l'attraction parallèlement

l x cl(
aux trois axes de coordonnées. La somme qui, dans l'intégrale (..),
multiplie ~T représente donc la composante de cette attraction
dans le sens de la normale J\; on peut (3) la remplacer par la dé-

~y.ee dans la direction de cette normale, et écrire

/V==;/ ~T.<
27. Nous avons écarté jusqu'ici le cas ou le point attiré fait

partie de la masse attirante. Les dénominateursnuls qui s'intro-
du.sent alors dans les Intégrales mettent les démonstrations en
défaut, et il est nécessaire de reprendre toutes ces questions pour
les traiter par une autre voie.

Lorsque le point attiré fait partie de la masse attirante, ni 1'
tract.on ni le potentiel ne deviennent pour cela infinis. La dis-
tance qui, dans leur expression, se trouve en dénominateur de-
vient nulle, mais le numérateur est la masse attirante qui est nulle
aussi en un point désigné dont le volume est nul; le terme dont



provient. la difficulté est donc, en réalité, indéterminé c'est pourcela qu'il faut un examen nouveau.
L'étude déjà faite de l'attraction d'une sphère pleine (8) rend

les autres cas faciles. Quelle que soit, en e!ïet, ta masse attirante
agissant sur un de ses propres points, on peut la partager en deux
l'une des portions étant formée par une sphère infiniment petite
renfermant le point attiré, l'autre se composant de tout le reste de
la masse attirante. L'attraction et le potentiel de la masse totale
seront la résultante et la somme des forces et des potentiels rela-
tifs aux deux portions du corps. Les théorèmes démontrés s'ap-
pliquent sans difficulté à la portion dont le point attiré ne fait paspartie; la seule étude nouvelle que nous ayons à faire est celle des
termes relatifs à l'action de la petite sphère.

Nous supposerons d'abord cette sphère homogène et de den-
sité p.

L'attraction d'une sphère homogène sur un point de sa propre
masse a été obtenue (8) en partageant la sphère en deux portions
)" une sphère concentrique passant par le point attiré et agissant
sur lui comme si sa masse était réunie au centre; a" une couche
comprise entre deux sphères concentriques, à l'intérieur de la-
quelle se trouve le point attiré et qui est sans action sur lui.

L'attraction de )a sphère de densité p sur un point situé a la
distance de son centre est donc dirigée vers te centre et égale à
,7Mr; elle s'évanouit quand le rayon de la sphère et, par consé-
quent, la distance deviennent nu!s.

Le potentiel d'une sphère de rayon R et de densité p sur un
point de la masse situé à la distance du centre se partagera éga-
lement en deux parties le potentiel de la sphère de rayon a la
surface de laquelle se trouve le point attiré et le potentiel de la
couche compriseentre deux sphères concentriques, dans t'intéricur
de Jaquette te point se trouve placé. Le premier de ces potentiels
est le même que si la masse attirante était concentrée au centre; te
second est le même que si te point attiré était au centre, puisque
le potentic) a la même valeur pour tous les points de la sphèreOn trouve ainsi, pour te potentic! de la sphère pleine



relatif au point situé à la distance de son centre,

V=~R<
En plaçant l'origine des coordonnées au centre de la sphère, on

peut écrire

V=2-!rpR~–~p(~2~~9);L.'
on en conclut

~V 4 t/V 4 fZV 4~3~' ~3~' ~=-3~~
ce sont les composantes de l'attraction. La vérification était In-
dispensable car la démonstration donnée (3) n'est plus accep-
table quand la distance du point attiré au point attirant peut
prendre une valeur nulle.

La valeur trouvée pour V donne

<~y__44 4 ~V_ 4f~" 3~' ~3~' ~3~~
par conséquent,

d2V ~v ~v
~~o.clx= cly= clz̀-

Le potentiel se composant de deux parties, dont l'une satisfait
à l'équation ()) et l'autre à l'équation (12), satisfait nécessairement
lui-même à l'équation (ta) qui s'applique au potentiel d'un corps
quelconque agissant sur un point de sa propre masse.

Nous avons supposé la densité p constante pour tous les points
de la sphère Innnimcnt petite qui contient le point attiré. Si le
corps était hétérogène, pourrait varier, mais infiniment peu,
puisque la sphère est infiniment petite. On pourrait alors rem-
p)acer la petite sphère attirante par deux autres l'une de densité
nnic et constante, Fautrc de densité infiniment petite en chaque
point I'attr;)ct!on, )e potentiel et les dérivées du potentiel s'an-



nutant avec p tendent évidemment vers zéro en même temps
que p.

28. Le théorème de Gauss, démontré (i8), fait connaître la va-
leur moyenne du potentiel d'un corps attirant quelconque sur ta
surface d'une sphère arbitrairement choisie. La démonstration
suppose, comme nous l'avons fait remarquer, que la sphère ne
contient dans son intérieur aucune partie de la masse attirante,
Nous allons chercher comment l'énoncé doit être modifié lorsque
la surface sphérique S considérée contient, au contraire, dans son
inténeur la totalité de la masse attirante.

En appliquant l'identité démontrée par Gauss au cas ou le pre-
mier des deux systèmes qu'on y considère est le corps attirant G
et le second la surface sphérique S, on devra se rappeler que le
potentiel de cette surface relatif à un point intérieur est constant
et égal à ~R.

L'identité (~) donne alors

('3) 4~Mt=~

V désignant le potentieldu corps G au point occupé par l'élément
<7o- de la surface sphérique.

On déduit de (t3)

i M(.4)

Le premier membre est la moyenne des valeurs de V sur la sur-
face de la sphère S; cette moyenne, au lieu d'être, comme dans ic

cas étudié par Gauss, Indépendante du rayon de la sphère, est
égale au rapport de la masse attirante au rayon de la sphère qui
l'enveloppe.

On peut considérer un troisième cas, cc)u! d'une sphrn'
contenant, une partie scu!cm<'nt de ta masse anirnntc.

On obhent (tans ce cas, par un raisonnoucn) identique auxX
dcu\ précédents,t'énoncé suivant, qui comprend h's deux autres



/.M ?'<)'/eM/-mO~C/te~M~0~ /-(~~<</ <-< M/t corps <7~Y/i<;
quelconque sur la .!M//«C<? S 6<"«/!C ~/< a/e/He/KC/M/-
.!M est égale au potentiel /'<«< M ~</)c/g de la /PM.Ï.M ~«<-
/-CM<e e~<c/-«?M/'e M la ~Ac/'g, ~M <XK centre de la .«'c,
<'M~ï' o~ ~o/o~ de la /?M~-e <x~Y< t'e/~K/'c
~~e/-c, <<'MM- /o/!de la ~Ae/-<?.



CHAPITRE MI.

SURFACES SANS ACTION SUR LES POINTS INTERIEURS.

fiKSUME.

Ce Chapitre contient la démonstration du théorème tant admiré décou-
vert par Georges Green en [828, puis en t83g par Gauss et par Chasles,
qui n'avaient pas eu connaissance du Mémoire, d'abord très peu lu, du
géomètre anglais. Ce théorème donne un nombre infini de solutions d'un
problème longtemps céiébre par sa difueutté non moins que par i'impor-
tance de ses applications /?ecoKp/-t/- H/te SKr/'a.ce par K/:e coKc/t<? :)./t-
nt~MK~ nn/xee ~<e ~e /'<!C~'OK Mi/- /e~~ot/ t/t<<<e«/ soit c~c <7

zéro.
Lorsque la surface est une surface de niveau, la solution, que l'ou

croyait si difficile, est aussi simple qu'é)égan).c et se présente comme un
coroUairc d'un théorème, presque évident tui-mêmc, démontré au Cha-
pitre précédent. Ces beaux résuitats ont donné à la théorie de !'Éh'ctrici(é
statique une étégancc et une généraHté qu'il était impossible d'espérer
après )'étude des Mémoires très remarqués cependant, de Poisson. L'his-
toire de ta Science offre peu d'exemptes de théorèmes aussi difnc!)es. eu
apparence, démontrés par des voies aussi simples.

SO~) \!RK.

:3f1. l3ut de ce Chapitre, 31. '1.'II<)I'('mc cle Green, 3'2, Yél'ilication dans Ie Ca,M.tint de ceChapitre.– 3). Théorème de(.rccn. – 3' Ycnucut.io~dansje <-H<
de-, sphères. – 3. Vérification ['f:su!tant du ea)cu! de ia tuas-.e de !a couche
attirante. – 3'h Démonstration an.!]yti<;ue de Stnrni. – 35. Génér.di'i.ttjon du
t!)coré)ne de Grccn. – 3(!. Appticatiou an ras ou te système attirant se c')m-
pf'sc de deux points. Ou retrouve un r.iu!tat connu. 3~. < ou !c -\stè)n~
se compose de trois points. Ou peut ohteuir pour surface de ni\c.)u deux
sphères orthogouates. 3S. Cas ou !<' sys~èux' .tttirant est une droite homo-
gène. On retrouve un cas p.n'ticutier des théorèmes célèbre.- sur )'Ur.H-tion



des couches ellipsoïdales. 39. Application du théorème de Grecn au cas
où le corps attirant est une couche comprise entre deux ellipsoïdes sembtabtes
à trois axes inégaux. – 40. Une telle couche est sans action sur les points in-
térieurs. 41. Direction de la résultante des attractions sur un point exté-
rieur.

30. Une surface sphérique homogène douée du pouvoir at-
tractif est sans action sur les points Intérieurs (5). Cette propo-
sition remarquable peut être étendue à une surface de forme
quelconque; il suffit d'assigner la densité en chaque point suivant
une loi dont la possibilitéa été démontrée (23).

Les géomètres, cherchant les conséquences de la condition
proposée par Coulomb pour l'équilibre de l'électricité à la surface
des corps conducteurs, avaient étudié avec plus de talent que de
succès les cas particuliers les plus simples, sans supposer que la
théorie générale fût accessible. Un beau théorème de Georges
Green, publié en iS~S, resté d'abord Inaperçu, découvert de
nouveau en i83g par Gauss et par Chastes, a été justement con-
s)déré comme un des plus admirables dans la théorie tant étu-
diée de l'attraction. C'est à ce théorème, dont les résultats précé-
dents suggèrent immédiatement l'énoncé, que sera consacré ce
Chapitre.

31. Une surface fermée étant donnée, on peut toujours sup-
poser à chacun de ses éléments une densité telle qu'elle soit sans
action sur les points intérieurs. ]1 suiffit (22) de rendre le po-
tentiel constant pour tous les points de cette surface, et nous
avons montré (24) qu'un tel problème a toujours une solution.

La densité qu'il attribuer a chaque point de la surface
peut s'obtenir explicitement dans un cas fort étendu. Tel est le
théorème de Green.

Supposons que l'on ait étudié l'attraction d'un corps que!-
conque G sur les points de l'espace c), que, )a fonction poten-
tielle étant connue, on considère une des surfaces dites (t)
-s'M/yi7re.< de /?/(~/</ S, dont l'équation s'obtient en attribuant
a V une valeur constante.

Pour que cette surface S soi), sans action sur les points !nté-t'our <[lie celle SUI' ace ,'J sait sans actican sur les points Intc-



rieurs, il suffit d'attribuer à chaque élément une densité propor-
tionnelle à l'intensité de l'attraction du corps G en ce point. L'at-
traction (4) est normale à la surface de niveau et a pour expres-

ffV
s.on la denvee par rapport à la direction de la normale. (ZV

étant constant quand on passe de la surface de niveau qui cor-
respond à une valeur de V à la surface infiniment voisine, ~Y

est<
inversement proportionnel à l'épaisseur a~ de la couche comprise
entre les deux surfaces.

Pour démontrer ce beau théorème, supposons connue la loi des
densités pour laquelle la surface S est sans action sur les points
intérieurs; la surface attirante, ainsi définie, donnera pour les
points de son intérieur, par conséquent aussi pour ses propres
points, un potentiel constant. Le potentiel (9) ne change pas
brusquementquand on traverse la surface attirante il est donc
constant aussi pour tous les points situés à la partie extérieure
de cette surface, mais S est, par hypothèse, une des surfaces de
niveau relatives à l'attraction du corps G; on peut, en multipliant
la densité en chaque point de S par un facteur constant conve-
nable, faire que ces potentiels, celui de S et celui de G, constants
tous deux sur la surface S, y aient la même valeur numérique.
Ces deux potentiels, étant égaux pour tous les points d'une sur-
face fermée en dehors de laquelle ne se trouve aucun élément
attirant, seront égaux aussi (2i) pour tous les points de l'espace
extérieur à S. L'action de la surface S, supposée nuHc sur les
points intérieurs, est donc, par cela son), déterminée et connue
sur les points extérieurs, puisqu'elle est )a même que celle du
corps G. Or nous avons montré (9) que, connaissant l'attraction
d'une surface sur deux points infiniment voisins situés l'un a
hntéricnr, l'autre a l'extérieur, la comparaison de ces actions
f.nt connaître la densité de la surface attirante.

Le probiémc est donc résolu. Les deux actions qu'i) faut com-
parer sont ici l'action de la surface attir.mtc sur un point inté-
rieur: eHc est nuik- p~- hypothèse; Faction sur un point, extérieur
infiniment voisin cHc est normak a la surface et rcpré.cntéc p.n.



~putsqu'eHenediuct-epasdcceUeducorpsG.L'uncdcccs
actions (9) est la résultante de l'autre et d'une force normale
é~ale à .~Tc?, P étant la densité; on a donc

t
_clt`<––

et )a valeur de p est
f/V

Tel est le i.héorèmc de Green. La démonstration, on le voit,
donne non seulement la solution du problème qu'on avait en vue
et fait connaître la loi des densités d'une surface sans action sur
tes points interleurs, elle nous apprend en outre que la couche
amst dénnie attire les points extérieurs comme le corps G qui a
servi à la former.

32. La théorie de l'attraction des sphères fournit une vérinca-
tion. Supposons le corps arbitraire G réduit à un point matëriet
de masse M: les surfaces de niveau seront des sphères concen-
trtques sur chacune desquelles l'attraction sera constante. EHe est,

sur une sphère de rayon a, représentée par )a densité pres-
crttc par )e théorème de Grccn pour chaque élément est

-~L,
nous retrouvons deux théorèmes connus

4~~

6'/i<? .!M/f/C<? .~Ac/y~e //0/HO~'<e P~< .;f< ~e~0/! ~M/' ~.<

/?OM~ <<; .;o/; //<<C/-<e<!<

7.<.f /M~.MC f/'MM e/e/Hg/</ c/3- c<«/~ .SV/0/0~ ~g
t'i'nrcï*

/?:6f~e /o/(/ e~< ('o/~c'~Mf/~ p;7//e M M, /M .!H~<i;cc ~e-
y'~M~ f//<e /<?.</?o/ e..c/M/s' c~?w,e /e/'c/-«« M/!c ~z~e M
/f<cec .s't cc/K/

.M. Nous pouvons faire une seconde vérification. Le corps atti-
rant G et la surface de nivc.n) S qui s'en déduit exercent )a même
.'ctton sur tes points extérieurs a S; ils donnent donc aussi, pour
ces points, h's mêmes vateurs aux potentiets correspondants. Les



deux potentiels, en effet, ayant les mêmes dérivées, ne peuvent,
différer que par une constante., et, puisque tous deux s'annulent
pour ies points situés à une distance infinie, ils sont égaux.

On peut en conclure que les deux masses attirantes, celle du
corps G et celle de la surface de niveau S, doivent être égales.
Si, en enet, on considère une sphère arbitraire renfermant dans
son intérieur les deux corps S et G, la moyenne des valeurs du
potentiel pour les cléments de cette sphère est égale (28) à la
masse du corps attirant, qui peut être S ou G, divisé par le rayon
de la sphère; les deux masses sont donc égales.

On peut vérifier directement qu'il en est ainsi.
Si l'on nomme <~7 un élément de la surface S, la densité de cet

élément étant, d'après le théorème de Green, -L ~Y,]a
masse

réunie sur la surface S est
.{7: f</t

f~;
4 TT J f//t

</v“
est la composante normale à S de l'action exercée par )c

corps G. j\ous avons démontré (25) que t'intégraie (t) est nulle
quand lu surface sur iaqueiïc se fait l'intégration est située en
dehors du corps attirant. La même démonstration, dans laquelle
à l'équation de Lapiacc on substituera l'équation

~V ~V
,7~' = !~?'

fait voir que l'intégrale est égaie à ia masse de celui-ci !orsqu'clic
le contient dans son intérieur. La surface S a été supposée tout
enDère en dehors du corps G et, comme cela devait les deux
masses sont par conséquent égales.

3~. On peut vérifier )e théorème de Grccn par !c calcul direct
du potentiel de la masse répartie sur h) surface S.

Considérons un point M ayant pour coordonnées «, < r et qiic
nous supposerons d'abord extérieur a ).< surface de niveau S et.
par conséquent, au corps G que cette surface environne.



Soient x, y, les coordonnées d'un point quelconque /M Inté-
rieur à cette surface S, et soit r la distance du point variable /?t
au point nxe M. On a, comme on sait (27), (!7),

~_V ~Vf/ ''?'

r/~

'd'
Dans la première de ces équations, p exprime la densité du

corps G au point /M. si ce point fait partie de la masse G, et il est
nul pour tout point qui n'appartient pas à cette masse G.

En muittpliant la première de ces équations par- la seconde
par et retranchant, on obtientt(~-V~Y(.
(?)

j v ~V \r dyz

t J~~L ~p
r f~

Multiplions ceilc-ci par puis intégrons-1:! par rap-
port aux variables jf, en étendant l'Intégration à tous les
points de l'espace intérieur à S, le second membre deviendra

p d,x cly cls-f~
L étant ];t va)curdu potentiel V du corps G au point NI dont Ja
dtstance a /H a été désignée par

Quant au premier membre, remarquons, pour le calculer, que
l'on a~.i 'V~L. v~

I~.?~= «'.r\<
et que

t < t .?' – f/
2 <



L'fntégrale indéfinie/Y/(.~<L~
t/t/ t/ \~0~~ < cl clN

se réduit, d'après cela, à l'Intégrale doublerr/clV \–~r dx + r`=
<fj.~ clv.~(.7.

On en conclut, par un artifice bien connu qui substitue l'été-
ment de surface ~T à ses projections ~c~, ~<r, que
t'int.égraie triple prise dans l'espace limité par la surface S est
égale à l'Intégrale double

r/y'~v v~–~
~~(.r~

étendue à tous les éléments de la surface S.
Les autres termes de l'équation obtenue en intégrant les deux

membres de l'équation(2) se transformerontde la même manière.
On obtiendra ainsi

t f/'T/f/V ~Vt i7 7.
r~v/~–a v–~ ;-r~(–––+~-cos~cos~~=.U;

mais on a, sur la surface S,

V~consL.,
~V f~' r/V f/\

= -,– f'osef -)- -(;f,sp -+- cos

D'ailleurs,
.y–f(

Cos x
~–~

cosr3 ~–f
cos r

est le cosinus de l'angleque la droite menée du point M, dont
les coordonnées sont c, fait avec la tiormatc en .1 cette
surface. L'équation (3) devient do)i<-

.</?- ––:–~rU./'f//t



Le point M étant extérieur à la surface S, l'Intégrale ~f~'iL~

se compose d'éléments qui se détruisent deux à deux. ce sont
ceux qui résultent de l'intersection de la surface, à l'entrée et à
sortie dun même cône d'ouverture infiniment petite ayant son
sommet en M. L'équation (3) se donc à

j.rr-~u.
J .7 <M

Le premier membre est le potentiel de la couche définie par le
théorème de Green; il est donc égal au potentiel U du corps G.

Supposons le point M, dont les coordonnées sont a, b, c, situé
a l'intérieur de la surface S. Soient .c, les coordonnées d'un
point quelconque de l'espace e.~e/'{'eK/' à S et, par conséquent,
au corps G. Nous aurons

~V ~V V< ~B~

~i i
r~ r r

_1- o.ly2 7~

En suivant la même marche que dans le cas précédent, en éten-
dant cette fois les intégrations à tout l'espace extérieur à S, nous
trouverons r~v/Y-

~ls .7.7
Le point M étant cette fois intérieur à la surface S dont f/T est

['élément, l'intégrale qui figure dans le second membre est )a

somme des angles sous lesquels les étéments <~3' sont vus du
point M; elle est, quelle que soit la surface fermée S, égate a ~n,
et l'on a /i~

~/t

Le premier n)cm!u-c est )c potentiel de la couche de Grecn sur
m) pu!nt iut('-rieuret le second membre est constant, puisque V

est la vaieur du potcntiet de G sur une surface de niveau S.



Le potentiel de la couche étant constant pour les points de son
intérieur, l'action exercée sur un de ces points est nulle.

35. Il peut arriver qu'une surface de niveau contienne une
partie seulement de la masse attirante, une autre partie étant exté-
rieure. Le théorème, dans ce cas, doit être modifié.

Supposons que, pour un tel système attirant, on connaisse la
fonction potentielle pour tous les points de l'espace. Soit S une
surface pour laquelle le potentiel est constant; peu importe qu'en
dehors de S il existe ou non d'autres points pour lesquels le po-
tentiel même valeur que pour ceux de S.

Supposons que la surface fermée S contienne une portion Q, du
système attirant et que Q: soit la portion située en dehors de S.
Cherchons quelle densité il faut attribuer à chaque élément de S
pour que la surface ainsi définie attire les points extérieurs
comme le ferait la masse Q, et les points intérieurs avec une force
égale et contraire à celle qu'exerce Qa.

Nommons V. le potentielde Q,, V, celui de Q,, on aura, pour
les points de la surface S,

(4) V,V~C,
C étant une constante.

Si la densité des éléments de S est telle que le potentiel relatif
à l'action de la surface attirante sur ses propres points soit V
cette surface, donnant sur ses propres points le même potentiel
que le système Q,, exercera la même action sur les points (21)
e-.térieurs. Le potentiel V, est égal, en vertu de l'équation (~), aC– Si donc on réunit cette surface attirante S à la masse 0~
le potentiel du système ainsi formé, pour les points de S, sera C.
Aucun point de la masse (S, Q,) n'étant dans l'intérieur de S,
le potentiel constant sur cette surface le sera (22) sur les points
de son intérieur. L'action sur ces points sera donc nuttc, et la
surface S, par conséquent, exerce sur les points de son intérieur
une action égale et contraire à celle de ().

Pour déterminer la densité de S en ces points, il suffira d'.mnti-
H



quer le théorème (9), en considérant, l'action sur un points inté-
rieur P et sur un point extérieur Q, infiniment voisin. Les com-
posantes de ces deux actions suivant la normale à S ont pour
diHerence 4~p- Ces composantes sont, l'une la composante nor-
male à S de l'action de Q~ l'autre la composante de l'action de

–Q~; elles ont pour valeur –– et – ]a dISerence estclrx clrz

</V, </Vj:, est-a-dire et t on a<</t M/t <<.

~Vcl~`
4-!rp = ––,f//t

_L ~y
.')

La densité cherchée se déduit donc du potentiel V supposé
connu; par la même règle que dans le cas où la surface S contient
dans son intérieur le corps attirant tout entier.

36. Supposons que le système attirant se compose de deux
points ayant des masses de signes contraires et – u/. En nom-
mant et les distances de ces centres au point attiré, l'équation
d'une surface de niveau est

C.

C désfgnant une constante. La surface qui correspond à une va-
leur nulle de C est une sphère; le théorème de Green permet
donc de résoudre le problème suivant

.y/«' e~<7 f/o/n~ <o<cr ~< <~?/s'/<g ~<<7/7~ .s'Kf-
/)OM/' f/). c/t<'«/Mf/M<< /~M/' </Me ~7 .<;M/yace «</<« <e/{/?/c ~t/~
les /~o/ ~<s' c«/ M/~ y/;tM'.s'~ eM/e/K/-c<? c~ M/i
/«)</«' </<<c/ c/ A'.s'~o;< t/i~s- co/~t/Me Mn.e wa.Mc eo/
< f'/<w f/< /</ f?.c/<

Lf prohJème a été résolu déjà (H); la solution fburuic par le
théorème de ('-rccn est idcutique à celle dont nous avons déve-
loppé le détail.



37. Un autre cas très remarquable a été proposé par Maxwelt.
Soient A etA' les centres de deux sphères se coupantà angle droit.
M étant un des points d'intersection, le triangle AMA/ est rectangle.
Soit. C le point où le plan du cercle d'intersectioncoupe la ligne
des centres; il est aisé devoir que, par un choix convenable de
trois masses placées aux points A, C, A', on peut obtenir un sys-
tème attirant pour lequel l'ensemble des deux sphères forme une
surface de niveau. Il sutura de prendre les trois masses placées en
A, A' et C proportionnellesrespectivement à R, IV et A, R et
R/ étant les rayons des deux sphères et A la hauteur MG du
triangle rectangle AMA~ < 8).

1-' i. S.

Le pont. C, en effet, est conjugue de A par rapport a ta

sphère A/, et de A' par rapport à la sphère A. L'ensemble des deux

masses R et –A, placées en A et C, donne sur la sphère A' un
potentielnul, et la masse R', placée en A', donne sur cette même
sphère un potentiel égal à l'unité. Les deux masses R' et – A,

placées en A' et en C, donnent sur ta sphère A un potentiel égal a

y.éro; la masse R, placée en A, donne sur la même sphère nn po-
tentiel égal à l'unité. Les trois masses réunies donnent donc sur
l'une et l'autre sphère un potentiel égal a l'unité, et ]'enscml))e
des deux sphères est une surface de mvcau.

On peut, pour appliquer le théorème de Crccn, adopter pour
surtace S ta réunion d'nnc portion ernnruntéc à chaque sphère, de
manière à former une surface fermée enfermant dans son Intérieur
tes trois points attirants A, G, A' (

Ou pourra trouver h) densité <ju'd tau), supposer a chaque é)é-

ment de la surface de révohttion engendrée par la hgne com-



posée de deux arcs de cercle, par sa rotation autour de ta ligne
des centres; pour que la surface attirante ainsi définie soit sans

Fig.9.

action sur les points intérieurs, il faut supposer en chaque point
de la surface une densité proportionnelle à l'intensité de l'attrac-
tion exercée par les trois masses concentrées en A, A' et C.

L'intensité, par conséquentla densité à adopter, se compose de
deux parties l'une, pour chaque sphère, a une valeur constante
représentée par l'attraction de son propre centre, diminuée d'une
partie variable inversement proportionnelle au cube de la dis-
tance au centre de l'autre sphère. L'attraction aux points où se
coupent les deux sphères est é~a)e à zéro. Il ne peut en être au-
trement, puisque dans tous les points de la surface de niveau l'at-
traction doit être normale; si elle n'était pas nulle, elle devrait, en
ces points où les sphères se coupent à angle droit, avoir deux
directions différentes.

38. Prenons pour système attirant une ligne droite homogène
FF'. Les surfaces de niveau sont, dans ce cas, des eHipsoïdes de
révolution ayant pour foyers les extrémités F et F' de la droite
attirante <y' 10).

Fig. to.
M

Soit, en cn'et, M un point, autre; abaissons de M une perpcndi-



culaire MK sur FF' et décrivons dans le plan MFF' un cercle de
centre M et de rayon MK. En attribuant un pouvoir attractif à la
circonférence de ce cercle et supposant la densité égale à celle de
FF', il est aisé de voir que chaque élément de FF~ exercé sur le
point M la même action que la portion du cercle vue de M sons
le même angle MM' agit donc comme l'arc de cercle GG' compris
entre les rayons MF et MF'. La résultantedes actions exercées par
les éléments de ce cercle est, à cause de la symétrie, la bissectrice
de l'angle FMF~ et, par conséquent, la normale à l'ellipsoïde pas-
sant par le point M, ayant F et F' pour foyers. Cet ellipsoïde,
normal en chaque point à la résultante des attractions, est une
surface de niveau.

39. Le théorème de Green permet de déterminer la densité
qu'il faut supposer en chaque point d'un ellipsoïde de révolution.
Pour que la surface ainsi définie soit sans action sur les points
intérieurs, il. suffira de prendre en chaque point une densité~In-
versement proportionnelle à la distance à la surface de niveau
Infiniment voisine (31), c'est-à-dire à la distance de 1 ellipsoïde
considéré à un ellipsoïde infiniment voisin de mêmes foyers.

L'équation d'un ellipsoïde étant

a~
c~

l'équation générale des plans tangents est

= /K.r -r- Ky -)- /c~ y~ -i- -w~

les axes a', c recevant les accroissements o<x, 5& et oc, 7M et /t
ne changent pas. Le plan tangent parallèle a pour équation

~Z /MK -t- -)- /6~ -t-Z'K'+ S /r~'K'~+~
la distance de ces deux plans est

oy~ ~J~/tS-t-. CS /7t~. S~ – ,2& 36 -)- r S(-
)[- [ ,M'~ /e'(' ·

Si l'ellipsoïde voisin est semblable au proniet-, S~, B&, sont



proportionnels A ft, b, c, et la distance des deux ellipsoïdes est

i. ,t~y/t~-T-–c~proportionnelle a -–––––––~–~––i
Si les deux ellipsoïdes sont homofocaux, on a

c~– a~== A~,

et A étant constants; par conséquent,

6 0& ~= <X S<t == C 5c
et

ft ~< – yt~& B~ -t- c 3c ––––––––––––=r~:––– = <x oa y y7t'~ – H" – i.~y/t~– ~~– J

La distance des ellipsoïdes infiniment voisins est donc, sur la
surface de l'ellipsoïde, M(~M~!<?/:< proportionnelle à

t/~/K~C~2

/t~ – i
Si donc les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes homofocaux,

le théorème de Green donne pour l'épaisseur des couches sans
action sur les points intérieurs la distance de deux ellipsoïdes
semblables, et nous obtenons, dans le cas des ellipsoïdes de révo-
lution, ce théorème très connu

6/:e coKcAe eo/M-e entre ~eK.r e/ot<e~ ~e/H&/a&? est
sans action sur les points :eMr.! et ~0~C ~OM/5M//aeMde
/m'<?c[M sur /e~o: (3~<e/-MK/ des e/o«r/e~ Ao/HO/bcaM.r.

40. La théorie tant étudiée de l'attraction des couches ellipsoï-
dales à trois axes inégaux nous donnera une dernière vérification
du théorème de Green.

f~e eoKcAe e/s'o~a7c M/t'/n/~e/~ /K{'ce comprise entre
</CM.r e/~Mo~e.y .;(?/??.6/<c~ est .!a/ action .!H/- les points <e-
/CM/

Zf/ /~we <o~c/«' M~<.<.«7/:< .sv< /<)o//«.< e.;F~s' /)o~.s'cë de /ncc<7M t/e.! e/s'o«'/e.! /<o/M<)/oc</«.r.

t'renons, dans i'ajtpHcation du théorème de Grcen, pour )e



corps arbitraire G, la couche attirante comprise entre deux ellip-
soïdes semblables. La couche que définit l'énoncé (3')) et qui
recouvre une des surfaces de niveau sera elle-même comprise
entre deux eUipsoïdes semblables, et nous ret,rouverons précisé-
ment les deux théorèmes dont on vient de rappeler l'énoncé.

La démonstration de ces théorèmes est fort simple.
Le premier résulte de la propriété évidente d'une couche eH!p-

soïdate comprise entre deux ellipsoïdes semblables d'intercepter
sur une même sécante, à l'entrée et à la sortie, des segments de
longueur éga]e. Les densités de la surface attirante aux deux
points où elle est coupée par une même droite sont, d'âpres cela,
proportionnellesaux cosinus des angles formés par la normale de
chaque élément avec la sécante considérée.

Si l'on considère f" 11) un point attiré M dans l'intérieur

de l'eUtpsoïde et deux cônes opposes par le sommet. M, d'ouver-
ture ~M, et coupant. la surface suivant, deux é)émenta P et. P

les attractions de ces éléments sur )e point. M seront égaies et
contraires; car, eu nommant les é!éments </o- et c/a- on aura

cfoWt!'
~lo~
.)<T'MMP' f/MMI'~

f/T – – ~T ==
COS( ;\M)' ) ('f)s(jV.M t")

<MP~ (JN'MP') étant les an~)es des norma)es à rc!tipsoïde en
P et en P', avec les rayons vecteurs MP, MP'. Les densités 5 et e'
des deux éléments étant proportionnellesà ces cosinus, tes attrac-
tions

p f/T o'</?'
M)'" ~H'

sont éga!es et se détruisent. Chacune des actions exercées sur )c
pomt M est donc détruite par une. action é~,de et coutraire.



41. Pour démontrer que les actions exercées par la même sur-
face attirante sur les points extérieurs a pour surface de niveau
des eihpsoïdes de mêmes foyers qu'eiïe, nous rappe!ierons ce
théorème bien connu de Chasles

/Lc cd/«? ct/'c~/<c/'« M M/~ e/o«/e a /)OM/- ~.ce~ les /<o/
/Ma/p.< «K~' ~roM A'M/~ct: Ao/MO/oca~ a; cet <?/0~/e /)~.s'.s«/K
/~a/' /e .~o/M/Mg< (/M cd/:e.

it nous suffira donc, pour prouver que t'eUipsoïde homofocal
est une surface de niveau, de faire voir que la résultante des at-
tractions est dirigée suivant la normale du cône circonscrit.

Pour démontrer ce beau théorème du à Poisson, Steiner a in-
génieusement groupé les actions deux à deux, de telle sorte que
la résultante fies deux forces de chaque groupe soit dirigée sui-
vant t'axe de cône ( /t~. la).

Fig. t2.

iNons rappellerons d'ilbord le t)ieorème suivant/w ACHD e~a/!< ~/c/)ccpan les c~<M PA, PB /'M/7e
Ât~H, si fo/t f//t'Me cet <'<7c f/~ c/eM.~ ~f<<eA' e~'<-< ~a/' /a
<o/<e PQ ~Mt coupe e/t Q co/-f/<? de co/~</c~ AB, /)o~<t/'e <M/< P, PQ /b/M~Y< f/e.s' a/t~7~.s (~MK~ r~ec les r/o~c.s' PC,
PD </K: /o~)<?/;< /~)//K P ~.f </c~.rg.r/e~)f'/Mc/ cor~
<C/(;f)/)~S'.S'<< /)f){/ 0.

Menons en effet. PU j)cr[)en(ticu!ait-e a PO PR, PA, PO, PU
forment un faisceau harmonique. Les points H, A, (~ )!, (te même

Q' sont, haDnoniquesct.PResUa pofaif'e du point Q.



H en résulte que D, Q, C, E sont quatre points harmoniques et,
par conséquent, PD, PQ, PC, PE quatre droites harmoniques.
et, comme les droites conjuguées PE et PQ sont perpendicu-
ia'res entre elles, on en conclut qu'elles doivent partager en
parties égales les angles formés par PD et PC.

Considérons maintenant une surface ellipsoïdale pour chaque
élément de laquelle la densité soit proportionnelle à la distance à

ta surface semblable Infiniment voisine. Soit C un point de la sur-
face. Soient P un point extérieur et PG t'axe du cône orconscnt à
l'ellipsoïde ayant pour sommet le point P. SoientACBD l'intersec-
tion de l'ellipsoïde avec le plan passant par le point C et par
l'axe du cône et PA, PB les deux arêtes du cône qui touchent
cette ellipse. AB est l'intersection du plan en question avec celui
qui contient la courbe de contact du cône et de l'ellipsoïde, et Q

est l'intersection de ce dernier plan avec l'axe du cône. Comme
l'axe PQ divise en deux parties égales l'angle APB formé par
deux arêtes comprises dans un même plan avec lui, on en con-
clura. en vertu du théorème que nous venons de rappeler, que les
angles CPQ, DPQ sont égaux.

Si l'on conçoit maintenant une droite mobile autour du point Q

et parcourant le contour de l'élément de surface précédemment
nommé, cette droite déterminera dans la surface eltipsoïdalc deux
éléments situés de part et d'autre du point Q, dont nous allons
considérer l'attraction, d'abord sur le point Q, ensuite sur le
point extérieur P. Les actions sur le point Q sont (M) égales et
opposées; c'est sur leur destruction mutuelle qu'est fondée la dé-
monstration de l'équilibre d'un point intérieur Q attiré par la

couche. Les éléments attirants ~C) et (D~ satisfont donc à l'équa-
tion

_.z2(C) <~
();)')-Q~'

L'égaiit.é des angles CPQ, Dl'Q dounc

QC )'C
Q)) n.)



onadonc

Les deux éléments (C) et (D) attirent, par conséquent, égale-
ment le point P, et la résultante de leurs deux actions est dirigée
suivant l'axe PQ, bissectrice de l'angle CPD; et, ce résultat étant
applicable à tous les éléments de la couche qui se correspondent
deux à deux, la résultante générale est dirigée suivant PQ.

La surface de niveau normale en chaque point P à l'axe PQ du
cône circonscrit dont le sommet est en P est l'ellipsoïde passant
par le point P, homofocal à l'ellipsoïde attirant. En appliquant le
théorème de Green à la surface ellipsoïdale attirante considérée
comme le corps arbitraire G qui figure dans l'énoncé (31), on en
conclut 1° que la couche comprise entre la surface de niveau
ellipsoïdale et une surface semblable infiniment voisine est sans
action sur les points intérieurs et 2" que les surfaces de niveau
relatives à son action sur les points extérieurs sont des ellip-
soïdes homofbcaux.

Le théorème, dans ce cas, reproduit donc les deux théorèmes
qu't) a fallu démontrer pour l'appliquer.

-Ô)(_C) PC"~PD''



CHAPITRE ÏV.

LES LIGNES DE FORCE.

RÉSUMÉ.

Ce Chapitre, très court, a une grande importance. La représentation
d'un système de forces par une série de courbes distinctes se succédant
suivant une loi définie, qui leur permet de donner, en chaque point, ia gran-
deur de la force en même temps que la direction, a été souvent, et est. cn-
core, considéréepar beaucoup de physiciens comme une réa!ité. Ces Hgncs,
suivant Faraday, partent réeHement de chaque surface étcetrique ou ma-
gnétique et ne sont pas pour lui de pures conceptions géométriques. J'ai
cherche dans quel cas, au point de vue purement géométrique, tes condi-
tions imposées aux lignes de forces n'impliquent pas contradicHon. Pour
que des forces, dont la résultante est définie en chaque point de l'espace.
puissent être représentées par la direction et par !e nombre de lignes con-
venabtement choisies, une équation de condition est nécessaireet suffisante.
Cette équation, quand il existe un potentiel, est précisément cellc qui ca-
ractérise Je potentiei résultant des attractions inversement proportion-
neHes au carré de la distance.

Les lignes de forces considérées comme une réa)ité ont été introduites
dans la théorie des actions électromagnétiques et l'ont rendue plus simph'.
Les ingénieurs admettent, souvent sans discussion et sans preuve, qu'un
courant qui se meut dans un système de tigncs de forces doit dépenser nn
travad proporhonnc) au nombre des bgncs traversées. La conséquence
nécessaire d'un te) énoncé est que la force développée soit déduite de eeHe
que déunissent les tigncs de forces, suivant !a loi proposée par Biot et Sa-
var! pour ies actions électromagnétiques. Les régh's prescrites dans h's
ateliers pour représenter ies actions mutucHt's des courants et des aimant~
sont donc conformes à la loi c)assique et seraient en désaccord a\'er tontt-
autrc.



La question est traitée dans ce Chapitre & un point de vue abstrait, sans
intervention des théories électriques et magnétiques.

SOMMAIRE.

42. Définition des lignes de forces. 43. Dans le cas le plus général, les condi-
tions supposées impliquent contradiction. 44. Condition nécessaire pour que
le mode de représentation puisse être adopté pour l'intensité comme pour la
direction des forces. Les résultantes des attractions inversement proportion-
nelles au carré de la distance remplissent la condition pour les points de l'es-
pace qui ne font pas partie de la masse attirante. Elles ne la remplissent pas
pour les autres. 45. Cas remarquable d'exception quand on suppose au
corps des dimensions infinies. 4f;. La toi d'attraction en raison inverse du
carré de la distance est la seule qui permette t'emptoi des lignes de forces.
47. Condition pour qu'une ligne mue dans un champ de lignes de forces soit
retardée par un travail proportionnel au nombre des lignes traversées.

42. Lorsqu'un système attirant, quelles qu'en soient la nature et
la dénnitton, exerce son action en tous les points de l'espace il
faut, pour faire connaître cette action, en déterminer en chaque
point la grandeur et la direction. Les directions peuvent être in-
diquées par un système de lignes dont elles sont les tangentes.
Ces lignes existent toujours et leur ensembfe, quand on peut
l'imaginer, donne une représentation très claire de la loi sui-
vant laquelle s'infléchissentles forces.

Faraday, par une ingénieuse conceptiondevenue fondamentale,
a demandé aux lignes de forces beaucoup plus encore. Il leur fait
représenter non seulement la direction, mais l'intensité de l'ac-
tion. La condition qu'il leur impose demande quelques explica-
tions.

L'intensité, en chaque point, est proportionnelle à la densité
du faisceau des lignes de forces autour de ce point. Le mot. ~<?~-
sité doit être défini. En chaque point passe une ligne de force.
Chaque portion de l'espace, si petite qu'elle soit, est traversée
par une Inunité de lignes. La densité, jusqu'à indication plus pré-
cise, est donc partout,et toujours infinie. Faraday, pour lui donner
un sens, suppose le nombre des lignes fini. Elles sont très rap-
prochées, mais ne se touchent pas. Leur nombre est déterminé et
ne change pas dans le cours d'une même étude. La densité du
faisceau en un point est le nombre des lignes qu! traversent au-



tour de ce point une petite surface d'aire donnée perpendiculaire
à la direction des lignes de forces, ou, ce qui revient au même,
le rapport du nombre des lignes de forces qui traversent une
petite surface à la grandeur arbitrairement choisie de cette sur-
face. Si la surface est choisie obliquement, le nombre des lignes
de forces qui la traversent reste le même si on la remplace par sa
projection sur un plan perpendiculaire aux lignes de forces. Ce
nombre, divisé par la projection, donnera, par définition,l'inten-
sité de la force, et le nombre des lignes de forces qui traversent
une surface oblique, divisé par cette surface, donnera par con-
séquent le produit de l'intensité par le cosinus de l'angle formé
par les deux surfaces, c'est-à-dire, évidemment, la projection de
la force sur la normale à la surface choisie obliquement.

L'espacementdes lignes n'étant pas défini, les explications qui
précèdent, en donnant un sens au mot densité, laissent cette
densité arbitraire. Cela est vrai pour un point; mais, quand les
lignes ont été choisies, leurs prolongements ne sont plus arbi-
traires et les densités en diverses régions de l'espace sont ainsi
liées les unes aux autres.

43. Le mode de représentation que nous venons d'indiquer est
fort éfégant. Les physiciens en font grand usage et semblent
même, dans un grand nombre de cas, faire de l'Image une réalité.
La représentationdes intensitéspar la densité des ligues de forces
n'est permise, toutefois, que sous certaines conditions qui, fort
heureusement, se trouvent satisfaites dans les cas auxquels l'ap-
plication a été proposée.

Supposons un système de forces défini en chaque point de
l'espace par la grandeur et la direction de la force qui y est appli-
quée. Quand on aura déterminé le faisceau géométrique des
lignes tangentes en chacun de leurs points à la force oui s'y
trouve appliquée, i[ faudra distribuer ces lignes et régler leurs
écarts infiniment petits de manière à satisfaire a [a seconde con-
d)tton ci, représenterces intensités. Le problème est eu généra)
unpossibtc.



Nous choisirons d'abord une surface arbitraire coupant les
lignes dont l'ensemble est supposé connu. Cette surface étant
partagée en éléments infiniment petits, il faudra, pour satisfaire

aux conditions demandées, faire partir de chaque élément un
nombre de lignes de forces qui, divisé par la surface de l'élément,
donne un quotient proportionnel à la composante normale de la
force qui agit en ce point. La division de la surface peut être faite
de telle sorte que les nombres de lignes résultant de cette règle
soient entiers. On pourrait même s'imposer la condition de les
rendre tous égaux à l'unité. La surface peut être divisée en élé-
ments, de chacun desquels partira une ligne de force. Les lignes
ainsi distribuées représenteront, pour les points de la surface
qu'on a choisie, la grandeur et la direction de la force propor-
tionnelle pour ces points, par la manière dont on a réglé la dis-
tt-ibutton; à la densité du faisceau. Mais, après avoir obtenu ce
résultat, rien ne reste plus arbitraire. Les lignes sont définies
pour tous les points de l'espace. Si l'accord s'établit entre l'inten-
sité de la force qui est donnée par hypothèse et celle que la règle
adoptée jfait proportionnelie à la densité des lignes de forces, il
faudra en remercier le hasard.

44. Cette concordance,en général impossible, est toujours as-
surée quand le système des forces est produit par des attractions
inversement proportionnelles au carré de la distance. Faraday,

sans avoir connu la démonstrationde ce théorème, n'en a jamais
mis en doute l'exactitude.

Désignons par X, Y, les trois composantes de la force appli-
quée au point dont les coordonnées sont x, y,

Constdérons une surface fermée S coupée par les lignes de
forces et formons !ntégra)e

yy/v~
7(U

f a~
J .7 .7 ~s

étendue à tous les étémcnt.s de volume intérieurs a S.
La condition nécessaire pour que les Hgncs de forces puissent

être d!stnb))f''cs de tuanicre a indiquer pur icut' densité en chaque



point l'intensité de la résultante est que cette intégrale soit nulle,
quelle que soit la surface S. Nous allons le démontrer.

L'Intégrale triple peut être remplacée par une intégrale double.

CI fi, A", r' dXChaque terme, en en'et, peut être intégré une fois, – par rap-b lx
</Y </Zport a .r, dy par rapport a y et par rapport a .s.

On a
– <f -= X., – X),

6[~-

X~ et X, étant les valeurs de la composante X aux deux points
d'intersection de la surface S avec la parallète à l'axe des X cor-
respondant aux valeurs y et des deux autres coordonnées. On
en conclut

y y y= < < (X,- X. ).
t' t7 tV

Si <r~ et </?, sont les éléments de la surface S projetés sur
<~ c~s, on a

<jr f/~ = ~Ts ces ]\< X = – ~s-,cos Nf X,

N,X, X~X désignant les angles de la normale extérieure avec
l'axe des X.

On en conclut

y~ /y = y~ xcos(Nx),

rintégration s'étendant à tous les éléments de la surface S. L'in-
tégrale ( t) devient, s: l'on réduit de la même manière chacun de

ses trois termes,

/'<j( X eus !\X –
Y ces NY Z cos ]\Z).

La somme
.l

X cosNX Y cos!\Y Z c.os'\Z

est la composante G, norma)c a <y, de la force qui agit au point ou

se trouve l'élément <7o-. L'mtégratc ()) peut donc étt'c rcmptacéc
par

~C~.



(j<a', d'après la convention qu: règle la distribution des lignes de
forces, représente le nombre des lignes de forces qui, dans le
système régulièrementdistribué, traversentl'élément<~s-, et comme
le nombre des lignes qui entrent dans la surface fermée est égal au
nombre de celles qui en sortent, l'intégrale G doit être nulle,

et il en est de même de l'intégrale triple

rr/X </Y </X\)
t f -+- "r- -)- <'M' cl M.J J .7

Cette intégrale devant être nulle quelle que soit la surface qui
limite les éléments auxquels se rapporte l'intégration, on doit
avoir

</X dY dZ< < <~3 0.
Si cette condition n'est pas identiquement satisfaite, il est im-

possible d'employerle système des lignes de forces pour représen-
ter l'intensité et la direction des forces dont les composantes sont
représentées par X, Y, Z.

Lorsque les forces, dont les composantes sont X, Y, X, résul-
tent de l'attraction d'une masse quelconque dont les éléments
attirent en raison inverse du carré de la distance, il existe un po-
tentiel V, et l'on a (3) (17)

<V r/V ~V
j\ – –. Y – –– /< – –a~; f/~ c~

~1Y d2V+ -i- = ();f~ < '<Z~

par conséquent.
~/Y dZ

= o.~.c < <~

Si l'on considérait les forces exercées sur les points mêmes de
la masse attirante, on auratt

r/X ~Y ~X
< f/.=

La condition nécessaire a i'cmpiot des lignes de forces n'est

pas sahsfattc si, par exempte, on considère tes forces exer-



cées par une sphère homogène attirante sur les points de son
intérieur, leur résultante est évidemment, en chaque point, diri-
gée vers le centre. Les lignes de forces, si elles existaient, seraient
les rayons de la sphère; mais, si le nombre de celles qui traver-
sent un élément c/h), normal à leur direction, à une distance

<r< du

centre, est N, les mêmes lignes, à une distance traverseront
l'élément ––, et si l'attraction à la distance f( est –) il fau-

<~ f/M

drait qu'à la distance elle fut -–r-' c'est-à-dire inversement
</M

proportionnelle au carré de la distance; ce qui n'a pas lieu, puis-
qu'elle est proportionnelle à la distance au centre. L'emploi des
lignes de forces est donc impossible.

On peut démontrer très simplement que la loi d'attraction
en raison inverse du carré de la distance, lorsque la force est diri-
gée vers le point attiré, est la seule qui permette l'emploi des
lignes de forces.

Supposons que le corps attirant se réduise à un point. L'at-
traction étant proportionnelleà une fonction m(') de la distance,
les lignes de forces sont nécessairement des droites partant du
point attirant. Si l'on prend pour surface initiale, sur laquelle on
les distribue, une sphère ayant ce point pour centre, le nombre
des lignes de forces partant d'un élément f/M de cette sphère sera
proportionnel à <<<), puisque sur la surface sphérique l'intensité
est constante. A une distance du centre d'action, la surface
/~</M sera traversée par les lignes de forces qui traversent <(.). Si
N dés'gne le nombre de ces lignes, intensité sera (~) repré-
sentée par N

et., par conséquent, inversement Ilsentée par et, par conséquent, inversement proportionnc)!ce

au carré de la distance. Toute autre hypothèse est iucompatihtc

avec le principe de Faraday.

46. Un acceptant comme nue réalité l'existence des lignes de
forces pour amsi dire maténahsécs, on est arrivé a admettre que,
sous certaines conditions physiques que nous aurons à indiquer
daus un autre Chapitre, une ligne matéricUe mue dans t'cspace



on siège un système de lignes de forces doit surmonter un tra-
vail résistant mesuré par le nombre des lignes rencontrées. Cher-
chons quelle force exercée sur une petite ligne AB est nécessaire

pour produire ce travail.
Soit G la ligne qui représente en grandeur et en direction le

champ des lignes de forces au point A. La force exercée sur AB
doit être normale au plan passant par AB et par G. Si AB se dé-
place, en effet, dans sa propre direction, le nombre des lignes de
forces coupées dans ce mouvement est infiniment petit par rap-
port à celui qu'il rencontrerait dans toute autre direction. Si le

noint A suit la direction de la ligne G tangente aux lignes de
forces, le nombre des lignes rencontrées dans ce second mouve-
ment est encore nul. Le travail doit donc être nul dans ces deux

cas, et il est nécessaire pour cela que la force exercée sur AB soit
perpendiculaire au plan GAB.

Supposons maintenant à AB un mouvement quelconque. Fai-

sons passer un plan par G et par AB, et dans ce plan projetons
AB cnAB, sur une ligne perpendiculaire à G; quel que soit le

mouvement supposé, les lignes AB, AB, traverseront les mêmes
lignes de forces (~J. t3). Le travail développé sera le même,

mais la force exercée sur AB, nous l'avons prouve, est per-
pendiculaire au plan GAB; sm'AB~cHe est perpeudicutairc
a GABt ces plans sont les mêmes. Les forces ont donc la même
direction pour un même déplacement du point A, elles prodni-



sent le même travail, elles sont donc égales; et comme on a, en
nommant <j l'angle de AB avec AG,

AB,=AHsittf),

la force exercée sur un élément égal à AB dirigé suivant AB,
serait égale à la force exercée sur AB divisée par sinf).

La force est donc, pour un élément de longueur donnée, pro-
portionnelle au sinus de l'angle formé par l'élément avec la direc-
tion des lignes de forces.

En résumé, si l'on admet qu'un élément linéaire exige dans son
mouvement à travers les lignes de forces une dépense de travail
proportionnelleau nombre des lignes de forces traversées, il faut

que la force exercée sur lui soit perpendiculaireau plan qui passe
par sa direction et par celle des lignes de forces, et proportion-
nelle au sinus de l'angle formé par l'élément avec les lignes de
forces.

La force, évidemment, est, pour une direction donnée, propor-
tionnelle à la densité des lignes de forces. On peut dire plus sim-
plement la force est représentée en grandeur par la surface du
parallélogramme ayant pour côtés l'élément en mouvement et la
ligne tangente à la ligne de force qui représente la densité des
lignes de forces; elle est dirigée normalement au plan de ce paral-
lélogramme.



CHAPITRE V.

ELECTRICITE STATIQUE.

HHSUMÈ.

La recherche des lois de la distribution à la surface des corps conduc-
teurs formait, il y a trois quarts de siècle, toute l'application des Mathé-
matiques à la théorie de l'Électricité. Coulomb avait proposé les prin-
cipes, et Poisson, reprenant le problème de la distribution à la surface de
deux sphères, avait déployé dans deux Mémoires admirés sa grande ha-
bileté d'anatyse. Personne alors ne pouvait soupçonner que, en étudiant
avec de si savants détails un cas particulier choisi parmi les plus simptcs,
on s'éteignait de la voie féconde dans laquelle l'étude des problèmes géné-
raux réservait un si riche butin.

Le théorème de Green, dont la démonstration exige à peine quelques
lignes, a fait faire un pas immense à la théorie de l'équilibre électrique, et
les principes démontrés par Gauss dans un Mémoire digne de son génie
ont pour corollaires la preuve immédiate et intuitive des admirables ré-
sultats découverts par Faraday.

Je termine ce Chapitre par !a théorie de ia boutciHe de Leyde, dont )afaite par Faraday, de l'influence du milieu diéiectriquc qui sé-
pare les armatures prouve malheureusement l'insuffisanceet diminue l'in-
térêt.

SOMM.UHK.

t7. Principes de Coulomb et de Poisson. – M. Le principe regardé comme f'on-
damental et inntdc. – .M. La loi de Coulomb peut se déduire du fait du
transport de j'étcct.ricité à la surface. – 50. Le théorème de Green fait con-
naitrc, (tans un :;rand nombre de cas, la distribution rigoureuse. 51. Èqui-
libre ctc.-triuuc sur deux sphères qui se touchent. Équation qui (tctertnine le
potcntif) pour les points de t'axe. – ')?. Cette équation ramène toutes les va-lenrs de !a fonction a celle qu'eHe prend au point de contact. – Cah-ut
de -.(<). – ii. La <)ensitc est nulle au point de contaet. – .'). Demonstratio!)



directe. – 56. Calcul de la quantité d'étectricité sur chaque sphère. 57. Les
formules peuvent donner par des calculs numériques faciles la densité é!ec-
trique au point le plus éloigné du point de contact. 58. Premier théorèmede
Faraday. – 59. Deuxième théorèmede Faraday. 60. Troisièmethéorèmede Fa-
raday. 6t. Quatrième théorème de Faraday. – 6?. Quelques théorèmes de
Maxwet). – 63. Les problèmes relatifs à la distribution de i'étectricitë n'ad-
mettent qu'une seule solution. 64. Théorie de la bouteille de Leyde. –
C5. Bouteille sphérique. – 65. Cas général. 67. Bouteille chargée par des
sources de potentiels donnés quelconques. – 68. InQuenee du diélectrique
qui sépare les armatures. Cette influence montre l'insuffisance de la théorie
jusque-)à incontestée.

47. Si l'accord d'une théorie avec le détail des faits prouvait la
vérité des principes, la théorie de la distribution de l'électricité à
la surface des conducteurs isolés serait la mieux justifiée de la
Physique. Tous les faits révélés par l'expérience sont rigoureuse-
ment déduits de la théorie; tons les chiffres calculés, quand on
a voulu faire l'essai, ont devancé les mesures directes.

Deux fluides électriques de propriétés contraires sont accu-
mulés, d'après Coulomb, en quantité qu'il suppose infinie dans les
molécules d'un corps conducteur. Les actions qu'ils exercent sui-
vent les mêmes lois, mais, en toute circonstance, sont de direc-
tions opposées. Ce que l'un des fluides attire est repoussé par
l'autre avec une intensité égate. On ne peut observer leurs effets
qu'après les avoir séparés. Quand ils sont rendus libres, ils se
transportent à la surface du corps qui les contient. Poisson, (
le premier, a donné une forme rigoureuse aux conséquences de
théorie de Coulomb, acceptait pour base de ses calculs plusieurs
conditions déduites de l'expérience, dont il aurait pu diminuer
le nombre

« Les Hu)dcs de même nom se repoussant, o/< cowo/<, dit-il.
que le fhndc libre sera transporté à la surface du corps où il sera
retenu par l'air environnant. »

Cette raison sommaire ne peut suffire. Les molécules d'un gax
se repoussent; on ne les voit pas, pour cela, s'accumuler à la sur-
face du vase qui les contient.

Le transport de l'électricité a la surface est, en réaHté. dans ia
théone de Poisson, accepté comme une vérité d'expérience.

La condition d'équilibre, proposée également par Coutomb et



admise sans discussion comme nécessaire, ne paraît pas non plus,
~t'o/'{, d'une suffisante évidence. L'électricité libre, d'après ce
principe qui sert de base à toutes les études mathématiques sur
PElectricité statique, doit exercer sur un point quelconque des
masses conductrices des actions dont la résultante se réduise a
xéro.

« En effet, dit Coulomb, dont la conclusion a été acceptée, si
les actions en un point d'une masse métallique avaient une résul-
tante différente de zéro, les molécules de fluides contraires qui,
par hypothèse, se trouvent accumulées et réunies en chaque point
de la masse, seraient sollicitées par des forces égales et contraires
qui provoqueraientla séparation et détruiraient l'équilibre. »

L'assertion est loin d'être évidente. Les fluides de nom con-
traire s'attirent. A distance infiniment petite, l'attraction est infi-
niment grande. Pourquoi cette attraction infinie sera-t-elle
vaincue par la plus petite force? Il faut ajouter, pour mettre en
présence tous les éléments de la question, que la masse attirante,
pour chaque portion d'électricité mise en liberté, est infiniment
petite, mais l'évidence ici est trop aisément invoquée.

48. On pourrait d'ailleurs, sans rien changer à la théorie, se
dispenser d'admettre

<r< /?/-M/'{ ce principe. Coulomb, en effet,
lui adjoignaitune autre condition d'équilibre qui, disait Poisson,
devait, e~OH<<~ être satisfaite, et qui, en réalité, peut tenir lieu
de la première.

L'électricité libre étant assimilée à un fluide qui recouvre le

corps conducteur, il est nécessaire pour l'équilibre que la force
exercée en chaque point soit normale à la surface libre.

Cette condition suffit pour que l'action sur les points intérieurs
soit égale à xéro. C'est le théorème de Gauss démontré (22).

Réciproquement, si les actions sont nulles en tous les points
d'un corps, le potentiel est. constant; il est donc constant aussi
pour tes points de la surface; le potentiel étant constant (4), la
résultante des forces d'attraction est normale. Les deux condi-
tions n'en font qu'une.



49. Si l'on admet, comme un fait d'expérience, que l'électricité

se porte à la surface des corps, et comme un principe nécessaire

que Faction de l'électricité libre sur les points des masses con-
ductrices doit être nulle, on peut, de ces deux conditions suppo-
sées rigoureusement satisfaites, déduire que les attractions et les
répulsionsélectriques sont inversement proportionnellesau carré
de la distance.

Considérons, en effet, une sphère conductrice; si l'é)ectricité
forme une couche à sa surface, cette couche, par raison de sy-
métrie, sera nécessairementhomogène, et si elle est en équilibre,
c'est qu'une couche sphérique homogène est sans action sur les

points intérieurs. La loi de la nature permet seule qu'il en sot
ainsi.

Soit ~(~') l'attraction exercée à la distance par la masse unité

sur la masse unité; posons /(/')==F(/'), je dis que F(/') est
constant. S'il ne l'est pas, en effet, il augmente ou diminue
lorsque y varie. Soient et deux limites assez rapprochées

pour que F(/') soit toujours croissant quand varie de à Je

prends une surface attirante de diamètre égal à y'~ -i- et un
point P sur le diamètre AB de cette sphère, tel que AP ==/
BP =/ Par ce point P je conçois un plan IIS, perpendiculaire
à AH, qui partage la sphère en deux zones RAS, RBS (_/<?. !4).

.1c<]ts<))!c!~p<))n),P,!tU.ir~'p<)rc('s'ic))x/.o))Cssupp<)s~'cs))n-
)))()~cncs. ne peut rester en'(H))ii))rc.(~ons!()<rons,~n<r<'L()e)t\
c'')tiosmtH)!n)cntpct!)s d'ouverture </<f)r)p~)scs pur h's~mmc~f't



coupant la surface attirante en K et en H; leurs attractions, di-
rigées en sens contraire sur P, seront

2 2</MPK/ f/MPH~
–––-s(PK)et .––~PH'),1,''tn\ sn'VV

étant l'angte sous lequel les cônes coupent la sphère. Si donc
on pose PK==p, et PH==pg, les deux actions sont entre elles
dans le rapport de F(p,) à F(p~); mais p, et p~ sont compris
entre et pj est plus grand que p, donc F(pt) est pi us grand
que F(p,). Toutes les actions dirigées au-dessous de RS l'em-
portent donc une à une sur les actions correspondantes dirigées
au-dessus, et par conséquent le point P sera tiré vers le bas; il
n'est donc pas en équilibre, et la loi de la nature est la seule
qui permette à toute couche sphérique d'être sans action sur les
points intérieurs.

50. Le théorème de Green (31), les principes étant admis,
peut donner un nombre infini de solutions du problème de la
distribution de l'électricité à la surface des corps conducteurs.
En supposant )e conducteur isolé terminé par une surface de

niveau rotative à t'attraction d'un corps quelconque ou, pour
plus de simplicité, d'un groupe arbitrairement choisi de points
maténets, le théorème fait connaître la densité qui convient à

chaque élément de surface, et les vérifications faites autrefois par
Coulomb, antérieurement aux calculs de Poisson, peuvent être
renouvelées d'un grand nombre de manières.

La distribution de t'étectricité a la surface d'un corps limité
par deux portions de sphères de rayons différents se coupant à
ang)c droit, dont la densité (37) en chaque point est rigoureu-
sement calculée, pourrait présenter un sujet intéressant d'cxpé-
Dcnces.

.)L (Quoique hmport.mcc des anciennes mesures de Coulomb
.soi! dmimuée par)a possibilité de choisir des conducteurs sur la
surf.~ccdcsq))cts!a loi des ()cnsités électriques sottrigoureusc-



ment connue, {'ingénieuse méthode parlaqueiie Poisson a mon-
tré l'accord parfait de la théorie avec les chiffres antérieurement
donnés par t'expérience ne peut être passée sous sitence.

Considérons deux sphères métaHiques en présence, nous sup-
poserons qu'elles se touchent; leur ensemble est isolé et {'on a
dtstrtbué sur elles une masse connue d'électricité libre. Il faut
trouver la loi de distribution. Prenons pour unité le rayon de
l'une des sphères, celui de l'autre étant désigné par 6, la distance
des centres est. i– Si nous nommons a(~-) le potentiel de la
couche qui recouvre la première sphère sur un point de l'axe situé
à la distance x du centre, et F(j-) le potentiel de la seconde sur
un point situé à la distancey de son centre, en écrivant que pour
un point quelconque Intérieur à l'une ou l'autre sphère le poten-
t)et a une valeur constante A. on a

(" t c.(.r ) t-'( – & – y )
( F(~ ) – o() -i- 6 –j') == A.

pouvant varier encre – { et – t et y entre – & et -)- &.
Nous avons obtenu (()) une relation entre le potentict des ac-

tions exercées par une sphère sur un point extérieur et le poten-
hcl relatif au point intérieur conjugué. Cette relation nous
donne, quelle que soit la loi des densités,

j ?~)- ~(~ht )

2.J

rt~('y''(:
Et[es font le succès de la méthode, qu'i) serait impossit~e d'é-
tendre a d'autres corps; car la propriété de la sphère dont )c
théorème est la conséquence n'est partagée par aucune autr'-
surface.

Les éqoaUons (t) deviennent, en ayant égard a

t 1

t J'l ,C – .r

-r-
lt~J

1)

,~<.
{¡



x ety pouvant, être choisis arbitrairement entre les limites indi-
quées, posons

en .=
On pourra étitniner la fonction F et obtenir, pour définir

(5) .(.––––~–––––-J, 1=~t'-t-~–û; .L"–('–f)u–"<")J t-t-6-
a2. Poisson a trouvé, par une sorte de divination, l'expression

sous forme d'intégrale définie de la fonction qui satisfait à cette
équation. Cette intégrate n'est pas nécessaire pour déduire de
l'équation cHe-méme les principaux résultats de Coulomb.

L'équation (5) permet de déterminer pour chaque valeur de ;f,
avec une approximation aussi grande qu'on le voudra, la valeur
numérique de la fonction :?(.;c). Si l'on pose, en euet,

)-t-6-K,,
x',t+i <(t–~([–e~)'

les valeurs de s(.r,), ~(~s), 'r'(.~), ~(~,<+<) se trouvent en-
chaînées par la relation (5), de telle sorte que, l'une d'entre elles
étant connue, toutes les autres le deviennent également. Or;c,
lorsque 7~ augmente, converge vers l'unité, quelle que soit la va-
!eur choisie pour~ Toutes les valeurs de '?(~') peuvent donc se
déduire de N(i).

Mg.t.).

Pour )cdot)on)rcr, considérons t'))\pcr))otc(/)) dont, !'c-
qnationcst

!–~ .ry ~-(~ ~)()



Cette courbe passe, quel que soit b, par le point dont les coor-
données sont .r = i, j~ = et el le est touchée en ce point par la
bissectrice de l'angle des axes dont l'équation est

Cette circonstance fait le succès de la méthode. Si l'on prend, en
effet, OP, = x,, l'ordonnée correspondante P,M, de l'hyperbole
représente si par le point M, on mène une paraltèle M,K, à
l'axe des X, l'abscisse OP~ du point t~, est et l'ordonnée P~M~

est .y: On peut continuer indéfinimentla construction des lignes
.x,, .< et la figure montre qu'elles tendent vers l'ab-
scisse du point T qui est, l'unité.

53. La détermination de s(i), à laquelle se ramènent celles de

toutes les autres valeurs de ~(~c), exige un artifice. Si, dans
l'équation (5), qui doit servir à déterminer la fonction, on pose
;K=: r, elle se réduit à une identité et ne fait rien connaître. F
faut la différentier par rapport à x; elle renferme alors, outre cs(.r)

et ?
[,––~–~––,1, les dérivées ~) et F,––L±~ ~1]'L<<'–~(t–~)J L'–(l-–~)J

qui, pour x = 1 se réduisent toutes deux à c~()); mais leurs coef-
ficients sont égaux et de signes contraires; '?'():) disparaît donc et
l'équation fait connaître ~(f). En difïérentiantune seconde fois et
supposant dans le résultat = ), le coefficient de y"(!) sera nu!
et Féquation déterminerao'(t). On trouve ainsi

'6) ~(,)- ~'(, ––~
1 b ) '!) 1) = (!) l

) & '2~

Nous pouvons regarder les valeurs numériques de ~(.r) et de sa
dérivée comme connues pour chaque valeur de .x'.

54. D'après l'un des résukats !cs plus remarquabtes des expé-
nences de Coulomb, la densité éjcctriquc est nulle sur les deux
spitercs au point, ou (-)h;s se touchent. On peut )e déduh-e aisé-
ment des formuh'.s précédentes.



Nous avons désigné par s(~) le potentiel en un point de la
ligne des centres contenu dans l'intérieur de la sphère. Soit P ce

Fig..6.

point(~. 16), situé sur la ligne des centres, très près du point
de contact A. On aura, en ce point,

~V
––.=0(~');

c'est l'attraction exercée par la première sphère sur le point 1'.
Sot .x, l'abscisse du point Q conjugué de P et, comme lui, in-

finiment voisin de A, nous aurons

et, d'après la relation ('),

.~1

)'r,/
A la limite, J" et x, devenant égaux a t'unité, sp rédui~ a<

?'(') –'r''(~)–?(')- La différence des deux, en vertu
d'un théorème généra) (9), représente le produit par de la
dcns)té au point A nous avons donc

Nous avons trouvé
A

–hp (u= -–



et, par conséquent, on a
?==<).

55. On pourrait obtenir la même conclusion d'une manière
plus directe et plus simple. Les points P et Q appartiennent l'un
à la première sphère, l'autre a la seconde; ils font partie de la

masse conductrice et par conséquent, d'après le principe qui sert
de base à la théorie, les actions des deux couches réunies sont
nulles sur l'un et l'autre de ces points. La différence de ces ac-
tions est proportionnelle, en vertu du théorème démontré (9), à
la densité électrique au point ou PQ traverse la couche qui sépare
les deux points. Cette couche est ici l'ensemble des deux surfaces
électriques dont la densité, par conséquent, doit être nulle.

La conclusion est relative aux deux couches réunies en leur
point commun. Si l'on étudie chaque sphère séparément, elle ne
prouve pas que sur chacune d'elles la densité soit nulle, mais seu-
lement que la somme des densités tend vers zéro; mais si, au
point commun des deux sphères, elles étaient égales et de signes
contraires, elles ne manqueraient pas de se réunir.

56. Si, t'équihbre étant établi, on sépare tes deux sphères, la
charge totale de chacune d'elles dépend du rapport des rayons.
Coulomb l'a mesurée pour plusieurs valeurs de ce rapport. Pour
la déduire des formules, il faut remarquer que, qucUe que soit la
dtstnbutton des densités sur une surface sphériquc, le potentict
au centre est égal à la masse totale de la couche divisée par fe
rayon. La quantité d'électricité répandue sur la première couche
sera donc, d'après nos notations, représentée par 'a(o) et
charge de la seconde sera b F (o).

Les équations (3) donnerontt

F(o)-'––).
-)- j

Si, pour prendre un (tes cas étudiés p.n' Coutonh, nous suppo-

sons = nous devrons cidoder 'u) et t( )-
l,



Si nous supposons ;p,==o, la suite des valeurs de .r~, .~3,

sera

La convergence au début est assez rapide, mais elle se raient.it.
On trouve, en continuant les calculs,

En regardant~oo comme égal à l'unité, la formule (6) nous don-
nera

et la relation (5) nous permettra de calculer ~(o).
Pour calculer o(~)' il Faudra, dans la suite x,, ~2,

supposer ~==~. On trouve

En regardant comme ega! a ]'unitë, on posera

~t=0,
.c.: ==o,833,
a-3 =0,909,
~4 =",9~7.
~5=0,9~
.r.o,9Gt,
~=0,969,
~=')97~.
.i) =~0.9~6,
~t. =0,979.

~00= ",99~9-

j %te'(a"20o) =-*–== o,8ooA

4

=.3,
10

J~'t

I7

25

~')~
~200 – "––)ooo

?(-aoo) =



et l'équation (5) permettra de calculer les valeurs successives de

la fonction ~jusqu'à s (4)-
Les calculs, on le voit, sont faciles, mais fort longs; comme il

s'agtt d'un chIGre à calculer une fois pour toutes, il n'v a pas
grand inconvénient.

57. Coulomb a mesuré, pour les différents cas qu'il a étudiés,
la densité électrique au point diamétralementopposé au point de
contact. Le potentiel en ce point, pour la première sphère, est
représenté par ~(– t) l'action de la couche qui recouvre cette
sphère est ~'(–i). Pour obtenir la densité, on cherchera les
actions exercées pour deux points conjugués P et Q infiniment
voisins de l'extrémité du diamètre et ayant pour abscisses–
et – –; .y, différant infiniment peu de l'unité, on trouvera, par
un raisonnementidentique à celui qui a été fait (55), que la den-
Sfté est donnée par l'équation

4~p ==– 2'?'(–t')–&(–[);
s(– t) et ~'(– t) pourront se déduire de o()) par la méthode qui

a servi pour le calcul de ~(o) et de e'(~ )-
t

58. Faraday, comme Coulomb, a devancé les géomètres, non
plus par l'accord du calcul avec des mesures numériques,mais par
la découverte de théorèmes généraux qu'ils auraient du prévoir.

Si dans l'intérieur d'une cavité entourée d'un conducteur
isolé on introduit un corps électrisé, les parois seront électrisées
et l'action exercée sur les points extérieurs sera Indépendantede
la position occupée par la masse électrique libre introduite à l'In-
térieur.

Une surface métallique, en d'autres termes, ne sert pas d'écran
pour l'électricité, en ce sens que l'action d'une masse éfectriquc
placée dans son mLé)'ieur n'est pas réduite a zéro de l'autre côté de
la surface interposée: la surface, cependant, exerce une influence
et Faction, toujours proportionneHe à la quantité d'électricitéqui
la fait naître, est indépendante de la position occupée par ccHe-ci.



Plaçons une masse /M (~ 'y) d'électricité libre à l'intérieur
d'une cavité entourée par une masse conductrice isolée S, il s'c-
tablira un état d'équilibre dans lequel l'électricité rendue libre

pourra former deux couches, l'une sur la surface externe S,,
l'autre sur la surface interne Sa du corps S.

Les points de cette masse conductrice sont soumis à trois in-
Huences:

1° Action de la masse d'électricité libre placée dans l'Intérieur
de la surface S~

Action de l'électricité distribuée sur la surface S:
3° Action de l'électricité distribuée sur S,.
La résultante de ces trois actions sur un point quelconque de
enceinte métaHtqne doit être nulle. Le potentiel est par consé-

quent constant, et la surface extérieure S, de l'enveloppe est une
surface de niveau. Aucun des éléments attirants n'étant extérieur
à S,, le système (21) attirera suivant les mêmes lois que tout
autre système intérieur à S, et pour lequel cette surface serait sur-
face de niveau. L'attraction du système que nous étudions est donc
)a même que celle d'une masse électrique en équilibre répandue
sur un corps solide tcrnuné par la surface S~.

Le système qui prend naissance sous l'influence d'une masse
électrique .'H introduite dans l'intérieur de la surface S~ et la
couche répandue sur S,, qui exerce la même action sur les points
exténcurs, ont nécessairement même masse totatc. Leur action

sur les ponts très éteignes ne pourrait, sans cela, être la même.
Cette remarque nous permet d'énoncer le théorème suivant

6/ M/w fV<'< //< <?'e/<' ~/<s' f'/<e<<' <'«/



ductrice MO/e~ ~y!~ee/)<M~e~M/~<7ceS), exerce ~K/' /<?~~o{/<<.s'

extérieurs /K~Me action ~M'K/!g /M<x~e électrique égale e-

pandue sur M/~ co/y~' ~/e~ ~e/K~e/x~r ~M/ace S,.

On peut préciser davantage les lois de la distributionélectrique,

en faisant connaître les conditions que devra remplir chacune des
couches électriques étendues sur la surface extérieure S, et sur
la surface intérieure Ss de l'enveloppe métallique à l'Intérieur
de laquelle se trouve la masse électrique /M.

L'action du système sur les points de la masse métallique est
nulle, et l'action exercée sur les points extérieurs est la même

que celle d'une masse M librement répandue sur S,. En compa-
rant les actions ainsi connues sur deux points infiniment voisins,
l'un intérieur, l'autre extérieur à S;, nous trouverons (9) la den-
sité p de la couche électrique qui recouvre S,, précisément égale

en chaque point à celle de la couche qui se formerait si le corps
conducteur plein limité par S, avait une charge électrique égale
à w.

L'électricité qui recouvre S, est donc sans action sur les points
intérieurs et, par conséquent, la masse M et la couche S:, exer-
cent sur les points de l'enveloppe métallique des actions égales et
contraires; la différence de leurs potentiels pour tous les points
de cette enveloppe est donc constante. On peut affirmer que cette
constante est nulle; car les masses électriques répandues sur S~

et la masse ni sont sans action non seulement sur les points de
l'enveloppe, mais sur tous les points de l'espace, puisque les ac-
tions réunies de M, S~ et S, se réduisent à celle de S,.

Supposons, pour donner un exemple, que l'enceinte métallique
soit comprise entre deux surfaces sphériques, qui peuvent n'étt'c
pas concentriques, et que la masse électrique intérieure soit libre-
ment répandue sur une sphère S, équivalente, par conséquent, a

une masse w concentrée en un point A (/ t8). La surface S,
sera recouverte d'une couche homogène de masse w et la surface
Sa, repoussant les points extérieurs avec une force éga)c e) con-
traire à celle qu'exerce la masse concentrée en A, sera rpcou-



verte (12) d'une couche de signe contraire à celle de l'électricité
Hbre de la masse /M, et dont la densité en chaque point est inver-

sèment proportionnelleau cube de la distance au point A.

o9. Une quantité d'électricitélibre /M, étant placée dans l'inté-
rieur d'une enceinte métallique isolée et une quantité égale et
contraire /H, étant placée dans l'intérieurd'une autre enceinte,
les surfaces sont mises en communication par un fil conducteur.

Qu'arrivera-t-il?
Les deux conducteurs ainsi associés seront sans action sur les

points extérieurs et les apparences seront les mêmes que si deux
conducteurs pleins recouverts de masses électriques égales et
contraires, étaient mis en communication. L'épaisseurélectrique
sera nulle sur tous les points de l'une et l'autre surface extérieure.
Les surfaces internes seules seront électrisées.

Pour démontrer ce théorème, remarquons que les deux en-
ceintes étant réunies par un fil conducteur forment une seule et
même masse. Le potentiel, dans l'état d'équilibre, aura doue en
tous les points la même valeur.. Les deux surfaces réunies, en de-
nors desquelles ne se trouve aucune masse attirante, agissent donc
sur les points extérieurs (2t) comme le ferait tout autre système
intérieur aux deux surfaces et donnant à leurs points le même
potentiel; comme )c fer:)!t, par exemple, une masse électrique ré-
pandue sur un corps plein limité par les deux surfaces et par le fil
qui les unit.

L'action d'un système quel qu'it soit sur les points éloignés dé-
pend seulement de )a masse totale d'électricité libre. Cette masse
est nulle dans le cas qui nous occupe. Le système exerce donc sur



tous les points de l'espace extérieur aux deux corps la même ac-
tion qu'une masse nulle d'élecLricité répandue librement sur un
conducteur, et cette action est évidemment nulle.

Dans l'état d'équilibre, l'électriciLésera répartie de la manière
suivante

Aucune quantité d'électricité ne se trouvera sur les surfaces S,
S' (/ '9)) car l'action est nulle sur un point de la masse

métallique infinimentvoisin de l'une ou l'autre surface, en vertu
d'un principe général, et nulle aussi sur un point extérieur, en
vertu de la démonstrationprécédente. La surface intérieure S2 de
la cavité dans laquelle se trouve la masse /H, sera chargée d'é-
lectricité de signe opposé à m, tellement distribuée que la
couche Sz et la masse électrique /H, exercent sur les points de la
masse métallique et, par conséquent, sur tous les points exté-
rieurs des actions égales et contraires; ce qui exige que les deux
charges de signes contraires soient égales en quantité. La charge
de la surface sera, pour les mêmes raisons, égale et contraire à
celle de –/M,. Si l'on coupe le fil, chacun des deux corps se
trouvera chargé d'une quantité d'électricité égale et contraire à
celle qui a été Introduite dans son intérieur.

60. Un corps électrisé K contient une quantité w, d'étcctricité
libre. On l'introduit dans une enceinte isolée à parois métaHi-
ques, comme on l'a supposé déjà (58). Le corps K, cette fois, est
mis en contact avec la paroi de l'enceinte. Qu'ari-ivcra-t-H?

Le corps K perdra la totalité de son électricité !jbrc; les parois
de la chambre métaHiquc recevront cette électricité, qui se por-
tera sur la surface extérieure S, ( ao) pour agir comme c!)e !u
ferait sur un corps p)cin limité par S,.



Lorsque le corps K touche, en effet, la paroi Intérieure de Pen-
ceinte, il n'existe plus qu'un seul corps conducteur K fait partie

Fig.M.

d'une masse conductrice continue, limitée intérieurement par S~

et par la surface de K. Le potentiel est donc constant et a une va-
leur commune en tous les points de ces deux surfaces; constant
aussi (22), par conséquent, pour tous les points intérieurs. La
densité électrique aux différents points d'une surface, lorsque
l'action est nulle sur les points infiniment voisins placés de part et
d'autre, est (9) égale à zéro. Il ne peut donc exister d'électricité
libre ni sur K ni sur S~, et cette électricité, dont la masse dans
l'intérieur de ce système isolé ne peut différer de celle qui char-
geait primitivement le corps K, est librement répandue sur la
surface S,.

61. Une masse électrique libre placée en dehors d'une en-
ceinte conductrice isolée est sans action sur les points Intérieurs
à cette enceinte. La paroi métallique, épaisse ou mince, dont l'in-
terposition (58) n'intercepte pas l'action d'une masse électrique
placée dans son intérieur, sert d'écran, au contraire, pour les

masses électriques placées extérieurement.
Soit M, (/7~. ai) une masse électrique placée en dehors de

l'enceinte dont les parois sont S, et S~.

Il peut se former, sous l'influence de deux couches électri-
ques, l'une sur S,, l'autre sur 8~.

La couche répandue sur S~ est, en tous ses points, de densité
nulle. Le potentiel doit être constant, en effet, pour tous les
points de la masse métaHique compris entre S, et S. Il est donc
constant aussi (22) pour tous les points Intérieurs a S. Le s\s-



tème est donc sans action sur les points infiniment voisins sé-
parés par la surface S~. La densité électrique (9) sur tous les élé-

ments de cette surface est donc égale à zéro.
Le potentielétant constant pour tous les points de la masse mé-

tallique et pour ceux de la surface S2 qui la termine, pour ceux

t-'ig. 2t.

aussi de )a chambre intérieure à S~, l'action exercée est nulle en
tous les points de cette chambre. L'action de la masse libre M,, si

fortement électrisée qu'elle puisse être, ne produira donc aucune
action à J'intérieur de la surface S:: et aucune réunion d'électricité
à la surface de S.

62. Quelques théorèmes relatifs au potentiel se déduisent sim-
plement de l'identité (18), dont Gauss a fait un si élégant usage.

Si l'on considère deux systèmes de masses électriques suppo-
sées chacune concentrées en un point mathématique, /M désignant
celle du premier système, celle du second, le potentiel du
premier système relatif à un point de l'espace et V celui du se-
cond, on aura identiquement (!8)

S/KV'= X/H'V,

c'est-à-dire que la somme des masses élémentaires du premier

système, respectivement multipliées par le potentiel du second

système au point qu'cDes occupent, est égale a la somme ana-
logue relative aux masses du second système; les sommes, bien
entendu, se changeant en intégrales lorsque les masses occupent
ct rcmphssent un espace d'étendue finie.

Si les deux systèmes considérés sont des corps conducteurs A,,



A~, An recouverte d'électricité, et si l'équilibre est établi de
telle sorte que, dans le premier système, le corps A; soit recouvert
d'une couche dont la MfM~c totale est E,, et que pour tous les
points de ce corps le potentiel soit Vf; si enfin E~ et V~ sont, dans
le second système, la masse électrique répandue sur A, et le po-
tentiel relatif aux points de ce corps, on aura, d'après le théorème
de Gauss,

(.) Ety'Ë~V',+.Ë,,V~ =E',Vt-t-E,y,r-E'V,
De ià résultent plusieurs coroUaires.

THÉORÈME I. – Si un CO/yM A,, g/t CO/M/MM/H'Ca~'C~acgC sol,
est ~OM~M fx r<Me/!ce <M/K? yMa.Mg e/ec~t~Me <~f<~ A /'K/n<c
CO/~ce~eC en MM /M!/K g.X~r!'eM/' M, il g/t /-MM/<g/'a M/:e <~M<t-
~M~to/t </o/~ le ~'o~e~<:e~ ~M/' MM ~ot/:< ~Me~coM~Me M' est M/ïp
fonction ~/?ïe~{'~tte des coordonnées de M et de M'.

Supposons, en euet, les deux points M et M' entourés chacun
d'une sphère conductrice infiniment petite et considérons les
deux états d'équitibre suivants

Quantité
d'électricité. Potentiel.

SphèreM. ( y
t" SphèreM' o

CorpsA; X o
SphèreM. o V

2° SphèreAt' [

CorpsA. X' u

Le théorème précédent donnera

V x t -T- o x .c'– « x X' == o x -T- < x V– o x X,

c'est-H-dirc
v-.=v':

le potentiel en M dans )c second système est donc cs:d au poten-
tiel en M' dans le prenucr.

La présence (tes sphères innnHnent petites qui entourent tes



points M et M', et qui dans les systèmes considérés ont des charges
nulles, ne peut évidemment altérer en rien V et V; car le poten-
tiel de ces sphères sur leur centre est égal à zéro.

THÉORÈME11. Un corps isolé AI étant a l'état /MM< on
stippose une masse e/gc~Mg égale <x /'M/<e co/tcg/ëe en un
point extérieur M; potentiel de A, ainsi électrisé, sur K/~

point extérieurM', est M/te fonction Ay/He<{~M<? des coo/Y/o/t-
nées des points M et M',

Après avoir Imaginé les deux sphères M et M' déjà employées
dans la démonstrationdu théorème 1, considérons les deux états
d'équilibre suivants

Quantité
d'éiectricite. Potentiel.

f SphèreM. <.SphèreM. o V
{

CorpsA. o XSphéreM. o VSphéreM.
) .-y'CorpsA. o X'

L'équation (t) appliquée à ces deux systèmes donnera

Y=V,

ce qui est l'expression du théorème énoncé.

TnÉonÈME UL Si un corps A, en eo/M/?:M/!M<x<to/< apec le
/'Me/0{'CO/K/KMM~ est .!OM~< f)' /'</t/~HC/!CC <M/<C masse élec-
trique e~Y?7<? M /'KHt<e concentrée e/< K/t point M, il se c/e/'<7
d"M/:e quantité E ~'e~c<c< Le /~M des points /)0«/' les-
~«e/~E<x ~< /?!c/)?e valeur est M/K? ~M/~c<ce de /itceaM relatif à
l'attraction de la couche en C<7~!7f6/'C t7Mt /)e~/t recouvrir la
.!M/6:CC A.

Considérons, en efï'et, deux états d'équ!t!b]'c du corps A et
d'une sphère infiniment petite située en M. Le prcmio' est ['état
supposé dans l'énoncé du théorème, et le second est cciui qui se



L'équation (t) donnera

V -+- EVt = o;
donc

V–~
VI

Or\ et\'j sont les potentiels relatifs à l'action d'une masse E
distribuée sur A, et qui n'est aucunement troublée par la présence
de la sphère infiniment petite M, sur laquelle la charge électrique

V
est nulle. Le rapport “-

est donc constant pour les points d'une

surface de niveau relative à l'attraction de la couche qui recouvre A.

THÉORÈME IV. – ~Ot'C/t< C/CM~C corps CO/K~MC~K/ A, 6< A~;

A, étant e/t CO/K/HM/!tC<0~ avec le sol. A2 pst '0~ ."< 'M-
d'électricité de yM<x/ïM'<? a' cï/~et/ze~e ~DO<e/e/V. ~So~E) la
~Ka~~t<e d'électricité 6tCCM/KM~e/?a/' t/~Me/tce ~M/'A, A2 e~ay~
/MM <?/t COM7K<KC6t<tO/t avec le sol, A, est isolé et eAtï/e de
telle sorte que le niveau /?o~<M~ <~ef<e/?/!e e~'a~ a; V. Soit E;;

la c/<M/c f<ceH/?:M/ee/<xrM/~Ke~ce ~'K/' Aé, on a;M/'<x

Is', = E2.

Pour le démontrer, considérons deux états d'équilibre définis
dans l'énoncé, nous aurons

r~nt

Quantité
d'électricité. Potentiel.

~SphèreM. f a-

CorpsA. H ot SphèreM. o V
~°( CorpsA. E V,

produirait si, A étant isolé ainsi que M, une quantité E d'électri-
cité étal), répandue sur A.

Nous aurons, pour ces deux états

UuanLtte
d'électricité. Potentiel.A, H. o(A; VA. X. V(A~ j~ o



L'équation (t) donne
E,V=Ë,V

et, par conséquent,
E;~Ej!.

THÉORÈMEV. – Si /'0/~ CO/tC/e/'g un /~0~6/'g ~Ke/COMCKe 6~ë

CO/t6~KC<CMy'~ MO/e~ A), A~, A, .SO:'eM~ Ej, E~, .E,; ~CM/S

c/:6t/e~ /-6~ec<M' et V,, V~, V,; ~)o~<e~eo/e~o/
c/M/t~. Cex/'o<c/e~c~?!c/t<~ne<x<re/M<?/z<c/t/b/!C~o/! des
c/:a/ et /'o/~ a

(s) V/;= ~~Et-T-x~E~x~E;,––ix~Ë,

K~, Xp~, X~ C<a/t~~OM/- M/! ~6<~7?K? C~O/ï~e C07t<MC<eM/
f~ eo/<e~ t~e~<~3e/:<~a/ï/c~</g E,, E~, Ea. 0/t <x <~gB~s

= ~<

La première partie du théorème résulte du principe évident de
la superposition possible des états d'équilibre. F

Si l'on considère successivement les états dans lesquels
toutes

les charges sont nulles excepté une, les potentiels sont évidem-

ment proportionnels à celic-là, et l'état dans lequel les charges

son!. E,, E~, E~ est la superposition de ces états partiels.
Cela posé, si nous considérons deux états d'équilibre dans le

premier desquels toutes les charges soient nulles, à l'exception de
E~ et toutes nulles, dans le second, à l'exception de E, si les
potentiels, dans la première hypothèse, sont V,, Va, V, et,
dans la seconde, V' V,, V, on aura

V, = ~Ep, V, = K,
V, = x~ E, V, = -x~ E~,

V;t = a, )~ V;, = x,t, !“

c) l'équation (t) donne, en rcmarquant que E~ == o, )' == o.
Ë,, o,

V,E,V;,E,,
c'cst-a-dire

'~y'



ou enfin
~7,v-

Si les équations (a) épient résolues par rapport,à E,, E~, E,
onauratt

E,, == V, -4- 3~ V~ -+- V,.

ett
P/7~??,

Cette équation est une conséquence algébrique de la précédente,
et pourrait d'ailleurs être établie directement d'une manière toute
semblable.

63. Nous démontrerons enfin un théorème dont la certitude
complète la perfection de la théorie.

Quels que soient les conducteurs en présence, la quantité
d'électricité libre étant donnée sur les uns, le potentiel ayant sur
les autres une valeur donnée imposée par les conditions de l'ex-
périence, le problème n'a jamais qu'une seule solution, et il ne
saurait exister pour les densités électriques deux valeurs diffé-
rentes pouvant assurer l'équilibre.

Soient S), S~, S,t les surfaces des corps sur lesquels on a
répandu des quantités données M,, M~' d'électricité
hbre; S,, E~, S,; celles auxquelles doivent correspondre des
potentiels V,, Va, V, Supposons que deux systèmes diffé-
rents de densités électriques puissent remplir les conditions. Si

nous supposons un troisième système dans lequel la densité de
chaque élément soit la différence des valeurs qui conviennent

aux deux premiers, les charges électriques répandues dans les

corps S,, S; S,t auront pour chacun d'eux une masse totale
égale à zéro et sur les surfaces S~, Es, S,, les potentiels seront
nuls.

Considérons l'intégra te

i/j'~)~
'tendue a tout t'csp.icc extérieur aox corps considérés. Cette in-



tégrale est nulle, puisque l'élément placé sous le signe d'intégra-
tion est nul pour tous les points de l'espace. On peut la trans-
former en Intégrant chacun des termes par parties. On a, par
exemple,

/<v A- /y~'V
7

t .– d'à- = ( – – <
( –

f/Jf.<a!-c/ J <)!

et, par un artifice bien connu, déjà employé (26), on peut intro-
duire l'élément <~<r de chacune des surfaces qui limitent la por-
tion de l'espace dans laquelle se fait l'intégration et remplacer
(~) par

7
/ff7~V= /V= /V)-–< – /<<––)

-<-
(–)-)-(–

.7JJ 1\ J

la première partie de cette somme étant une intégrale double qu'il
faut prendre sur toutes les surfaces limites S,, S~ S, X),

S~, E,. Ces intégrales sont toutes nulles. Sur une surface S,

par exemple, V est constant, puisqu'elle sert de limite à un corps
électrisé en équilibre. On a, en nommant s la densité élec-
trique (33),

4 6f/f.

.-<?
est donc égal à /{~ ~pjo-; /p~o' est la masse totale

d'électricité libre elle est nulle.
Sur la surface X on a \~==o; l'intégrale qui s'\ rapporte est

donc nulle aussi, et notre équation se réduit à
4

f/T/~V /1~
7 7

f f -T' -7- + <~ = 0'
.7J.7 L\ J d)' d;; = o.

La fonction intégrée étant cssenticHcment positive, l'intégratc

ne peut éh'e nulle que si l'on a, f'n tous les points de l'espace,

d\N
-=- 0,

</V
(),

<
0.= 0, 0.f/.f < o, ~/J o.

t~' système est donc sans action sur les points <h't'!('urs. Le



principe même de la théorie montre qu'il l'est aussi sur les points
intérieurs, et l'application du principe (9) montre que la densité
est nulle pour chaque élément superficiel.

64. La théorie de la bouteille de Leyde est une des applica-
tions les plus intéressantes des principes de Coulomb.

Une bouteille de Leyde se compose de deux armatures métal-
liques recouvrant les parois, supposées très minces, d'un vase
formé par une substance non conductrice. L'une des deux ar-
matures, nous supposerons que ce soit la surface extérieure de la
bouteille, est mise en communication avec le sol et son potentiel
maintenu par conséquent à zéro. L'autre armature, celle qui re-
couvre la surface intérieure, est en communication avec une
source d'électricité qui lui impose un potentiel donné V. Com-
ment l'électricité se distribuera-t-elle sur les surfaces qui cgM-
t~< la recevoir? Ces surfaces sont au nombre de quatre; car
chacune des armatures, si mince qu'on la suppose, est limitée
par deux surfaces. Dans les conditions supposées, deux des quatre
surfaces ne recevront pas d'électricité libre. Le potentiel étant
constant, en effet, pour tous les points de l'armature interne, l'ac-
tion exercée sur les points de cette armature est nulle, comme
elle l'est toujours d'ailleurs pour les points d'une masse métal-
hque. La paroi interne de cette armature étant une surface de
niveau et aucune masse électrique ne se trouvant dans son inté-
rieur, l'action exercée .tur les points intérieurs est nulle. L'ap-
plication du théorème (9) donne zéro pour densité électrique aux
points de cette surface interne, de chaque côté de laquelle les ac-
tions exercées sont nulles Sur la surface externe de l'armature
extérieure, le potentiel est nul par hypothèse; aucune masse
électrique ne se trouvant à l'extérieur, l'action exercée par la
bouteille sur les points extérieurs est nulle, et l'apptication du
théorème (9) donne encore xéro pour densité électrique en
chaque point, de surface.

Dans la bouteille chargée comme on l'a supposé, l'électricité
s accumule doue seulement sur les deux faces en contact avec )cs



parois isolantes, et la bouteille est sans action tant sur les points
de son intérieur que sur ceux de l'espace extérieur.

65. Toutes ces conclusions sont indépendantes de la forme de
la bouteille. En supposant les deux parois sphériques, on peut
calculer la densité électrique sur chacune d'elles.

Nommons R et R-j-s les rayons des deux couches chargées
d'électncité, s étant l'épaisseur du verre qui les sépare. Soient s
et p' les deux densités électriques. Les considérations qui pré-
cèdent nous fournissent deux conditions pour les calculer.

Les deux masses électriques sont égales et de signes contraires,
puisque le système est sans action sur les points extérieurs.

Le potentiel, pour les points de l'armature interne et, par con-
séquent, pour tout point situé dans l'Intérieur des deux couches,

a une valeur donnée V.
Ces deux propositions sont exprimées par les équations sui-

vantes
~R'p-+.~(R-~p'=o,
4~Rp -~(R-~?' =V;

on en déduit
VfR-p~

.i~R.

–
VR

4~(K-~)

Les densttés, et par conséquent les charges, sont donc, pour
un potentiel donni~, Inversement proportionnelles a l'épaisseur
de la houtciile.

66. Les bouteilles, habituellement, ne sont pas sphériques; leur
forme est trop compliquée pour que l'on puisse, comme dans )e

cas précédent, obtenir l'expression rigoureusement exacte des
densités. La théorie montre cependant que, dans tous les cas, la
charge est inversement proport)onne)le à l'épaisseur supposée très
petite.

Considérons un vase de forme quelconque et formé d'une sub-
stance parfaitement isolante. Chacune des surfaces est recouverte



d'une armature conductrice. L'armature extérieure est en com-
munication avec le réservoir commun, le potentiel y est nul; l'ar-
mature intérieure est maintenue à un potentiel V.

L'électricité, nous l'avons démontré (64), Corme deux couches
seulement, runc sur la face interne de l'armature extérieure,
l'autre sur la face externe de l'armature intérieure.

Les conditions imposées à ces deux couches, et qui les déter-
minent, sont les suivantes

La bouteille ne doit exercer aucune action sur les points exté-
rieurs. Les deux couches sont donc de masses égales et contraires
et exercent sur les points extérieurs des actions égales et con-
traires.

Le potentiel est égala V pour les points intérieurs; cette valeur
donnée est la différence des potentiels relatifs aux deux
couches.

Supposons que les deux faces de la bouteille soient deux sur-
faces de niveau très voisines relatives à l'attraction d'un même
corps. Les couches sans action sur les points intérieurs, déunies
(3i) par le théorème de Green, satisfont aux conditions qu'on
vient d'Indiquer, en leur supposant, bien entendu, des densités
de signes contraires. Ces couches, en effet, qui sont de même
masse (33), exercent des actions égales sur les points extérieursà
toutes deux. Si la densité pour l'une d'elles est changée de signe,
les actions seront égales et contraires, et les points extérieurs ne
subiront de l'ensemble aucune influence. La première des condi-
tions énoncées est donc satisfaite. La seconde exige que le po-
tentiel, pour les points intérieurs a la bouteille, soit égal à V. La
valeur de V n'ayant joué aucun rôle dans la définition des couches,
cette seconde condition ne sera pas satisfaite; mais le potentiel
de chaque couche, d'après le théorème de Green, est constant
pour les points de son intérieur, et cette constante n'a pas la même
valeur pour les deux couches celui du système que nous avons
défini sera égal a la différence des deux constantes. il suffira de
multiplier toutes les de)isitt''s par un facteur constant convenable-
ment choisi pour lui donner la v.dcur assignée.



Les deux surfaces de la bouteille sont, par hypothèse,deux sur-
faces de niveau relatives à l'attraction d'un même corps G. Soient
V, et Vs les potentiels relatifs à ces surfaces lorsque le corps G
forme seul le système attirant. Les couches déduites (31 ) du
théorème de Green ont sur les points Intérieurs des potentiels
précisément égaux à V, et V~ on doit donc poser

K(V.-V.,)~V,

K étant le facteur par lequel il faudra multiplier les épaisseurs.
La distance des armatures étant très petite et représentée par
on peut écrire (3), en désignant par R l'attraction du corps G,

VI- V2
IB.

YL~ n.
On en conclut

K- V
"=.~

R est l'attraction exercée sur la surface de la bouteille par un
corps G, tel que celle-ci soit pour lui une surface de niveau la
masse de ce corps est arbitraire R peut donc être multiplié par
un facteur arbitraire: mais ce facteur multiplieraV, etV~, et l'ex-
pression des épaisseurs données par la formule ne sera pas chan-
gée elles sont dans tous les cas inversement proportionnellesà

67. On peut charger une bouteille de Leyde en mettant, les
deux armatures en communication avec des sources de potentiels
P, et P~. Dans ce cas, trois des quatre surfaces sont couvertes
d'électricité. La surface interne de l'armature intérieure est la
seule qui n'en puisse jamais recevoir; elle sépare toujours deux
régions dans chacune desquelles l'attraction est nulle.

L'armatureextérieure ayant en tous ses points un potentiel P,,
ce potcnttel sera celui de tous les points de sa surface extérieure.
Le système entier agira donc sur les points extérieurs comme !c
ferait une couche de potentiel P, librement répandue sur la sur-
face extérieure. Cette couche se formera nécessairement; car les
points de l'armatureintérieuredevant, en vertu du principegénéral,



éprouver une action nulle par l'ensemble des massesélectriquesdu

système, les éléments de la surface extérieure séparent deux ré-
gions dans l'une desquelles l'attraction est nulle. La valeur de ~Ttp,

donnée par le théorème (9), dépendra donc seulement de l'ac-
tion exercée sur les points extérieurs, la même que si la bouteille
était remplacée par une masse métallique pleine de même forme.

Les couches formées sur les deux surfaces qui touchent le

verre doivent exercer sur les points qui leur sont extérieurs à

toutes deux des actions égales et contraires; la couche extérieure

étant, en effet, sans action sur les points de l'armature qu'elle en-
veloppe et donnant en ses points un potentiel égal à P,, il faut

que les deux autres couches donnent à elles deux un potentiel nul

pour les points de cette armature, par conséquent aussi pour
tous les points (21) de l'espace. Les deux couches, pour remplir

cette condition, doivent avoir des masses égales et de signes con-
traires. Le potentiel pour les points de l'armature intérieure doit

être égal à P~; or il se compose de trois parties, dues aux in-
fluences des trois couches. La première, due à la couche externe,
est égale à P,; la somme des deux autres doit donc être P~– P,.
Les conditions sont donc, pour ces deux couches, les mêmes que
si, l'armature extérieure de la bouteille étant au potentiel nul, l'ar-

mature intérieure était au potentiel P~–P). Le seul changement
dans l'état d'équilibre consistera en une couche électrique recou-
vrant la surface de la bouteille et identique à celle qui s'y forme-
rait si, la forme restant la même, cette surface recouvrait un corps
conducteur plein.

68. Les lois de la condensation dans la bouteille de Leyde ne
sont pas aussi simples que l'indiquent les formules précédentes;
dans la démonstration de ces formules, aucun rôle n'a été supposé
à la substance isolante qui sépare les deux armatures elle a été
considérée comme empêchant la réunion des électricités accumu-
lées sur les faces, sans exercer sur elles aucune influence. tl n'en

est pas ainsi, et la charge dépend de la nature de la substance
isolante, nommée<ec<<(/HC, qui forme les parois de !a bouteille.



La théorie de ces actions incontestables n'est,pas faite encore; c'est.
le seul jugement qu'on puisse porter sur les travaux que cette ques-
tion a fait naître. Aucune hypothèse ne paraît s'imposer par des
raisons décisives; aucun calcul, même dans les cas les plus simples,
n'a pu jusqu'ici contrôlerles hypothèses par {'épreuve de leurs con-
séquences. Mosott! a supposé que dans le milieu diékctrique se
rencontrent des particules éiectrisabtcs, et que l'électricité enfer-
mée dans chacune de ces petites masses, que l'on suppose sphéri-
ques pour plus de simplicité sans doute, se trouve dans chacune
d'eues séparée par influence et joue son rôle dans les conditions
de l'équiMbre. Ma)gré la netteté et la simplicité, je ne puis me ré-
soudre à dire la vraisemblance, de cette hypothèse, il n'a pas été
possible d'en déduire des conséquences sur lesquelles l'expérience
puisse donner une réponse. La théorie des milieux diélectriques
et de leur mode d'influence reste un chapitre très imparfait dans
l'étude expérimentate de t'Ëiectricité, sur lequel il n'y a rien a
dire dans l'exposition des théories mathématiques acquises il la
Science.



J'ai traite très brièvement ia théorie du Magnétisme; ct!e ne se rattache

pas directement aux problèmes relatifs à t'Hicctricitë, et. les études tentées
a plusieurs reprises pour soumettre à l'analyse les cas les plus simples me
paraissent, alors même qu'on accepte sans discussion les principes, man-
quer comptetcment de rigueur. Un système quelconque d'aimants produit
un champ magnétique, et ce champ magnétique peut être caractérisé pat-
dés Hgnes de forces. Telle est la conclusion importante de la théorie- La
recherche de f'aimantation dans des cas particuliers et la détermination
du champ magnétique ne paraissent pas un prob)emc accessible à t'anatyse.
On peut, en développant des hypothèses pbrs ou moins plausibles, arriver
a h- mettre eu équation, mais ces équations restent sterites. Je n'ignore
pas les travaux de Poisson et leurs conséquences pratiques', mais, si les
problèmes sont résolus de manière a associer une Science etevee aux tâ-
tonnements des constructeurset aux ingénieuses études des marins, aucun
des prohtëmcs mathématiques qu'ii faudrait résoudre n'a pu recevoir de
-otution. La théorie du Magnétisme terrestre, au contraire, approche sous
beaucoup de rapports de la perfection. Je ne puis t'exposer ici dans ses
défaits et je me suis borne aux principes. La encore nous retrouvons
Causs, toujours profond, toujours simpte, toujours rigoureux. Une re-
marque importante, faite par )n! des j'annee t83n, n'a pas, depuis ce
temps, je crois, donne naissance aux études qu'eHe semblait destinée a

provoquer. On peut. par la mesure de l'une des composantes de l'intensité
magnétique au\ différents points du giobe, calculer, sans recourir a t'ob-
servatiou, !es vah'urs de !'antre composante e), par conséquent, la dec)i-
naison. ('.aus-. eu e\phquant son ingénieuse e) très courte remarque, rap-
porte ses resuhats aux mendions et au\ paraNeh's géographiques. )) en
resnhe que, pour sni\e ses nidications. i! faudrait ton), d'abord se trans-

CHAPITRE VI.

LES AIMANTS.

RESUME.



f'rtcr au p6)e. On n'y a pas songe. Je fais voir, et il suffit d'appeler sur
'-c point t'attcntion, que tout autre point du :obe peut être substitué
au po!c, sans que la théorie reçoive aucun changement.
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69. Les propriétés des aimants ont. été pendant Jongtempsren-
dues plus mystérieuses encore par une interprétation H-op légère-
ment adoptée et introduite dansie tangage, sans qu'aucun homme
de Science puisse croire à sa réalité. La puissance magnétiquc
serait, d'après cette hypothèse, concentrée en deux points de
proprtétés contraires que )'on nomme les /p. Chacun des pô)cs
attit-f- ce que l'autre repousse; eux seuls sont actifs, c'est sur eux
et par eux que s'exercent les actions magnétiques.

L assertion traduit grossièrement )es f:uts; eHc s'évanouit de-
vant un examen attentif. Les fragments d'un aimant sont des ai-
mants nouveaux et, si nombreux qu'i)s soient, chacun, connue
)'aimant primitif, sembic présenter deux pôles. Ln aimant es)
)'.<ssemh)age de mo)écu)cs aimantées dont )es actions coexistent.
~\ous n'observonsque des résultantes.

Les forces sont en nombre inuni; si chacune d'eHcs était
connue, les régies de la Statique pct-mettraicut de tes composer.
C'est )c problème inverse qu'i! faut résoudre. La résultante est
donnée par )'obscrva)ion,i!faut eu déduire iescon.posantcs. !.a
'-épouse, on !esai), est indéterminée.faut procéder par conjec-
tures et deviner !cs principes quêteurs conséquences rendron)
vraiscmb)ab!e-



Coulomb, pour obtenir une première solution, a considéré
d'abord les aiguilles aimantées et les barreaux agissant sur eltes

comme réduits à leurs potes. Sans s'arrêter aux objections trop
évidentes, il a pu, par l'étude des oscillations et par l'emploi de
la balance de torsion, conclure que faction, <?/;<< les ~o/c.ï //M-
y/t<~<yMc~ est: inversement proportionnctte au carré de la dis-
tance.

Ce premier résultat, érigé en principe, est appliqué aux moté-
cutes magnétiques. Chacune possède deux pôles de propriétés
contraires. Telle est t'hypothèse de Coulomb. La concentration
du pouvoir attractif ou répulsif en deux points mathématiques est
aussi difacde à admettre pour les molécu!es que pour le corps
entier. 11 faut accepter la fiction. Les pôles des molécules sont
eux-mêmes la traduction d'une hypothèse. On suppose dans
chaque molécule une réunion de deux fluides magnétiques doués
de propriétéscontraires ces fluides sont Identiques, quanta )a loi
des attractions et des répulsions, aux fluides électriques admis
dans la théone de l'Electricité statique; mais il faut faire entre
eux une distinction importante. Les deux électricités, quand elles
sont séparées, peuvent se transporter à travers un conducteur et
en occuper la surface; les uuides magnétiques; au contraire, ne
quittent jamais la molécule qui les contient, ds se séparent,
mais pour rester infiniment voisins. Aucune influence ne peut les

transporter d'une molécule à l'autre. On n'explique pas cette in-
surmontable résistance, elle est la donnée du problème.

70. Disons d'abord comment l'hypothèse de deux uuides en-
fermés dans chaque molécule, et pouvant s'y répandre, cstéquiva-
lente à celle de deux pôles.

Les fluides de nom contraire sont, par hypothèse, en quantité'
égale. Chacun d'eux, quand ils sout séparés, forme une masse de
dimensions infiniment petites, don) les éléments attirent ou re-
poussent avec une intensité inversement proportionneuc au carré
de la distance !es moléeu)cs magnétiques sur tesque!)cs ils peu-
vent ag)r. LacUon exercée sur une molécule se trou\e ainsi la



résultante de deux autres que l'on devrait, a une première ap-
proximation, regarder comme égales et directement opposées,
détruites par conséquent l'une par l'autre. H faut pousser l'étude
plus loin une masse de très petit volume, agissant sur un point
dont la distance est grande par rapport aux dimensions du corps
attirant, peut être remplacée par une masse égale réunie au centre
de gravité. Les centres de gravité des deux fluides sont distincts;
la molécule pourra donc être remplacée par deux centres d'action
infiniment voisins qui joueront le rôle de pôies, et il suffira, pour
définir )'état magnétique d'une molécule, de donner la grandeur
et la direction de la ligne qui joint les pôles ainsi que les masses
magnétiques de signes contraires placées aux deux extrémités.
Une difficulté se présente; ces pôles infiniment voisins P et P',
agissant l'un par attraction, l'autre par répulsion sur un point M
dont la distance est considérée comme infinimentgrande par rap-
port à PP', feront naître des forces dont la résultante est infini-

ment petite par rapport aux composantes. Les forces émanées
des pôles positifs, s'il était possible de les isoler, produiraient
donc une action infinimentgrande par rapport a celles que nous
observons. Cette conséquence de la théorie de GotilomL est in-
contestable mais les fluides, d'après cette même théorie, sont
inséparables et les forces infimes ne se produiront pas.

71. M importe de chercher quelle loi nos hypothèses sup-
posent a 1 action d'une molécule aimantée, lorsque, sans distin-

guer deux pôles, on la considère comme un centre d'action.
Soient il. et u. les masses magnétiques qu) pourraient,d'après

nos hypothèses, remplacer la molécule; P et 1~ tes positions inu-
mnient voisines qu'elles occupent; M la position d'un pôle ma-
gnétique de masse unité repoussé par P et attiré' par P'. L'ac-
tion du centre P a pour potentiel – le potentiel de la force

,))tr.t<'))ve émanée de 1' est – '––, (''tant ta ddiérence des
o/'

distances i"M et PM. Le potcntict de la molécule es) donc

l'"l L.'r ~<'



Si 1 on nomme /< la distance PI'' et l'angle de PM avec cette
ligne des pôles, on a évidemment

~==AcosO.

Le potentiel de la molécule est. donc

~.AcosO

il ne dépend, on le voit, que du produit, Au., que l'on nomme le
/MO/KC/!< M~/M~He de ta molécule. NI la distance infiniment
petite /<, ni la masse infiniment grande ne sont accessibles à

nos observations ni à nos calculs; le produit Au., du même ordre
de grandeur que te volume de la molécule, entrera seul (tans les
f'ormutes. Les aimants, si ce produit était d'un ordre plus petit, ne
produiraient pas d'action observable; si ;j.A était infinimentgrand
par rapport au volume de la molécule, les actions seraient Infi-
nies.

72. Le potentiel V dépendant de l'angle fi n'est pas une Fonc-
Don de la seule distance r, les surfaces de niveau d'une molécule
magnétique ne sont pas des sphères concentriques, et l'action
exercée sur un pôle magnétique n'est pas dirigée vers ia mo!écule
attirante.

Considérons une molécule pkcée a l'origine 0 des coordonnées
et dont la hgne des pôles soit dirigée suivant l'axe des X, <7 dési-
gnant le moment magnétique (Ti); le potentiel est

?_1" -7~'

Les composantes de l'action exercée par ta motécutc sur un
pote positif de masse unité sont

Y.<
Y ~rX.



Si l'on suppose .p == o, Y et Z sont nuls, se réduit, a –
L'action exercée par une molécule dans un plan perpendiculaire
à l'axe d'aimantation est. perpendiculaire à ce plan et inverse-
ment proportionnelle au cube de la distance.

Si l'on suppose y e)..3 nuis, Y et X sont égaux à zéro, et la force
dirigée dans le sens de l'axe des X, c'est-à-dire dans le sens du

ravon vecteur, se réduit à

=- – –

EUc est inversement proportionnetie au cube de la distance:
mais, à distance égale, t'intensité est deux fois plus grande que
dans la direction perpendiculaireà l'axe.

Si l'on place le point attiré dans une direction désignée, c'est-

à-dire si l'on se donne les rapports et et.;resteront con-

stants, les actions exercées sur les diuerents points d'une droite
passant par la moiécule attirante sont parallèies entre elles. Leur
intensité est encore inversement proport!onnei!e au cuhe de la

distance.

73. Cherchons l'action d'un barreau magnétique aimanté de
forme quelconque, considéré comme une ligne infiniment mince
dont les étéments sont aimantés dans leur propre direction avec
un moment magnétique proportionnci a leur !ot)gueur. Le po-
tentiel d'un élément ds sur un point quctconquc M aura pour ex-
pression

K<A'cf~f)

désignant la distance du point M a fA' et t'ang!c de ccHe !ign~

avec f/ On a, x, v étant !cs coordonnées du point M,

–– X f/;7' )' f/)' Y
r.t,sf) .1.< <S

Le potentiel <!e étément f/.s' se réduit donc a

-f.C.r~ X)f<.7' ,-(~' ~)~t (-!':)~~



Le potentiel de la ligne aimantée, intégrale de cette difïctcn-
t!e)!e,est <Kf–––

~t/

/-2 et étant les distances au point M des extrémités de la ligne
aimantée. Cette ligne a même potentiel et, par conséquent., même
action que deux masses K et –K placées aux deux extrémités.
qui, par conséquent, joueront te rôle de pôles, sans que rien révè!e
dans les actions de la tigne aimantée le nombre infini des forces
nuses en jeu.

74. La déHnitton de l'état magnétique d'un corps exige, pour
chaque motécule, la connaissance de la direction de l'aimantation
et celle du moment magnétique; cela fait, en tout, trois données
deux pour définir la direction, la troisième, pour le moment ma-
gnétique qui, divisé par le volume de la molécule, peut être
nommé l'?<<?~{'~ <~<? ~'a~Ka/to/t. On peut, comme s'il s'agis-
sait d'une force, réduire les données à trois composantes K,
c'est-à-dire aux projections sur les axes d'une force égale au mo-
ment magnétique u.A et agissant dans la direction de l'aimanta-
tion. Un élément magnétique dénni par les trois composantes œ,
p, y agira en toute circonstance comme s'il était la réunion de
trois autres, aimantés dans le sens des trois axes et ayant pour
intensités x, ~3,

Le potentie! (71) de la molécu!e étant

V
'j. f'n~f)f)L_

en nommant les angles de t'axe magnétique avec [c.s axes
des coordonnées, ;r, y, les coordonnées de la mo!écu!c et .r' )

celles du pôle sur !equcl elle agit, on a

cosf) '~– (.,is). ~21 (.s.~ ~(.ns~:
y

p.'r conséquent,

~.Acos). .f' ~l' .X .t' ~<('()-<
7"'



Ces trois termes sont les potentiels de trois motécutes dont tes
moments magnétiques seraient j~-AcosA, pL/;cosu., u.Acos'~ ai-
mantées, la première, parallèlement à J'axe des X; la deuxième,
paral'ètcment à l'axe des Y; la troisième, paraHèlement à i'axe
des Z.

75. Quoique la déunition d'un état magnétique exige seule-
ment la connaissance de trois fonctions x, p. y, connues pour
chaque point du corps, la recherche théorique de cet état est un
problème à six inconnues. I) faut introduire et trouver six fonc
tions de trois variables. La théorie ne fournit que trois équations,
et. comme Fa remarqué Poisson, si l'on n'introduit pas d'hypo-
thèses nouvelies, le probième est insoluble.

L'ignorance où nous sommes de la forme des molécules est la

cause de cette contradiction apparente. La forme des moiécuh-s
mnue sur la solution du prob)ème, et, cette forme restant incon-
nue, on manque de données sufusantes.

Pour déterminer l'état magnétique d'une molécule, on suppose,
en effet, queues nuides qu'elle renferme soient séparés dans i'état
d'aimantation et distribués, comme le fluide électrique dans h's
conducteurs, à la surface de la moiécuie. La densité qu'!) doU
prendre en chaque point sera telle que, dans l'intérieur de la mo-
lécule, les points ne soient solicités par aucune force. Ces forces,
en effet, agissant en sens contraire sur les deux fluides, nroeure-
raient une séparation nouvelle et troubleraient )'équ!)!bre. Te) est
le principe accepté, ne le discutons pas.

On admet, en outre, que les actions des autres molécules et
celles qui proviennent d'influences extérieures sont, dans )'!uté-
rieur d'une même mo)écule, constantes en grandeur et en direc-
tion; cela poxrraft être contesté pour tes mo)écu)es infiniment
YO)S)ncs; admcttons-)e cependant. !.a couche magnétique qu! se
h''rmcra a ta surface de la molécule devra exercer sur les points m

teneurs uue foref égate et contrah'e a ce))equi provieut des ac-
))ons venant du de!)ors; cette condition détermme !a loi des épais-
seurs et les quantités toujours égaies outre et!es de ehacuu des



deux fluides. Mais la solution du problème, fort difficile en gé-
néral, dépend de la forme supposée à la molécule. Cette forme
étant connue, on pourrait déterminer la direction et la grandeur
de l'aimantationen fonction des forces nui agissent dans l'Inté-
rieur de la molécule et que cette aimantation doit détruire, ces
forces dépendant de l'aimantation des autres molécules.

Les équations qui expriment l'équilibre intérieur d'une molé-
cule sont au nombre de trois, puisqu'il faut exprimer que les trois
composantes totales de l'action sont nulles; ces équations établi-
ront les dépendances nécessaires entre les trois fonctions qui dé-
finissent l'aimantation de chaque molécule, mais à la condition
que la forme et l'orientationde chacune soient connues. Les forces
constantes en grandeur et en direction exercées par la couche
magnétique d'une molécule et les actions exercées sur les points
extéDeurs par la même molécule n'ont entre elles, quand la forme
est inconnue, aucune relation nécessaire. La difficulté se rattache,

on le voit, la remarque faite (6) les actions d'une surface infi-
niment mince sur les points extérieurs et sur les points intérieurs
sont des fonctions absolument din'érentes, entre lesquelles n'existe
aucune dépendance générale quand la forme de la surface reste
inconnue, ainsi que la loi des densités.

La définition d'une molécule magnétique remplacée ainsi par
une couche attirante exige alors six éléments; trois d'entre eux
tont connaitre l'action sur les points extérieurs, ce sont les com-
posantes de l'aimantation, et les trois autres, indépendants des
prcnuers, sont les composantes de l'action sur les points inté-
rteurs. Ces dernières sont fort indifférentes, cch) es) vrai, et l'on
n'a nul besoin de chercher l'action exercée a J'intéricur d'une mo-
técute magnétique; mais, en laissant cette action en dehors des
raisonnements et des calculs, on s'enlève le moyen de déterminer

atm.tnt.uton d'une mojéculc en fonction des int)ucnces qui agis-
sent sur cHc.

76. Poisson, après avoir rencontré cette difficulté, croit pouvoir
) écarter en supposant !es mo)écuh\'i sphériqucs. Les actions sur



les points extérieurs et, sur les points intérieurs sont alors liées les
unes aux autres par des relations (6) connues et indépendantes de
la loi des densités à la surface de la sphère. On fait remarquer,
pour jus'iuer cette hypothèse, qu'une sphère de fer doux se com-
porte de la même manière, quelle que soit la position qu'on lui
donne autour de son centre. Si les molécules n'étaient pas sphéri-
ques, leur orientation par rapport aux directions des influences
magnétiques serait changée, et les phénomènes dépendraientde ta
manière dont la sphère est placée.

On peut adresser à ce raisonnement deux objections trè~
graves.

Quelle que soit la forme des molécules magnétiques, te corps
n'étant pas cristatfisé, il faut tes supposer orientées par le hasard
et d'une façon it-régutière. Les effets observés dépendront d'une
orientation moyenne, et il n'est nuttement étonnant qu'en faisant
tourner la sphère autour de son centre la compensation due auhasard se retrouve toujours à peu près la même. Il n'est pas sup-
posable, en second lieu, que, dans un corps solide, les molécules
tournent en même temps que le corps, indépendamment des ac-
tions qui s'exercent sur elles. Les motécutes vibrent et tournent
probablement, les physiciens l'admettent sans hésiter quand ils
dissertent sur les phénomènes calorifiques. Les distances d'une
moléeutc à celles qui l'entourent sont supposées très grandes par
rapport a ses dimensions. Poisson trouve cette hypothèse com-
mode, indispensable même pour traduire en équations les condi-
tions qu'i) veut exprimer. It est difficile d'admettre que, sphérique
ou non, cette motéeute, isolée a une distance de toute autre im-
mense et comme innnic par rapport à ses dimensions, ne puisse
pas tourner autour de son centre de gravité sous t'influence des
forces magnétiques qui s'exercent sur elle, et cette rotation peut.
quelle que soit. )'o)-!en)at!o))dc ta masse, maintenir t'éta) magné-
tique invariable par rapport aux forces dont «n étudie t'achon.

77. Sans nous nr['ct.t;r.')t.i)'cchcr(;hr,)-ccHc)ncn~!)).)<'(-c-.s!!))('
!cat'L(tct'et.)tm~r)e)i([nc<.t'uncf's.S()t)nn'su(icsi,d)m.ncc.



données, nous étudierons les en'ets du magnétisme terrestre sur
un corps dont l'aimantation est supposée connue et permanente.

L'action exercée sur une aiguille aimantée autorise l'assimila-
iion du globe terrestre a un aimant. La grande distance des molé-
c'des de cet aimant permet de regarder tes actions exercées sur les
éléments d'un même corps comme invariables de direction et
d'intensité et produisant sur chaque molécule un couple dont la
lorce est de direction déterminée, celle du c/<M/) w.e<MM<'
terrestre.

Tous les couples, quel que soit leur nombre, quand ils sont
<7/t<yH~ H M/: co/y~ .!o~'<r/~ se composent en un couple résu!-
tant qui peut les remplacer. Ceux dont nous parlons sont-ils ap-
phqués à un corps solide? La question peut sembler singulière
quand il s'agit d'une masse de fer ou d'acier. On doit se deman-
der, cependant, si les motécutes qui vibrent et tournent sur elles-
mêmes d'âpres les théories acceptées sont récHement. solidaires,
comme les parties des corps solides idéaux auxquels s'appli-
quent les théorèmes de Statique. Les molécules ne sont pas indé-
pendantes, cela est certain les corps solides, sans cela, n'existe-
raient pas. Le lien qui les unit permet-il de considérer les forces
appliquées à l'une d'elles comme appliquées a un corps rigide
dont elle ferait partie? L'expérience confirme tcsrésuhats obtenus
en l'admettant. Les forces exercées sur un aimant par le magné-
tisme terrestre se réduisent effectivement un couple; un barreau
d acier aimanté a le mcme poids qu'avant l'aimantation; l'en-
semble des forces exercées sur lui n'a donc pas de composante
verticale.

Ln corps aimanté étant suspendu par un fil, dans la position
d'équi!!bre !e fil est vertical il n'y a donc pas de composante ho-
rt/.ontafe.

Les actions de la Terre sur une masse aimantée se réduisent,
par conséquent, a deux forces égales et contraires.

Le couple formé par ces forces peut être renqnacé par tout
autre de même momcn) s~tué dans un p):)n paralh'')c. La connais-
saucc du pfan du couple et d<' la grandeur de son moment serait



donc le sent résultat possible des expériences faites sur t'equitibre
ou te mouvement du corps aimant sous l'influence du ma~nc-
t'sme terrestre.

S) l'on déplace te corps, le couple changera; les deux forcer
egatcs et opposées conservent la même direction dans l'espace, nui
est cette du champ magnétique terrestre, et les deux points d'appli-
cation, qui sont les centres de gravite des masses magnétiques po-
-s.tfves et négatives, conservent la même position dans le corps.
Les forces magnétiques égates et opposées appliquées à chaque
molécule restent parattetes à une direction fixe, et, quand on fait
tourner le corps, tes points d'appbcationde la résultante des forces
parattetcs conserverontdans le corps la même position rotative.

Le couple des forces magnétiques, dans les diverses positions du
corps, est donc parattetc à une droite invariable dans t'espace
c'est la direction du champ magnétique terrestre; et à une tionc
invariabie dans le corps c'est la direction de t'axe d'aimantation.

Laxedaunantation est une droite de direction déterminée.
mais de position arbitraire. La deGnition convient à toutes t.'s
lignes parattetes dans te corps. ]t existe, il est vrai, si la theorif-
dc CouJomb est admise, deux points détermines et infiniment
voisins dont la distance forme te bras de levier du
couple magnétique résultant des forces terrestres. Les forces (tu;
doivent agir aux extrémités de ce bras de tcvier infmimcut petit
seraient de grandeur infiniment grande; mais t'élude du couple
n'e.st accessible que par ses effets, et. les effets dépendent scu!e
u~ent de la direction du plan et de la grandeur du moment.

Le moment d.t couple magnetifp~e exerce sur un aimant don!u'-
varie avec ta position du corps, t.esforc.es étant de grandeur con-
stante, ainsi que ta tongucur du t'ras de levier qui est ta dist.uxr
des centres de gra\itc des tuasses de magnetisnu? positif e'de )n.~n<t)smen.gatif,jema\!mumdumon)ent.(orrcspondaucas.)u
te t)rasdetevu;rest perpendiculaire aux forces, c'c.st-a-dn'e ou
t'axe magnétique du c~rps est perpendiculaire a ta dirc.'ti.u) du
ctiamp magnétique terrestre, (.désignant ce couple u~a\!tn)nn..i
tet)rasde)cvicr.dontta)f))).:ucurcstu\c,fa!tunan~:)cfi.)vcct..



direction des forces, c'est-à-dire si l'axe magnétique du corps est
mchnë de l'angle 9 sur la direction du champ magnétique, le mo-
ment du couple est Gsin~. Lorsque 0 est nul, c'est-à-dire quand
t'axe magnétique du corps est parallèle à la direction de l'aiguille
aimantée librement suspendue, le couple est nul et le magné-
tisme terrestre, dans cette position à laquelle ii tend à amener le
corps, sembie n'exercer sur lui aucune action.

78. Le couple maximum résultant des actions du magnétisme
terrestre, lorsque l'axe magnétique est perpendiculaireà la direc-
tion du champ magnétique, peut être considéré comme [e produit
de trois facteurs la distance A des deux centres de gravité ma-
gnétique, la masse du magnétismelibre dans le corps aimanté et
l'action M exercée par le globe terrestre sur l'unité de masse ma-
gnétique. Dans le produit ~.AM, chacun des deux facteurs u.A et
M peut être déterminé par l'expérience. Si l'on étudie, en effet,
successivement deux corps magnétiques, on pourra pour chacun
d eux déterminer par des expériences d'équiHLre ou de mouve-
ment les produits ~.AM, ~M, u./<, //<'étant les moments ma-
gnétiques des deux corps. Si l'on fait agir ensuite les deux corps
)'un sur l'autre, !) est aisé de voir que l'action, pour une orienta-
tion donnée des deux corps et une direction donnée de la ]i-~ne
qui réunit tes deux centres de gravité, est, pour une grande dis-
tance, proportionnelle au produit /jj.~ct en raison inverse du
cube de cette distance. L'étude de l'action mutucHe permet donc
de déterminer

Si l'on a
A) :-= “,

//U.~i X',/t'j. 3.

on en déduir.t
1.

C'est en appnqn.n~
1) ce principe1)1' qu'on a pu mesurer t'intcnsité

magnétique abso!uc du g!obc.



79. Gauss a fait dans l'étude du magnétisme terrestre une ap-
plication remarquable de la théorie du potentiel.

L'action du globe sur une aiguiHe aimantée se réduit à un
caupie. La force de ce couple, variable avec le temps en grandeur
et en direction, varie également à un même instant quand l'ai-
guille se déplace à la surface du globe.

Les théories admises par les physiciens assignent pour cause
de ces attractions des masses aimantées et des courants électri-
ques existant dans l'intérieur de la Terre. H est impossible, par
t'étude seule de la résultante, d'obtenir sur les composantes aucun
renseignement rigoureux; mais on peut, par des épreuves aisé-
ment réalisables, répondre à cette question Importante Les com-
posantes de la force exercée sur 1'aiguiHe sont-elles les dérivées
d'un potentiel?

SoentVIepotentiel de l'une des forces parallèles et égales agis-
l, d 'l 1 J" .11' ,dV <LV~L~'lés

] c<nt7-sant surl'un des pôles de l'aiguille aimantée; ~Y, tes com-
<M' f/r f~

posantes de cette force parallèlementà trois axes de coordonnées.
Si le pôle de l'aiguille subit un déplacement dont les projections
sont clx, <~)-, f~. on aura

</V f/\~Y -,– ~.y f/V ––f/.r </) r/;

Soient cls le chemin parcouru; R la force magnéLiquc; A, u.,
les angles de sa direction avec les axes, on peut écrire

~/v =- n<«'os()<777.<),

R, f/.s' étant ['angle du déplacement fAs avec la force li, et. parcof~-
séquent,

f~cos(H, f/.<),

re-xpression du travail produit par la force.
Rf/<'os(R, <) étant la diu'ércnt!enc d'unen fonction i'iut.é-

gratc prise le tong d'une cour))e fermée quelconque représeotaut
t'acerossonent de cette fonction sera égaie a xéro. L'équ.uiot)

/)! ~.s'c~s~H, ~) .=
.)~



applicable à l'intégration le long d'une courbe fermée quelconque
à la surface du globe, est donc la conséquence nécessaire de l'exis-
tence d'un potentiel.

80. Une autre vérincation très remarquable a été indiquée par
Gauss.

En chaque point de la surface terrestre, l'intensité de la force
magnétique a trois composantes; on peut déterminer chacune
d'elles directement, etd ne semble pas <r<<b/'t qu'il doive exister
entre elles aucune dépendance. La condition d'être représentées
par les dérivées d'une même fonction, lors même que cette fonc-
t!0n reste inconnue, suffit pour rendre certaines relations néces-
saires. Désignons par V le potentiel dont les dérivées repré-
sentent les composantes de l'action exercée sur un pôle magné-
tique. et tt désignant la longitude d'un point du globe et In

distance an pôle, les composantes de la force magnétique ho-
nxontale, dans le sens du méridien et perpendiculairementau mé-
ridien, seront représentées (3) paril Vl' c/VRt/f)'

Y
Rs!nf)" –~tidO- t~ ain1l ~l~

Si X est connu par des mesures directes pour tous les points
du globe, cela suffit pour déterminer la fonction V. On a

V.-V.~J~,
l'intégration étant faite sur un même méridien depuis le point
pour lequel le potentiel est V. jusqu'à celui pour lequel il est
V,. Si l'on prend pour point de départ le pô)e de la Terre par
lequel passent tous les méridiens, V. sera une constante et l'équa-
tion donnera la valeur' de V en un point quelconque d'un méri-
dien quctconque. Quoique l'expression analytique de tic soit(I('n qne conc!ue.uolque expressIOn analytidue (eIR¡

ne soit

pas connue, il sera facile de ca!cutcr par la méthode des quadra-
tures 1 intégraJe dont tous )cs éléments sont connus. Eu mesurant
la composante dans le sens du méridien, de degré en degré par



exemple sur un même méridien, on aura une valeur très ap-
prochée des éléments de l'intégrale (.). V étant connu par ce
moyen, pour deux points voisins G et G' d'un même parallèle.
le rapport

GG'

fera connaître la grandeur de la composante dans le sens de ce
parallèle, et, par conséquent l'autre composante ayant été me-
surée, la déclinaison magnétique pourra se calculer en un point du
globe par la mesure seule de l'intensité des composantes suivant
le méridien.

8t. Cette ingénieuse indication de Gauss n'a pas été suivie. La
nécessité de considérer les méridiensà punir du pôle rend en eHet
le projet irréalisable, mais il n'est nullement nécessaire de dé-
composer la force suivant tes méridiens et les parallèles. On peut,
d'un lieu quelconque, de Paris par exemple, faire partir des arcs
de grands cercles; en chaque point de ces arcs, de degré en
degré par exemple, mesurer la composante de la force magné-
tique du globe dans le sens de leur direction. Ces mesures d'in-
tensité étant connues, elles permettront de calculer en tous les
points de la France la différence entre la valeur du potentiel et
celle qui correspond à Paris. La Table de ces valeurs étant formée,
s) A et B désignent deux points voisins, le rapport

Y~-YA
.v

A!)

désignera l'intensité de la composante dans la dirc-tion AB. La
composante calculée, combinée avec celle qui a été mesurée
ferait connaître la déctinaison.

il est inutile, bien entendu, d'étendre les mesures à toute ).(
surface d'un pays il suffirait de suivre les grands cercles partant
()e Paris sur une longueur aussi grande qu'on te pourrait, mais
dans l'tutéru'ur d'un ang)c arbitraire.



CHAPITRE VIL

LES COURANTS.

HESUR;.

Aucun problème de Physique n'a été mieux résolu que ceux qui se rat-
tachent, à la production des courants. On sait. quelles conditions déter-
minent l'intensité, quelles sont celles qui la diminuent, ou t'accroissent.
comment cHe se repartit, entre plusieurs fi!s; les principes sont certains,
mais notre ignorance sur la nature des phénomènes reste complète. L'as-
sertion paraitra peut-être banale. Savons-nous micu\ ce qui se passe dans
tout autre phénomène physique? Qu'est-ce que )ac!~ateur'i'Quc! est
h- mécanismede !a pression des a:ax? Notre ignorance est-eHc moins com-
ptetc?

On peut. s'arrêter cependant plus ou moins près du point de départ.
L'esprit, habitue à certain-, mystères, cesse de s'en eton!icr.Si~ran<teque
soit. notre ignorance sur ia t!i(''orie des ~ax, quand on \oit un piston se
mouvoir, et en apprenantqu'un:;a/,eo!up!'imeh: pousse,on se croit parfai-
tement, rensci~n. nous croyons savoir ce qui se passe. Sur la nature des
courants électriques notre ignorance parait p!us profonde.

J'ai tache d'expliquer (!ans ce Chapitre ce qui est connu et certain.sans
aborder tes points sur hisqueist'i~uoranceest comp!ete. La prétention de
donner une théorie /)ia//if')a/Mc f/e /ft/x7e est inacceptat))e. Ohm.
certainement, a fait faire uu pas i~nmense, et f.c'-tav(;c justice que s~)u
nom est. compte parmi h:spius grands; mais''npjdicationdncatcn!a
ret.ndedciapropa~a!.ior)dc!'eh'ctrieIteestunete!)ierite:riuipossib!Hte
de faire mieux ne !a Justine pas. L'assitnitation a !a théorie de la citateur.
(pu est au fom) toute !a doctrine de Ohn~. ;i'est nuih'ment satisfaisante.
t'ourqnoh si ~es principes SLH)t!es mêmes, b;s faits sont-ils si différents.'
De que! dro~t de p!us app!iq!!e-t-0!) au poteutiei dans ie cas du courant
les résultats dc~uontreS(!ans)e('MS()'cquitibre?Les !o!'des.~c)i(~nsmu-



)ue)ies ne sont plus les mêmes: est-il permis de faire comme si on t'igno-
rai!.?

Je n'ai rien dit du régime variable des courants. Leur étude est indis-
pensable, je le sais, à la Télégraphie sous-marine; cefa n'autorise pas à
adopter des théories mathématiques dont la base n'a rien de solide.
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pour caractériser un courant. 85. L'intensité dépend de la force électromotrice
et de la résistance. –86. Elle est, dans une portion quelconquede conducteur,
lc rapport de la différence des potentiels extrèmes à la résistance de la portion
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82. L'ëgahté du polent.Iet en tous les points d'un même con-
ducteur est la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre
électrique. Si l'on réunit par un fi~ très fin une petite sphère mé-
tallique isolée avec les différents points d'un même conducteuren
équilibre, la charge, et par conséquent le potentiel de la petite
sphère, est indépendante du point choisi et de la densité de la
couche en ce point. Cette densité peut changer de grandeur et de
signe dans les limites les plus écartées; )e potentiel. ne change
pas.

Le fil conducteur traversé par un courant échappe a cette toi.
Le potentiel, constant en point quand rinteusih'' du cou-
rant ne varie pas, n'est pas !e tncme en tous les points du fil.



La théorie n'est pas en défaut; une cause incessante trouble ici

l'équdtbre et maintient la différence de potentiel, malgré la re-
composition continue qui tend à la faire disparaître. Si la pile

cesse son action, le courant s'arrête aussitôt.
Nous n'avons à décrire ni les piles ni les machines qui peuvent

tes remplacer. Ces appareils ont pour caractère commun d'impo-
ser une différence de potentiel, ou, comme disait Votta dans un
langage qui valait mieux, une différence de tension en deux points
que l'on nomme les pôles de la pile ou les bornes de la /?<c.cc/tt/z<

Le mot tension paraît préférable à celui de potentiel, parce que
le mot potentiel a déjà nguré dans l'étude de l'électricité statique
et la définition qu'on en a donnée n'est plus ici applicable te po-
tentiel était pour nous, en un point, la somme des masses élec-
triques divisées par leur distance au point considéré. Laconsidéra-
Uon de cette somme n'a plus aucun sens quand l'électricité est en
mouvement. Les lois des actions échangées sont tout autres.

Une pile dont les pôles ne sont pas unis par un conducteur ou
comme on dit, n'est pas fermée présente, comme une bou-
teille de Leyde, deux surfaces conductrices de tension inéga)e.
Lorsqu'un Ht conducteur réunit ces surfaces, l'analogie fait pré-
voir une décharge de même nature que celle d'une bouteille dont
on réunit les armatures; beaucoup moins forte, toutefois, car les
piles les plus énergiques montées dans les laboratoires produisent
entre leurs pôles une différence de tension dix ou vingt mille fois
moindre que celle des armatures d'une bouteille de Leyde faibh'-
ment chargée. Mais il faut signaler une différence importante
quand une bouteille de Leyde se décharge, la durée du phéno-
mène est inappréciable, )'équiHbre des tensions se rétablit In-
stantanément la pile, au contraire, reste chargée, I'Inéga)ité des
tensions se maintient et le courant est permanent, Il faudrait,
pour maintenir la similitude des deux expériences, qu'une puis-
sante machine put charger ta bouteille de Lcydc aussi rapidement
qu'cttf' se décharge.

83. Les actions par un courant dépendent de son



m'ensité. Chacune d'cHes, mécanique, physique ou chimique, peut;
servir de mesure. Quand deux courants places dans les mêmes
conditions exercent des actions égaies sur un pote magnétique, on
est assuré qu'ils attirent ou repoussent égaicment les éléments
d'un autre courant, qu'ils produisent les mêmes décompositions
chimiques et font naitre, quand ils traversent un même Cil, d'é-
ga)es quantités de chaleur. On dit alors qu'ils ont même inten-
sité. Chacun des effets produits, à l'exception du dernier, l'échauf-
fement du fil, est proportionnct à l'intensité. La quantité de
chateur dévetoppéc est proportionnelleau carré de j'intensité.

On pourrait, bien entendu, renverser les rotes et définir l'in-
tensité par la quantité de cha)eur développée dans un fil donné
pendant l'unité de temps. Les autres actions, si l'on adoptait cette
déunition, seraient proportionnelles à la racine carrée de )'in-
tensité.

8~. Pour prévoir les effets d'un courant et définir le courant
iul-même, il semb[era!t, d'après ce qui précède, qu'il suffirait
d'en faire connaître t'intensité. Les physiciens l'ont cru peut-être
au début des études é!ectrodynamiques; c'est par i'intensité des
courants mis en action qu'on caractérisait les phénomènes étudiés.

La théorie n'est pas aussi simple. Les actions exercées chan-
gent l'intensité, et l'on doit, pour connaître un courant, savoir
non seulement quelle est son action initiafe, mais comment l'in-
tensité est changée par l'effet du travail accompli.

Un lévrier peut suivre et devancer un eheva) et transporter
avec la même vitesse que lui un fardeau de quelques grammes. Si
l'on en concluait qu'étant égatement agites ils pourront, attetés a

des charrettes pareilles, rendre tous deux tes mêmes services, on
commettrait une méprise analogue.

Deux données indépendantes t'unc de t'antrc doivent servir a
définir un courant t'intcnsité ci, la force étectromotriee.

On dit quctquefois L'intensité d'un courant est proportion-
ueHe la force éjectromotriee. On a raison de le dire.

~ous disons cependant, et nous avons droit de te dire L'in-



tensité et la force électromotrice sont deu\ grandeurs mdépen-
dantes)'uncde)'autre.

L'explication est. aisée; il suffit de préciser.
L'intensité d'un courant est proportionneHc a la force éiectro-

motrice <yMa/ï< force e/ec<oy?~<? eAaH~<'<~< .~u/<?~ le

C0f/f< traverse K/t 7Ke/MC ~<CM~.

L'tntcnsit.eestmdependarit.cde!a force e~cct.ronoh'tce quand,
ceHe-ct étant connue, o/t /<c .«'«< /eK .!«/' la Jc/f'/K~OK <r/« ct/
C'K~COK/'M.

L'omission de certaines t;ondit!ons sous-entendues peut intro-
duire dans le langage géométrique des contradictionsd'apparence
semblable.

La surface d'un rectangle est propor).!onne!)e à la base on
sous-entend que ia haut.cur est donnée.

).n surface d'un rectangle est indépendantede !a base on sup-
pose la hauteur indéterminée.

85. L'intensité d'un courant est détermjnée par la force (~ec-

tromotriceet par la 7'&SM/a/:c<? du circuit.
La résistance est, par définition, le rapport de la force é!ectro-

motrice à l'intensité elle varie avec la nature du méta), la lon-

"ucur et )a section du fi) parcouru par le courant. En aHongeant !e

fil, en le rendant plus mince, on augmente la résistance et, toutes
choses éga!es d'ailleurs, !'intens!té diminue.

S! )'on nommc L la force <ect)'omot)'!ce, ) mtensité, on a

(~ H.

Cette dénnition de la résistance suppose, ))icn entendu, un

théorème que l'expérience justifie

Zo/SY/H') /Me <f'~f< ~.S'< /')~('0<< /)~ f/CA' COH''Ï'?/.S' <~H/Y~M<
C/CC/0//<C'<Ct'.

86. )~af<))'c,eé!cc!romotriced'une pi!e ou d une mac)uu<'pro-



ductrice de courant est la diiTérencc de potentiels produite par la
pile ou par la machine lorsque le circuit n'est pas fermé. Si l'on
vient à réunir les pôles; le courant naît immédiatement, plus ou
moins intense suivant la résistance du fil de jonction. Dans tous
les cas, la différence des potentiels diminue. Deux influences
contraires sont en présence le fil conducteur, en unissant les
potes de tension différente, tend à faire disparaître et feraitt
disparaître immédiatement la difTérence de potentiel; mais fa ma-
ctune ou la pile tendent à la maintenir. La différence, dans J'état
permanent qui s'établit, est Intermédiaire entre la différence pri-
mitive E égale à la force électromotrice et la différence nulle qui
s'obtiendrait immédiatement sans l'inlluence continue de la pile.

En nommant R, la résistance du fil qui unit les pûtes, si, pour
faire usage de la formule (r), on représente t'intensité par

<') .==~

K, doit désigner non la force éiectromotrice de l'appareil, mais la
di(Térence des potentiels pendant le passage du courant.

87. En nommant E la force étcctromotricc de la p!)<- ou de la
machine, c'est-à-dire la. différence de potentiel qui précède réta-
hlissement du circuit, la différence E, qui doit servir de numéra-
teurla formule(:), étant plus petite que E, peut ètrc représentée
par E–.r; est naturet de supposer les quantités d'éiectr!-
<'ué séparées dans un temps donné proportionnelles à la diffé-
rence .r. laquelle elles s'annuicnL Quand la pile est ou-
verte, en eu'ct, .y est égal à zéro et aucune quantité d'éJcctricité
n'est mise en )it)erté la quantité d'éiectricHé séparée par l'action
dc)a pile ou <)e la machine pendant ['unité de temps peut donc
être représentée par G.r; c'est cHc qui traverse !c fil. On !a re-
garde, sans j)rcuvc il est vrai, comme proportionm'he a rinteosité'
du courant nous écrirons eu conséquence

<'f,1
<

< étant une constante.



On conclut de (3)

E E
.-K.GCI "R, ~Y

s

G

t'intensité d'un courant est donc, si l'on admet ces !)ypotuèses
très plausibles, mesurée parie rapport de la force électromotrice E

à La résistance H, du Cil, augmentée d'une constante – Elle est, la

même que si la résistance du fit recevait cet accroissement

que l'on nomme, pour cette raison; Ja/'M~<<r<ce </</c/«?M/c de
/'<?/Y?f<e< Le courant, après avoir parcouru le fit qui réunit les
pô)es, est considère comme traversant ensuite la pile ou l'appa-
reil, quel qu'il soit, qui le produit et l'entretient. On est conduit

ainsi à regarder la résistance du circuit comme composée de deux

parties l'une est la résistance R, du fil; l'autre, est dite la

/-p.!M<f</tc<? c/e /« pile. Si on la représente par H, l'intensité 1 du
courant produit par une force électromotrice E est

.J
'-R~n-

R Il
La démonstration qui précède, comme toutes celles que l'on

peut faire dans ['étude de ces phénomènes dont le mécanisme est
inconnu, manque évidemment de rigueur. Quelle que soit la ma-
uièredont onjustiue la formule (/i), l'expérience a prononcé en
sa faveur.

Lorsque, pour une même force éicctromotrice,c'est-à-dire pour
une même pile moutéc de la même manière, la résistance K

croit en progression arithmétique, l'inverse de l'intensité croit
ette-même en progression arithmétique.Nous devons dire suivant
quc!le loi varie la résistance d'un conducteur.

88. La réststance d'un fil de substance donnée est proportion-
nette à la longueur e) en raison inverse de faire de la section ei)e
est proportionneiie, de pius, a un cocnicient spécifique. vat'i<d)!c
d une substance a l'autre.



Le métal qui, a section égale, donne la moindre résistance est
t argent; le cuivre vient ensuite; la résistance du fer est cinq fois
plus grande environ que celle du cuivre pur.

89. La pile ou la machine qui produit le courant fait, pour
l'entretenir, une dépense de travail proportionneue au produit de
l'intensité par la force électromotrice et par le temps pendant
lequel l'action se produit. On choisit les unités de telle sorte que
la proportionnalité devienne une égalité.

Une pile, par exemple, se compose de éléments dont les
forces électromotrices s'ajoutent; la force électromotrice totale
est donc proportionnelle à La dépense de travail chimique, la
même dans chaque élément d'après une loi de Faraday, est aussi
proportionnelle à Il et, par conséquent, à la force électromotricc.
Elle est proportionncticaussi à l'intensité, car le travail chimique
d'un courant dans un bain qu'il traverse est proportionnel à son
intensité. La dépense étant proportionnelte à ces deux quantités
indépendantes t'unc de l'autre, la force électromotrice et l'inten-
s<té, est, pour une pile de nature donnée, proport!onnc!)e a leur
produit. L'expérience démontre le principe pour des piles de na-
ture difTérente. Le travail dépensé parditfét'cntes pi!cs est, pour
une même intensité, proportionne) à la force étectromotriee c),
pour une même force éjcetromotrice, proportionnel a !'intcnsi)e
du courant. Le théorème, apphcahic aux machines produc!r!ces
de courant, résulte rigoureusementde la théorie de ces machines
dont sa démonstration ne peut, évidemment, précéder !'étude.

90. Le théorème qm précède est fondamcnt.d. On peut renon-
cer en disant

A'f~,<?/e < (w<?/; /s'< le /)/'< /f? /'e.;<A'e H

/f' <'<c </<' /r'.
)'.n nommant, en cffc), )~ la force éjcetromotrice, on a

E

p.o' eonst''qucn), !e produit )'~ est é~)! a m~.



Ce beau théorème, qui s'applique M une portion quelconque de
courant, a été démontre expérimentalementparjouie par la me-
sure de la quantité de cbateur développée pendant, l'unité de
temps par le passage d'un courant d'intensité 1 dans un fil de ré-

Trisuuice R.
On a prétendu démontrer directement le théorème de Joule par

tes principes de [a Mécanique. La démonstration ne parait pus
acceptable. H faut cependant )a rapporter ici.

Considérons un conducteur dont la résistance soit R. Un cou-
rant le parcourt, !e potentic) en un point, est V, la molécule é)ec-

trique <'A-< ~OM.M'ge c/<r<M.! /c M/ </M <'o<<r< ca/' M/~c
/o/T'c '–,trJcIue est pOlissee G ans e sens ( II pal' .0l'ce <

étan! ):t iongueur du conducteur; si /M désigne !a masse de cette
mo)écu)e, le travait est

/?<<
et, pendant qu'eite parcourt !ee

tt!. te travad tota) est par conséquent

/M(V~– ),

et (''tant les valeurs dn potentiel aux deux extrémités. Si Ai

es! ia masse totale d'é!ecH-icité H'a\ersant le fil dans runité de
temps, fe trava!) dé'veioppé sur cette masse par les forces électri-
ques est donc M(V~– V, ); mais on a, ). étant j'intcnsité,

V,"1 ""H"
On admet, de plus, que ia masse M représente Fintcnsité; on a
(lunc:

Ah V,– H)'.

Cette démonstrationest dig'ne de remarque, mais )cs objections

sont graves. ),a force qui so!hc!te masse est-elle 7~–? On

fa!), en !e supposant, uncconrnsion er~rc !cs deux. significations
<iu mot j)otcn)ic! (~), (8~). Le courant, consiste-t-i! dans )c trans-
))0)1 <)'une masse ék'ctrique?Cette niasse repr<sente-t-'e!)c !'intcn-
~~é? )) est mqx)ss)!)k' de faire a ces questions une réponse ou!
soit motivée.



9). Les deux formutes Et et HP qui représenteat l'énergie
d'un courant sont identiques. H est inutile d'insister sur in grave
erreur que l'on commettrait en concluant de l'une que le travail
dépensé est proportionnel à l'intensité du courant, et de l'autre
qud t'est, à son carre. Les trois étémcnts caractéristiques d'un
courant sont liés par une équation E-==RL Pour connaitre !e
travad nécessaire à !a production du courant, il suffit de connaître
deux d'entre eux; on en déduira une expression indépendante du

troisième. On peut exprimer ta dépense de travai) par H ne
faut pas dire pour cela qu'eiie est indépendante de l'intensité L

Pour entretenir un courant d'intensité f dans un circuit de ré-
sistance R, il faut dépenser par chaque seconde un travail équi-
valent au produit Rp. Le régime permanent étant étab! aucun
changement ne se produisant dans i'état électrique du fil, on doh
se demander ce que devient te travail dépensé. Il semb!era!t con-
tra<re aux principes admis et toujours confirmés par l'expérience
de voir un travad employé a maintenir un état permanent sans
production d'aucun changement mécanique ou physique.

Le travai) dépensé R[~ se transforme en chatcur.
D après de hc))cs expériences de Joule, un couran) qui traverse

un f1) dévc)oppc, pendant chaque seconde, une quantité de cha-
leur proportionnc)!c au produit IU~ de la résistance par !c carr;
de l'intensité cette quantité de chakur équivaut au travail dé-
pensé pendant le même temps pour entretenir le courant. I! faut
remarquer que le produit HP, représentant la quantité de cha-
)cur dévcfoppée dans )c circuit, ne fait nuHemcnt connaitrc la
température à )aque))c le fi! sera porté. L'équilibre catorinque
exige que le (i[ reçoive, a chaque instant, autant de cha!eur qu'ii
en perd. La connaissance de la quantité de chfueur donn<e au h)
n'est qu'un des termes de f'équation qui do!) déterminer )a tem-
pérature. t) peu) .-c faire qu'ion courant de petite intensité porte a

une température é!cvéc un fil entouré de substances peu conduc-
trices, et qu un courant beaucoup plus intense produise sur ce
même hi exposé a )'air un éch,)uf!ement beaucoup moindre.



U2. L égalité constatée entre le travail nécessaire à la produc-
tion d'un courant, et la quantité de chaleur développée dans le
circuit semble rendre impossible l'application d'un courant à la
production d'un travail. Si le travail dépensé est converti tout en-
tier en chaleur, comme l'indique la loi de Joute, aucune portion
'te l'énergie ne restera disponible pour produire un autre travail.

Les faits démentent cette conclusion. Un courant, on le sait,
peut décomposer un bain métallique et, par )à, produire un tra-
vad; attirer un aimant ou agir sur un autre courant en produisant
des eSets mécaniques qui chaque jour sont utilisés.

L'explication est fort simple. Le courant qui travaiUe perd une
partie de son intensité. Cette diminution est le résultat d'une
torce étectromotrice inverse qui prend naissance et se retranche
de cette qui produit le courant.

Supposons une pile ou une machine produisant une force élec-
tromotrice E. Soient 1 l'intensité et R la résistance du circuit. Le
travad dépensé pendant, chaque seconde est EL la chaleur engen-
drée est RI~. On a

<tï )~=RP.
On emploie le courant a produire un travai!, l'intensité dimi-

nue et devient I'. Soit f la force éieetromotrice inverse développée

par ce travail. on aura

li

L'mtenstté étant devenue f, Ic travail dépensé est K)\ au ticu
de KL

Le travait produit par un courant diminue, par un paradoxe
smguhcr de Mécanique, le travail nécessaire pour 1 entretenir. La

chateur communiquée an fit n'est )dus, d'âpres la loi de .)ou!e,

que )U~.
0;' n' ptus

Kt tu'
m,us !))en, cotmnc on h; dé'h~t. de t'équation ('')i

m rt.



On peut. donc faire deux parts dans le travail dépensé K!'
i une est le travail converti en chaleur; l'autre, gl', représente le
travail utilisable.

Le terme RI~ n'étant jamais nu!, le travail produit est toujours
moindre que le travail dépensé, et ta perte M~ sera d'autant plus
grande, en valeur absolue, que ie courant sera plus intense.

93. W. Thomson a ingénieusementappliqué les lois précédentes
à la solution d'un problème très intéressant

~Me~ </M/Me~/e co/tt'M/K-tV </e <~o/ze/' <'<« /{~ f/Mt <c<<c/'
< oK/'f</K ofo/t~ on M~Mg /e ~6tf<r«7?

La substance du ni étant choisie, en désignant par le ra\0!).
la résistance R, inversement proportionnelle à la surface de
section du ni, peut être représentée par Si, pour les conve-
nances de l'opération, l'intensité 1 est donnée, on perdra sous
forme de chaleur un travail mesuré par

G~

et si augmente de o/ la diminution de ce travail perdu, (tu'on
doit considérercomme du travail gagné, sera

,.3

D'un autre côté, le prix du fil est. proportionnel au carré do
r.tyon; nommons-le K.s. Un accroissement û/'exige une dépense

~')) '<)\
l.a quantité (()), qui représente de l'argent dépensé, est-eN<-

plus ou moins importante que (8), qui représente du travait? C(-!a
dépend du prix nUribué A l'unité de 'ravail. Le probtérue, fiât)-.

tous tes cas, sera résolu par une inéga)!tc de la forme

'C~ <,.a
K



U y aura avantage à accroître tant que cette inégalité sera sa-
tisfaite. Le rayon.le plus avantageux est

'/G~
".)

il est proportionnel à la racine quatrième de la valeur attribuée à
t'unité de travail et inversement proportionnel à la racine qua-
trième du prix de l'unité de poids du métal dont est fait le fil.

94. Lorsque la force électromotrtcc inverse e est donnée, ce
qui a lieu, par exemple, lorsque le courant est employé à la gal-
vanoplastie, le passage du courant à travers un bain liquide de
composition déterminée fait naître une force électromotrice indé-
pendante des dimensions du bain et de Intensité du courant. L:<

quantité désignée par e dans la formule (y) est alors déterminée.
L'intensité du courant pendant le travail étant le travail perdu
à échauffer le fil sera R.l~; le travail utile est cl'. Le rapport du
travail perdu au travail utile est

R)'t'
f

Ce rapport est proportionnelà 1'. La dépense à faire pour dépo-

ser un poids donné de métal dans un barn de composition donnée

augmente, par conséquent, avec la rapidité de 1 opération. Le rap-
port du travail perdu au travad utdtsé est proportionne! à l'inten-
sité du courant.

9o. Revenons au cas généra). La force étcctromotrice d'une
pile ou d'une machine étant E, l'mlenstté du courant égatc à )l'

pendant qu'il travatHc, )a force étectromotDce niverse produite
par le travail étant c, on a trouvé ~9~)

0), != !i~ <
Le travad produit est rt': on déduit de < t)

(D., ''i'- r. r:– tU'Ll,



L'équation (f i), donnantr='
R

permet de mettre cette expression de travail produit sous la forme

(.) ~L_(i'aj
I;

Si la force électromotrice de la pite ou de la machine productrice
du courant est donnée ainsi que la résistance R du circuit, t'ex-
pression (f3) sera maxima quand on aura e

= La plus ~randc
production de travail utile, par un courant produit par une force
étectromotrice donnée dans un circuit de résistance donnée
correspond, quelle que soit la nature du travail, aux disposi-
tions qui réduisent l'intensité du courant à la moitié de sa valeur
primitive.

96. Le travail d'un courant peut correspondreà un accroisse-
ment de réststance sans diminution de la force électromotrice.
C est ce qui a lieu lorsque, pour produire un éclairage, on in-
troduitdans le circuit des conducteurs,des charbons par exemple,
de résistance assez grande pour que la quantité de chaleur RI~
produite par le courant qui les traverse suffise pour les rendre
lumineux.

R étant la résistance primitive du circuit, E la force électro-
motrice qui ne sera pas changée et l'intensité, soit la résis-
tance nouvelle introduite qui s'ajoute a R; l'intensité du cou-
rant, toujours égale (85) au rapport, de la force étectromotrice a
ta résistance, deviendra tH ir,

Le travail dépensé sera

tr,=j{- "r'.
H ,)

!.e travad produit es) ici la chateur donnée .u)~ charbons pour ).~



tendre lumineux; il est

fJ'~ fJ
F' )'3)'~=;~–––– t'--'<J2'

R étant donné, le produit de par – est indépendant de ,3;
v.S

la somme sera la plus petite, et par conséquent le travail cédé
aux charbons le plus grand possible, si l'on a

ouu R 3.
l, v~

U faut donc, pour produire le plus grand travail, doubler la ré-
sistance de circuit et par conséquent, dans ce cas encore, réduire
l'intensité de moitié.

97. On doit remarquer qu'il n'est pas toujours avantageux de
demander à un courant le plus grand travail possible; il faut
tenir compte de la dépense.

Lorsque, la force électromotricc étant E et la résistance H, le
travail produit par le courant fait naître une force électromotrice

l'intensité devient –; te travail dépensé, toujours égal au pro-
duit de la force électromotrice par l'intensité, est et le tra-
vail produit, éga) au produit de la force électromotrice inverse
E E E2..

par l'intensité ~–, est–, !) est moitié du travail dépensé le

rendement est o,5c.
En généra), la force électromotrice inverse étant e, le trava!!

produit, mesuré par le produit de cette force é)cctromotricc par
l'intensité, est

B f K f )K'
le )ravai) dépensé, produit de E par l'intensité, es).

Ëi~R



le rendement, rapport du travail produit au travail dépensé, est
g; il grandit avec la valeur de e. On peut l'augmenterjusqu'à l'u-
nité, mais l'intensité

E-eeR
tend alors vers zéro; le travail produit tend aussi vers zéro. On
n'obtient un grand rendement qu'à la condition de produire un
petit travail. Le travail produit diminue l'intensité du courant,
par conséquent aussi le travail dépensé pour le produire. Ces
deux travaux, dont le rapport est le 7'e~e/Me/ï/, tendent en-
semble vers zéro; et quand on produit 100 pour too, lorsque le
travail perdu est nul, cela tient à ce que, l'intensité du courant
étant réduite à zéro, il n'y a pas de travail dépensé; aucune
perte alors n'est à craindre.

Nous avons cité (94) un exemple intéressant. Quand un cou-
rant travaille à produire pour la galvanoplastie un dépôt de
métal, le rapport du travail produit au travail dépensé est d'autant
plus grand que le courant est plus faible. M y a donc, sous ce
rapport, avantage à travailler lentement; il est rare cependant
qu'on veuille mettre cette remarque à profit.

98. Lorsque, pour produire un courant, on a préparé les élé-
ments d'une pile, on peut les utiliser et /Ho/ pile de plu-
sieurs manières. Les éléments peuvent être associés en <e/H'o~ ou
en ~MC/t~. Dans le premier cas, un po)c de chaque élément est
réuni par un conducteur au pôic de nom contraire de l'élément
suivant; la différence de tension imposée par la disposition de
l'élément s'ajoute à la différence déjà obtenue, et la force éiectro-
motrice de la pile est égale au produit du nombre des éléments
parla force é!cctromotr!cc de l'un d'eux.

Lorsque les éléments sont réunis en quantité, tous les potes dc
mémc nom sont unis, la force é!e('tromotncc est celle d'un seul
élément: )a réunion a pour effet sc~emcot de diminuer !a résis-
'ance intérieure. Si /) étémcnts sont réunis en quantité. )a résis-
tance intérienre dec))<K;nn étant )L <-et!c <)c rcns<.tnN<' c.t



Soientt

E la force électromotriced'un élément;
R la résistance du fil;
H ceUe de chaque élément.

si l'on monte la pile en tension, l'intensité du courant sera

(13) rz F

car, dans ce cas, les résistances s'ajoutent.
Si l'on monte en quantité, la force électromotrice restant égale

à E et la résistance intérieure devenant –, l'intensités eran

_R_ ~E"~R~~HIl R
7t

L'intensité (13) surpassera (t4)) si R est plus grand que H;
il y aura alors, pour produire un courant de grande intensité,
avantage à monter en tension; ce sera le contraire si H est plus
grand que R.

99. On peut combiner les deux systèmes. Soient/M/! éléments;
supposons qu'on les associe à M en quantité et que les m groupes
ainsi formés soient associés en tension. Les notations étant celles
du paragraphe précédent, la force électromotrice sera /?ïE et la

H drésistance ––; ) l'intensité sera donc
/t

/M E /)t/t H

n tt /tRR~~[!
_r, H III II + Il R

f.c produit nombre total des éléments dont on dispose, est
donné; le produit /tt ~< /<R des deux termes du dénominateur
est donné aussi. ).,( somme sera minima et, par conséquent, !a

fraction ~)~) ).< phts ~r.mdc possible quand on aura

/« fi R



par conséquent,t R=~.
n

11 faut, pour obtenu' le courant de plus grande intensité, associer
les éléments, si on )e peut, de telle sorte que la résistance de la
pile soit égale à la résistance du fil.

100. Lorsque le ni qui réunifies pôles d'une pile ou les bornes
d'une machine est remplacé par un réseau dans lequel des con-
ducteurs en nombre quetconque s'embranchent et se croisent
pour oHrtr au courant des routes diverses qu'il parcourt en même
temps, l'intensité n'est pas la même dans tous les fils. La déter-
mination de sa valeur dans chacun est un problème important. La
solution peut se déduire du principe suivant. si les potentiels
aux deux extrémités A, et Ag d'un fil de résistance R sontV,
et V~, l'intensité du courant dirigé de As vers A, est

Y. -Vi.

Si Va est plus petit que V,, le courant est négatif, c'est-a-dirc
de direction opposée.

Lorsque sur )c H), entre les points A, et A~ une force éiectro-
motricc E exerce son action, cette force, si c))c était seule, pro-
duirait. un courant d'intensité sous tes deux influences réunies.

mten-i)' sera V~E
j{

Ou comprend que, si la force étcctromotrice tend a produire
un courant de direction opposée, L sera considéré comme né-
H.it!f.

Prenons pour inconnues )cs potentiels aux points ou se < ro!-
srnt plus de deux uts; lorsque deux (lis seutemcn) se rencontrcnL
!eur))om) de concours ne présente aucune sin~uhtrité, !(- cour.uU
.unrné par !'un continue sa route en suivant !'autrc, conmu' s'i!
~!n\ ,Ht tot~mn's Je nit''n)c (!



Soient ), 2, 3, n les points, que nous nommerons les

HteKe~ du réseau, dans lesquels plus de deux fils conducteurs se
rencontrent; V,, V~, V,, les potentiels correspondants; R/
la résistance du fil qui réunit les sommets i et < cette résistance
étant supposée infinie lorsque, le fil t7' n'existant pas, la commu-
nication électrique directe est impossible. Lorsque sur le fil t~ se
trouve, entre les extrémités i et t', une force électromotriceE,
on aura

(r~3
y._ y., p.

( 6 ) f,= -'–– Ei,i,

En chacun des points i, {', t, la somme des quantités d'c-
tectncité amenées par les courants qui s'v croisent est nécessaire-

ment nulle, puisque l'état est permanent. Cette condition don-

nera autant d'équattons que de nœuds, et l'on pourra écrire pour
chaque valeur de i

V/– V,"– E,
R~ '°'

la sommation s'étendant a toutes les valeurs de i' et R, étant
infini pour les points qu'aucun fil ne relie directement à i.

Le nombre des équations (t~) est égal à celui des inconnues
V,,V;i, .V;i. L'une d'elles, cependant, doit être supprim(''c;

car, en faisant la somme des premiers membres, on verra chaque
différence V;– V;' y figurer deux fois avec des coefficients é"<mx

et de signes contraires, ainsi que chaque force é!ectromntr!cc
Ë, Le résultat sera donc une identité, et t'une des équations est
la conséquence nécessaire de toutes les autres. On pouvait !<'

prévou', en remarquant que les équations contiennent seulement
les différences des inconnues et doivent, par conséquent, laisser
dans leur expression une partie constante commune indéter-
minée.

Lorsque les différences V/–V;' seront connues, les équ.)-
tions ()G) détermineront pour chaque fil t'intcosité du <~n':)nt
qui le traverse.

H)). La forme p.u t!cu!icrc des équations permc) sonycnt d'.th é



ger le calcul. KirchliofT, dans un Mémoire souvent cité, leur a
donné une forme différente en prenant pour inconnues les inten-
sités du courant dans chaque fil.

Les équations de K.irchhoff sont la traduction de deux théo-
rèmes qui, tous deux, sont rendus évidents par les équations pré-
cédentes

i° Z.C./M/Ke des intensités des COK/'<Xn~i!<<X/!<O~M/t /MC/??e

/:<KMf/e~<~a/e<:<~e/'o;

2" Si, </<t~ un réseau </Kc~co/M<?,o/t choisit <r~ /{~/o/?ïa/«
M~ /)0/V~O/!6 /<?/Me et ~MC, /OM/' C/MCMM ~'eM~ 0/7, multiplie
/'<6't<e/?a/- /'MM<f</tce, la ~o/?M?M ~M/?/-o~M!'<est égale à
la somme ~o/-cg6' e7cc<o/7!0~{ce.!~M<.ï'e.ee/'ce/ ~M/- les côtés
du polygone.

Le nombre des inconnues est celui des fils du réseau. Le nombre
des équations est égal au nombre des nœuds, augmenté du nombre
des polygones fermés. En écartant ceux de ces polygones qui ré-
sultent de la réunion de plusieurs autres, le nombre des équations
de KjrcnhofTest égal à celui des inconnues.

L'assertion est identique au théorème si connu déduit par
Cauchy du théorème d'Euler sur les polyèdres dans une réunion
de polygones juxtaposés, le nombre des polygones, augmenté du
nombre des sommets, est égal au nombre des côtés, augmenté
d'une unité.

10~. Supposons, pour donner un exemple, qu'un courant d'in-
tcnstté 1 se divise en plusieurs branches partant d'un point A
et se réunissant en un point B.

Soient

V,) et les tensions aux points A et H;
i~, Kj. R; R,; ies résistances des divers fils;
)t. L, !“ les intensités des courants qui les parcourent.

On a évidemment
I,.¡ '2+'" .1- 1".



Le second principe de Kirchhoff donne

RtIt–R~~O,o
R!R~[,=o.

R,t,t_j–H,tJ~=p.

Les intensités 1,, ï~, sont donc proportionnelles à

-) et, teur somme étant égale ai. on a,=~
R,~R,R,,

~e

103. Gauss, dans ses notes posthumes,énonce )e théorème sui-
vant

.S'0!'g/~ 1,3, les ~CEM~ ~'K/! /g<r<M..S'{ /'0/~ ~K/O~e
M/t coK/t~ <ï~/M~e 1 e/a/t~~6'e ~om/Me< t e~o/'<a/:<~a/'
le /!œM(~/t, les M<e/C~</).y C/{(.'e/yt~ ~Kt/M/!M~/?< ~M

/?,œH< a~eK.r a; </eK~f?Mt'e~<e~'g f/M'e~ ~s/ /c( co/o/t </M<?

~<xMM/?ie

(18) SR,
soit M/t /M!</?!K/M~ les :t~MA'{~' l~i' C~<< f<MK~<~e.; <:t .s'SK/B

CO~M <</f0< M/!e ~0/M~!e /!K~ a~OK/' C/f /'M/< f/~e/CO/K/M~
<M/!Q?M<

On dott, b)en entendu, en appliquant ce théorème aux som-
mets t et n, faire entrer au point i le courant I et, en /t le cou-
rant – L

Les équations de condition son), pour chaque valeur de i,

('9) S~o.
Il faut égateràzéro les difFérentIcHcs des expressions (t8) c)

(t()), écrire, par conséquent,') ~R~.{,c:t,~=:o,')
1

Xo)~=o,



et ajouter ces équations, qui sont au nombre de ~-+-1, en multi-
pliant les équations (a)), au nombre de M, par des facteurs).?.
Àa, puis égaler à zéro les coefficients des diverses variations. On
aura des équations de la forme

(22) R;.t'f/.t'-i-~–=o.
Si i'on considère un polygone fermé ayant pour sommets

~p) en ajoutant les équations (22) relatives à ses divers cô-
tés, on verra disparaître dans l'addition tous les facteurs )., et
l'on obtiendra l'équation de KIrcuhoS'

S R.1~. = o,

qui s'applique à un polygone fermé quelconque.



CHAPITRE Vin.

ACTIONS ELECTROMAGNETIQUES.

RESUME.

Je crois avoir s!mp)!fië dans ce Chapitre la théorie de l'action mutuelle
des courants et des aimants.

La formule de Biot et Savart, qu'on a appelée quelquefois, sans motif
aucun, la formule de Laplace, est le point de départ de la théorie. Je
montre que cette formule, étant admise pour l'action d'un pôle d'aimant
sur un élément de courant, est vraie par cela même pour un champ ma-
gnétique quelconque, pourvu que l'on substitue à la force d'attraction
du pôle sur un autre pôle placé en un point de l'élément celle du champ
magnétique, quel qu'il soit. L'adoption d'une formule indépendante du
système des masses attirantes ne serait possible avec aucune autre loi.

Les mêmes considérationspermettent la décomposition d'un champ ma-
gnétique en plusieurs autres, et il en résulte une grande facilité pour l'étude
d'un grand nombre de problèmes.

L'action d'un champ magnétique sur un courant fermé a un potentiel,
le même que si le courant était remplacé par un champ magnétique.

En étendantcette assimilation,justifiée par l'expérience, au cas où le cir-
cuit agit sur un élément de courant, on est conduit, sans aucun calcul, a

une loi ~e:Me/H&~6t6/e pour l'action de deux éléments de courants, qui,
proposée par Ampère comme théoriquementéquivalenteà celle qu'il adop-
tait lorsque le courant attirant est fermé, a été trouvée sans explication.
sous une forme très différente, dans les notes de Gauss que, sans doute, il

ne destinait pas il l'impression, et donnée ennn par Rcynard qui la
croyait nouvelle.

SOMMAIRE.

104. Action étcctrnmagnétifjued'un conducteur rectiligne indéfini. – )().'). Corol-
laire de la loi donnée par t'ohscrvation. t()G. Théorème de Savary.



107. Recherche de la loi élémentaire. 108. Direction de l'action. 109. Dis-
cussion sur le point d'application de la force.– ttO. L'expérience peut être
consultée. ttt. Cas où l'aimant attirant est de dimension finie. 112. Con-
séquence nécessaire de l'existence d'une loi commune à tous les cas. tt3. On
peut remplacer t'etëment de courant par les composantes. )H. Réduction
du théorème en formule. – tt5. Travail nécessaire pour mouvoir un courant
dans un champmagnétique.–i!6. Introduction des lignes de forces. 117. Cas
où t'aimant est mobile. 118. Potentiel d'un circuit fermé agissant sur un
pote. – tt9. Cas d'un circuit infiniment petit. f!0. Sotenoîde d'Ampcre. –
Ht. Hypothèse d'Ampère.

104. Les actions é!ectromagnétiques,découvertes par OErstedt

en 1820, ont révélé dans les forces de la nature des lois entière-
ment nouvelles. Les corps en présence ne s'attirent ni ne se
repoussent, la force qui prend naissance est perpendiculaire à la
ligne qui les joint.

Une aiguille aimantée dans le voisinage d'un courant rectiiignc
tend à se diriger perpendiculairement à la droite parcourue par le

courant, comme si les lignes de forces étaient des cercles avant le
courant pour axe commun.

Les deux pôles d'une aiguille ont, comme toujours, des pro-
priétés opposées, le courant les entraîne dans des directions con-
traires. Si l'aiguille est assez courte pour que la distance de ses
extrémités soit négligeable, le courant, en agissant sur el!e, produit
un couple qui tend à l'orienter sans déplacer son centre de
gravité.

On a admis d'abord, pour étudier ces forces nouvelles, la réduc-
tion d'une aiguille aimantée à deux pô)cs. L'observation des oscil-
lations autour de la position d'équiiibre ou l'emploi de la balance
de torsion font connaître l'intensité des forces. L'action exercée
par un courant indéfini sur un pôle magnétique est pcrpend)cu)airc
au plan qui passe par le pôle et par la ligne droite que parcourt te
courant; cite est, pour une même aiguille et pour uu même cou-
rant, inversement proportionnelle à la distance qui les sépare,
c'est-à-dire a )a perpend)Cu!a!)'cabaissée du pôle de )'aiguiHc sur
la droite que parcourt le courant.

B~otct Savart, en dédmsant cette loi de !em's expériences, éprou-
vèrent un grand étonnement tes forces natnrencs jusqne-!a cou-



nues variaient en raison inverse du carré de la distance; une inten-
sité réciproque à la simple distance était une anomalie Imprévue.
La singularité n'était qu'apparente. Laplace en aperçut immédia-

tement l'explication. Tous les éléments du courant agissent sur le

pôle, la force observée n'est qu'une résultante, et cette résultante

est une somme si, adoptant pour chaque élément la loi observée

pour le courant entier, on suppose toutes les forces élémentaires
perpendiculairesau plan qui passe par le courant rectiligne et
par le pôle de l'aimant.

Pour comparer, dans cette hypothèse, les actions de deux cou-
rants parallèles d'intensité égale, on peut les diviser en éléments
choisis de telle sorte que les portions correspondantessoient vues
du pôle magnétique sous le même angle. Le rapport des distances

aux deux courants parallèles étant désigné par ni, les longueurs
des deux éléments correspondants seront dans le rapport de m à

l'unité, et si, pour une même longueurde l'élément,elle est, comme
les autres forces naturelles, inversementproportionnelle au carré
de la distance, l'élément de longueur /K fois plus grande, agissant
à une distance M fois plus grande, exercera une action inverse-
ment proportionnelle à la simple distance.

105. On aperçoit comme corollaire de cette loi un théorème
élégant dont la vériGcation serait facile. Une aiguille aimantée
étant liée à un courant rectiligne et pouvant librement tourner
autour de lui, si aucun autre mouvement n'est permis, restera en
équilibre dans toute position sous l'influence des actions exercées

sur elle par le courant. Les forces exercées sur les pôles P et – P

d'une molécu)e tendront à produire, en effet, deux rotations op-
posées, et, quelle que soit la position de ces pô)cs, ces forces, per-
pcndicutaires à l'axe de rotation et inversement proportionnelles
à leur distance a cet axe, auront des moments égaux et contraires
et ieurs actions se détruiront.

H ne l;)udra!t.pas regarderce théorème comme évident « n/o/'t,
en alléguant pour preuve )'impossibi)!té du mouvement perpétue).
li est évident que si, dans les conditions admises, le mouvement



pouvait se produire, il continuerait indéfiniment en s'accé)érant

sansce.ssc; la situation relative, en effet, ne change pas; aucun lait

ne permet de supposer au courant des actions différentes dans les
directions diverses, et le barreau serait soumis à un couple d'in-
tensité constante tendant toujours à le faire tourner dans ie même
sens. SI cela était, il n'y faudrait voir aucune atteinte aux prin-
cipes. Le mouvement perpétuel n'est nullementréputé impossible;
lorsque, pour le produire, on fait une dépense continue)te de
travail. Cette dépense, on le sait, est nécessaire pour entretenir
le courant; elle peut produire une rotation continue aussi bien

que la chatcur dépensée dans une machine à vapeur. La loi de
l'action d'un courant indéfini sur un pôie magnétique doit donc

rester purement expérimenta!e.

106. L'action d'un courant rectUigne indéfini sur les deux
pôles d'une afgmUe aimantée peut produire une rotation autour
du centre de t'aiguise supposé fixe. Savary a obtenu, en étudiant
cette relation, un théorème étégant qu il a vérIMé.

Soient P et f~ (y< M) i~es po!es d'une aiguitte nimantéc, mo-
bile autour de son centre dans le plan de la figure.

Fig. 22.

Supposons qu'un courant, rcchhgne perpendiculaire a ce piau
)e coupe en G; itexcrcet'a sur les pô[es Pet P'deux force') diri-
gées dans)ep)an de )a figure,perpendiculaires,runc.\GP,r,u)t)'c
aGP'.Ccsforccsvontscreneon).rei'e[iunpointG'par)p<p)e!
passe, par consëquent, )eurresui).ante.(~eLtc )'<st))).)!))c oasse
auss) parie point. G, puisque, les deux forces (''tan), inversement
pronort.ionncttcsaux dist.aneesP<<et P'G,).<s())nn)ede)eur-.



moments par rapport au point G est éga)e à zéro. La résultante
des actions exercées par te courant sur l'aiguille est, en consé-
quence, dirigée suivant GG\ diamètre du cercle circonscrit au
quadrilatère G PG'P'.

Si le point G est sur le cercle décrit sur PP' comme diamètre,
(.'G' passera par le milieu de l'aiguille qui ne tournera pas. La ro-
tation se fera dans un sens ou dans l'autre, suivant que le courant
percera le plan en dedans ou en dehors du cercle décrit sur PP'.

K)7. Apres avoir trouvé la direction et la grandeur de l'action
exercée par un courant rectiligne Indéfini sur le pôle d'un aimant,
il était naturel de supposer l'action de chaque éiément <)' sur un
pôle magnétique perpendiculaireau plan passant par <r/et par ce
pôle. et inversementproportionnelleau carré de la distance. Cette
hypothèse satisfait ~M/<«< observé. D'autres épreuves sont évi-
demment nécessaires.

Biot et Savart ont choisi très ingénieusement une seconde
expérience, dontle résultat, il était possible de l'affirmera à l'avance,
devait être déos~f. Ils ont substitué au courant rectitigne un
angle parcouru par le courant en supposant la partie rectiligne
de chaque fil prolongée, dans un seul sens bien entendu, indéfini-
ment. L'a)guiHe magnétique, de petite longueur, était placée sur
!a bissectrice de l'angle. L'action exercée sur !cs deux pô!es forme
un couple dont la force, proportionnettc au moment observé, dé-
pend de la distance de !'aigui!!c au sommet de !'ang!c et de la

grandeur de t'angie.
La force est, pour un même angle, inversement proportionneHc

à la distance du pôie au sommet de l'angle. Pour une même va)eur
de cette distance, eHe augmente avec !a grandeur de l'angle sui-
vant une loi <ju faut déterminer empiriquement et qui, lors-
qu'elle sera connue, fera connaître, sans qu'H soit besoin d'épreuves
nouve)!cs, la loi des actions é!émcn)a!res. Le courant anguleux
exerce en cn'c), perpendiculairementa son proprc plan, une action
double de celle qui résuhcrait d'une s('u!c de ses branches. Les
résultats de l'expérience de Hiot et Savart font donc connaitrc



l'action d'un conducteur rectiiigne indéfini dans un sens et ter-
miné dans i'autre à un point arbitrairement choisi. En accrois-
sant infiniment peu le courant, on ajoutera a ['action celle d'un
fiërnent infiniment petit, dont la valeur sera, par conséquent, )a
difTércntieHe de l'action totale déduite de l'expérience.

Biot et Savart n'ont pas aperçu cette conséquence si simple de
]eur jngémeuse expérience, dont eUe faisait cependant toute l'im-
portance. Apres avoir annoncé que l'action du conducteur angu-
leux est proportionncHe au sinus de Fangte formé par un côté de
Fangie avec la bissectrice, Biot ajoutait Cette loi expérimentate,
'7/«?/t'<?/)~ c<7~CK/. conduit à représenter l'action élémen-
taire d'un élément f/.s par- fi étant i'ang!e de la dh-ection d<;

!'élement avec la ligne qui te reunit au pôle sur teque) il agi!.
La formule ainsi énoncée est acceptée aujourd'hui comme cer-

taine, mais eUe ne s'accorde nuHemeut, Savar\ en a fait la facile

remarque, avecia loi cxpérimcntate dont on avait cru la déduire.
Biot. sans rien répondre, trouva dans ses notes, ou dans des ex-

périences nouvc))es, une série de chiffres d'après lesquels t'actiou
du conducteur anguteux, toujours in\erscmcnt proportionue!h' .')

!a distance, est. j)roport!onne)!e en même temps a !ataugcnte de la

moitié' de )'ang!c formé par l'un des cotés de t'angh' avec la h!s-
sectricc. )! est juste de faire remarquer que; )'ang)e étant petit, )e

sinus et la tangente suivent a très peu près la même loi. La for-
mule ainsi dédutte de l'expérience était précisémentf'che oue Sa-
\ary avait trouv~é<~ comme seute compahhJc avec !es p!'e)u!ères
eonc)us!ons de B!ot.

!actiou du courant indéuni )(/ <3) conuuenc;mt en A sur
h' po)c P étant représentée par

<;

ou f/ Jés~gut' h) d~.mee A)', on peut ).~ renipiaecr n;u'l'

~in).H)t; s!n '-in'
'<



p désignant la distance PK du point P au courant indéfini. Si le

point A se transporte en A', AA/ étant infiniment petit et égal à

f/.s\ i'action, qui ne change pas de direction, recevra un accroisse-

ment égal à l'action de < qui est, par conséquent, la diuerenUe))e

de sa va)eur primitive.
La distancer est une constante: on a

A A A
). sm~

')
sn) –'< ces – f/A

S!nA~– = –––~–––––– == ––– f/

rna'stctriangtcAA'Pdonuc
f/\ s!nA
A'A'' '~T'

On a d'niHem's
/.< =- ft sinA,

ci la <firmu)e devient
AA'-snlA:
a'~

c'est le rt''stdtat annoncé par Hiot. La force est, d'ailleurs, propor-
tionne!))' a t'!n)cns!)édu courant et à la masse du pôle magnétique

uu ctémeut << appartenant à un courant d'intensité I, agissant sur

un pôle magnétique de masse j~ situé à la distance/ agit a\C(

une force représentée par
t'j.inf)

fj et.tnt)'ang!c de la direction f/.s'avec ceHe de la distance/.



La force est perpendiculaire au plan passant par l'élément <s et
parte pote

108. Il est nécessaire d'ajouter une règle pour décider, entre les
deux directions de la perpendiculaireau plan ;j.<s, celle qui repré-
sente le sens de la force.

Il faut convenir d'abord du sens attribué à un courant.
Le sens du courant dans une pile voltaïque est celui que l'on

suppose parcouru par l'électricité positive; i] va de l'extrémité ou
['hydrogène se dégage dans la décomposition de l'eau à ccUe où
l'on obtient de t'oxygène. La direction du courant dans le conduc-
teur qui établit la communication entre les deux pôles de la pile
désigne la direction qui va, au contraire, de l'extrémité où se pro-
duit l'oxygène à celle où se développe l'hydrogène. On peut em-
brasser ces deux cas dans une seule définition, en disant que la
direction du courant électrique est celle que suivent l'hydrogène
et. les bases des sels, lorsque de l'eau ou une substance saline fait
partie du circuit et est décomposée par le courant, soit que ces
substances fassent partie du conducteur ou qu'elles se trouvent
interposées entre les éléments dont se compose la ?!)(;.

Si l'on suppose un observateur couché sur le fil de manière que
le courant entre par ses pieds et sorte par sa tête, cet observateur,
tournant sa face vers l'aiguille aimantée, voit ]c pute nord se porter
a sa gauche, que l'on nomme quelquefois ]a ~~cAf << COM/<

109. La loi des actions électromagnétiques a fait naître une
discussion singulière. L'action d'un élément de courant f/.s sur un
pôle magnétique est perpendiculaire au plan jjL~. Comment
concilier une tctte direction avec l'égatité regardée comme néces-
saire entre faction et la réaction? L'action est appliquée c)! e!
perpendiculaire a ~r/.s'. Le principe exige que la réaction exercée
parle pute sur t'é)ément f/.s' soit aussi appliquée en u. et pcrpcu-
(hcutairc a ji<s'. Comment l'action exercée sur un (it peut-et!e être
.ipptiquée en un poiut u. qui en est indépendant?

Ampère n'y voyait aucune difucutté; il avait rnisou..Lne foret'.



pour agir sur un point matériel, doit être appliquée à ce point;
mais un système de forces appliqué à un corps solide, si petit
qu'on veuille le supposer, peut être d'une infinité de manières
remplacé par un système équivalent de forces appliquées à de
grandes distances; l'un de ces systèmes peut se réduire à une force

par laquelle on aura le droit de dire que le corps est sollicité,
quoiqu elle puisse ne pas le rencontrer. Le cas de deux forces
parallèles de directions opposées est élémentaire et classique. Le
point d'application de la résultante peut s'éloigner indéfiniment,

et cet énoncé n'a jamais embarrassé personne. Le point d'appb-
cation de la résultantedoit être supposé lié au corps sur lequel elle
agit. S'il ne l'est pas, les forces réellement appliquées au corps
sollicitent, bien entendu, les points qui le composent mais elles

ont une résultante par laquelle on pourrait les remplacer si les
points d'application étaient solidaires.

Plusieurs physicienscependantn'acceptaientqu'avec répugnance

une loi physique d'après laquelle l'action d'un pôle magnétique

sur un élément de courant ne serait pas appliquée à l'élémentque
cependantelle fait mouvoir; la substitution d'un système de forces

avant pour résultante celle que propose la loi, et réellement appli
quées à é)émcntlu)-même, était unexpédientqu'ils n'approuvaient

pas. On proposa de modifier dans ce cas le principe de l'égalité
de la réaction à l'action, c'est-à-dire d'y renoncer, en supposant1
les deux forces d'action de c/ sur et celle de sur <s parallèles

et de sens contraire formant un couple dont le bras de levier se-
rait la distance ~< désignée par dans la formule.

On pourrait croire la décision facile et supposer que l'expé-
rience consultée, en faisant connaitre directement l'action d'un
aimant sur un courant, nous apprendrait, entre les deux forces
parallèles qui sont proposées, celle qui rée!lemcnt produit l'ac-
lion.

Le problème est loin d'être aussi simple; il n'existe pas d'é!é-
mcnts isolés de courant que l'on puisse soumettre a t'éprcu\f'.
Un courant est toujours fermé et, de !on~ueur finie; les forces sur
tesqueiïcs on veut prononcer seront toujours en nombre iuf!))!



!'<pé)'tence, de quelque manière qu'on la fasse, ne portera que
sur leur résultante. Or,par une circonstance fort singulière, plus
.usée à démontrer qu'à expliquer, les deux lois proposées, lors-
qu'on les appliquera à tous les éléments d'un circuit fermé de
forme quelconque, donneront toujours deux systèmes équiva-
lents.

La substitution d'une force G appliquée en un point M à une
force paraUcIe et égale appliquée en un point d'un élément
peut ètre considérée comme l'adjonction au système des forces
primitives d'un couple ayant G pour force, M<r/.s pour bras de
levier. La force G étant perpendiculaire au plan M ds, l'axe du
couple sera situé dans ce plan et perpendiculaireà la ligne (M ds)
que nous désignons par

Soient lI la position d'un pôle magnétique et S le circuit fermé

parcouru par le courant sur lequel il agit.

Fig.

Soit /M' un etcment, <r/ du circuit. Le coup)e dont. l'adjonction
fait. la différence ent.rc les deux t,hëories a pour bras de levier Mw

la force, pcrpcndicuian'e au plan M/M/M', est norma)e au cône de
sommet M dont S est la base; l'intensité, enfin, est proportion-
ne) )e :t

f/ sin f)

"7~

<7.s' de-'ignant. retement /M/M' et Fangie (te !a génératrice dn eonc

.)\ec ).) base S dont <s' est un eiement.
Le moment du couple est

~s s< t) fA' si !) f)



(IS411c) l, 1 11' 1 1 'f ()'–– est l'angle sous lequel l'élément ~s' est vu du point M. On
r

peutle représenter par la portion de l'intersection du cône avec
une sphère de rayon unité comprise entre les génératrices M/H,

Mw'. CeLte petite ligne représente en grandeur et en direc-
tion l'axe du couple, puisqu'on grandeur elle représente le mo-
ment et qu'elle est perpendtculatre a son plan, qui est te plan
normal au cône mené suivant la génératrice M/M.

Lorsque des couples sont définis par leurs axes, la condition
d équilibre est cclle-ci Si, par un point de l'espace, on mené une
droite parallèle et égale à l'axe du premier couple et que l'on
continue le polygone avant ses côtés égaux et parallèles aux axes
des divers couples, la condition nécessaire et suffisante pour
j'équilibre est que le polygone soit fermé.

Lorsque le polygone n'est pas fermé, la ligne qui joint le pre-
mier sommet au dernier est l'axe du couple résultant.

La courbe d'intersection du cône de sommet M et de base S avec
la sphère de rayon unité ayant son centre en M est une courbe
fermée les éléments de cette courbe sont, nous l'avons montré, les

axes des divers couples introduitsdans le passage d'une hypothèse
a l'autre; ces couples se font donc équilibre et, quand on suppo-
sera les forces par lesquelles le pôle M agit sur les éléments de

courant appliquées en M, elles formeront un système équivalent a

celui des forces égales et parauèles appliquées aux éléments f/.s

du courant.

HO. L'expérience n'est pas pour ce!a désarmée. Si les courau)''
sont toujours fermés, ils ne sont pas nécessairement rigides.
Ampère a formé des conducteurs dans lesquels, sans rompre la

continuité, on permet à une portion de circuit de se mouvoir
librement autour des deux points par lesquels elle est unie au
reste du fil. L'action d'un pô)e magnétique sur cette partie mobi!
d'un circuit permettra de décider la question.

Hcmarquons d'abord que la démonstrationqui prouve ia des-
truction mutuelle des couptes dans )'e cas d'un circuit fermé
fait connaitrc le couple résultant )orsquc tes extrémités de !a



courbe S ne coïncident pas. Le couple résultant a pour axe ia
ligne qui unit les extrémités correspondantes de la courbe sui-
vant laquelle le cône ayant pour base la courbe S et M pour som-
met est coupé par la sphère de rayon unité ayant le point M pour
centre.

Supposons un pôle magnétiqueplacé en un point P et agissant
sur une portion de circuit mobile autour de l'axe AB, sur lequel
se trouve le pôle P. Les deux extrémités A et B (/t~. a5) étant
situées dé côté différent par rapport à P, si les actions exercées par
le pôle magnétique sur les éléments du courant passent par )''
point P, [eur résultante passera par ce point qui est situé sur !'axe
il n'y~ aura pas de rotation. Si, au contraire, les actions sont cxer-

cées sur les étémcnts f/.s du courant, il faut adjoindre aux forces
précédentes, qui ne font pas tourner le circuit, un système de
coup)es réducttbtes à un seul dont )':<xe est, une !ignc (iirigée sui-
vant les lignes PÀ et'PB, joignant nn point. ;'< distance unité de )'
dans la direction PA avec un poiut. a distance unité dans la direc-
tion opposée PB; ce couple, perpcndicuiaire a Faxe /~)~, produira
une rotation continue ctaccéterée autour de cet axe.

C'est précisément ce qui a lieu.
Si le po!e P était p~acé sur !e protongemcnt de AH, les deux

génératrices extrêmes du cône, sans aboutir au même point, de )a

courbe S, auraient la mé~e direction et seraient coupées au mone
point par la sphère de rayon unité. Le couple résultant ators '-e-
rait nul et )e système ne tournct'ait ))as.



L'expérience confirme également cette prévision.
Un barreau aimanté ayant toujours deux pôles, il semble diffi-

cile d'étudier l'action de l'un des deux sans qu'elle soit troublée

par la présence de l'autre; mais, en prenant le barreau suffisam-

ment long, on peut éloigner le second pôle à une assez grande
distance pour que son influence devienne négligeable.

Nous devons donc admettre que l'action d'un pôle magnétique

sur un élément de courant est apphquée à l'élément de courant.
Ampère, sans en disconvenir, ne renonçait pas pour cela à 1 éga-

lité de l'action à la réaction l'action de l'élément de courant sur
le pôle magnétique est appliquée non au pôle magnétique, mais

au point où se trouve l'élément de courant; elle se réduit, c'est
ainsi qu'il faut le comprendre, à un système de forces appliquées
à l'aimant et dont la résultante passe par l'élément attirant. L'ex-
périence, cette fois, semble impuissante, puisque le courant est
toujours fermé. Faraday, toutefois, a -trouvé moven de faire agi)'

sur un aimant une portion seulement de courant. Il a fait entrer
l'aimant lui-même dans le circuit; les forces provenant des por-
tions du circuit q<r font partie de la pièce aimantée et les réac-
tions égales et contraires appliquéesà ces mêmes éléments se dé-
truisent nécessairement. L'aimant est donc soumis à l'action d'unc
portion de courant qui produit une rotation continue; il faut con-
clure que, cette fois encore, l'actfon des éléments de courant sur
les pôles magnétiques est appliquée aux points occupés par le

courant et que les forces n'ont pas pour point d'application les
éléments magnétiques sur lesquels elles agissent.

Hl. C'est par une grossière approximation seulement, et dans
des cas très particuliers, qu'il est permis de considérer une action
magnétique comme émanant d'un pôle isolé. En réalité, chaque
molécule magnétique doit être considérée comme ayant deux
pôles; leur ensemble, a par!cr rigoureusement, n'en a véritable-
ment aucun. La loi de Hiot et Savart semble donc bornée dans ses
applications à un cas idéa) qu'aucune expérience ne peut réaliser.
Il n'en est rien, et cette h)! satisfait a une condition très rcutar-



quahte qui permet de l'étendre au cas d'un corps magnétique
quetconque.

Commençons par transformerl'énoncé.
Un pôle magnétique agit sur un élément d'un courant

d'mtensitéL L'action est perpendiculaire au plan pLC~ et repré-
sentée par

;~f f/ sin fi
–––––~–––– 1

t) étant l'angle de la ligne représentée par avec l'été-
ment f/

Cette loi peut s'énoncer de la manière suivante

~OM/<?/n' l'action o~M~d/e 7)!a'M<~Ke ;j. ~M/- /'g/eMg/:j;

<M/: <;oM/-a'/« <-Z'</Ke/M:/c I, !7 chercher r~c~oy: ~K'e.rc/-
cerait /g~d~<? .< K~ e/6/K<?/~ /?~M~~Mg C/'t'/Kc/M~g égale M/'«/ce

<?/< u/ des ~o< de e~o/'c<e/- cette ac~o/?,
f/~ est dirigée ~H~a/K ligne 7-, ~K/' K~ ~~a/t /C~-
/a<e <x f~ /?OK~ o6<e/o/t.?<-M'/Mt /a /b/'cc sinfj, ~M'<7 /<~M~/Y/,

/~f'C /OK/ZC/- d'un a/e ~0{7 <T<M<OK/' de .?0/! p0/< f-fap/C<7-
tion dans le /t /)e/~e/it~'cK/<r«/'e à ds. 7VoM.! o&~c/o/ en
/~K/t//)//a/)< celle force par 1 ds, <?.f:</?<~e; c~ direction,
/'HC/tO/t du pôle ;J- .?M/' K/! C/C/Me/K de COM/K <t/:<<?~ [

parcourant <r/.s.

Substituons au pôle nn corps magnétique quelconque. Ce

corps produira un champ magnétique dans lequel est ptongé t'éjé-
ment de courant c/.s'. Nommons G la ligne qui représente en un
des points de la grandeur et t'intensité du champ magnétique,
c'cst-a-dire la résuttante des actions qui seraient exercées sur une
masse magnétique égale a l'unité concentrée en ce poinL L'action
du champ magnétique sur t~ément <s' traversé par un courant
d'mtcnsUé 1 se déduira précisément de la )-('-g!c qu'O!) Yient d'énou-
cer. On projettera la i'orce G sur le plan perpendicuiairc u <A'et
rou fera tourner la projection G sin d'un angle droit dans )e )))an
perpendn;u)a!)'e ,'t (/.<. )/action, e!t d'autres termes, est pcrpendi-



culaire au plan qui passe par l'élément attiré et par la direction
de la ligne G; elle a pour mesure le produit de l'intensité G par
)c sinus de l'angle que forme cette ligne avec l'élément ds et par
le produit Ids. Il suffit, pour le démontrer, de remarquer que
la règle prescrite s'applique à toutes les forces magnétiques dont
la résultante est G. L'action sur <s qui correspond à chacune
d'etles s'obtient en projetant la force sur le ptan perpendiculaire à
<<, pour la faire tourner ensuite dans ce plan d'un angle droit au-
tour de son point d'application. Or, si l'on considère des forces
appliquées à un point et leur résultante, en les projetant toutes
sur un plan passant par leur point d'application, la projection
de la résultante sera la résultante des projections; et si ensuite on
les fait tourner d'un angle droit dans le plan qui les contient
toutes, la résultante ne cessera pas d'être la résultante de toutes
les autres qui ont tourné avec elles.

La loi de Biot et Savart a donc cette propriété singulière de
s'appliquer nécessairementà un nombre quelconque de pôles dès
qu'elte s'applique à un seul. Il suffit d'y remplacer le facteur
qui représente l'action de ce pôle sur un pôle magnétique, et la
ligne r, qui en représente la direction, par l'intensité G et par la
direction du champ magnétique dans lequel est plongé l'élément
attiré.

H2. Non seulement la propriété précédente ne pourrait pas
être acceptée priori comme évidente, mais la substitution
qu'elle autorise ne serait permise pour aucune autre loi.

Supposons, en "net, que ia loi élémentaire soit la suivante

/< ~o<~ /e~/e M~</ .!«/' K/ e/cM~y o~ coK-
/'<7/~ <s', ~.M/'ce /~e ,/f)/'ee, /)e/«//<"K/f«'c <~ /<
(~.<r/), <~)'<7/!< ~0~ <P/M'<C

G<<~(f)).l,

G f/7?~< ~c</o/; ~.ye/'e~e/~c .f~ ~/< ~d/<' /<r-/e /s.s'c ~f7~ /~)/ ~), fj /?~7c <~ ~7'c-
//n/; (t <7('~C </A'.



Remplaçons l'action G par deux composantes X et Y parallèles
à deux axes rectangulaires choisis arbitrairement dans le plan qui
contient G et cls; cherchons Ja condition pour que l'action qui
correspond au champ magnétique G puisse être remplacée par la
résuttante des actions exercées par les champs X et Y. Les trois
iorccs G, X et Y étant, dans un même plan avec Féiétnen) <~6-, ics
forces sont perpendiculaires à ce plan et ia résultante est, par
conséquent,la somme de ses composantes. En nommant 0' et, j3 les
angles de X et de Y avec a~, on doit avoir

Ce.(0) == X e.(K)– Y~fS~.

Si les directions X, Y et ds restent invariables, cetfe de G restant
arbitraire dans ic plan des trois autres, ~(x) et co(~) seront, deux
constantes /M et En désignant par M i'angk de G avec X, Féqua-
t'on précédente deviendra

G e.(0) == G(/M cosm -+- sin = KG ~in! M – A),

et. K étant des constantes. Mais ds et X étant des directions
hxes, [a dtnerence M–tj est constante et l'équation équivaut, à

~(f~ = K S!n(f) –).
étant une constante. Si l'on admet que 0(6) soit nul en même

temps que (j, on retrouve la loi de Biot et Savart.

113. Non seutemcnt, le champ magnétique dans son action sur
un étémcnt de couran) peut 6trc remp)aeé par ses composantes.
mais t'é!ément tui-mëme peut être remplacé par un nombre arbi-
traire d'autres étémcnts de même origine qui, combinés sui-
vant les régies de )a Statique, auraient. )e premier pour ré.su!-
tant.e.I) suf'ut de montrer qu'un étément r/.s' peut être ronpiacé
par ses projections ~.r. f/r. </= sur les axes de coordonnées.

t! suffit, pour déduire ce théorème du précédent, de reniarnucr
quc, dans la régie prescrite pour définir en grandeur <;) en d!rec-
hon la force exercée ))ar un champ magnétique représenté parl'
une hgne ('. et ufi cour.mt d'intensité )représenté par utic tignc
~.s. ).~ hgnc (. et la !igne )<< portée sur la directi.n) <s p)uc))<



identiquement. le même rôle. La force est perpendiculaireau plan
de ces deux lignes et représentée en grandeur par la surface du
paraUélogrammedont elles sont les côtés. Le théorème qui per-
met de remplacer G, considéré comme une force, par les compo-
santes dont il serait la résultante est donc applicable à la ligne <s.

i!4. Supposons, pour réduire les théorèmes précédents en for-
mules, que P, Q, R désignent les composantes d'un champ ma-
gnétique et <r, o~ < les projections de l'élément de courant
d'intensité 1 sur lequel il agit. En nommant X, Y, Z les compo-
santes de la force exercée surf/A', on doit avoir, puisque cette force
est perpendiculaire à la fois a l'étément ds et à la direction du
champ magnétique,

t'X– QY– RZ=o,
X – Y – X < = o

par conséquent,

__X~ Y X

!t < <~ P – X O~Z~ i~/r

et l'on pourra représenter les composantes cherchées par

X = )~Q~ H~-),o,

Y == H (H ~'– )' ~), J,

X ))( [~/)'– f_) ~),).
II désignant une constante.

H5. La loi de Biot et Savart satisfait .') une seconde condition
fort importante. Lorsqu'un champ magnétique est, représenté pat-
des lignes de forces et qu'un élément, de courant se déphu-e en
<'o~/)<7/ï< ces lignes, te travail de la force exercée sur lui p.)r )e
ctiamp magnétique est mesuré par le nombre des tignes de forces
traversées.

Soent, en un point,

C ( 3<)) la figne qui représente en granden)' et en dh-e' tiou !e
chanq) ;n:)grn''tique

~.s' eetie qui représente i'étéiuent de cnuraut



M )c déplacement de cet éJément par lequel il se transporte sur
le côté opposé du pat'aHéiogrammc dont <r/~ et M sont les côtés.

Le nombre des lignes traversées, proportionne!à la surface de
ce pandiéiogramme, projetée sur un plan perpendicLdaire M G, a
pour expression

(') ~.<o.s'sin(')s.n(G,<7r~),

f/~Ojf destgnant, on le comprend, )'ang)e de T/.s avec S.4-, et
(G, f/~M) l'angle de G avec Je plan c:.s-.

Caicutons le trava!) de ]a force exercée sur c~. Cet.).e force est
pcrpcnd!cu):)!re au pian G< et son jntensitc est Gf/.ssm(G~).
Il faut, pour avoir le trava!), ]a muhipiier par le dépècement o.s

du point d'application et par te cosinus de l'angte forme par S.s

avec la direction de la force, c'est-à-dire par le sinus de ]'ang)<-
(c.Gf/)).Letravai)estdonc

< 'J'sin((..<s')-.iH~.s'.(:<7.<).i.

Les expressions ( ) et ~<) sont éga)es, parce (p)c, dans un h'iang!e
sp))er)que, les produits des sinus de chaque hauteur par le sinus
du cote oppose ont la même valeur pour les trois cotes: dans un
triedrc, par conséquent, Je p)'o<hnt du sinus de )'unc des faces par
)cs)nus de t'ang!efor!ne par cette face avec t'arcte opposée a )a
même videur pour les trois faces. Ce th~'oreme, app!i<pn'' autr!edredont)esaretessont<s'et G. montre regaiit.e des exprès-sions())ct(a).

U().).orsfp~on)')itnx)uvo!r dans un champ magnétique un eir-



cuit fermé, le travail développé sur chaque élément est mesuré par
!c nombre de lignes de forces traversées il est bien évident, que, si
le même clément, reprenant ta même route en sens inverse, traverse
les mêmes tignes dans une direction opposée, le travail sera éga)
et de signe contraire. Le travail change égatcment de signe lorsque
!<- sens du courant est cbangc. Le travail exercé sur un courant
terme sera mesuré, d'après cela, par l'accroissement du nombre
des lignes de forces qui traversent l'intérieur du circuit qu'il
parcourt.

St AB ( /tj. a~), traversant des lignes de forces, donne un tra-
va<l positif, A'B', s'avançant dans !e même sens, donnera un tra-

\:)!) négatif, et te travail Lofai est l'excès du nombre des hgncs de
torcesqm entrent, dans le circuit, sur celles qui en sortent.

L'action d'un champ magnétique sur un circuit ferme a donc
"npotent.ie), et ce potentiel est, le nombre des lignes de forces
qu) passent dans l'intérieur du circuit.

!.a)o) ')c!~ot, et. Savart.est.1a scu[c([ui pcrmctt.cdcrept'c
senter le travad exerce par un champ magnétique sur un clément
par le nombre des lignes de forces traversées. Nous l'avons démon-
tre (47) en étudiant iat.lteorie des lignes de forces.

)17. Lorsque, le courant étant fixe, il agit sur un aimant, mo-
bdc, )c champ magnétique se déplace, et ccdép!acen)ent, fait
\ar!cr le nombre des )ignes de forces (jui traversent, le circuit.
<~ctLe\arfat!on représente également, Jeu'avai). Lorsque les forces
prodmtes par l'action mutueHe de deux systèmes, tous deux de
forme invariable, sont égaies et. opposées deux à <teux, a tout. dé-
placement commun qui laisse le système entier invariable corrcs-



pond évidemment un travail nul. Quel que soit, par conséquent,
le mouvement du courant, et celui du système magnétique qui agit

sur lui, on pourra, pour évaluer le travail total, lui adjoindre un
mouvement commun arbitraire et réduire par ce mouvement l'un
des systèmes à l'immobilité. L'j travail des forces ne sera pas
change; il est donc éga), dans tous les cas, au travail produit sur
l'un des deux systèmes lorsque, le mouvement relatif restant le

même, l'autre est supposé immobile.

'H8. Lorsque tournant agissant sur un circuit est réduit a un
pote magnétique, les lignes de forces forment un faisceau de
lignes droites issues de ce pôle; le nombre de celles qui traversent
un circuit fermé est mesuré par l'angle soiide sous lequel ce cir-
cuit est vu du pô)e.

Cet angle, lorsque le pote, après avoir décrit une courbe fer-
mée, revient à son point de départ, ne reprend pas toujours sa va-
leur primitive il peut se faire qu'il augmente ou diminue d'un
mult!p!e de '{n. C'est ce qui arrive quand la courbe décrite par !e
pôle est traversée par le circuit que parcourt le courant.

Le pô)c s'avançant de P en G ( 28), l'angle sous leque! !c

courant, est vu augmente et prend en G la valeur représentant
)adcmi-sp)]erc.Si)emouvement.cont!nuc,letrava)!csUoujoursde
même stgnc.aucnn de.ses ctëmcnLsn'a pris !ava)cut-zéro; il C.n))

()oncc()))S)dc''c)'i'ang!e<'ommf-cmissanttoujours, et., quand te
poicv)0i) couper de nouveau h'p!an du courant c'i('(-po)cu-
[K'ies)<ga1a/i'r:.

L'actton d'un courant ferme sur !epo!e d'un aimant pourra!)
produ!re un mouvement. !ndc<h)!nn'n(acee)rr/'surune ('.ont'het'er-



mée traversée parle circuit; mais il ne faut pas oublier qu'un pôle
isolé et séparé du pôle de nom contraire est une fiction )i'réal!-
sable. Un aimant a toujours deux pôles, et quand le courant, en
agissant sur l'un, produira un travail positif, le travail exercé sur
l'autre, qui ne peut manquer de tourner en même temps, sera né-
gatif et annulera le premier.

119. Lorsque le circuit agissant sur un pôle magnétique est in-
finiment petit, l'angle sous lequel il est vu du pôle prend une
expression très simple dont les conséquences sont importantes.

Une surface infiniment petite 6~- étant la base d'un cône, la
section droite de ce cône, ou, ce qui revient au même pour ce cône
infiniment petit, la section faite par une sphère avant pour centre
le sommet aura pour surface <Tcos9, 9 étant l'angle de l'axe du

1I

plan de c/T avec la génératrice du cône. L'angle du cône est par
conséquent, en nommant r la distance du sommet à <~T,

<7t cosO0/'s
C'est précisément (71 ) le potentiel d'une molécule magnétique

équivalente à la réunion de deux pôles d'intensités égales et con-
tratres et ayant pour moment magnétique l'aire f/s'.

Nous pouvons donc énoncer ce beau théorème

6/; C/CM~ ~/</K/?!<?/<<e~<peut C<e /'C/M/3/6!Ce C/û! son ac-
tion .< /)d~ /y/).e~yH<? p<ri! e/ë/He/~ /M<r<K~<f/Me</o~/
/'o/'<e~<o/~ e~< /r<«/e ~M plan </M circuit et l'intensité pro-
~)<)/'</OH/;c//c « /M ~K/cc e/c/f~' c/t< le circuit, p/'o/o/
~<o/e M<M.s'f, ~t e/:<t;/K/ à /'<<e/M<<ë ~< coM/v<< <7«<

/~<eoM/
c<CKf/ r~/<<7/< /c/H~ <e <Ke/n'<un.;/<?.? CCM< c// f/'f/C~ /C7/' M/< /<? /{'/«</<' C/<? </t/t/C/<</)<?<

Soit, en cf!et fyt~. a()), S la courbe parcourue par le courant. Si

nous husons passer par S une surface <n'b!t)'a!rc a InqueHc c<;t!c
courbe servn'ad(;nntf',endécomposant la surface aitisi définie en
é!émcntsnitin!mentpctHsp:u'descourI)csat'l)itra!rc)))C)i) choisies,



courant. les contours des surfaces élémentaires dont ]a réunion
forme la surface S; il est clair, en effet, qu'en considérant, l'en-
semble de ces courants, on verra tous ceux qui ne suivent pas le
contour de la courbe S se détruire deux à deux, chaque côté étant
parcouru dans deux directions opposées par deux courants donl
les effets se détruisent..

Un courant fermé entourant une surface E pouvant être rem-
placé par des circuits infiniment petits entourant les éléments de
cette surface, et les circuit-s infinimentpetits pouvant eux-mêmes
être remptacés par des moiécuLes magnétiques, il en résulte que
l'action d'un circuit voltaïque fermé sur un pôle magnétique,
et par conséquent aussi sur un système magnétique quelconque,
peut être remp)acée par Faction d'un feuillet magnétique dont les
pôles seraient distribués sur les deux faces d'une surface arbi-
traire passant par la courbe S.

120. Ampère, après avoir démontré ces beaux théorèmes, en a
indiqué et vérifié une conséquence fort importante.

Un circuit vottaïque infiniment, petit pouvant, être ronpi.ieé
dans son aclion sur un système magnétique quelconque par uu
élément magnétique, on peu), assimiler un système de courants.
qu'Ampère nomme un ~o/<< a une ligne magnétique com-
posée de mo)écu!es aimantées dans le sens de cette ligne e) agis-
sant (73) comme deux potes p)acés a ses extrémités. Le so)é-

le courant parcourant le circuit S dans le sens indiqué par la
Oèche peut être remplacé par des courants particts fermés par-



noïde Lheorifjuc est composé d'une série de courants fermes t,re~

petits (/< 3' normaux à une même courbe.

)-'ig.3o.

H est )mposs)bte, on le comprend, de réaliser une te)ie défini-
tton; mais oa en approche en enroulant, un mince fil en spires
[-approchées autour de la ligne fictive qui sert. d'axe.

t2i. L'éqmva[enceind)quéepar la théorie entre une motécuie
magnétique et un circuit voltatque infiniment petit qui l'entoure
a été proposée par Ampère comme une réalité et acceptée par
!a plupart, des physiciens. Chaque molécule, dans les substances
susceptibles d'aimantation, serait entourée effectivement par nu
<t'cn)t où scraft le siège d'unL phénomène équivalent; mais ces
courants dirigés en tous sens, au gré du hasard pour ainsi dire,
détruisent mutuellement, leurs actions et ne produisent pas d'eu'et
apparent. Les influences qui développent les propriétés magné-
tiques sont cel!es qui orientent les courants et [es font concourir a

nue même action.
QncHe serait l'origine de ces courants auxquets aucune force

é!ectromotricc n'est associée? On n'a pas même sur cette question
trop ddncde osé proposer une conjecture.



CHAPÎTRE M.

LES ACTIONS ÉLECTRODYNAMIQUES.

nÈSU~tÉ.

Ce Chap!tre est consacre à la démonstration de !aformu!e par iaftuehe
Aropcre représente i'ncUond<; deux eterncnts (accourant.: la marche :](!on-
tcc diffère b-auc~jnp de ec))e d'Ampère, et h;s démonstrations pa.r.u'-cnt
j))u'enern).et p!ns simples.

n faut admettre. a\e,e Ampère, que l'action de deu~('')emen!se-tdi!')'
Seesui\ant).)<)roitefjui tes joint. S'Hei~ était autrement, je proh!eme
serai), indéterminé c),,ie circuit attirant, étant ferme, tes !oise(!ui\a)entes
<)ans!aresn!taute (Je-actions sont en nombre infini. L'une d'e!!es se or.
sente imt)~dia)enn'en supposant, l'action <run circuit ferme.oui\.den!e
a celle d'un champ ~nagnctique. C'est ce!!c à taqueHe. on.jdonne ien.mt
de M. Heynard.<[uf)iqu'eHeait. été proposée cxjdicitcment par Ampe!cet.
sous une fco'meeqni\atcnte, dans JesOEuvres posthumes de Gauss.

.\mpere fait reposer ia<h''cou\erte de'-a loi sur pms!eurst!!eore!ncs
de<tnits<)et'e\perieuce.Les deux premiers sont. (''oui~dents et peu\C!~ se
redui!'e;'tun seu!. Si !ese<Hn'ants fermes e\erceu) sur un élément une ac-
tion normale a !'e)emc!!t, un conducteur sinueux doit neeess.H['eme!)~!r
comme ie conducteur rectdi;j;neai~.<)urdu)jueiiise!'penteen s'eu écart.(ut
munimentpeu.

En a(tmenaut seulement h'premie!'théorème e\pe!menta)d'Ampe!e.
on peut trou\errc\pression de h) loi d'attraction.en n'v laissant su!~s!<)er
nu'une fonction ar!)itraire d'une seuie'.a!'i.d)ie, et pro!ner,saus()eterudner
cette fonctiou.~ue!'ac)inn de deux cou!'antsfcrnH''s a U!)po!c!!)ie) dont
)'e\pressj(0) s'.détient e\piicitcnu'nt.

La ¡klcrminalion d" In fnniUion al'I.ill'ail'c s,vi;· l'j'¡(I'odlielioli d'nll.,
autre couditiou déduite de re\pcrience..t'a! c!)ois!)'id<'u)!tcdeeou\erje
par.npcre entre faction des so)(''noïdes et. ee.nc des aimants.



SOMMAffŒ.

m. Le probtéme parait très difficile et est. en réalité indéterminé. – [23. On
peut, sans aucun calcul, dct't/;e/' une loi équivalente a cette que donneront tes
recttercbcs pius rigoureuses. – tM. La loi obtenue est, écrite sans explications
dans les Oeuvres posthumes de Gauss. – n.'). Théorème gênera) accepte par
Ampère et. déduit de t'expéricnce. Variables adoptées. – i2G. Traduction ana-
tytique du théorème: H ne reste dans l'expression de la force qu'une fonction
arbitraire de la distance. – t'~7. On déduit de la formule le second des théo-
rèmes empruntes par Ampère a l'expérience. – 128. Composantes de l'action
d'un contour ferme; ou démontre, sans que la fonction arbitraire soit déter-
minée, l'existence du plan nomme par ampère /~?;< <<ec<cw et de la iigne
nommée ~t'/ec/f'tce. Analogie avec tes actions produites par un champ magné-
tique- – i~- La directrice peut toujours, quctte que soit. la fonction arbi-
traire, ètre considérée comme une figue de force. – )30. Transformation de la
formule. – !3t. La formu!c obtenue permet de démontrer, en laissant la fonc-
tion arbitraire inconnue et quc!)c que soit cette fonction, que l'action de deux
courants fermés a un potenticL Détermination de ce potenticf. – 13; L'iden-
tité des actions d'un courant fermé et de celles d'un courant magnétique serait
comptetesi t'cxpression désignée par Pf/)-Q~-t-H~ était une différcn-
tieHe exacte. Les expériences d'Ampèresur les so!énoïdes autorisent à admettre
qu'H en est ainsi. – t33. Ce.te condition détermine ta fonction restée incon-
nue- – i;!t. Ln coefncient numérique reste arbitraire.– 135. Ce que l'on peut
dire sur ce coefficient.

t22. La recherche de la toi (Hémcnt.au'e des actions électro-
dynamiqttes décoHverLes paf Ampère est un des problèmes les
ptus difnotes en apparence, en rcaht.é on peu~ te dire. tant nu'!)
n'était, pas resotu, qui se soit présente aux p))ys!c!ens géomètres.
Aucune tentative dans )'h!sto!re de la Physique n'a été plus har-
die que cc~e d'Ampère; aucune n'a plus comp)ctemcnt rcussi.

Lorsque deux circuits vott.xqnes agissent j'un sur )'au),re, tous
tes eJëmcnts du premier attirent, ou repoussent tous ceux du sc-
cond le nombre des forces qui concourent a produire Feuct ob-
serve est doub!emcnt infini. La recherche de chacune d'eDcs ne
St'mhie pas ahordahte.

Ampère, pour la découvrir, n'a fait, qu'une soute hypothèse
i'actton de deux éléments de courant est dirigée suivant la !i"uc
droite qui !esjo)nt. Un associant a ecttchypot.hèscquehpfes théo-
rèmes dèdu!)s de t'expërience et mis en évidence par !e génie
d Ampère, on ohttent t'exprcssion rigotH-et~sc <)e la loi cherchée.

Si Ion prenait pour inconnues la direction aussi bien que !a



grandeur de la force qui s'exerce entre deux éléments, le problème
sera't indéterminé; le nombre des lois équivalentes à celles d'Am-
père est infini. Pour que deux lois élémentairesdonnent dans l'ap-
plicationles mêmes résultats, il suffit en effet que la résultante des
actions exercées sur un élément soit la même quand on adopte
l'une ou l'autre loi et que, par conséquent, les intégrales qui re-
présentent les composantes de cette résultante aient une diffé-
rence toujours nulle. Les éléments du circuit attirant formant
toujours une courbe fermée, le nombre des intégrales qui se ré-
duisent à zéro, quelle que soit la forme du circuit, est infini. H
suffit que l'expression différentielle placée sous le signe d'inté-
gration soit intégrable.

Entre les formules proposées, le choix est donc indifférent.
Aucune d'elles, d'ailleurs, n'est utilisée dans les applications, et
les problèmes qu'il est utile de résoudre ne donnent guère l'occa-
sion de calculer l'action de deux courants de forme et d'intensité
données. Les formules, quoique fort élégantes, sont, d'une part,
beaucoup trop compliquées; le phénomène de l'induction, d'autre
part, rendrait leur application illusoire quand les courants se
meuvent sous l'influence de leurs attractions mutuelles. Le tra-
vail accompli change leur intensité, qui devient variabic, et les
formules ne sont plus exactes.

123. Avant de faire connaître les formules découvertes par
Ampère, nous montrerons que l'étude des actions étectromagné-
tiques peut, sans aucun calcul, suggérer une loi d'action mu-
tuelle, différente, il est vrai, de celle d'Ampère, mais équivalente
dans le sens que nous avons expliqué (122). L'histoire de cette
loi est singulière. Elle a été proposée par Ampère comme une de
celles qui pourraient remplacer dans ses résultats celle qu'il cro\ait
la véritable. Trente ans après, M. Reynard t'a obtenue par des
considérations ingénieuses, et les physiciens, oubliant un passage
du Livre d'Ampère, t'ont, reproduite depuis sous fc nom dn second
inventeur. La même toi se trouve enfin, sous une aut.t'e forme et sans
explication, dans les Notes de Gauss, pnbtiécs dans le tome de



ses OEuvres. On n'a pas remarqué, je crois, que cette loi peut
être proposée, sans aucune étude préalable, comme conséquence
vraisemblable de celle de Biot et Savart.

L'action d'un champ magnétique sur un élément de courant est
connue elle se déduit de l'action exercée sur un pôle magné-
tique supposé placé au même lieu de l'espace. Un circuit vol-
taïque Fermé agit (H9) sur un pôle magnétique comme le ferait
un feuillet magnétique; il produit donc un cAa/M~o /K<x~7ïc~M<~

en ce sens qu'd ag)t sur les pôles magnétiques suivant des lignes
de forces qui remplissentles conditions indiquées. Ce champ ma-
gnét'que agissant aussi sur les éléments de courant, il est tout
naturel de lui appliquer la loi générale obtenue pour les champs

qui sont réellement produits par des aimants.
Admettons donc le principe suivant:
Lorsqu'un courant fermé exerce sur un pôle magnétique d'in-

tensité ;JL, placé en M, une action G~ connue en grandeuret en di-
recUon, le même courant exerce sur un élément de courant <r~,

d'jntcns)té 1, une action perpendiculaire au plan G< et repré-
sentée par

Ct~s.nO,

étant l'angte de la direction G avec l'élément f~.
Pour que la relation précédente ait lieu entre les actions exer-

cées par le courant fermé sur le pôle et sur l'élément de cou-
rant cls, il suffit (tll) qu'elleaitlieu pour chacune des forces élé-
mentaires qui la composent, et, comme on connaît l'action d'un
étément de courant sur un pote magnétique, on doit regarder
I'act)on mutuelle de deux étéments de courant comme connue.

L'action G d'un étément de courant cls' d'intensité F sur un
pôle magnétique de masse unité placé en M est perpendiculaire

au plan qui contient M et < et représentée par
– J'

0 étant
l'angle de <<' avec la ligne (Mr/.s-') dont la longueur est

TcHe est la force qui représente en M[ !e champ magnétique
de l'é)ément voit.u'que < désignons-)a par G.

L'actton sur t'étément vohaïque <) d'intensif! L situé eu M,



sera perpendiculaireau pian G< étant perpendicu!aireà G, elle
est dans le plan M< et, dans ce plan, perpendiculaire à < La
dtrectton se trouve ainsi déterminée.

La force est perpendiculaireà l'élément attiré et située dans le
plan qui passe par l'élément attirant.

L'mtenstté est le produit de la force désignée par G par le

S)nus de l'angle G</A'; G étant perpendiculaire au plan Mc/ 1<;

sinus de G~ est le cosinus <Je l'angle formé par avec le plan
M< Nommons cet angle pL; l'intensité sera exprimée par

G! cf~ ;j.,

c est-à-dire, d'après la valeur de G, par

(Ii f)' cls' sin f) f'oi-)j.i~.t ) –––––––––––

C'est la loi à laquelle plusieurs auteurs ont attaché le nom de
M. Reynard. Elle a été proposée par Ampère.

124. La m<me loi, nous l'avons dit, est inscrite dans les OEu-
vres de Gauss, sous une forme très diu'ér<?ntc il est vrai. On v lit,
t. V, p. 6o4

Soient x, y, s, .~e', les coordonnées de deux éléments,
leur distance. Les éléments étant représentés par leurs projec-

tions
= cly = T,. f/; =

a'.c'~=~ f/T'f.t; r/
l'action que subit le premier ayant pour composantes X', V,

on a

,.3~' [(y'i-)Y/-t-(. s) ~] -(.<r ,(. l,

C'.) ~Y'=.ïJ(.– .;)~(.f.'–~) ~]–(~'–~)j :1.

y/ j (.t/- .~) (~' -j,' ) ï/ ), ~+.
Aucun commc!))a!rc n'accompagne ces formules, précédées d~'

cette sente pin'ase
D)c Wu'kung /?'<rc/< ~'Y~AY!/)/r/«' .S'(;c/('



f?t/<</e/ Ist nach meiner übrigens erst noch weiter zu prufender)
Vorstellung folgende. »

L'identité des formules (a) avec la loi exprimée par la for-
mule (:) est. aisée à établir et ne présente pas d'intérêt.

i25. Ampère a déduit la loi élémentaire des actions exercées
suivant la ligne qui joint les deux éléments de plusieurs théorèmes
justifiés par l'expérience. Il est possible d'en réduire le nombre.

Le premier de ces principes est le suivant

L'action d'un courant fermé, quel qu'il soit, sur un élément de

courant est normale à cet élément.
Suivons d'abord les conséquences de ce principe.
Considérons deux circuits en présence. Soient et les lon-

gueurs des arcs comptés sur chacun d'eux à partir de deux ori-
gines arbitrairement choisies sur chaque circuit et la distance

des éléments c/~ et c/ situés aux extrémités des arcs et s';
est une fonction de .s' et de A' variable avec la forme et la posi-

tion des deux circuits. C'est par cette fonction de deux variables

et par ses dérivées que nous supposerons définie la position rela-

tive des éléments < et c/ dont nous cherchons Faction mutuelle.

La fonction de et de s' n'est pas entièrement arbitraire. Si

l'on nomme en effet x, x'y, les coordonnées des élé-

mcnts < < on a

= ( .~)' (~- J~' )' ( – )

.<\ r, sont des fonctions de s, .x' j~, des fonctions de On

en conclut que est de la forme

F ( ~-i- ~)-+-<)'C,(')+./2 (.<) ?9 (.<')–/3(')C.3 (.),

ce qui ne représente pas une fonction quelconque de s et de s'.

Mais cette circonstance ne sera pour la théorie ni une gène ni un

avantage.
L'action T de t'éiément < sur l'étcmcnt f/.f' peut dépendre,une loi qu'il f:n)t chercher, de hi distance dt's angh's

formés par cHe avec c/.s' et avec < et enfin de t'angh' des direc-
tions << et <7.s'.



Si, par un point de l'espace, on mené des parallèles aux lignes

< les trois angles sont les faces d'un trièdre forme par
ces parallèles; ils définissent complètement les dtrccttons relatives
des trois lignes.

En nommant 6 l'angle de avec c/ on a

a~-
cosO == fA!

j;, ;K\ étant en effet les coordonnées des deux élé-

ments, on a
(~ – ~)~+ –)'–<–~')~ =

en prenant les dérivées par rapport à on en dédu)t

CM- HV'.y–)– -<-(y–)- -(, – -s )-=/–f~ <<
(-(

t/r .r – x' <~ –j~' < – -s'
f/i! y < f~ f/

Le second membre est le cosinus de l'angle que nous avons ap-
pelé formé par le rayon qui fait avec les axes des angles

dont les cosinus sont -–– "–– ~– a\ec l'élément <
7'

t 1 <
f/.r f/~ C~

ouf fait 1 des anges dont les cosmus sont-) –)f/ <S

On pourrait dire plus brièvement MM~ (~;?- 31) désignant

Fixement fA< et M')n position de <s')ad)(ï't''rpncc<!t's<1!s)a!~c('s
M/M, M'M, est la H~nc M, R, MR ct.ant Parc dcccrdc (h'-crit de M



comme centre, et le triangic innnitcsimat MM,R donne

clr~=clscosJ ou
clr~ =cos9.t7/'=:<r~ct)sf) ou –==cos9.
<<

On aura de même, en nommant Q' t'angte de r avec

~y––;==cos0'.dV
S

= C05f)'.

Le signe est changé, parce que la ligne est considérée connnc
gartiant !e mëine sens; ei)e joint < à <? et, par conséquent, est
de sens opposé à ceHe qui joint c/~ à f/

Cherchons maintenant l'angle de <s avec ds'.
Considérons le trmngjc ayant pour sommet t'extrëmtté M de

t'are et pour base J'éiement Projetons ce triangle sur la tan-
gente à t'eiëment <:M; la somme des projections est nulte, comme
on sait. On aura donc, en se rappelant que MM' est désigne par
et M'M M, par H,

– COS 0 + < COS 2 – [ 7' COS 0 -)- </( COS 0)] = 0

ta dlfï'ërent!e))c de /'cos9est_i'accrolssen)ent de /'cos9quand de-
\)ent ~-i- sans que .s' ait change. On a donc

<'«-.f)) f/< <cls') cl.s' (,. d.s )') cls cls' + r~

ds cl.s'< f/ c/S < f/ f7.~

on en déduit f/ ~<
cos ô 0= f/.s'f/.s'' ~<<'

~6. L'action T que nous cherchons, dirigée nar hypotitcsc
suivant la droite qm joint les e!ements << et f/.s', étant une fonc-
lion de/(), fy et de:, est, d'après ce qui prccc'tc. de la forme

c/r <
</P ~/7~

L'mconnue du pro)j!e)))e est une fonction de quatre variables.
Lu composante su!\aut <<'de l'action Te\e!'c(''e sur f/.s'est

clr~T~\
<



et la composante tangentielle de la résultante des actions exercées
par l'ensemble des éléments est/r.

d.I' \'c/.s' c/ ~.s'f&d'.t

Cette tntégrale doit être nuiie qnet que soit le contour fermé .s'.
Il faut et. d suffit, pour ce)a que la fonction ptacee sous le signe
d tntegraUon sotia dérivée par)'a])port à d'une aut.re fonction,
qui d'aiiteurs peut~ ét.e queieonque. Cette fonction ne peut ici

contenir que /-et – car si y figurait, la dérivée contiendrait
r

Nous devons donc avoir

f/r <
T – == –, m –

f/6- <X f/.s/

drPar conséquent, en posant

"1
~m < f/n! <

r,' T f/< f/t<<
<

3 T < f/ f/ <
f/

Le eoefticien) de -.– ne contient pas -7; il ne doit doue pas

nvn 1 contcnir `Ir' carlaformalc clait.~t.re symétriclim l~;vr ral>-non p)us contemr car ta formule do~t être symétrique par rap-
port aux deux éléments r/6' et < la fonction doit donc contenir

désigné par de teiic sorte que )e rapport

/')

soit uidé'petidan) de y, on <'n cot~)))) <juemcst proportionne! a

et de !a forme ,a2Í-)<}( ,.1.j~)



Par conséquent, la formule (3) devient

rr 1-'4) ~=-r''7''7--+"(~')';–r*'(t/'f~~Ï17

TeUe est la forme nécessaire de l'action élémentaire qui permet
aux circuits fermés de forme quelconque d'exercer sur un élé-
ment voltaïque une action toujours normale.

127. On déduit des formules démontrées (125)

f.– = cosO,

t..== – cosa
f/A'

f~ CM: [-,–= – ––– -)- Cos6 COSt)
a.s'a.s

L'expression (/!) de l'action élémentaire devient, par la substi-
tution de ces valeurs aux dérivées de

(5)
T=.–eos0cos0'-+- ~'L'(cosOcosf)'-cose);

elle ne contient qu'une fonction inconnue ~(/') de la distance r.
On peut conclure de cette forme, quelle que soit la fonction

'~(y'), que l'action exercée sur un élément ds est la résultante des

actions exercées sur trois éléments clx, cly, c~s qui seraient les
projections de cls sur des parallèles à des axes de coordonnées
arbitrairementchoisis.

On a, en effet,

x x' 6~.7; V – V' </V – f/s
COS 0 =

– – –– -t- '-–––– + – r --T-r «.s' MX r fM

c/.r f/.x'' f/~ c~' f~ c~'
cos s <r/A'f~' ~'f/ï'

Si l'on rempiace cos~ et cos: par ces vatcurs dans l'expression

de 'l' cls, nn verra, ,.1, ~~x cls, aly cls, Îs cls loar clx, c~!y,de T< on verra, en remplaçant < -'e/), –~ par <~j: </v,



<s, que l'expression de l'action exercée sur un élément est
Mnéaire par rapport à dx, cly, elle est, par conséquent, la

somme des actions exercées sur les trois éléments composants dx,<
Ampère faisait de ce théorème l'une des bases expérimentâtes

de sa théorie; il est, on le voit, une conséquence nécessaire de
la première loi, qui en semble en apparence, cependant, absolu-
ment indépendante. La nécessité du second théorème, le premier
étant admis, peut se démontrer <7~{'o/'t.

Considérons un élément ds et ses trois projections clx, cly, <~s.

Le circuit fermé MM'PQM(~. 3a) agissantsur un élément que]-

conque ds' devra exercer une action normale à mais cette
action est la résumante des actions exercées par les quatre éléments
MM', M'P, PQ et QM. Ces actions sont d'après Phypothèsc
d'Ampère, dirigées suivant les droites qui joignent )'ë)ëmcn[ attire
à l'élément attirant. Pour que ces forces, dont les directions difFè-

rent )nf!niment peu, aient une résultante dont la direction, nor-
ma)e à l'élément. attiré, fasse avec elles un an~)e fini, il faut quc
leur somme soit infiniment petite par rapport à chacune d'cHes.
L'action de MM', égale et contraire a la somme des actions de
M'Q, PQ et QM, peut être remplacée, par conséquent, par celles
de MQ, QP et PM'.

128. L'action d'un circuit fermé, sur un élément ~.s'étant per-
pendiculaire et, de plus (127), ëquivatente la rësuhantc des
actions exercées sur trois ëiëmcnts parai )e)es aux axes et (te )on-



~ucurs <r, < <r~, on peut. mettre les trois composantes sous une
forme souvent utile.

Quel que soit le circuit, faction sur c/.y sera perpendiculaireà

et n'aura pas, par conséquent, de composante paratièle aux X.
Les composantes paraHètes aux axes des Y et Z sont toutes deux
évidemment proportionnettesà <~c. On peut faire pour tes actions
sur df~ et sur c/ des remarques semblables et conclure que les
trots composantes de la résuttante sont de la forme

X = ~t – N

Y= M'~ –N'f~,
Z = M"f-+-K"

Mais la résultante étant pcrpendicutaire à rétëment ds, on doit
:t\0tr, quels aue soient c/.y, </v, <

X – Y – Z < =
On en conclut

.\) = o,

– M"= o,
M' V==o.

et les trots composantes son) nécessairement de la forme

X = R </y – <) c/z,

Y =. P~ – !r,
Z =Q~–P~,

P, Q, R (''tant trois fonctions de ~?,y, s indépendantes de ~c, (/)',< On dédut) de ces formules des conséquences remarquables.
Les trois coefuck'uts P, Q, R, dont, pour un circuit attirant

donné, la valeur est déterminée pour chaque point de t'espace, dé-
termment une droite D dont ils représentent les projections.
Ampère nomme cette droite la c/t/'<?c<ce. Les formules (6) ren-
dent évidents les théorèmes suivants

QucHe que soit, en un point, la direction d'un éiémcnt de

courant c/.s', la résultante des actions exercées sur fui par un cir-
emt athrant donné est dans h' plan perpendicutaire à ta direc-
Il,jt'I' D.



Les valeurs de X, Z donnent en etfet ideutiquemen)

PX -+- QY – HZ o,

et cette équation exprime que la force dont les composantes sont
X.Y, X est perpendiculaire à ia droite dont les projections sont
P, Q, R.

La résultante des forces exercées sur 1 élément <s est perocndi-
cntaire à la droite D et àélément <Y.s', par conséquent an plan
de ces deux droites. Elle est, en grandeur, proportionnelle à )a

surface du para!lélogramme dont D et o~ sont les côtés. P, Q, K

et <r, e(~, c/s étant en euet les projections de ces deux h~ncs D

et < les binômes qui forment les seconds membres des équa-
tions (6) sont évidemment les surfaces des parat!éiogrammessitués
dans les plans des YZ, ZX et XY, et qui sont les projections du
pat'aHéJogramme D<r~; chacun de ces paraUétogrammes re])résen-
tant la projection de la résultante R sur une direction perpendicu-
laire à son plan, et R étant perpendiculaire au plan Df/.s, cette
résultante est représentée nécessairement par la surface du para!-
) é i o g l'a mmD<

L'analogie de ces théorèmes avec des résultats déjà obtenus est
très remarquable. La résultante des actions exercées par un cir-
cuit fermé sur un étément de courant se déduit de la directrice D,
su)\'ant la même loi précisément que l'action exercée par un champ
magnétique se déduit de la ligne qui représente !'intcnsité et la
dtrcctfon du champ. Tout se passe comme si te circuit fermé don-
nan. na)-.sance a un champ magnétique et que la droite D repré-
sentât la direction des lignes de forces et l'intensité du champ.

129. Il est intéressant de chercher si cette directrice D peu)
être considérée comme une ligne de force et de chercher pour
cela (~t) si ses co~~o~t/~ P, Q, R satisfont a l'équation

</t' ~Q ~<
~7.f < t/j .= o.

Formons, pour nous eu assurer, i expression du cocthcicu) P.



P est, d'après [a notation adoptée, ta composante parallétc à t'axe

des Y des actions exercées sur un élément <s, paraltèlc à l'axe

des Z. La formule (4) donne, en remplaçant 2'L(r) par ?(/'),

~rr [ f/o ) f ,Yt~=?~')< = L~ J'
Pour calculer P, il faut multiplier faction Tds exercée sur l'élé-

ment o~, qu'il faudra supposer parallèle à l'axe des Z, par ~–~–'
cosinus de l'angle formé par l'action de la force avec l'axe des Y,

et intégrer pour tous les éléments du contour attirant. On a, par
conséquent,

P=~––?(r)~,Y1~.
C/ (/ CM J

'~</P

L'élément attiré étant parallète à l'axe des Z, -.7) cosinus de

l'angle formé par le rayon vecteur avec )'é)ément attiré, dirigé

suivant l'axe des Z, est égal à ~~L, et l'expression (8) devient

p=r~~ ~r~(.).')
J ~(;:–~ <4' L J

Intégrons par parties, en remarquant que, le contour attu'an!

étant fermé, la partie de l'intégrale qui sort du signe f est néces-

sairement égale à zéro, nous aurons

P
= /"?~ [(~ j.') ( .') .];

on trouvera de

t7

z~ [ly ,Ÿ ) cd~, ( ~) cly

on trouvera de même

Q )(. < f .) <~ J

H [(.~ .) -) ~-i.



En diCTét'entiant ces formutcs et remarquant que l'on a< .c'– f/ j~'–~ f/ ~'–sZ
~-c'

on trouve

=~ [u- -~)~ -(~ ~~j ~J.
~f~ ~) (~]J ~y'~J

S -« ")~] [~] ]

En ajoutant ces équations et remarquant que les intégrations se
rapportent toutes aux éiëments du contour attirant, on peut réu-
mr tes mtë~rates en une seule; on trouve

</P f/O ~R
-T-. -7- -)-––,= 0.< < 6M

Les éléments d'un courant attires par un courant ferme sont
donc piongës dans un c!)amp de lignes de forces satisfaisant aux
conditions définies (44), et l'action exercée sur chaque étémcnt se
déduit de la direction et de la grandeur de ia ligne de force suivant
la même loi que si te citamp de forces était un champ magné-
tique.

Les sentes hypottiéses sur tcsqucttes rcj~osc !a démonstration
de ce théorème sont que faction d'un courant fe!'mé est toujours
normatc a t'éiémcntqu! y est soumis, et que faction éh~nentaire
de deux étémcnts de courant est dirigée suivant fa droite (pf! tes
joint.

i30.0n peut, sans emprunter d'autres conditions a t'expé-
ricnce, obtenir plusieurs résultats dis'fies d'intérct.

(~uc)ie que so)t)afonctio!)'j:(/'),<mpeutdéte!')niuer deux fonc-
tions de/<) et M, tei!es que faction mutue!!('f/</A't!e(ieu\
ét(''mcnts << et <<'soit représentée par iafor)uu!e

~H
(<() (.f/

Mt<<



En identifiant tes expressions (-7) et (g), on trouve, pour déter-
miner G et H,

On en déduit

en intégrant, et remarquant que la constante introduite n'ajoute-
rait. rien à ]a généralité du résultat,

ett

par conséquent,

..c. T~G-L-L.
r 0 ) ds < << t/

t3t. Lorsque run des courants en présence se déplace, le tra-
vail des forces agissant sur lui dépend de la position initiatc et de
la position unate; il est indépendant de !a route suivie pour passcr
de l'une a t'autre. Les forces développées sur le courant ont un
potenhei dont t'accroissementestJamesure du travail.

Avant de chercher l'expression de ce potentiel, retnarquons que
les théorèmes précédents rendent son existence bien probab!e. La
toi qui détermine Pintensité eL !a direction de la ré~-uttante des
forces exercées par un circuit fermé sur un é!ément de courant est
précisément [a même que si cet é!ément(t29) était p)o))gé dans

On a, en enet, identiquement, M étant, une fonction de

~H ~H

~tt ~ff </H< ~7f~

f~H <
~r~ ~7.

“ ~!t
G –– == -~(r).

c/~

~n
<~'u' ~77~'

~r

~H ,––~=/?(7')l'
Ch'

pC'') ,–- f/H'7/H-
1<



'm champ de lignes de forces que nos raisonnementsont laissé in-
connu. mais dont l'exJSLence est, démontrée. Il suffit, pour assurer
i'extstencc d'un potendel que ce champ soit assimilab!e:un
champ magnétique.

Pour Lrouvcr l'expression de ce potentiel, cherchons le travail
exercé sut' l'élément < par l'élément< il a pour expression, la
force r<r/~ < étant dirigée suivant la ligne/'qui joint les deux
éléments,

T f~' o

c'est-à-dire, d'après la valeur (fo) de T,

,tt. ~"H
ft.S «t –– 0/' ––––f/ c~~

Le travad total pour un déptacemcnt infiniment, petit de t'uf)
des deux circuits est

J ,l
~ls cls'

clH:~r ~2 HJj'
<u);~;i ~H..“

-y- 0/- = OU.f/
!~expression du travail peut donc s'écrire,I[f)~<<o!f-,–––.

J

Cette expression représente, il est aisé de s'en assurer, la variation
de l'intégrale double

< < </i.
f/A'

-– .–
.7.7 f~'<t

Lorsque H est remplacé par H + S H, on a en en'ct

.t!~f
rls cls'

<H.f/)! r~, ,,</H~/Hf 777 ~7
= f '7-

t <~
–~s' ,/j jj~

mais
~~1 .t <~T-=-°U, C–– ~HI~.< f/.< ~.t



et, par conséquent,

r<<H.f/H f/H~, /HIl) – o –– == – ou – f oH -––
<Mds a~ fM a6<-M

r~H~H f/H. r.H,t 0
<~ = –– OU – < Oft -––<~
ds

6[~
oIi

fMCM
cls.

dll dJI lA. l l 1.. l~tf, – et -r ayant tes mêmes valeurs aux deux limites, la partiecs ds
intégrée est nulle, et l'on a, en ajoutant,

.yr, ,H~H r.Ho < f/ f/~ – –
=

– a ) ûH -,–,– <e ~«..S fMCM {. ses.

Le travail dû à l'action d'un courant fixe sur un courant mobile

est donc la moitié de la variation de l'mtegrale

att f/H /f\ f/JJ ~7 ~JJ ds ds'

r
dII' ds ds'

==-ff(~Ycos()cos6'

et cette intégrale est le double du potentiel que nous cherchions.

!32. Si nous résumons les résultats obtenus, nous voyons que
l'action d'un courant fermé sur les éléments d'un autre courant
donne naissance à un champ de forces qui agit précisément sur
le courant suivant les mêmes lois qu'un champ magnétique. Si
l'on se rappelle que le même courant fermé agit sur les pôles d'un
aimant comme un champ magnétique qui a été défini avec préci-
sion, il est difficile de ne pas regarderl'identité de ces deux champs
de forces, qui tous deux remplacent le circuit, comme au moins
très vraisemblable. Rien, <r</)/'<o/ ne justifie cependantcette assi-
milation, et, parmi les propriétés du champ magnétique, il en est
une que nous n'avons pas acquis le droit d'attribuer aux compo-
santes P, Q, H des lignes de forces qui remplacent le circuit fermé.
Aucune des conditions imposées a ces trois fonctions ne permet
d'affirmer qu'elles soient, comme tes composantes d'un champ
niagnéti()ue, les dérivées d'une même fonction et que t'équation

f/t' ~0 ~H.-+-. -t-–=-:o.r/.t' f/r o



vénuée identiquement(129), puisse être remplacée, comme dans Je

cas du champ magnétique, par

~V ~V f~V_

Si l'on cherche, d'après les expressions trouvées pour P, Q,
R (129), la condition pour qu'il en soit ainsi, c'est-à-dire pour
que

i' c/.r – Q </)' – H <
soit une dinerentietie exacte, on trouve qu'etie est, satisfaite pour
une seule forme de ~(/'). C'est cette forme qu'it faut adopter.
Mais nous devons d'abord justifier notre assertion par des expé-
riences nouveUcs Le courant ferme agit sur les éié'mcnts de

courant comme un champ magnétique.
Les expériences d'Ampère sur les soiénoïdes ne laissent sur ce

point aucun doute. Un solénoïde, quelle que soit sa longueur, agit

comme un aimant. Un contour fermé infiniment petit, qui n'est
autre chose qu'un soiénoïde réduit a une seutc spire, agit donc

comme un pote magnétique; et un circuit fermé, qui peut être
remptacé par une réunion de circuits infiniment petits, agit
!ui-méme sur un étément de courant comme un système magné-
tique il donne naissance à un champ de forces dont )cs compo-
santes en chaque point sont les dérivées d'un même potentiel V.
Nous pouvons donc affirmer que les composantes P, Q, R du
champ de forces obtenues ( !2~) sont les dérivées d'une même
fonction et que la somme

P <r-T- Q~-– H ~j.

est intégrable. On doit donc avoir

</t' ~<Jt< <
r/Q </)!i

<7H f/f
<</



t33. Reprenons les valeurs de P, (), K pour déduire de ces
trois conditions la forme de la fonction restée inconnue ':(/').

r\ ~f/')r 1Una.enr(;nn)tacant––par6<),

)'==f~t')j(j.)~–(~–)~r),

Q = f'L(r)[(.: – .) ~-– (.~–) ~],

H
=-: ~ô(/')[(.~–)~'–fjt~–j-')f/.rj.

L'équation
~P ~Q
f/r <<'

dorme

= ~L! ( – )2 ( .2 ,.)

<?'(~–-s'~ –r ~–-<.<-–r')(~–).

Pour que cette somme soit nulle toutes les fois que in somma-
tion se rapporte aux projections <-Z.r, </)', des etëmcnts d'une
courbe fermée, il faut que l'expresstort intégrée soit une difiëren-
tieHc exacte et, pour cela, que la dérivée par rapport à x du coef-
ficient de f~ soit égale a la dérivée par rapport à du coefficient
de < En écrivant qu'd en est ainsi, et supprimant les facteurs

communs, on trouve

onendédutt ~(/-)'–)!
l,?.

et, par conséquent,

&(')= 9. (/')–; )!

~(r") doit. être nulle pour/n!!ni;ia seule forme de ~(/') est donc

et l'attraction de deux é!éments de courants de )ongucur <<.<')



<y et d'intensités 1, I' est. nécessairement exprimée parla formule

\t7' J- i
7J Li. S r ds cl.s' z r2 cls clc' cl.r cis (S (.$.f/ << ~T?

En remplaçant et
par leurs valeurs (127), cette for-ols cls ~ls cls

mule prend la forme

A t<'f/f/f' 3 v–––“––
( ''os – cos6 cos 0 )

/'s 2

sous laquelle Ampère l'a découverte.

J34. Notre démonstration laisse le coefficient A indeterminp.
it sembled'ailleurs que sa valeur so!tindin'érente,puisque )cs uni-
tés d'mtenstté n'ont pas été déunies; leur relation avec t'unité de
force n'a pas été fixée et, par un choix qui reste hbre, on peut
faire prendre au coefYicientA telle valeur que l'on voudra.

Si l'on rapproche cependant les résultats obtenus, on verra
que. indépendammentdu choix des unités, la formule admisepour
représenter l'action d'un pote magnétique sur un élément de cou-
rant. nous dicte, pour la formule actueHe, un choix qui n'est plus
arbitraire. Lorsque !es deux formules auront été mises d'accord
on pourra ensuite, par le choix de l'unité d'intensité, les multi-
plier toutes deux par un même facteur numérique arbitraire. Mais
nous avons admis qu'un élément de courant <s, d'intensité I, agis-
sant sur un pôle magnétique exerce sur lui une action représen-
tée par

;J. <<t S it) 0

Kous supposons aussi qu'un pote magnétique agissant sur un
pôle de masse u/ situé à la distance produit une force é"a!e à

'j~

f! résuite enfin de l'ensemble des explications dénuées ())9)
qu'un circuit infiniment petit, d'intensité ), entourant une sur-
face c/T, peut être rcmp!acé par un é!é)))cnt magnétique, de mo-
ment ~<=:!?, dont les deux mo!écu)es et –~ sont situées



à distance infiniment. petite A l'une de l'autre sur une pcrpcnd~cu-

laire au plan du circuit.
Cette substitution d'une motécuie magnétique obtenue comme

conséquence de [a loi de Biot et Savart doit s'étendre (132) au

casoù)e circuit, au lieu d'agir sur un pô)c magnétique, exerce

son action sur un élément de courant.
Nous devons, pour qu'il en soit ainsi, calculer d'après la !nr-

mule () !) l'action d'un circuit fermé sur un élément de courant;
calculer ensuite par la formule acceptée de Biot et Sa\art ) l'action

sur le même éiémentde l'élément magnétique qui doit rcmphtcer ic

courant. En les f'-gaiant, nous trouverons la va)eurdu cocfficH'nt

i35. H suffit de traiter un cas particulier. Nous supposerons )''

circuit circulaire. Soit f/ le rayon très petit du cercle qu'il par-
court. L'étément attiré sera placé à la distance du circuit sur la

perpendiculaireà ce plan menée par le centre et paraXéie au pian

du circuit. La formule (t~)

A/t'<«/.s'/ 3 f.–––––– ( cos~– r~tfo')l

donnera l'action exercée par les étëments < du ciront sur Fétc-

ment attiré ds' l'angle 6 est droit, dans le cas actuel, pour tous les

étéments~etcosQcos~'cst,par conséquent,cga) à zéro; rangée s

est é~at à l'angle 'B
formé par le rayon du circuit qui ubouttt a <7.s

avec un rayon OP, perpendiculaire à l'élément attiré que nous
prendrons pour axe des Y. Il est aisé de voir que la résumante des

forces dirigées suivant les arêtes du cône ayunt pour somme) )<'

milieu de l'élément attiré et le circuit pour base est dirigée d)e-

mëme suivant le rayon OP; il faut donc multiplier c)u)cune des

forces (r t) par le cosinus de l'angle qu'elle fait avec OP. Toutes
les forces forment le même angic y avec le pian du cu-cu!t,!e
cosinus de l'angle formé avec t'axe des a pour cosinus

f)Cf)S'Cte
('OSYCOS<?=- ~–;

ouadep)us~s'f{~3.



Les composantes qu'd faut sommer ont, donc pour expression

A tt' et~ </s co!-s À n' et~ eos* ç,4/azlN- 3
a(~+~)~

L'intégration faite par rapport à m entre les Hmites o et a~
donne pour )a résui tante

(f:<) (~+-
Le orcuit entourant la surface T:67~ peut être remplacé par une

mo!écu)e magnétique placée au centre, orientée perpendiculaire-
ment au plan et ayant, pour moment T~t; l'action de l'un des
pô!es sur l'élément c~, perpendiculaire au plan qui passe par le
pôk et par 6~, a pour expression, l'angle de avec la ligne qui
te joint-au pô)c attirant étant droit,

f.3<

l'action du pôle de nom contraire associe au premier a même
direction et. difTere seulementpar le changement,de en s +. f/s.
L'élément magnétique aura donc pour action la difrérentieHe
de (.3)

fi,.)
Na

Le rayon a étant supposé infiniment petit, les expressions (12)
et (i~) coïncident, si l'on suppose

A =2.
Il f'au! donc adopter la formule

/f' r/.< <<' ijCf'S! '– COSO COsO* )

et doubtcr, p:))' conséqucn), t'expression adoptée p:)r Ampcrc.

H6. Ampère a toujours repoussé l'hypothèse d'une force élé-
mentaire s f'xet'cnnt entre deux moiécides dans une direction



autre que celle de la droite qui les joint. Les efTorts des phvsi-
ciens doivent, rendre, suivant !ni, à cxp)i(p)er tous les phéno-
mènes en supposant ces actions fonctions de la distance seule-
ment.

.}'<)) ramené, d)t-d, les piténomènes qu'on observe quand un fil

conducteur et un armant agissent l'un sur l'autre, comme tous les
phénomènesélectrodynamiques, à une action entre deux étéments
de courants électriques, d'ou résultent deux forces éga!cs et oppo-
sées, dirigées tontes deux suivant la droite qui joint !cs deux élé-
ments. (~e preuner caractère des forces observéesdans la nature se
trouve ainsi justifie, et quant à celui qui consiste en ce que les forces

que l'on considère comme réeHementélémentaires soient, en outre,
simplement fonctions des distances des points entre lesquels elles
s'exercent, rien ne s'oppose à ce que ta force dont, j'ai déterminé
la valeur par des expériences précises ne se ramène un jour à des
forces élémentaires qui satisfassent à cette seconde condition,
pourvu qu'on fasse entrer dans le calcul le mouvementcontinuel
dans les fds conducteurs des molécules électriques auxquelles ces
derntères forces seraient inhérentes.

Le problème posé par Ampère n'a pas été résolu; il semble
dtfucde qu'il le soit; car, dans l'état permanent de deux courants
ag!ssant 1 un sur l'autre, le mouvement des molécules électriques,
quelle que soit l'hypothèse faite sur sa nature, doit remplacer à
chaque mstant une molécule par une molécule semblable qui exer-
cera la même action, et le mouvement généra!, s'il en est ainsi,
doit être sans influence.

Gauss, dont les conjectures sur ce sujet difncHc n'ont été con-
nues qu'après sa mort, avait essayé plusieurs hypothèses. Il fai-
san dépendre l'action exercée par deux molécules suivant la droite
qui les jomt de la vitesse relative des masses en mouvement. L'hv-
pothèsc de Gauss a passé presque inaperçue; !cs !)hvs!c!eus, au
contran-c, ont accucitli avec faveur une loi fort différente en ap-
parence, proposée par Weber, et qui n'est cependant, quoiqu'on
ait souvent, répété ic contraire, qu'une transformation de celle de
< iauss.



Gauss suppose, dans un élément de circuit voltaïquc, deux

masses d'électricité contraires -t-c et –<?, se mouvant, avec des
vitesses égales dans des directionsopposée- L action de deux élé-

ments de courant se trouve ainsi la résultante de quatre actions
distinctes exercées par les deux masses qui parcourent le premier
élément sur les deux masses du second. Chacune des quatre ac-
tions qu'il faut ajouter dépend à la fo~s, d'après l'hypothèse de
Gauss, de la distance et de la vitesse.

Une telle hypothèse est difficile à accepter et, ma!gré l'auto-
rité imposante de Gauss, qui d'ailleurs ne l'a jamais publiée, on
hésite à s'intéresser aux conséquences. Weber l'a transformée de
manière à en rendre l'adoption plus difficile encore.

Chaque élément de courant, suivant Weber. qui suit en cela
l'idée proposée par Gauss, serait parcouru par deux masses étee-
triques de signes contraires, se mouvant dans des directions oppo-
sées. Leur action sur les molécules qui parcourent un autre élé-
ment dépendrait non seulement de la distance et des vitesses, mais
aussi de la dérivée de la vitesse. Si r désigne la distance, variable

avec le temps, la force qui s'exerce entre deux masses e et c', et
di- =.suivant la ligne qui les joint, est une fonction de et -.–-(1 dt

La présence dans la formule de Weber de la seconde dérivée

l, l'on ne voit pas Ggurcr dans 11] de suffi hour-.–; que l'on ne vot pas figurer dans celle de Gauss, a sufti pour
faire croire a une différence complète entre les deux hypothèses:
c'est une erreur ta formule de Weber se déduit de celle de
Gauss.

Supposons, en effet, que deux molécules de masses e et < sui-

vent chacune, avec des vitesses uniformes c et < des lignes droites
de directions quelconques. Gauss propose, pour représenter leur
action mutuelle diDgéc suivant la droite qui tes joinL la formutcT- ~)1)) j

j .11'

l' 1. 1. 1 l' l~tdéstgnant la \[tesse rctahve des deux motécutcs e) ta compo-



sante de cette vitesse dans le sens de la distance r. Les deux
masses ayant des vitesses données et constantes,leur distance r ne
croît pas pour cela proportionnellement au temps la dérivée

n'est pas nulle, elle peut s'exprimer en fonction de it et de

Pour passer de l'hypothèse de Gauss à celle de Weber, il suf-

d,. 1fit de remplacer il par sa valeur en fonction de -l
et<( 2

Soient, en effet, ~r, x', y', les coordonnées des deux
molécules, on a

('G) ,-s=(.r–)2~(-~–v'(~–)9~
/<c 2 z /f~ <~=(~ ~(~ ~-(~)

En différentiant deux fois l'équation (t6) par rapport à t et re-
marquant que les dérivées secondes de x, )', sont sup-
posées nulles, on trouve

f/ /<r ~.F'\t

1

0 dr d.x dxj''B–––(3.)>~(~)-(~).-(..y-.T) dt dtJ~(" '~I) ~dtdt dt`J'
/V2 /<~ ~r'Z f~2 /f/z f~2'<~) =(~) -(~––~) -~(~)

( 9) -iÏt-2 di di dt dt dt îl-t -ïi-t

La formule (t5) devient

M't r f~1, i /<v) )
( '~o ) T = – ))– – ( – ) t.

L 'A~/l Jr
c'est précisément la formule de Weber.

Les deux formules sont donc identiques, à ta condition de re-
garder dans chacun des éléments de courant les vitesses des molé-
cules électriques comme constantes. Les deuxsous cette
condition ne peuvent manquer de donner les métnes consé-
quences.

)37. Cherchons, en acceptant )'h\p'~hes(' de C.)uss, l'action df



deux éléments de courant. Cette action est la somme de quatre
termes résuttant des forces développées par les masses -)-cet
–e, animées des vitesses

(~ et–t' dans l'un des éléments, sur
tes masses et –e' qui parcourent le second élémentavec
les vitesses c' et – (~ Si nous considérons les masses -)- g et. – <?',

t'n a K~==(~–t'–a('(''COSS,

s étant l'angle des deux éléments.
On a d'ailleurs

< -f'– a" – f/~ –
f~ </< f~

.C'– .T" 'T' ~'–~< ~'–~t/
r </< r'~

c'est-à-dire, en nommant (j et ()' les angles des vitesses v et <
avec r, f/– == f COSH – f COsO

on en déduit

(-)== c'~cos~O -<- c'~cos~f)'– a ce'ces 0 cosO'.

La formule (t5) donne donc, pour l'action mutucHc des deux
mo)écn)es,

ce' rT) = –~ t -)- /L ( f' -i- (~ – ('('' COSS )

3 1–((~cos~f)-h'cos'~f)'~.cr'cosOcosf)')

Pour ohtenir les trois autres forces qu'il faut adjoindre à T~
il faut changer successivement

(~ en – c, () en ~–fj etfen – f;
t'' en – c', en ?! – fj' et f' en – e'. On obtient pour somme c~

et c~ ne changeant pas,

Tj– T~ Tg-)- T., == –y /'(- 8<'c' coss – t't~c' cos() c~sO').).

)/atHac)ion est donc de la forme, en posant 8<r'c'= G,

G ( cns S '<
cns<)

cos~)')

t'~est précfsément la formule d'Ampère.



Weber, dans les hypothèses qu'il a longuement développées,
'-tend sa formule à tous les cas; il la propose, et plus d'un pbysi-
oen l'a acceptée comme une loi génératedc l'action des masses en
mouvement. On n'en a rien déduit jusqu'ici que des formules
antérieurementconnues.

138. Plusieurs auteurs, admettant comme évidente la diuerence
des deux lois, ont donne ['avantage à celle de Weber, par la

rdtson que les forces exprunées par eile ont un potentiel. Les
forces proposées par Gauss n'en ont pas.

L'action de deux molécules de masses e et e', dont la distance
varie avec !e tenips, étant, en etiet,

~r~T~"J.~ J~'

smvant la formule proposée par Weber, le travail de ceUc
force, pendant un déplacement qui accroft de < la distance r, est

tiv
'~=- "r') J!'

Jr'= cll=' a. tlt,

f'u posantt v-~r~y.).
L~ jl

La ddt'ércntieHe </V est précisément égaie à T<
En admettant, ce qui scmb!e bien loin d'être justifié, qu'i) y

a)t ![eu de t')~o~S)r entre les deux formules, l'existence d'un poten-
tiel semble une circonstance fort indifférente. La raison pour la-
queJie, en ene), un potentiel est présenté comme une condition
néce-isau'eapour origine l'impossibilité acceptée du mouvement
perpétue), fndénnunent accéléré en l'absence de résistances pas-
sées. L'accroissementde force vive étant égal a la variation du
potentn'), si le système revient a sa position primitive, il y re-
vendra avec !a même force vive; mais, dans )e cas actuet, )e
sy-h''mcdescondueteur-;eumouvement peu) reveniràla même po-



sans1 la d4'~rl\7(-e ~l' clui Iibure dans le ~ro-S)hon geomctftque sans que ia dérivée qui Hgure dans if; ))<)-

tentiel, reprenne la même valeur. Pourquoi, d'ailleurs, repousser
t )dée du mouvement perpétuel quand ii s'agit, de l'action unituctk
des courants? Ln travail continuel, nous l'avons souvent rep<t/
est nécessaire pour cmretenir un courant; pourquoi ce travail
n'engendrerait- pas une force vive toujours croissante?



CHAPITRE X.

QUELQUES APPUCATtONS.

RËSCML.

Ce Chapitre est le complément des deux. précédents. Les problèmes
qui y sont résolus sont élémentaires et classiques. Je crois en avoir beau-
coup simplifié la solution, en faisant usage du théorème sur la décomposi-
tton d'un champ magnétique en plusieurs autres, démontre au Chapitre VIU.
.t'ai ë~ité de faire reposer !'expHcation des faits sur la théorie des lignes
de forces. Les systèmes étudiés sont soumis, sur chacun de leurs éléments,
il des forces qui les sollicitent réellement et que les théories précédentes
font connaitre; ce sont ces forces qu'i[ faut examiner en détail pour tes
composer ensuite et étudier leurs effets. Quand on a dit Tel circuit en
tournant sera traverse par un nombre croissant de lignes de forces, le
travai) c\ercc sur lui est donc positif; il ne me semble pas que l'explication
satisfasse la légitime curiosité de ce!ui même qui en comprend la
rigueur.

SO~.MA.UŒ.

):). Action du magnétisme terrestre sur un courant fermé mobile autour d'un
axe vertical. La cornposan'c horizontale du magnétisme située dans le plan
du circuit est seule efficace. [40. Le couple qui fait tourner le circuit est
proportionne) à la surface et au sinus de l'angle formé par le plan mobile avecla position d'éfjuiiibrc perpendiculaireau plan magnétifjue.– t4t. La considé-
ration des lignes de forces conduit aux mêmes conclusions, – ]t2. On peu).
par l'application des résuit.at.s précédents, étudier la variation d<- t'intensité
magnétique. M: Cas ou le circuit est mobi)e autour d'un axe horixontaL –)i4. Actton <)'un courant circulaire sur un p<'dc magnétique situé sur son axe.Principe du marteau-piton de M. Maroc) Dcprez. – )' Emploi de la considé-
ration d'un feuillet maguétique. – [.4(i. expression algébrique de faction
déduite du potcntiei. )'t7. Action mutu<dtc de (feux circuits fermés très pe-
lits situés dans b- même ptan. );n premier aperçu doit faire considérer faction
comme nu))e~ il en faut conc!urc seulement qu\')!c rst très petite par rapport



à la somme de ses éléments. – H8. L'action est dirigée suivant la droite qui
joint, les deux circuits et. inversementproportionnellea )a quatriéfncpuissancede
la distance. – tM. On pouvait prévoir les résuttats par la considération de la
similitude; le même raisonnement prouve que le couple, quand il y en a un,est inversement proportionnel au cube de la distance. – )50. Les mêmes

theo~

remcs se déduisent de la substitution d'un ciémcnt magnétique a un c;rcuit
infiniment petit.– tat. Cas ou les circuits en présence ne sont pas dans )e
même p)an. On considère te cas où, les plans étant pcrpendicujaires l'un
t'autrc, la ligne des centres est dans t'un des ptans. – 152. Cas où. les (Jeux
plans étant pcrpendicutaires, la ti~ne des centres est leur intersection.

t3'). Après avoir trouvé les lois des actions mutuelles exercées
par les courants elles aimants, nous devons en chercher dans les
cas les plus simples les conséquences théoriques.

La recherche des actions exercées par un champ magnétique
sur un circuit vottaïque peut être souvent simplifiée parle théo-
rème (lii) en vertu duquel un champ magnétique équivaut a
plusieursautres, tellement defmis que l'action exercée sur un pô)e
quelconque par le champ primitif soit la résultante des actions
exercées par les champs composants.

Supposons un circuit ferme mobile autour d'un aie vertica!
sttue dans son plan. Cherchons l'action exercée sur lui par le ma-
gnétisme terrestre.

Le champ magnétique terrestre est uniforme. L'intensité est
constante et la direction est celle de l'aiguille aimantée librementt
suspendue. Décomposons ce champ en dcu\ autres l'un dont
les lignes de forces sont perpendiculaires au plan du circuit sou-
nus a leur innucnce; l'autre ayant ses lignes de forces parallèles an
plan du circuit. Le premier ne produira sur !e circuit aucune action
qui pmsseinnuersurlarotation; les forces auxquelles il donn'; nais-
sance sont perpendiculaires à la direction du champ magnétique,
situées, par conséquent, dans le plan du courant mobile et sans
action pour le faire tourner autour de l'axe situé dans son plan.
Le champ magnétique parallèle au plan du circuit peut lui-même
être décompose en deux autres t'un paraHe)e a t'axe de rotation
c'est-a-dn'e vertical; t'autrc horiy.ontal. Les forces ducs a l'action
exercée par ces deux champs sur les elemeuts du circuit, sont pcr-
pcndtcutan'cs au plan mobile, et chacune d'eltes tend a le faire



tourner autour de son axe vertical. Les premières, cependant peu-
vent être supprimées; la somme de leurs moments est égatea à zéro.
Soit G IG'I'(/ 3.3) le courant mobile autour de l'axe vertical GG''

considérons deux éléments AB, A'B' parcourus par le courant,
l'un de Avers B, l'autre de B'vers A'. Le champ magnétique doni
les ligncs de forces sont paraUètes à GG\ c'est-à-dire à AA\
agtra sur les éléments avec des intensités égales et des directions
contraires. Les actions sont l'une et l'autre perpendiculaires au
plan du circuit; pour nous assurer qu'eties agissent en sens con-
tt-an-e, ramenons les éléments de courant AB et B'A' à une
même origine, c'est-à-dire substituons-)eur deux éJcmcnts Mf,
~it' qui !eur sont égaux et parallèles, Je premif'r, !\H (/ 3/;),
représentant AB; le second, Mï', A'B'.

L~dn-echon(Jesiigncs de forces ()u('h<H)ip))ia~))ctif~)cctan)'\)<

supposons (p)eM[,).<n))'nantnut()urdtfpoh)t M, se <)t''p)acc()'unr
))):))))(''['<' continuf-ptsfp~a pr<-t)())'('!a(J!rcc)!onoppos<caM)
).t(hr<'ct!on<if'L)fo)'cccxc)'c('')'p.H'!<'chtU))pm:)!~nct!f)ue,uu'a



changé, puisque le sens du courant est renversé, mais le change-
ment de sens de la force ne peut se faire qu'au moment où te

courant a la direction MG; car c'est là seulement que la force es)
nulle. La direction de la force change donc au moment où ie cou-
rant a )a direction MG et, pat-conséquent, les actions surMFctsur
Mt sont de sens opposé il en est de même des actions sur AB et
sur B'A'; car les directions sont celles de MI et de MF. Ces forces
de directions opposées ont même intensité. Les arcs A3 et B'A'.
multipliés, en effet, chacun parle sinus de l'angle formé par sa
direction avec )a direction AA' du champ magnétique considéré,
donnent pour produit leur projection sur une perpendiculaire à
AA'qm est la même. Les forces dé\'e]oppées par la composante
du champ magnétique parallèle à GH se détruisent donc deux à
deux; et la rotation que nous voulons étudier sera produite seule-
ment par l'action de la composante horizontale du champ magné-
tique. Toutes les forces dues à l'action de ce champ magnétique
honzonta) tendent à faire tourner dans le même sens. Considé-
rons, par exemple, les éléments AB, B'A', sur lesquels les actions
de la composante verticale du champ magnétique ont déjà été
comparées: employons la même méthode et remplaçons les deux
étéments par deux autres issus du même point et de même direc-
tion qu eux.

La ligne qui représente le champ magnétique est, cette fois,
dirigée suivant Mit (/ 35), en dehors de i'ang)e!M! !c courant
Ml peut tourner autour du point M et prendre la situation MC sans

'juc la forée, toujours pcrpcndicutaire au pian de )a figure, de-
vienne nulic a aucun instant; etfe ne change pas désigne. Les ae-
lions yui correslwnclcnl au chaml~ tna~;m~titlnc Ivorir,mn;tl rliri:n',honsqu) correspondent au t;))a)np)nn~ue)ique))0t-!zon).dd!r!~<
dans)cp)a))dueircu!),sur'\Hetsur)!sont()o)!('de!nen)c



sens et leurs effets s'ajoutent pour faire tourner autour de GG'.
Si l'on considère le circuit GABG'B"A/'G tout entier (/t". 36'),

on voit que l'action exercée par le champ magnétique horizontat
devient n:)!!c aux points G et H, puisque t'angte dont )c sinus

Fi~<).

entre comme facteur est, en ces points, égal à zéro; c'est ht que la
force change de sens et, pour cette raison, les actions exercées
sur la partie gauche HB'~VG tendent à faire tourner dans le

même sens que celles qui agissent sur la partie droite.
Pour montrer que les actions exercées par le champ masnë-

hque horizontal sur les éiéments AB et B"A", compris ent.rc
deux lignes perpendiculairesà t'axe, sont de directions opposées
(nous avons prouvé seulement qu'elles peuvent l'ètre), on peut
empioyerla même méthode que dans les cas précédents.

Les courants, transportés parallèlementà eux-mêmes, ont pour
directions Mî, Ml'. La direction MH (/) du champ magné-

'ig. 37.

hqnf est sttuce dans t'inténeur de )'ang!c forme j)arcu\, et
ct~mme la direction de la force change nécessairement qnarxi \!),
tournât)autour de M, vient prendre !adircc).!onopnos(''('i\U",)c



changement n'étant possible qu'au moment du passage par MU,
il est nécessaire qu'à partir de cette position, et par conséquent
lorsque le courant est en MF, la force ait changé de sens.

L'action exercée par le magnétisme terrestre pour faire tourner
autour de son axe vertical un courant parcourant un circuit plan
vertical est donc proportionnelle à la composante du champ ma-
gnétique suivant la ligne horizontale située dans le plan du cir-
cuit. Soit M l'Intensité du magnétisme terrestre dirigée dans I&

plan du méridien magnétique et faisant avec le plan horizontal un
angle égal à l'inclinaisonA. Nous pourrons remplacer M par deux
composantes l'une verticale, l'autre horizontale Mcos~; puis
celle-cipar deux autres l'une, perpendiculaireau plan du circuit.,
qui sera sans action, l'autre qui sera seule efficace. Si 9 est l'angle
du plan du circuit avec le méridien magnétique, cette seconde est
Mcos/.cosfj. Le couple qui tend à faire tourner le circuit est donc
proportionnel au cosinus de l'angle formé par son plan avec le
méridien magnétique. Dans la position d'équilibre, le circuit se
placera perpendiculairement au méridien magnétique, et la puis-
sance directrice du magnétisme terrestre est proportionnelle au
sinus de l'angle formé par le plan du circuit avec cette position
d'équilibre.

140. Lorsque l'on fait varier la forme et les dimensions du cir-
cuit, le couple qui tend à le faire tourner sous l'action du magné-

Fig. 38.

tl~nie)cr!'<'st.rcc~t,p'tu)'u!)n)(''nicun~)~avc<;)<'n)cn()icntn!)nm'-
t.t<u!C,)))'(ip()i'L)()!i))ct.'th)Sur):)t'cc)tt('<))(''C()<siccircuit, t'omit'



démontrer, évaluons la force exercée sur un élément AB du cou-
rant et cherchons son moment par rapport à l'axe. L'action exer-
cée sur AB par un champ magnétique d'intensité H dirigé dans le
plan du circuit perpendiculairementà GG' est proportionnelle au
produitde l'élément AB par le sinus del'angle formé par sa direction
avec celle deslignes de forces. Ce produit est la projection PO de
AB sur l'axe GH (fig. 38), et le moment de la force, obtenu en
multipliantPQ par la distance PA à l'axe, est l'élément de la sur-
face du circuit. La somme de ces produits forme ta surface totale.

Si l'axe RS autour duquel le circuit plan vertical peut tourner
était situé en dehors du circuit, ces conelusions resteraient les
mêmes. Les parties GlG' et GTG (~. 3g) seraient sollicitées par

Fig- ~9.

des forces de directions opposées et tendant cette fois à faire
tourner en sens opposé mais leurs moments seraient inégaux et
la différence proportionnelle à l'aire du circuit qui, dans ce cas
comme dans le précédent, oscillerait autour du plan vertical per-
pendiculaire au méridien magnétique sous l'influence d'un couple
proportionnel à la surface enfermée dans le circuit et. au cosi-
nus de l'angle formé par son plan avec le méridien magnétique.

LU. La considération des lignes de forces peut conduire aux
mêmes conc!usions. Le champ du magnétisme terrestre étant uni-
forme, les hgnes de forces sont para!!é!es à la direction de )';)!-
gud!c annantéc et pat-tout (''gaiement espacées. Le nombre des
hgncs de forces qui traversent )e circuit est mesuré par le produit
de sa surface [ar )c co~iut:s de l'angle formé avec un plan pcr-



pendiculaire à la direction du magnétisme terrestre, ou par le
sinus de l'angle formé avec la direction du magnétisme terrestre,
ou encore par le cosinus de l'angle formé par la normale au plan
mobile avec la direction de l'aiguille aimantée. Ce cosinus est nul
quand le p)au coïncide avec le méridien magnétique et devient
maximum quandil lui est perpendiculaire c'est à ce maximum quecorrespond la position d'équilibre, parce que le nombre des
lignes de forces traversées est un potentiel et non un couple; sesvariations représentent le travail, et c'est au moment du maximum
que la variation est nulle.

142. L'étude des oscillations d'un circuit fermé, d'intensité
connue, sous l'InHuence du magnétisme terrestre, a été appliquée
à la mesure de l'intensité absolue de cette force magnétique. Le
couple moteur, pour un écart 0 de. la position d'équilibre, étant
GsjnQ, la durée des oscillations est proportionnelle à la racine
carrée de G. G lui-même est proportionnel au produit de l'inten-
sité du courant par celle du magnétisme terrestre. L'étude de cesoscillations, le moment d'inertie du fil étantconnuetl'innuencede.
frottements étant évaluée, permettra de déterminer le produit Ml,
et si, avec le même circuit, l'intensité 1 restant la même, on voit
changer la durée des oscillations, on peut en conclure que l'inten-
sjté du magnéti'me terrestre a changé.

H3. L'étude de l'action exercée sur un circuit voltaïque mo-bile autour d'un axe horizontal se déduira des mêmes principes.
On remplacera le champ du magnétisme terrestre par trois autres,dont les lignes de force seront respectivement normales an plan
du circuit et dirigées dans le plan para)!é[cment ou pcrpcndicu-
lau-ementàl'axe de rotation; ce dernier champ sera seul cfncacc.
Le moment du couple directeur sera, comme dans )c cas précé-dent, proportionnel a i'intcns.té .tu magnétisme terrestre, a
cct)c du courant ct a la surface enfermée dans )c circuit:

iN~t.
cnf.n, pour chaque position du circuit, au cosinus de t'.m~c
formé par la direction du magnétisme terrestre a~.r ).,

direction



du champ magnétique efficace,c'est-à-dire avec la perpendiculaire
à l'axe de rotation menée dans le plan du circuit. L'équilibre aura
lieu quand cette perpendiculaireà l'axe de rotation sera perpen-
diculaire à la directiondu magnétisme terrestre, c'est-à-dire quand
le plan mobile du circuit sera perpendiculaire à celui qui passe
par l'axé de rotation et par la direction du magnétisme terrestre.

L'action du magnétisme terrestre sur un courant fermé ne peut
pas produire un mouvement perpétuel; il existera toujours une
position d'équilibre autour de laquelle le système viendra osciller.

Le courant fermé équivaut en effet (119) à un feuillet magnétique.

Le système équivaut donc à deux systèmes magnétiques, et les

forces attractives ou répulsives, inversement proportionnelles au
carré de la distance, ne peuvent pas produire de mouvement per-
pétuel.

Lorsqu une portion du courant est rendue mobile, la remarque
précédente n'est plus applicable. L'entretien du courant exigeant

une dépense de travail, la production, dans ce cas, d'un mouve-
ment indéfinimeut accéléré n'a rien qui soit contraire aux prin-
cipes.

Supposons un courant suivant trois côtés d'un rectangle situé
dans un plan vertical; l'un des côtés est horizontal, les deux

autres verticaux, et le système est mobile autour d'un axe ver-
tical passant par le milieu du côté horizontal. Le courant pénètre

par l'extrémité0 de l'axe, se dirige comme l'indiquent les Mèches

()c!ati~recLct.cor)Lun.)CparunbaindcnK'rcnr<'(hms)c(n!<'t
))!ongcnt AA, /A'. Cherchons !it('t.ut))agtn;Us!nctU['es).t'c



sur les courantsverticauxAA, A''A'. Si l'on remplace le champ ma-
gnétique terrestrepar deux autres, dont l'un ait tes lignes de forces
verticales, l'autre les ayant horizontales, le second seul agira pour
faire tourner le conducteur AA (y~. 40), mais il agira dans le
même sens sur A'A'; les moments de rotation se détruirontet l'effet
produit sera nul. La seule action efficace est donc celle qui
s'exerce sur OA et sur OA' la composante verticale du magné-
tisme terrestre produit sur ces deux courants des effets de sens
contraire qui feront tourner l'appareil dans le même sens; quantt
à la composante horizontale, elle produit des forces verticales qui
sont sans influence sur la rotation.

En résumé, le couple moteur, proportionnel à la composante
verticale du magnétisme terrestre, ne changera pas pendant la ro-
tation et nous obtiendronsun mouvement continu, toujours dans
le même sens et indéfiniment accéléré.

144. Cherchons enfin l'action d'un courant circulaire sur un
pôle magnétique situé sur l'axe du cercle parcouru par le courant.

Les actions exercées sur le pôle P (~ t) par les éléments du

courant, orcuiairc sont normales au cône dont. P est. )e sommet et
dont le circuit est la base. Leur resu)tantc, a cause de ieur symë-
tric, est. dirigée suivant )'axc OP, attractive on répulsive suivant
le S]gne du ma~nctisme conccnt.re en P et. suivant. )c sens du cou-
rant.. Si te pote P se deptacc sur ]'axc, l'action en aucun point ne
dcvtcnt nuHc; e!)c se compose toujours d'c!ëmcnt.s, tous de même
stgnc, qu! ac'jUtet'cn) teur va)cur maxi!na fp~tand lc pote passe par
te centre du ccrc!e. L'action du circuit de direction donnée sur un
po)c magnétique également donnC n'est ni toujours attractive ni



toujours répulsive. Si le pô)e est attiré quand il est au-dessus du
courant, il descendra vers lui mais, après avoir traversé le plan qui
semble l'attirer, il sera sollicité toujours dans le même sens, et par
conséquent repoussé. C'est cette force, toujours de même seus,
qui sert de moteur au marteau-pilon électrique de M. Marcel
Deprez. Le marteau est un cylindre aimanté ayant deux pôles,
mais ils sont situés à des distances inégales des courants circu-
laires qui, sur chacun d'eux, agissent toujours dans le même sens
et qui peuvent, indépendamment les uns des autres, cesser et
reprendre à volonté leur action sous l'influence de commutateurs
qui dirigent la marche du courant.

145. La substitution d'un feuillet magnétiqueau courant circu-
laire conduit à la même conclusion. Supposons, par exemple, le
pôle positif et le magnétisme du feuillet négatif sur la face supé-
rieure, le pôle sera attiré; mais, s'il traverse le plan du circuit, la
face aimantée positivement se trouvera la plus proche de l'élé-
ment positif qui, après avoir été attiré, et au moment où l'attrac-
tion est le plus forte, sera tout à coup repoussé, sans qu'il y ait
changement dans la direction de la force.

H6. Le moyen le plus simple pour calculer l'action du courant
circulaire d'intensité 1 sur un pôle magnétique situé sur son axe
est de chercher l'expression du potentiel. Elle est ici aisée à ob-
tenir. Le potentiel (-H8) est proportionnel à l'angle sous lequel k
cercle parcouru par le courant est vu du pôle attiré. C'est la sur-
face d'une zone qu'il faut calculer.

Soient x la distance du pôle au centre du cercle, r le rayon
du cercle, le potentiel a pour valeur

v=~i.~ ~––Y/)--);

·

l'intensité de l'action est
Yt

<7V 7.!
dx – – ;J.

(/'S-t-~)22

i47. Nous appliquerons les lois des attractions éicctrodyna-



miques à quelques problèmes simples dont les solutions présen-
tent des résultats dignes d'intérêt.

Chercn~ns l'action de deux circuits fermés très petits situé:
dans le même plan. Cette action est proportionnelleau produit de
l'intensité des circuits, puisque toutes les forces dont elle est la
résultante contiennent ces deux intensités en facteur.

Un premier aperçu, fondé sur les théorèmes généraux qui ser-
vent de base à la théorie de l'action mutuelle des courants, con-
duirait à déclarer la résultante égale à zéro. L'action d'un circuit
fermé sur un élément est toujours normale à cet élément.

La composante dans un plan déterminé passant par l'élé-
ment, et normale aussi par conséquent à l'élément, conserve une
valeur constante pour un même circuit, lorsque l'élément attiré
tourne dans ce plan. Tous les éléments du circuit attiré infini-
ment petit sont donc sollicités par des forces normales à leur di-
rection et, en désignant par Gds la force qui sollicite l'élémentds,
G doit être considéré comme constant; or on sait qu'une pression
normale constante exercée sur les éléments d'une courbe plane
fermée, quelle qu'elle soit, produit toujours l'équilibre. Les actions
d'un circuit fermé sur un autre circuit fermé infinimentpetit situé
dans son plan ont donc toujours une résultante nulle.

Dans le raisonnementprécédent, nous avons traité les éléments
d'un même circuit infiniment petit comme des petits courants de
directions différentes et de même origine; cette supposition altère
infiniment peu chacune des forces considérées; mais, puisqu'elle
donne une résultante nulle, nous pouvons conclure seulement que
les portions négligées sont les seules efficaces et que Faction résu)-

tante est très petite par rapportà celle qui serait exercée sur nu cou-
rant non fermé de longueurégale à la circonférence du petit circuit.

148. Les formules générales qu) donnent l'action d'un conduc
teu!' fermé sur un élément de courant sont (128)

X R~-–Qf/
Y = )'<~ – Rr/.r,
X Q(/.r )' <



P, Q, R étant trois fonctionsdes coordonnées de l'élément attiré.
Dans le cas que nous examinons, en prenant pour plan des XY

celui des deux circuits, la composante Z doit être évidemment
nulle; par conséquent, P et Q sont nuls et les composantes de l'ac-
tion exercée sur un élément situé dans le plan des XY, qui est
celui du circuit attirant, sont

X R~,
Y =–R~.

Elles représentent, comme nous l'avons affirmé (147), sur chaque
élément une action normale d'intensité R R étant indépen-
dant de la direction de c~ dans le plan.

Nous ne devons pas traiter R comme une constante, quoique
sa variation soit infiniment petite; nous trouverions une résul-
tante nulle. La vérification est facile. Les trois équations d'équi-
libre pour un système de forces dont les composantes sont X
et Y sont

/X=o,

~X~-Y~)=o.

Ces équations deviennent, si l'on remplace X et Y par leurs va-
leurs, R étant traité comme une constante,

R /~y
= o,

R
= o,

R /(.z<r
-)-~ <) == o,

qui, appliquées à une courbe fermée, sont évidemment exactes.
La force résultante dépend donc de la variation de R aux diffé-

rents points du circuit, infiniment petit; c'est cette fonction R
dont it faut chercher l'expression.

R est proportionnel à Caire infiniment petite enfermée dans le



circuit attirant et indépendant de sa forme. On peut en effet
remplacer le circuit, quel qu'il soit, par un nombre arbitraire de
circuits plus petits dont les surfaces réunies forment celle du cir-
cuit résultant. En choisissant pour ces circuits élémentaires des
rectangles égaux 6~ infinimentpetits par rapport à la surface
totale, ces rectangles, infiniment voisins les uns des autres, exerce-
ront la même action sur un même élément situé à distance finie;
l'action totale sera la somme des actions partielles, proportion-
nelle à leur nombre, par conséquent à l'aire du circuit attirant.
R étant indépendant de la forme du circuit attirant, on peut sup-
poser celui-ci circulaire et regarder R, dans tous les cas, commee
une fonction de la distance de l'élément attiré à un point arbitrai-
rement choisi dans l'intérieur du circuit attirant.

Plaçons l'origine des coordonnées au centre du circuit attirant
et dirigeons l'axe des X vers un point C intérieur au circuit attiré.
Soient 6: l'abscisse de ce point et G la valeur .de R qui y corres-
pond, on aura

/~R\, /~R\
R = G

-t- – (;p–œ)- –
v.

.x' <r< et y étant les accroissements très petits des coordonnées x
et~, quand on passe du point Intérieur C à un point quelconque

du circuit attiré, et
(-),

(
-y-) étant les valeurs des dérivées de

H.C ff~"
Il en ce même point C.

R est, nous l'avons dit, fonction de la distance à l'origine des
coordonnées. Posons

R =- ~(.r'-t-~);
on en déduira

XIi
= 2 .2' cu 2 _u_y? )=2.7-(~),

dR -y<i-(~+.~).

Au point C, ')' est nu), est ég<)1 < En nommant Il la valeur
de 'f/(r~), on a donc, pour un point quelconque du circuit at-
tiré,

li G– [!(.r–a).).



Les composantes de l'action sur un élément e~ sont, par consé-

quent,
~Y =- G f~ – H f(.c – ~) = c,

/"X= Gf~4-nf(.c–a)~=Hj,

-r étant l'aire du circuit attiré. L'action cherchée est donc dirigée
suivant l'axe des X, c'est-à-dire suivant la ligne qui joint les deux

courants, et proportionnelleau produit des deux surfaces; car H,

comme R dont il représente la dérivée, est proportionnel à la sur-
face du circuit attirant.

Pour connaître suivant quelle loi l'action dépend de la distance,
il faut chercher la fonction désignée par c(~-)-~) qui repré-
sente R.

Le circuit attirant (118) peut être remplacé par un élément ma-
gnétique, c'est-à-dire par deux pôles de noms contraires infini-

ment voisins situés sur une perpendiculaire au plan du circuit.
R est l'action d'un tel système sur une molécule magnétique de
masse unité occupant le même lieu que l'élément cls; cette ac-
tion (72) est inversement proportionnelle au cube de la distance,
c'est-à-dire à la puissance –~ de .)-
(.. ~––

(~-t-~)'
On en conclut

i 'i
<~R 3K.rx(~T(x2-i-y2)2

et, en faisant x == y == o,

(') 3K<" ~="=-
L'action mutuelle de deux circuits plans infiniment petits est

donc dirigée suivant la droite qui les joint et inversement propor-
tionneHc à la quatrième puissance de la distance.

Les circuits se repoussent quand ils sont parcourus dans le

même sens; ils s'attirent quand leurs directions sont contraires.



149. La proportionnalitéde l'action de deux circuits plans à la
raison inverse de la quatrième puissance de la distance pouvait

se prévoir par des raisons de similitude. L'action élémentaire de
deux éléments pour des circuits d'intensité donnée est proportion-

nelle au produit –~–; les autres facteurs ne contiennent que des

lignes trigonométriques dont la valeur est la même pour les élé-

ments homologues de deux systèmes semblables. Si l'on considère
deux surfaces S, et Si situées dans le même plan, et deux autres
surfaces 82 et S' formant un système géométriquement semblable
à celui des deux premières, les forces homologues auront même

valeur; car –,– est de degré zéro par rapport à 1 unité de lon-

gueur. Les résultantes, par conséquent, seront égales, l'accroisse-

ment de longueur des éléments compensant exactement Paccrois-
sement de distance. En nommant K le rapport de similitude, le

produit S~S., est éga) aK/'SjS' Si donc l'attraction des circuits
S, et S', est GS, S'" celle de S2 et de S' qui lui est égale, sera
.– S~S~ Le facteur par lequel il faut multiplier le produit des

deux surfaces est donc inversement proportionnel à la quatrième
puissance des dimensions.

Si les actions mutuelles des deux éléments produisaient un
couple, la force de ce couple serait la même dans les deux sys-
tèmes mais le rapport des bras de leviers serait égal au rapport
de similitude le moment du couple serait donc muitipHé par K,

et si, dans l'un des deux systèmes, il est représenté par S, S' IL
S, et S, étant les deux surfaces enfermées dans les circuits, il le

sera dans l'autre par S~S'~ Le couple qui tend à faire tourner

deux circuits )n(i)nment petits qui agissent )'un sur l'autre est in-
versement proportionnel, quand il existe, au cube de ia distance.
Nous allons )c vérifie)'.

150. Remarquons. avant de quitter réhtdc de l'action mutuc)!<'
de deux t;tr<'m)s pifms m(h))mcn) petits, qu'on arrivera!) plus ra-



pidement et plus simplement au résultat en remplaçant(H8) les
deux circuits par deux éléments magnétiques.

Soient C et C' (/ ~2) les centres de deux circuits. Rempla-

cens le premier par deux masses magnétiques et – pL, et le se-
cond par deux masses ;-< situées, comme l'indique la figure,
sur des perpendiculaires aux plans des deux circuits, par consé-
quent à la ligne CC' de longueur

<r< qui joint leurs centres.
L'action qu'il faut évaluer se compose de quatre forces deux

répulsives, provenant de l'action de u. sur jj/ et de u. sur
deux attractives, provenant des actions de sur u/ et de

u. sur u/.
La valeur commune des forces répulsives est

o

celle des forces attractives est

ft" –
Yvantde retrancher ces forces de la somme des deux premières,

<t faut les multiplier par le cosinus cle t'angtc qu'ettes font avec la
ligne CC', direction évidente de la résu!tantc; ce cosinus est

~<

La résuhantf répulsive es) d<)!if

;vi 9.

~<t-r'
On a, en nég))ge<m! tes puissances <!<' h supérieures la se-



conde. _L_
r[
/i~(1

:+(-)
L \s/j

et Fexpression (5) devient

(R)1 4-a'
u.A et u.'A sont proportionnels aux surfaces des circuits et aux
intensités des courants, et Fexpression (6), qui représente une
répulsion, confirme les résultats obtenus.

151. Lorsque les circuits mis en présence ne sont pas dans un
même plan, les actions mutucHes produisent non seulement une
force attractive ou répulsive, mais un couple qui tend à faire
tourner les plans des deux circuits pour les ramener au paraDé-
hsine. Telle est, suivant la théorie d'Ampère, la cause de l'aiman-
tation par inuuence.

Constdérons le cas où, les deux plans étant perpendiculaires
Fu)! a l'autre (/tj. ~3), la ligne qui réunit les centres des circuits

est dans!un des deux plans et, perpendiculaire a l'autre.
Le circuit, attirant, a son centre en G'; la droite CC'est située

dans le plan du circuit aLUre dont, !c centre est. G. Le circuit aLti-
rant peut. c)rc re)np)accpHrdcu\ moiccu)cs magnétiques u.
– ;jL,, placées sur )a!i~ne CG'aune d!s'.tncc:).]'unc de ['autre
tc!!e,que!c)))0!nent.)na~ne)!que'j.retir(''sc))tc)eprodui)de!n
surt.x'e du ('n'eu~aHi)'aut. par !ntcnsite du courant nu! !e par-
court. Le c)rcu~aLtir/'(jScr:(rc)np]ac.pardeux uta~scsma~uc-
)))?((" –s~U(''essurune perpendu'ut.'ut'eau ptau de!a
ti~ure a uue distance'tei)e, que te n)0)ueutu)a.;neti(pir:



soit égal au produit de l'intensité du courant, atttré par la surface
enfermée dans te circuit,qu'il parcourt.

Il n'y a, dans ce cas, ni attractionni répulsion; les quatre forces
développées par les deux molécules qui remplacent le circuit atti-
rant sur celles qui remplacent le circuit, attiré, étant décomposées
suivant la li~ne C(7, se détruisent deux à deux. Nous avons donc
à chercher seulement l'action de ces forces pour faire tourner le

circuit dont le centre est en C. Supposons le circuit C mobile au-
tour de l'axe PQ perpendiculaireaux quatre forces qui sollicitent
le circuit, et par conséquent au couple résultant de leur combi-
naison. Cherchons le moment des quatre forces. L'action répul-
sive de

;JL, sur ~3 et l'action attractive de sur – u.~ sont égales,
situées à même distance de l'axe de rotation, et tendent à
faire tourner dans le même sens. Le moment de l'une de ces
forces doit donc être doublé; il a pour expression

(J~ ;-tl :J..2 u.t~-i- 1

en remplaçantpar A~ la distance de la force au centre G, qui n'en
diucre que d'un 'nfiniment petit du second ordre.

Les deux couples de sens opposés, qui ont aussi le même mo-
ment, proviennentdes actions de – m.; ils ont pour moment

;~t~2~
(~-)- .t/tf~-t- A.~

que l'on peut remplacer par

;J-, a.~ T/~ /tj\p:i)J'2h2 (r (G (G' )
ft'~ ft <t~

Le moment d< quatre forces réunif's par rapport a l'axe PO

se réduit donc, en ni''g!!geant les inunimcnt petits d'uti orftrc -~u-
pértcu)', .')

,8)
f/~

Lccouph'q.n )cnd a pt'ocnrcrtcp.n'aticlismodes phm-; d<df'u\



circuits est inversement proportionnel au cuLe de la distance et
au produit de A,~ par /2, proportionnels chacun au produit
de rmtensite de l'un des courants par la surface entourée par le
Circuit.

152. Considérons enfin (~ ~~) le cas ou, te courant attiré
étant toujours situé dans le plan de la figure, ainsi que te centre

F.S.

du circuit attirant, ie plan de celui-ci, perpendiculaire au plan du
premier, aurait pour trace sur lui la ligne qui réunit les deux
centres.

Le circuit attirant peut être remplacé dans ce cas par les deux
pôles situés dans le plan du courant attiré.

L'action de pour faire tourner le circuit C produit un
couple dont l'axe est perpendiculaire à la ligne C[JL, et dont le
moment est

( ) o u.,(9)9
<~ -)-

L'action de –~ tend à faire tourner en sens opposé autour
d'un axe perpendiculaire à la ligne qui joint jj~ au pôle C. Lc
second couple, de même intensité que le premier, a son axe per-
pendiculaire a la ligne (C, ~,). Le couple résultant de ces deu\
couples de même intensité a pour axe la bissectrice de l'angle
de leurs axes, c'est-à-dire la ligne CC', intersection des plans des
deux circuits.

Le moment du couple résultant es) encore, dans ce cas, inver-
sement proportionne! !m cube de la distance.



CHAPITRE XI.

THÉORIE DE L'INDUCTION.

RÉSUMÉ.

Les applications des phénomènes d'induction ont transformé l'industrie.
Il est digne de remarque qu'avant ia découverte de ces phénomènes pat-
Faraday les lois acceptées pour les actions étectrodynamiques rendaient
possible la solution du probtème du mouvement perpétue! et la création
du travaiL Personne ne songeait à en tirer profit. On aurait aperçu )'in-
sufnsance de la théorie.

L'équivatencc du travait dépensé pour produire un courant et du travait
qu'i) peut produire conduit très simplement à l'une des lois précédemment
révétées par t'expérience. Cette loi acceptée permet de deviner les autres
par assimitation de cas qui, cependant, ne sont pas identiques. H y a grande
exagératiott à voir dans les considérations de ce genre ['explication et la

preuve des phénomènes d'induction. Les faits pourraient être très diffé-
rents, sans que tes principes de conservation qu'on invoque cessassent
d'être respectés.

Je rappelle dans ce Chapitre les cé)èbres formules par icsqucHcs Neu-
mann représente la loi mathématique des phénomènes d'induction. Ces
formules sont malheureusement restées inutiles, et leur auteur )u!-méme
n'a appliqué dans aucun cas les intégrâtes qui représentent la force étec-
tromotrice.

SOMMAIRH.

)5: Le mnuvonent pcrpctuc) produit par faction mutuc))e des courants est une
consC(p)fnrCf)c-) )ois <)',)tt.ractinn. i) n'rn faut!i!'['rn))r,unc conctusinn c~ntrairc
au prinf'~)~ de !a conservation de )'(''ne!ic; niais, en cyatuant d'âpres ces prin-
t'ipcs )e h'av.o) dépensa' et. )(' travail produit, on trouve te second plus qrand il
fant. donc admettre l'intervention d'un phénomène jns<)ue-)a inconnu. La pré\i-
sion de ce phenofnéne par te raisonnement seul es~ impossibte. ))ivc['<es hvpo



thèses qui conduisent à la détermination de plusieurs inconnues à J'aide d'une
seute équation. 154. Calcul de la force électromotrice produite par l'induc-
tion, en admettantqu'elle puisse, sans l'adjonction d'aucune autre cause, rendre
le travait dépense égal au travail produit. 15.5. Induction produite sur un fil
qu'aucun courant ne traverse. Cas où le travail produit est négatif. 156. Cas
où les deux courants sont en mouvement. Oh admet que l'effet sur chacun
d'eux dépend du mouvement relatif. L'hypothèse, quoique conforme à l'évi-
dence et à l'expérience, ne t'est pas au principe de ta conservation de f'énergie.
– 15t. Introductiondes lignes de forces dans l'énoncé de la loi d'induction.

158. Nécessité d'une induction produite par la variation de l'intensité.
159. Réumon de toutes les lois d'induction dans un seul énoncé où l'on fait
intervenir les ligncs de forces. 160. Formules de Keumann. – 10. Étude des
phénomènes d'induction quand les lignes de forces sont supposées connues.
1G2. Cas d'un champ magnétique uniforme. 1C3. Machine de Ruhmkortî.
Transformateurs de tension.

i53. La production possible d'un mouvement continu de rota-
tion sous l'influence des actions électrodynamiques est une con-
séquence facile des lois d'attraction découvertes par Ampère et
de celles des actions électromagnétiques.

L'étude mathématique des forces mises en jeu n'est pas néces-
saire, d'ailleurs,pour imaginer des combinaisons, en nombre infini,
qui pourraient procurer un mouvement perpétuel. Quand on dis-
pose d'un courant, on peut, au moyen d'un commutateur, sans
dépense appréciable de travail, changer sa direction dans le fil
qu'il parcourt et, avec la dircciiun, le sens de la force exercée
soit sur un aimant, soit sur un autre courant. On peut donc, à

chaque instant, faire agir la force de manière à accroître la force
vive du système et, si les frottements n'y mettaient obstacle a !a
faire grandir Indéfiniment. Ampère, dans ces résultats souvent
mis en évidence, n'a jamais signalé d'atteinte aux principes. La
production du courant moteur exige une dépense incessante de
travail si ce travail est transformé en force vive, 11 n'y a pas sujet
d'étonncment.

En y regardant de p)us près, cependant, une contradichon ap-
parait. On dépense f/M ~WtYy<7, !) n'est pas étrange qn'on <<
/wA/<p. L'appréciation est trop sommaire. Il faut préciser da-
vantage et comparer !'CHe) a la cause. Sans (p)' s.)it nécessaire
pour cela (rentrer au détaii des !o!s de Faraday sur )a dépense
exigée par un courant et de Jofdc suria ctndcur produi!c.on pou-



vatt s'assurer qne les théories acceptes assigneraient au travail
produit une évaluation supérieure à celle du travail dépensé.

Le travail dépensé pour produire, pendant un temps T, un cou-
rant d'intensité 1 à l'aide d'une pile dont la force électromotrice
est E, a pour expression (89) EtT. Le courant, quand on en dis-
pose, est capable d'un travail infini. Les lois d'Ampère, en effet,
font connaître l'intensité de la force avec laquelle il attire un
autre courant. Cette force est finie; mais, en faisant grandir la vi-
tesse des éléments attirés~ le travail accompli par elle peut gran-
dir indéfiniment et devenir, par conséquent, plus grand que le
travail dépensé.

Une telle conclusion doit rendre suspects les principes qui y
conduisent. Il n'est pas vrai qu'un courant, pendant qu'il tra-
vaille, conserve son Intensité le travail l'affaiblit. Nous l'avons
remarqué déjà (8~), et l'on a pu, en alléguant l'égalité, nécessaire
dans tous les cas, du travail dépensé au travail produit, deviner,
dans le cas le plus simple, la loi précise du phénomène de l'induc-
tion, révélée antérieurement, il est vrai, par l'expérience.

Il ne faut pas exagérer la portée des raisonnementsde ce genre.
L'expérience doit les précéder et les vériuer ils ne mériteraient
sans cela aucune confiance. Le problème que l'on veut résoudre
est indéterminé.

Un courantd'intensité 1 étant produit dans un fil de résistance R,
la force électromotrice étant E, on dépense par unité de temps
un travail mesuré par le produit Et. La chaleur développée dans
le fil est R[~. Il y a équivalence, et l'équation

(.)1) Et=)~
équivaut à la loi de Ohm

(..) E

Supposons maintenant qu'on approche un autre courant d'in-
tensité )'. L'attraction du premier courant., qui reste (i\c, produira,
pendant un instant < un travail que nous pouvons rcpréscmer
par G)r < C désignant uu facteur qui dépend des conditions



géométriques et cinématiques de l'expérience, c'est-à-dire de la
forme, de la situation et de la vitesse des conducteurs.

Que doit-il se passer? Si l'expérience n'avait pas prononcé, on
serait fort embarrasse, en s'appuyant sur le seul principe de la
conservation du travail, pour prédire la nature et bien moins en-
core la grandeur des euets produits.

Lorsque le courant 1 ne travaillait pas, on dépensait, pendant
le temps e~, un travail EI< on faisait naître une quantité équi-
valente de chateur RPa~. A cette chaleur produite vient s'ad-
joindre un travail mécanique GH/< L'équation

(3) EI~R~-t-GH'

ne peut être exacte; elle est incompatible avec (t), et, puisque le
travail produit doit rester égal au travail dépensé, il faut nécessai-
rement admettre qu'un phénomène jusqu'ici ignoré change les
termes de l'équation (3).

Ce changement pourrait prendre des formes très différentes,
sans contredire en rien les principes.

Nous savons, par exemple, qu'un courant d'intensité 1 traver-
sant un fil de résistance R produit, dans le temps o~, une quantité
de chaleur RP c~. Ne doit-on pas se demander si cette loi est ap-
phcahie à un courant qui travaille? Le travail de la vapeur refroi-
dit le vase qui la contient, pourquoi celui de l'électricité ne re-
froidirait-il pas le iil qu'elle parcourt?

Si l'on admet ce genre d'induction, on pcnt y trouver l'explica-
tion du paradoxe résultant de l'inégalité des deux membres de
l'équation (3). Soit RP– la quantité de chaleur produite par
le courant d'mtcnuté pendant qu'd accomplit un travail méca-
nique. L'égalité nécessaire entre le travail dépensé et le travail
produit ne sera plus exprimée par l'équation (3), mais par

().' Ef~(tU!'–.r,-i-C.n.

qm d'mne, en ayant ('n'd a()),

;1' ~= ( I l'.



Le travail accompli produirait donc dans le fil traversé par te cou-
rant une perte de chaleur équivalente. Si le travail GIF était
négatif, c'est-à-d)re si le courant attirant s'éloignait, ou si le cou-
rant qui s'approche était repoussé, il en résulterai),, sans aucun
changement dans l'intensité 1 du courant fixe, une élévation dans
la température du fil.

L'expériencene coniirme pas ces prévisions; mais l'explication
est, f</)/o/ tout aussi vraisemblable que celle qui résulte de la

variation supposée de l'intensité I.
Les conjecturespeuvent varier à l'infini. Le travail du courant

peut produire à la fois une variation de son intensité et une per-
turbation dans la loi qui exprime la chaleur produite. Nous au-
rons alors deux inconnues à déterminer la variation y de l'inten-
sité du courant et la diminution x dans la quantité de chaleur
produite. L'égalité entre le travail dépensé et le travail produit
serait alors exprimée par l'équation

E(I–~)-[R(I-~)']-t-G(I-y)!
Commentespérer de cette seule équation déduire les deux incon-

nues x et ~?

On peut aller plus loin et remarquer avec grande raison que
les deux courants qui s'attirent deviennent solidaires; il est im-
possible de considérer l'un d'eux comme formant un système
isolé. C'est à leur ensemble qu'il convient d'appliquer le principe
du travail, et, dans les conjectures permises avant d'avoir con-
sulté l'expérience, on dispose, pour retrouver l'équivalent du tra-
vail produit, non seulement de l'intensité et de l'échauffement du

courant attirant, mais aussi des changements produits dans l'éta!
du courant attiré. L'équation toujours unique qui exprime la con-
servation de t'énergfC devrait alors servir à déterminer quatre
inconnues.

Ce n'est, pas tout. L'éthcr, au sein duquel les phénomènes s'ac-
complissent, y joue certainement Je ruk principal. H est capable
de travail et d'énergie potcahcUc.

Est-il permis d'accepter avec confiance une équation dans ta-



quelle cet élément du problème est passe sous silence? Un moulin
à vent dont on voit tourner les ailes sans dépense de travail ne
contredit en rien les principes c'est l'air qui le pousse. On s'ex-
poserait à de graves mécomptes en négligeant le rôle de l'atmo-
sphère. Pourquoi l'éther, dont le mode d'action est complè-
tement. inconnu, ne troublerait-il pas, dans un sens ou dans
l'autre, par les variations de sa force vive, le résultat de nos con-
jectures ?

La théorie suivante n'aurait,
<x /)/o/ rien de contraire aux

principes.
Un courant existe dans un fil. Les fluides électriques y sont ani-

més de mouvements entièrement inconnus; mais le phénomène
est plus complexe, il s'étend dans l'espace qui environne le fil

un aimant qu'on y place, un autre courant qu'on y fait naître sont
immédiatement attirés ou repoussés. Le milieu dans lequel ils
sont plongés n'est donc pas à l'état normal il n'est pas admissible
que le courant agisse à distance quand on lui présente une occa-
sion de travail, et ne produise au même lieu, quand cette occasion
manque, aucune influence mécanique. Le courant qui traverse
un fil produit donc et maintient dans l'espace qui l'environne
des agitations inconnues mais continuelles. Lorsque ces agita-
tions produisent des effets observables, le courant n'y est plus
pour rien il a joué son rôle en les faisant naître les consé-
quences seront ou non perceptibles à nos yeux, il n'en doit résul-
ter pour lui aucun trouble.

La fattgue d'un chanteurest-elle augmentée parce que de nom-
breux téléphones recueillent les sons produits par sa voix?

Le projectile lancé par une arme à feu emporte, sous forme de
force vive, le travail produit par l'explosion. Le rôle de la poudrc
est terminé. Que l'on manque le but ou qu'on l'atteigne, tes efTe~s
observés seront très différents; aucun phénomène anaio.gue a l'In-
duction ne troublera les servants de la pièce.

On ne peut rien affirmer, ~<o/ sur la nature et la grandcur
des influences exercées parie travait d'un courant sur l'intensité
ou sur les autres actions du même courant.



i54. Les découvertes expérimentalesde Faraday et les mesures
prises par Lenz montrent que le travail mécanique produit par un
courant fait naître une variation de l'intensité. En admettant
qu'aucun autre effet ne vienne s'adjoindre, le principe du travail
suffit pour déterminer cette variation d'intensité qui y figurera
comme seule inconnue.

Le courantd'Intensité 1 étant produit dans un fil de résistance R

par une force électromotrice E, supposons que l'on approche un
autre courant d'intensité l', le travail produit pendant le temps dt
sera proportionnel au produit des deux Intensités. Supposons que
l'intensité 1 prenne la valeur x, représentons, en omettant le fac-
teur < le travail par GF~; le travail dépensé pour entretenir la
force électromotrice E agissant sur un courant d'intensité x sera
Ex, la chaleur développée dans le conducteurde résistance R aura
pour mesure Rx2, et l'on devra avoir

(5) E.=R~–G~I',
c'est-à-dire

E–GF~= –j~
L'intensité du courant est donc exprimée précisément comme

si la force étectromotrice E était diminuée de GF. On peut
dire, en conséquence, que l'Induction fait naître une force élec-
tromotrice de grandeur GF qui se retranche de celle qui produit
le courant. Le produit Gl, proportionnel à l'Intensité F du cou-
rant ~c/KC/eM/'qui se meut dans le voisinage du courant étudié,
est indépendant de l'intensité [ dont on cherche la variation. La
force électromotrice produite par le travail d'un courant et par
laquelle est changée l'intensité de ce courant est mesurée par le
travail qui serait produit dans les mêmes circonstances par un
courant d'intensité égaie à l'unité.

t55. La force étectromotrice produite par l'induction étant
indépendantede l'intensité primitive du courant induit doit restcr
la même lorsque celle-ci se réduit a zéro. Un courant qui s'ap-



proche ou s'éloigne d'un fil conducteur dans lequel ne passe au-
cun courant produira dans celui-ci une force électromotrice et
par conséquent, doit faire naître un courant dont le sens sera
opposé à celui qu'il devrait avoir pour produire un travail positif
sur le courant qui s'approche.

L'expérience confirme cette conséquence extrême de la loi gé-
nérale. L'explication fondée sur la théorie du travail n'est plus
acceptable dans ce cas. Un courant s'approche d'un fil inerte qui
ne devrait produire aucun travail, et c'est pour expliquer ce tra-
vail nul que la théorie prévoit, dans ce cas, un phénomène que
l'expériencevérifie.

Lorsque le courant fixe sur lequel se produit l'induction agit
sur un courant mobile mis en mouvement dans son voisinage, le
travail peut être négatif. La loi générale s'applique sans modifica-
tion la force électromotrice produite par l'induction change de
sens et l'intensité du courant est augmentée quand il produit
un travail négatif, lorsque, par exemple, il attire un courant qui
s'éloigne ou repousse un courant qui s'approche.

156. Nous avons, dans les explicationsqui précèdent, supposé
immobile le courant produit ou modifié par l'induction. On doit
se demander ce que devient la loi de l'induction lorsque les deux
circuits en présence sont l'un et l'autre en mouvement. La ré-
ponse paraît évidente « priori et l'expérience la confirme. Peu
importe qu'un courant soit ou non en repos absolu la force
é!ectromotrice produite par son action sur d'autres courant ou
sur des aimants est la même que si, le courant étant supposé !m-
mobile, les autres étaient animés du mouvement relatif qui attcre
leurs positions mutuelles. I1 semble impossible, en euct, que la
vitesse absolue joue un rôle; les phénomènes, sans cela, varie-
raient avec la latitude, puisque la rotation de la Terre exercerait
une influence, et avec la saison, qui change notre mouvement au-
tour du Soleil. U faut remarquer, cependant, que cette indépen-
dance évidente de l'état de mouvement ou de repos ne s'accorde
pas avec le raisonnement fondé sur ta considération du travail



produit par le courant dont on veut étudier la variation. Suppo-
sons que ce courant s'approche d'un autre courant maintenu im-
mobile. C'est lui qui se déplace; en attirant le fil qui ne bouge
pas, il ne produira pas de travail. L'induction, cependant, qui1
change son intensité, aura la même valeur que si le rapproche-
ment des deux fils avait pour cause le mouvement du courant
inducteur. Le principe qui propose le travail pour explication
n'est donc pas acceptable.

Il y a plus. Lorsque deux courants sont en présence et se dé-
placent, chacun d'eux produira sur l'autre un effet d'Induction,
mesuré par le travail des forces mises en jeu par l'attraction
qu'exercerait, sur le courant inducteur, le courant induit dont
l'mtensité serait réduite à l'unité. Cette règle, que l'expérience
confirme, ne rend nullement le travail dépensé égal au travail
produit.

Soient, en effet, deux courants en présence. La force électro-
motrice, la résistance et l'intensité sont E, R, 1 pour le premier,
E', R', l' pour le second. Le travail produit par les actions mu-
tuelles pendant le temps <~ est GIFc~, G désignant un coefficient
dépendant de la définition géométrique du système et des mouve-
ments relatifs dont il est animé. Ce travail est réparti entre les
deux courants. Si l'un des deux est immobile, il s'exerce tout en-
tier sur l'autre.

Soient x et x' les intensités auxquelles, dans ces conditions,
par suite des effets de l'induction, se réduiront 1 et F. Le travail
dépensé par la pile qui produit le premier courant sera Ex, et
par celle qui produit le second courant, E'.x'. La chaleur produite
sera, dans le premier courant, R. et dans le second, R' et
le travail développé pendant le mouvement deviendra G~.r'. On
devra donc avoir pour la conservation de l'énergie, en omet.tant
toujours le facteur c/
(S) f'–f'K'=R.r~i-R'+G.M'

D'après ta loi d'induction admise, la force ék'ctromotricc déve-
loppée sur le premier fit sera –G. et sur le second, –G~,



puisqu'elle est égale au travail dit aux forces mises en jeu, en
supposant successivement chaque courant animé du mouvement
relatif, son intensité étant réduite à l'unité.

On aura alors

H–G.?-'(7) ~––~––,
(8)

par conséquent,

(9) H~–E'.r'~H~-t-R')-_2G~~
équation incompatible avec l'équation (6).

Le principe, cependant, n'est pas contesté. Les lois de l'induc-
t'on s'appliquent aux mouvements relatifs, non aux mouvements
absolus. La force électromotrice qui naît dans un circuit est pro-
portionnelle au travail que le circuit produirait sur les courants
ou sur les aimants placés à portée de son action, s'il était immo-
bile et que les autres parties du système éprouvassent réellement
le mouvement relatif qui les approche ou les éloigne du fil induit.

La force électromotrice née de l'induction dans un fil est, dans
tous les cas, indépendante du courant qui le parcourt.

157. Le théorème précédent prend une forme plus élégante
quand on introduit les lignes de forces.

La force c~c~o/?:o<7-<c<? produite ~M/' un circuit /<~we est
mesurée la <~e/ce par /Y~o/'< aH temps du nombre des
lignes u'c forces ~Mt le <s(~c/K; elle est /e~c/Kr/<ï/~e <
l'intensité du coM/'ft/

Le nombre des lignes de forces qui traversent la surface enfer-
mée dans un circuit est, en effet) le potentiel des forces exercées
sur le circuit par les influences ëtecJriqucs ou'mae'néttqucs qui
s'exercent sur lui. L'accroissement du potentic), dans un tcmj's< est donc le travaH développé ces forces, en supposant qu<-
leur var):u)on soit due au tnouvcmen) du circuit, et l'intensité <)c

ccim-ci égale à l'unité.



Il ne faut pas oublier que les lignes de forces d'un courant vol-
taïque sont relatives à son action sur des pôles magnétiques placés
en chaque point de l'espace et de masse égale à l'unité. L'action
exercée sur un élément de courant s'en déduit; mais elle n'a ni la
même direction ni la même intensité.

io8. Les lois énoncées impliqueraientcontradiction, si les phé-
nomènes d tnductton ne s'étendaientpas à un cas dont nous n'avons
pas parlé, celui de la variation d'intensité du courant inducteur.

Ce mode d'induction est d'ailleurs le premier qui se soit pré-
senté à Faraday. Suivons, pour en montrer la nécessité, les consé-
quences du principe admis.

Soient

E la force électromotricc;
R la résistance;
1 l'intensité pour un premier courant;
E', R', F les mêmes éléments pour un second courant.

Les deux systèmes sont en présence. Quelles seront, d'après la
loi énoncée, les forces éiectromotrices produites par l'induction?
En désignant par v une vitesse à laquelle nous supposons propor-
UonneDe toutes les vitesses relatives des éléments en présence, le
travail des forces qui s'exercent entre les deux courants pendant
un instant (Il peut être représenté par G~lTc~, le facteur G dé-
pendant des conditions géométriques et cinématiques du système.

Le travail G~'H'<< est celui qui serait produit par l'un quel-
conque des deux. courants, s'il était rendu iixe par un mouvement
commun imprimé à toutes les parties du système. Les règles
énoncées (i56) font dépendre les intensités x et y, qui remplace-
ront 1 et F, des deux équations

H~- =R~-+-Gf.7y,
fco
IS) 1~x BX2 + G¡J;1)',

(10) E'~=R~-r.G~,
qui se réduisent à

1)
R=R.r +0.

j M'= H't-G~



Si la vitesse v est telle que l'on ait

G'~s=RR',

les équations (n) sont incompatibles et donneraient des inten-
sités infinies. La règle n'est donc pas acceptable et, dans l'ana-
lyse du problème, on a certainement négligé des éléments es-
sentiels.

L'intensité variera pour devenir infinie. Cette variation produit
une force électromotrice qui tend à la ralentir, et cette force
fait disparaître la contradiction. Un courant qui prend nais-
sance ou qui cesse produit sur les fils voisins, traversés ou non
par des courants déjà existants, des forces électromotrices dont ic

sens est tel que le courant engendré repousserait le courant qui
prend naissance et attirerait celui qui cesse.

Le courant qui varie dans un circuit produit, en outre, un
phénomène que l'on nomme ~e{~-t'Mc~o~ et qui tend à dimi-
nuer l'intensité qui augmente, à accroître celle qui diminue.

L'induction, c'est le caractère commun à tous les cas, apporte
toujours une influence opposée au phénomène qui la fait nanre.
Si un courant ou un aimant s'approchent, les courants induits
qui prennent naissance produisent des forces répulsives; s'ils .s'é-
loignent, la force est attractive.

i59. Le principe énoncé (157), sous la seconde forme qui lui
été donnée, s'applique sans modification au nouveau cas d'induc-
tion qui nous occupe. La force électromotricc est proportionne!~
a la variation du nombre des lignes de forces qui traversent ).-
circuit formé par le courant induit. Si les courants voisins, ou )r
circuit iui-mémc, sont le siège de courants variables; si Pétât mn-
gnétiquc varie, il en résultera un changement dans les lignes de
forces, et le théorème, entendu dans ce sens plus généra), d<)-
nera l'expression de la force électromotrice. 1) résume toutes )rs
lois de l'induction.

160. Les principes généraux qui précèdent et que l'cxpéticnrc



justiHe permettent de calculer dans chaque cas les forces électro-
motrices dues à l'induction. Malheureusement, en dehors des
problèmes les plus simples, les intégrations auxquelles on est
conduit sont trop compliquées pour qu'on ait osé les tenter.

Le travail dit à l'action de deux courants fermés est exprimé
par une intégrale double. La formule démontrée (131) n'a été,
malgré son éiéganee, appliquée à la solution d'aucun problème.

16t. L'étude des phénomènes d'induction est précédée habi-
tuellement et rendue facile paria détermination plus ou moins
précise des lignes de forces traversées par le circuit soumis à leur
influence. Ces lignes font partie des données du problème, sans
qu il soit dit bien précisément comment on est parvenu à les con-
naître. Leur ensemble, dessiné plus ou moins exactement, fait
lire, pour ainsi dire avec évidence, les effets d'induction qu'elles
produisent.

~eut-on, par exemple, étudier les courants produits dans un
circuit cirCLdaire mis en mouvement dans le voisinage d'un ai-
mant, on commence par supposer connus, comme la /{5 l'in-
dique, les lignes de forces du barreau aimanté.

Supposons maintenant que le courant circulaire, partant de

<pos)tH))iA~ s'avance vers te po!c nord du barreau, puis conti-
nue sa route en franchissant c.c pote de tct!e sorte que te barreau
)u) serve d'axe, e) qu'd conhnuc sa route toujours dans le même



sens pour s'arrêter en A~. li est aisé de voir quelles forces électro-
motrices et, par conséquent, quels courants prendront naissance.

Lorsque le circuit passe de la position A, à la position A~, le
nombre des lignes de forces qui le traversent augmente. Le cou-
rant produit est dirigé dans le sens marqué par la Hèche sur le
cercle A~. Lorsque le pôle nord est au centre du cercle, l'intensité
est maxima; le circuit continuant sa route, le nombre des lignes
de forces traversées diminue; mais, comme leur direction a
changé, la force éiectromotrice produite conserve le même sens.
Elle s'annule lorsque, le circuit occupant le milieu du barreau,
le nombre des lignes de forces traversées atteint sa valeur minima.
Le courant change alors de sens et augmente jusqu'au momentt
où le centre du circuit vient se placer au pôle sud. L'Intensité est
alors maxima; le mouvement continuant, l'intensité du courant
diminue, parce que le nombre des lignes de forces traversées par
le plan mobile est de plus en plus petit.

162. Lorsqu'un circuit se meut dans un champ magnétique
uniforme, les lignes de forces étant parallèles et équidistantcs, le
problème devient facile. Soit qu'on veuille étudier la variation du
nombre des lignes de forces qui traversent le circuit, soit que le
travail des forces qui seraient, produites sur un courant d'inten-
sité égale à l'unité soit évalué directement, les résultats s'obtien-
nent avec une rigoureuse exactitude.

Considérons, par exemple, un champ magnétique dont les
lignes de forecs sont verticales. Il est inutile de les définir davan-
tage. Si les lignes de forces son parallèles, les surfaces de niveau
qui les coupent a angle droit sont des plans para]!èh;s deux sur-
faces infiniment voisines sont donc équidistantes et l'intensité de
la force est constante. Supposons, dans ce champ vertical, un cir-
cuit plan tournant autour d'un axe horizontal.

Les forces déve!oppecs par )c champ magnétique sur un circuit
d'intensité (''gaie a )'unit.é qui parcourt le circuit seront évaluées,

comme nous t'avons fait von', en remplaçant ie champ ma~nétiom'

par ses composantes, amsi qu't! est permis (Hl').



En décomposant le champ magnétique en deux autres l'un
perpendiculaire, l'autre parallèle au plan du circuit, le premier
sera sans effet. Les forces qu'il fait naître sont situées dans le
plan du circuit et, pendant la rotation autour d'un axe situé dans
ce plan, elles ne produisent pas de travail.

La force électromotrice est donc )a même à chaque instant que
s! le champ magnétique était réduit à sa composante dans le plan
du circuit, c'est-à-dire si, toujours dirigée dans ce plan et per-
pendiculaire à l'axe de rotation, l'intensité des lignes de forces
était multipliée à chaque instant par le cosinus de l'angle formé
parle plan du circuit avec le plan vertical passant par l'axe hori-
zontal de rotation.

Nous avons étudié (139) les forces développées; elles équi-
valent à un couple perpendiculaire à l'axe de rotation et dont le
moment, proportionnel à l'intensité du courant, qu'il faut (154)
supposer égal à l'unité, l'est aussi à l'aire de la courbe et au co-
sinus de l'angle formé par son plan avec celui qui passe par l'axe
et par les lignes de forces.

La force électromotrice est le produit de ce couple parla vitesse
de rotation.

Lorsque le plan du circuit devient perpendiculaire aux lignes
de forces, le couple devient nul; il changerait ensuite de sens si
le courant fictif, d'intensité égale à l'unité, reste de même direc-
tion. Si l'on se rappelle que l'induction doit toujours s'opposer au
mouvement accompli, on verra que la force électronotrice à ce
moment doit changer de sens, pour que le champ magnétique
produise toujours un couple opposé au mouvementproduit.

Si donc )c circuit tourne d'une manière continue toujours dans
)e même sens, on verra se prodjire un courant variable d'inten-
sité et de direction, car il est à chaque instant proportionnel à la
force éicctromotrice. L'intensitémaxima correspond à la position
(h) circuit dans le plan vertical qui passe par l'axe et qui contient.
les h~ncs de forces; elle diminuera pendant un quart de révo-
!uUon. L'intensité devient nullc quand le plan tournant est hori-
xonta), chaque élément du circuit se mouvant alors dans la dircc-



tion des lignes de forces. Le courant, à partir de cette position,
change de sens. H augmente, devient maximum quand le plan du
circuit est de nouveau vertical; mais il est alors de direction oppo-
sée à celle du premier maximum. Il diminue ensuite, devient nul
quand le plan est horizontal, reprend à cet instant la direction
qu'il avait d'abord et, après un tour complet du plan du circuit,
reprend avec sa position primitive la grandeur qu'il avait d'abord.

163. La machine de Ruhmkorff présente une application inté-
ressante de l'Induction par variation d'intensité d'un courant.

Nous n'avons pas à la décrire Ici; H suffira d'en indiquer le
principe. Un courant est produit par un appareil quelconque, par
une pile par exemple. On l'interrompt et le rétablit successive-
ment d'une manière continue et à très petits intervalles, de telle
sorte que son état incessamment variable produise dans un fil voi-
sin, entièrement distinct, une force électromotrice dont le sens
varie incessamment, puisque l'action du courant qui commence et
dont l'intensité s'accroît est contraire à celle du courant qui cesse
et dont l'intensité décroît. Cette force é)ectromotrlce prend nais-
sance sur chaque élément du fil induit, qu'il y a avantage par con-
séquent, pour augmenter les effets, à rendre très long et pour
cela très fin. La force électromotrice induite ne dépend pas du
diamètre du fil elle croît avec sa longueur et avec la rapidité des
interruptions. Cette force de direction incessamment variable
produirait un courant dont le sens changerait également à chaque
instant et dont les effets d'attraction ou de répulsion sembtcraient
nuls. Mais si l'on coupe le fil qui transmet ce courant incessam-
ment variable et qu'on écarte les extrémités, le courant, quel qu'en
sot le sens, passe sous forme d'étinceHcs qui peuvent atteindre
une grande longueur et produire des effets très énergiques. Ln
force étectromotrice, et par suite la différence de tension pro-
duite entre h's deux extrémités du fil aius! mises en présence pmu
grandu'en quoique sorte mdéfimment, sans aucune rciation né-
cessHH'e avec la tension de la pi)c qui sert de mntcnr.

Une disposition fort simple, dans les machines de Huhmkmu'ct



dans beaucoup d'autres, fait produire l'interruption automatique-
ment par l'influence du courant lui-même. Le courant produit,
quand il passe, l'aimantation d'une pièce de fer doux dont l'action
fait mouvoir l'interrupteur. Le courant cesse ainsi dès qu'il a pris
naissance; mais, dès qu'il a cessé, la cause d'interruption cesse
avec lui la pièce de fer doux n'est plus aimantée, l'organesoulevé

par son attraction retombe, le courant passe de nouveau, mais
pour un instant seulement. La succession de ces états contraires
peut être aussi rapide que l'on veut; l'intensité de la force élec-
tromotrice est proportionnelle à la rapidité de ces changements.



CHAPITRE XII.

MACHINES ÉLECTROMAGNÉTIQUES.

RESUME.

Dans ce Chapitre, consacre à ia théorie des machines éiectrodynamiqucs,
j'ai voutu exposer les principes sans entrer au détail. J'ai pris pour ~uide
sur les points les plus importants les beaux travaux de M. Marcel Deprcx.
Le calcul du trayait dépense et celui du travail obtenu reposent sur des
principes fort simples.

Je me suis efforce, par t'élude détaiHée d'un cas particulier, de mettre
en évidence les circonstances qui iniiuent sur le travail total et les con-
ditions très diuerentcs qui déterminent le rendement. La machine é)ec-
trique, par une s!ngu!arité paradoxale, dépense d'autant moins de travai)
qu'on lui en demande davantage;te rendement, pour cette raison, peut s'ap-
procher autant qu'on veut de )'unité, mais il n'y aurait aucun avantage a
vouloir profiter de cette remarque.

SOMMAIRE.
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)a<;ue))e t'aimant. est mohiie. – 160. ~nptoi d'un etf'ctro-aimantque la tnachinc
ct)c-n)eme peut produire. – 1G7. ImpossibiHtede Cidcu)erexar,tcment )cs cn'c~
qui viennent d'être décrits. – )M. Machine de Jacohi. Le n)a\in)u.n du travail
(ju'c))c peut produire correspond au cas où !'intensité du courant, es), réduite
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d'une diminution dans la résistance. i80. Conséquence d'un accroissement.–
18~ Étude du cas général. 182. Diamètre le plus avantageux à donner au fil.

183. Machines qui produisente))es-memes leur champmagnétique. Caracté-
ristique. t84. Une certaine vitesse est nécessaireà t'amorcement. – i85. Ma-
chines sans aimant; la caractéristique est une ligne droite. La théorie indique
un courant nul ou infini. 18C. Artifice du double enroulement. ~87. Con-
dition pour que la différence des potentiels aux bornes soit constante.

164. Les machines électromagnétiques sont de plusieurs sortes.
Les unes ont pour but de produire un courant; les autres, le cou-
rant étant donné, doivent le transformeren travail. Les deux sys-
tèmes peuvent s'associer; le courant produit par une machine gé-
Kerc~ce peut devenir le moteur d'une autre machine nommée
yece/Mg.

Les premières machines productrices de courant ont suivi de
près la découverte de l'induction. Il suffit, pour faire naître une
force électromotrice, et par conséquent un courant dans un cir-
cuit conducteur, de faire varier le champ magnétique dans lequel
il est plongé. Un fil métallique étant enroulé sur une pièce de
fer doux en forme de fer à cheval, si l'on aimante la pièce par
l'approche d'un aimant, ou si, lorsqu'elle est aimantée, on change
brusquement son état magnétique par le mouvement de la masse
qui l'aimante, à chacune de ces variations correspondra, dans le
fil, la production d'un courant qui durera autant qu'elle, et dont
le sens, variable avec le phénomène accompli, sera toujours celui
qui peut y mettre obstacle. Pendant que la pièce s'aimante dans
un sens, le courant qui prend naissance tend à l'aimanter en sens
contraire.

Pour aimanter la pièce de fer, il suffit d'en approcher un aimant
permanent. Cet aimant, en fer à cheval comme la pièce de fer
doux dans la première machine construite par Pixii tournait au-
dessous d'eile de manière à p!acer successivement ses pôles dans
le voisinage de l'une et de l'aut,)-e branche, faisant naître deux
pôles alternativementpositifs et négatifs, toujours de noms con-
traires, pour chaque position de l'aimant mobih', a ceux qui leur
donnent naissance. fj'aim:)n)at!ot) du fo' doux, qui reste fi\c, est
ainsi t'cnvcrscc a chaque doni-rcvotution de l'aimant mobile et,



si la rotation est continue, les deux potes portant alternativement
leur influence sur chacune des extrémités de la pièce de fer doux,
la variation de l'état magnétique de celle-ci fera naître un courant
continuel, qu'il ne faut pas nommer co/M,, car il change sans
cesse d'intensité et se trouve renversé après chaque demi-révolu-
tion de la machine.

165. Au lieu de faire tourner l'aimant en laissant le fer doux
immobile, on peut faire tourner devant l'aimant le fer doux, tou-
jours entouré, bien entendu, par le fil dans lequel les variations
du champ magnétique doivent développer une force électro-
motrice.

Cette disposition est celle de Clarke. Le principe des deux
machines est le même. Il ne change pas non plus, quand on aug-
mente le nombre des pièces, en associant plusieurs influences si-
multanées.

C'est par des appareils de ce genre qu'on a, pour la première
fois, obtenu un courant voltaïque sans le secours de la pile. La
variation continuelle d'intensité est une conséquence nécessaire
du principe; il n'est pas possible de l'éviter. Quant au change-
ment de direction, inévitable aussi dans le fil ou se produit la
force électromotrice, on peut, à l'aide d'un commutateur, en
faire disparaître les effets dans le fil, de longueur arbitraire, qui
transporte le courant et qui l'utilise.

t66. L'introduction des aimants permanents est un inconvé-
nient dont on s'est promptementaffranchi en faisant usage d'uu
électro-aimant qui les remplace, ît semble, il est vrai, que, cet
électro-aimant exigeant une pile productrice du courant auquel on
demande l'aimantation, la machine ainsi modifiée n'atteint nlus
)e but annoncé. Le courant obtenu, s'il n'est pas produit par une
pile. prend naissance dans un apparei) dont la marche en met une
en jeu. L'observation est sans importance aucune relation
n cx!st< en effet, entre le courant, auxihairc qui aim:nuc !a picre
inductrice < te courant produit par la variation du champ ma~né-



tique. Le second dépend de la vitesse imprimée à la machine et
peut, pour une intensité quelconque du premier, grandir autant
qu'on le voudra.

On a pu, d'ailleurs, par un artifice dont il eût été difficile d'es-
pérer f< /o/'t le succès, supprimer l'emploi de la pile en se ser-
vant, pour produire l'aimantation, du courant même engendré

par la machine.
Ce courant, redressé par un commutateur, étant enroulé sur la

pièce de fer qui doit servir d'aimant permanent, lui donnera, tout
aussi bien qu'un autre, les qualités désirées. Mais n'y a-t-il pas là

un cercle vicieux? Le courant aimante la pièce de fer; la pièce de
fer produit un champ magnétique variable, à l'aide d'une autre
pièce fixe devant laquelle elle tourne; ce champ magnétique, en-
fin, produit le courant. H n'existe, d'après cette indication, au
moment où la machine entre en marche, ni aimant fixe ni cou-
rant. Le courant n'existant pas au début, la pièce de fer ne s'ai-
mantera pas; elle ne pourra donc produire dans la pièce mobile
qui lui présente successivement ses deux extrémités un état ma-
gnétique variable; le courant ne prendra pas naissance et le phé-
nomène ne se produira pas, faute de pouvoir commencer. II com-
mence cependant; une aimantation, si petite qu'elle soit, et qui
dans le fer doux ne fait jamais défaut, suffit pour faire disparaître
l'objection. On n'obtiendra pas un courant nul au premier tour,
mais un courant d'une extrême faiblesse. Ce courant, si faib!c
qu'il soit, accroîtra l'aimantation du fer qu'il entoure et, dès Je
second tour, l'cuet sera plus grand; l'intensité croissante du cou-
rant accroîtra sans cesse les états magnétiques qui se produisent
et, si la saturation n'y mettait un terme, l'Intensité du coût-an!
produit ainsi sans pile et sans aimant permanent grandirait indé-
finiment.

Cette ingénieuse et très utile découverte a été faite en mém<-
temps par Siemens et p:)rWhcatstonc.

)67. La théorie des machines, dont nous venons d'indiqué)' le

pt'tucq<e, serait impossible a faire si l'on avait l'ambition, en s<;



donnant la forme et les dimensions des pièces de fer, les dimen-
sions et le nombre des tours du fil, ainsi que la vitesse de rota-
tion, de calculer l'état magnétique variable du fer et la force électro-
motrice qui en résulte. Aucun de ces problèmes n'est accessible;

on peut les mettre en équations, les équations resteront stériles.
L'influence d'un aimant sur une pièce de fer doux et la recherche
de l'état magnétique qu'il fait naître sont un problème qui n'a été
résolu dans aucun cas. L'état permanent d'un aimant en fer à
cheval et la distribution du magnétisme que peut y faire naître le
voisinaged'un aimant permanent seraient un problème bien diffi-
cile il est rendu beaucoup plus compliqué quand un mouvement
rapide substitue à l'équilibre qu'on ne saurait pas calculer une
variation incessante de l'aimantation.

Si ces difficultés étaient surmontées, le problème relatif au ma-
gnétisme étant résolu, la détermination de la force éiectromotrice
due à chaque instant à la variation du champ magnétique présen-
terait de nouvelles et inextricablesdifficultés, accrues elles-mêmes

par la nécessité de faire entrer dans les calculs l'influence du cou-
rant variable sur lui-même et sur le fer aimanté qui lui donne

naissance.
La théorie des machines de Clarke et de Pixii, si l'on entend

par là le calcul des effets produits, ne peut être tentée avec suc-
cès. Il faut se borner à constater l'accord des effets obtenus avec
les principes généraux de la Science.

Dans les machines électromagnétiques comme dans les autres,
le principe du travail est respecté. Si l'on accroît la vitesse, le

courant obtenu devient plus intense et représente une plus grande
énergie. Le travail dépensé s'accroît aussi et, si l'on pouvait les
calculer tous deux, on les trouverait égaux.

Si un aimant tourne, sans être entouré d'un fil conducteur, au-
dessous d'une pièce de fer doux, en portant successivement ses
deux poicssous les deux extrémités du fer à chcva!, k travail né-
cessan'c peut être considéré comme nég)!gcabh'. Qu:u)d les po)cs
de i'aunant s'approchent des pôles de nom contraire qu'i!s font
naitre, ils sont attirés et !(; magnétisme produit un travai) positif



après s'être approchés, ils s'éteignent et l'attraction produit un
travail négatif qui compense le précédent, sans qu'il soit possible
d'évaluer avec exactitude ces forces, changées sans cesse par les
variations de l'état magnétique.

Lorsque la pièce de fer, entourée par un fil conducteur, produit
un courant d'induction, l'effort mécanique nécessaire à la rotation
n'est plus le même. Les effets de l'induction, d'après une règle à
laquelle on ne connaît pas d'exception, produisent toujours un
travail négatif et tendent à retarder la rotation qui leur donne

naissance. Il faut, pour maintenir une même vitesse, dépenser un
plus grand travail.

Quand un pôle de l'aimant mobile s'approche de l'une des ex-
trémités du fer doux, il accroît l'intensité magnétique, et cet ac-
croissementproduit dans le ni un courant qui tend à la diminuer,
et avec elle, par conséquent, l'attraction des deux pôles favorable

en ce moment à la rotation de la machine. La positiond'équilibre
étant dépassée, les pôles s'éloignent; ils s'attirent toujours, mais
leur attraction produit un travail négatif. Pendant cette période,
l'aimantationdiminue; le courant développé dans le fil tend donc
à l'augmenter, et avec elle, par conséquent, le travail négatif
qu'elle produit. Dans un cas comme dans l'autre, l'induction con-
trarie le mouvement de la machine.

Si l'on accroît la vitesse de rotation, le courant sera plus intense
et, par son influence, le travail sera augmenté.

168. Jaeobi, le premier, en 1839, a résolu le probféme Inverse

un courant étant donné, utiliser comme force motrice les attrac-
tions et les répulsions qu'il fait naître; une machine mise en mou-
vement par une pile suffisait pour diriger pendant plusieurs
heures les évolutions d'un bateau sur la iNéva.

Le courant produit par ):) p!!c produisait un <cctro-<!imfmt dont
l'action sur le courant lui-même servait de force motrice, Le e<)!-

cul détatHé des effets produits serait, comme dans le cas précé-
dent, mipossdde; mais on peut très étégamment exprimer le tra-
vail obtenu et, m.ugré les mcounucs qui subsistent dans son



expression, en déduire la condition du maximum et la grandeur
de l'effet utile à espérer.

Soient E la force électromotrice de la pile; 1 l'intensité du cou-
rant, plus petite, bien entendu, pour une même force électro-
motrice et pour une même résistance du circuit, que si la machine

ne travaillait pas. Soit e:(ï) l'intensité de l'aimantation produite
dans le fer doux, c'est-à-dire la fonction à laquelle, toutes choses
égales d'ailleurs, l'action du fer aimanté est proportionnelle. L'ac-
tion exercée sur le courant d'intensité 1 sera aussi proportion-
nelle à t et, le travail étant évidemment proportionnel à la vitesse

c de rotation, on peut lui donner pour expression

(') G~.Io(ï).

G étant un coefficient inconnu dépendant de la construction de la
machine; mais, pour une machine donnée, indépendant de et
del.

Il serait difficile de calculer G, plus difScile encore de déter-
miner e:(ï). On peut cependant, de cette formule doublement
incomplète, déduire des résultats importants.

Le mouvement relatif de l'aimant et du courant produira une
force électromotrice inverse, mesurée, suivant les lois de 1 induc-
tion, parle travail exercé dans les mêmes conditions sur un cou-
rant d'intensité égale à l'unité. On obtiendra ce travail en rem-
plaçant, dans l'expression (i), le facteur 1 par l'unité. La force
étectromotrice sera donc, par ic fait du mouvement, diminuée de
Gt'~(l); elle deviendra

I;-Gr~(T).~-G~(f).
En désignant par R la résistance totale du circuit, on pourra

donc écrire

( ) T 0=; --Îi.
Cette équation donne

(3) G.n(t)-K -Rf

et, par conséquent., !c trava!) produit pur la machine pendant



l'unité de temps et, représenté par la formule (i) peut l'être aussi

par

(!) (Ë-Rt)t.
La fonction c(t) se trouve ainsi éliminée. Il ne faut pas croire

pour cela qu'elle soit, non plus que la vitessequi disparaît avec
elle, sans Influence sur le travail. L'un et l'autre déterminent l'in-
tensité 1 en exerçant sur la force électromotrice qui produit le

courant une influence exprimée par l'équation(3).
Le produit (/{) est maximum, R et E étant donnés, lorsque

l'on a
E=~Rt;

par conséquent,
I =

Er-

La machine, la pile étant donnée, produira donc le plus grand
travail quand l'Intensité du courant sera réduite à une valeur
moitié moindre que celle qu'il aurait si la machine ne tournait

pas.
La vitesse (-' de la machine entre comme facteur dans l'expres-

sion G~I'B(I) du travail. Il ne faut pas croire pour cela qu'il y ait
avantage à l'accroître sans limite. L'expression (/{), équivalente

au produit (i), ne dépassera jamais la valeur maxima que nous
avons obtenue, et, sidevenait infini, les facteurs par lesquels il

est multiplié se réduiraient à xéro, l'Intensité 1 deviendrait infini-

ment petite. La force électromotrice inverse Gfcs(t) augmente
en euet avec c, sans pouvoir jamais, à cause du facteur s(I)
qui diminue, dépasser la valeur E. Si la force électromotrice in-

verse atteignait la valeur E, le courant cesserait d'exister et il n'y
aurait plus d'élcctro-aimant.

Le rendement de la machine, rapport du travail produit au tra-
vail dépensé, est (~Rh[j~,
il s'approche autant que !'<m veut de t'unité lorsque 1 diminue.
Cette circonstance a été signalée eo)t))ne preuve de la supcnorué



des machines électrodynamiques. L'illusion est évidente. Le ren-
dement. augmente lorsque i diminue; mais le travail obtenu, dont
la mesure est

f(E Rf~,

tend alors vers zéro. Le travail dépensé par la pile, égal à El, tend
aussi vers zéro, et si l'on ne perd rien, c'est qu'il n'y a rien à
perdre.

Le machine étant construite et mise en marche prendra la vi-
tesse que lui imposent les forces qui la sollicitent, et l'intensité 1

en sera la conséquence. On peut se demander quelle est alors
l'utilité des théorèmes obtenus qui font dépendre de i les condi-
tions de travail ou de rendement de la machine.

Le travail produit est maximum quand la vitesse est telle que
1 intensité du courant soit réduite de moitié. Si la vitesse était
imposée par les données, ces théorèmes resteraient sans applica-
tion. Il n'en est pas ainsi. La machine étant construite, la vitesse
peut varier entre des limites très écartées et, théoriquement,
c'est-à-dire si l'on néglige les frottements, elle peut prendre
toutes les valeurs possibles, car elle dépend de la résistance
statique opposée à la marche de la machine par le travail qu'on
lui demande. Si aucune force n'était opposée à la rotation que
le courant tend à produire, la vitesse deviendrait inunie. Si la
force opposée est plus grande que l'effort correspondant à l'in-
tensité maxima du courant, la vitesse sera nulle. On peut donc la
considérer comme arbitraire; il faut, pour la régler, disposer non
de la quantité de travail demandé à la machine, mais de t'cubrt
nécessaire pour produire ce travail.

169. L'emploi d'une pile pour produire le courant moteur est
beaucoup trop coûteux. Les machines ékctromagr.étiqucsn'ont
pu être utilisées industriellement que par la prodi.ciion méca-
nique des courants. Les machines de Pixii et de C!arkc résoivent.
le problème, mais )cs courants obtenus par elles sont .dternatifs
et d'mtensité varh)b!c; il en résuite des iuconvénients te!s <p)e
jusqu )€ à l'exception de t'échurage, cites n'ont pu produire .m-



cun travail utilisable. Pour l'éclairage, la variation de l'intensité
est sans inconvénientquand elle est assez rapide pour que, dans

une courte période, la moyenne reste constante. Quant au change-

ment de direction que l'on prenait, au début, la peine de corriger
a l'aide d'un commutateur,bien loin de nuire, il donne un avantage
Imprévu. L'écbaufTementproduitparlecourantétantproportionnel

au carré de l'Intensitéet l'éclairage dépendantde la températureac-
quise par le corps éclairant, il importe peu que l'intensité soit po-
sitive ou négative, c'est-à-dire que le courant change ou ne change

pas de sens. Cette remarque aurait pu motiver la suppression du

commutateurà l'aide duquel te sens du courant producteur de lu-
mière était maintenu invariable. Un simple ouvrier, Joseph van
Malderen, a fait cette simplification. Il ne songeait guère, sans
doute, que le carré d'un nombre négatif est positif. Il a vu que, en
l'absence du mécanisme souvent dérangé qui devait redresser le

courant, la lumière produite ne perdait rien et que, de plus, les
charbons lumineux traversés par des courants de sens variable et
soumis à des influences semblables s'usaient également, ce qui
n'avait pas lieu quand l'électricité positive les traversait dans des

sens différents.

170. Les machines dans lesquelles un courant continu, d'inten-
sité et de direction constantes, est produit par un travail méca-
nique ont été inventées par Pacinotti. Gramme, sans avoir con-
naissance du travail, fort peu remarqué d'abord, du savant italien,

a été conduit au même principe et l'a appliqué à l'industrie.
On aurait pu trouver, par des considérations fort simples, la
solution de ce problème, regardé longtemps comme imposs!b)c.
Quand un c!rcu!t conducteur tourne dans un champ magnétique,
chaque é!émcntdu courant produit parcourt, une courbe fermée,
cela est ]név)tabic, et la force éh'ch'omotricc totale pendant un
tour ent)er est nuHc, puisque chaque ligne de force a dû être
coupée deux fois dans des dn'cctions opposées. La conciusion rc-
!at)ve a chaque éh''m(;nt s'apphquc au système entier. La somme
totaie des forces éh'ctromotriccs doit (''trc nu))c pendant nn tour



de la machine; ces forces changent, donc de signe, le courant
qu'elles produisent doit changer de sens et la production d'un
courant de sens invariable est impossible. TeUe est ou doit être,
sous une forme plus ou moins simple, la raison pour laquelle le
problème résolu par Pacinotti et par Gramme avait décourage
les théoriciens. La solution est très ingénieuse; elle consiste à
disposer les fils mobiles dans un champ magnétique, de telle sorte
qu'en tournant ils se substituent les uns aux autres et qu'à
chaque instant le système, considéré dans son ensemble, reste
identique à lui-même, chaque spire, en se déplaçant, venant oc-
cuper la place de la spire voisine. La force électromotrice totale,
par la définition même d'un tel système, sera constante, c'est-
à-dire la même à chaque instant; nous savons d'ailleurs que, peu-
dant un tour de la machine, la somme de ses valeurs est égale a

zéro. Cette constante, qui, en s'ajoutant à elle-même, donne une
somme nulle, est nécessairementelle-même égale à zéro, et nous
avons défini, par conséquent,une machine telle, que la force élec-
tromotrice totale développée par la rotation d'un système de fils
soit à chaque instant égale à zéro. En la faisant tourner, quelle
que soit la vitesse, on n'obtiendra pas de courant.

Ce fil, dans lequel ne se produira aucun courant, n'est pas ce-
pendant à l'état naturel; la force électromotrice totale est nulle,
mais les éléments qui la composent ne le sont pas. Chaque por-
tion du fil, se mouvant dans un champ magnétique, est le siège
d'une force électromotrice; cette force agit dans un sens pour
l'une des portions du fil, en sens opposé pour l'autre portion. Ces
deux portions joucut le même rôle que deux piles identiques réu-
nies par les pûtes de même nom et qui, tendant a produire dans
le même fil deux courants opposés, d'intensité égale, ncutratiscnt
mutuellement leur action. Pour obtenir un courant a l'aide de ces
deux piles, il suffit de réunir par un circuit conducteur les deux lits
qu) jotgncu! lcs pôles de mcnic nom et doit les tensions sout pré-
cisément celles de ces pôles. C'est ce qu'on fait quand on associe
les deux piles eu quantité la force étcctromotricc es) égale a celle
de chacune des deux piles associées.



Le même effet peut être obtenu à l'aide du fil continu dans
lequel sont développées des forces électromotrices égales et de

signes contraires, dont la somme totale est égale à zéro. Soit
PMQNP (y~ 46) ce fil (nous n'indiquons pas les circonvolutions

Fig.,6.

qui, dans les machines industrielles, donnent au fil une longueur
de plusieurs kilomètres).

Si PMQ et QNP sont les deux portions du fil dans lesquelles la
force électromotrice a des sens différents, cette force tendant à
produire des courants opposés dont le sens est indiqué par des
Hèches, ces deux courants s'annuleront. Mais si l'on suit l'un des

arcs PMQ et PNQ qui réunissent les points P et Q, la tension
dans les deux variera dans le même sens, et les points P et Q se-
ront, comme les deux pôles d'une pile ouverte, à des tensions
inégales, matntenues constantes par la rotation de la machine. Le
fil tourne, il est vrai, chaque élément se déplace; mais, pris dans
leur ensemble, ils forment un système invariable. Les points P et
Q, quoique occupés par des parties différentes du fil, peuvent
jouer le rôle de pôles et faire nattrc un courant continu, d'inten-
sité constante et de direction invariable, dans le fil conducteur qui
réunira ces deux points. Un artifice est nécessaire pour établir
ainsi une communication continue entre deux points occupés par
des étémcnts matériets qui changent a chaque Instant; mais la so-
)ut)on est fort simple. Nous n'avons pas à la décrire.

171. On peut remarquer que la dtfférenec de tension (tes

potn'.s P et () est !n somme des forces électromotrices de t'uue ou



l'autre des lignes PMQ, PNQ, c'est-à-dire la moitié seulement, en
valeur absolue, de la totalité des forces électromotrices dévelop-
pées dans l'anneau.

Les points P et Q, que l'on nomme les bornes de /M~c/K?,
étant réunis, quand le courant est établi, par deux conducteurs
PMQ, PNQ, la résistance apportée dans le courant est moitié de
celle que produirait un seul des deux; elle est donc le quart de la
résistance totale du fil enroulé dans la machine. Il faut lui ajou-
ter, bien entendu, la résistance du fil qui réunit les points P et Q
et dans lequel s'établit le courant.

172. Dans la machine de Gramme, le fil, qui, dans son en-
semble, tourne sur lui-même; est enroulé sur un anneau de fer
doux que l'on peut assimiler à un tore tournant sur lui-même et
occupant toujours la même position dans l'espace. Cet anneau,
pris dans son ensemble, quoique les mêmes points matériels n'y
jouent pas toujours le même rôle, éprouve toujours du champ ma-
gnétique la même action et agit toujours de la même manière sur
le fil qui l'entoure; ses pôles, s'il en a, occupent toujours les
mêmes points dans l'espace. La recherche de la distribution du
magnétisme dans de telles conditions dépasse de bien loin les res-
sources de la Science. On ne sait pas même exactement, lorsque
!a vitesse est grande, si l'anneau, dans chaque position, reçoit la
distribution qui conviendrait à l'état d'équilibre. Le retard de
l'aimantation dans cette masse qui tourne sans cesse, et dont
chaque point change sans cesse d'état magnétique, a été proposé
comme explication de certains détails imprévus dans le jeu de la
machine. La présence de l'anneau, faisant écran comme on dit,
modifie le champ magnétique dans !equc) tournent les fils et an-
nule, presque complètement, l'influence de la partie la plus rappro-
chée du centre de rotation; c'est un accroissement pour la force
électromotrice. i~ous avons vu, eu cuct(t4<)), que, lorsqu'un cir-
cuit fermé GMHN (/ 4;) tourne autour d'un axe \Y, dans un
champ magnétique perpendiculaire à XY et dont les lignes de
loi-ces son) dans )e p!at) du circuit, les forces éiectromotrict's dé-



veloppées sur les deux arcs NGM et MHN sont de sens contraires.
La première est la plus grande, puisque les éléments qui la com-
posent, étant plus éloignés de l'axe, sont animés d'une plus

grande vitesse; mais le courant est produit par la différence. En
annulant l'action sur la partie inférieure, on accroît l'effet utile.
Tel est le rôle de l'anneau.

173. Une machine construite d'après les principes précédents
étant donnée, quel travail peut-on obtenir d'elle?

Il faut avant tout, pour résoudre cette question, porter son at-
tention sur le travail absorbé par la machine; on appelle ainsi le
travail dépensé par le moteur qui la fait tourner. Ce travail, quoi

1

qu'on fasse, donne la limite supérieure de celui qu'on peut utili-
ser. Le travail produit est égal au travail dépensé; c'est pour cela

que le travail utile lui est inférieur. Il faut en effet, dans le travail
produit, compter non seulement les frottements vaincus, mais l'é-
quivalent de la chaleur produite par le passage du courant et
proportionnelleau carré de l'intensité.

Le travail absorbé est le produit de la force électromotrice par
l'intensité du courant. Nous avons justifié cette régie dans le cas
du courant produit par une pile; la théorie de l'induction permet
de l'étendre au cas actuel. La force étcctromotricc produite par le

mouvement d'un fil dans un champ magnétique est mesurée par
le travai! qui serait développé sur !c fil s'il était parcouru par un
courant d'intensité égale :') t'unité. Le travail produit sur un fil

d'intensité 1 est donc )<; produit de ) par )<) force éh~'tt'omotrice.
Les deux facteurs E et ) du travail absorbé peuvent varier indé-



pendamment l'un de l'autre. Pour une machine donnée, la force
électromotrice est la même que si l'intensité du fil était l'unité'
elle est proportionnelleà la vitesse. H ne faut pas dire, cependant,
que E et 1 soient indépendants. La force électromotrice, si la ma-
chine ne travaille pas, est seule productricedu courant, qui lui est
proportionnel; et si la machine travaille, elle est un des termes
de la force électromotrice totale qui détermine l'intensité du cou-
rant, diminuée, comme on sait, par la marche de la machine.

Considérons d'abord le cas le plus simple où, le champ magné-
tique étant constant, la force électromotrice née du mouvement
est proportionnelle à la vitesse. L'intensité du courant, lorsque,
la machine ne travaillant pas, aucune autre force électromotrice
n'est produite par elle, résulte de la formulef-

R

Le travail absorbé par la machine qui tourne sans rien pro-
duire est donc

p:Kr=~

R. désignant la résistance totale dont le minimum (171) est le
quart de la résistance du fil employé aux anneaux. La force ékc-
tromotrice E due à l'induction est proportionnelle à la vitesse;
E~ l'est au carré de la vitesse. Une machine étant donnée, on peut,
~eo/Kf/~K~ lui faire absorber une quantité Indéfinie de tra-
vad il suffit de la faire tourner assez vite. Le travaU absorbé sera
transformé en chaleur. Deux raisons s'opposentà l'accroissement
indéfini de ce travail absorbé. La vitesse de rotation ne peut pas
grandir indéfiniment. La force centrifuge produite par la rotation
augmente proportionneHement au carré de la vitesse, et, si solide-
ment que soient construits les anneaux, !!g ne pourraient pas résis-
ter. Les constructeurs regardent, comme imprudent de donner .')

la cn-conférencc d'une roue qui tourne une vitesse supérieure n

'«)"' pto- seconde. On comprend qu'une roue peu) tourner duns
un temps d'autant moindre qu'elle est de p)us petit )-<)von.



Ln calcul dont la rigueur est contestable, fondé sur la théorie
de la résistance des matériaux, fait dépendre les chances de rup-
ture de la vitesse des points situés sur la circonférence. C'est elle
qui ne doit pas dépasser une limite fixée par la résistance des

organes de la machine.
La force électromotrice E, c'est-à-dire la tension électrique du

fil enroulé sur les anneaux, ne doit pas non plus dépasser une
limite prescrite par la nécessité d'isoler les spires successives et
d'empêcher,entre les parties dont le potentiel est différent et que
l'enroulement rapproche, des étincelles qui brûleraient tout. On

a atteint une tension de ";ooo volts; c'est une limite extrême qu'il

ne faudrait pas, d'ici longtemps sans doute, songer à dépasser.

Le facteur E, dans le produit El ou dans l'expression équi-
E~valente est donc limité à la fois par lui-même et par l'impossi-

bilité d'accroître la vitesse de rotation à laquelle il est propor-
tionnel.

Le facteur 1 du produit Eï ne peut pas non plus grandir sans
danger. La chaleur communiquée au fil est, en effet, proportion-
nelle au carré de 1 Intensité du courant. Si le fil s'échauSe trop,
le travail correspondant à la chaleur absorbée est perdu; il peut,
d'ailleurs, brûler le coton qui l'isole. Nous avons remarqué déjà

que la température du fil, quoique croissant avec la quantité de
chaleur absorbée, n'est pas déterminéepar elle. Elle dépend aussi
des conditions de rayonnement et de conductibilité dans les-
qucllcs le fil est placé. Un fil enroulé sur une bobine et formant
plusieurs couches qui se recouvrent prendra, pour une même in-
tensité du courant, une température plus é)c\'éc que s'il est isolé

et à l'air libre.

17-4. On a parlé, au début des études sur la théorie des ma-
chines électromagnétiques,d'utiliser la chute du Niagara, eu fai-

sant absorber par une seule machine une force de i miHiou d~'

chevaux.
Un chcva), dans le tangage des Ingénieurs, représente -)~m par



seconde. Les unités adoptées, le volt pour la force étectromotrice et
l'ampère pour l'intensité, sont telles que le produit El représente
le travail en kilogrammètres par seconde multiplié par la gravité g,
que nous prendrons égale à :o.

On devrait donc avoir, pour une machine de t million de che-
vaux,

El = 750000000.

La difficulté des isolements n'a pas permis jusqu'ici de donner
à la force électromotrice E une valeur supérieure à 6000 volts;
en lui supposant 10000 volts, nous dépasserons ce que pourraient
tenter les plus hardis.

L'équation (v) donnerait, dans cette hypothèse,

"Sooooooo
T-t = –––––––– == 75000.= 10000

75000.

y5ooo ampères! C'est la plus petite valeur qu'on puisse supposer
à l'intensité du courant.

On aurait, en acceptant cette intensité minima,

P== (~5ooo)~ = 5625oooooo.

La chaleur perdue à échauffer le fil est mesurée par le produit
RP. Pour que RP ne soit pas supérieur au travail dépensé, il
faut que l'on ait

~SoOOOOOO )E
56z5oooo0o <5625oooooo 7,5'

d'ohm devrait être, tout au plus, la résistance totale du ul. Un
fil télégraphique en fer, de o'oo/i de diamètre, offre une résis-
tance égale à () ohms par kilomètre. Une ligne de ~oo' ce qui
suppose un transport à aoo' car il faut un fil d'aller et un fil d(.-

retour, donnerait donc, si elle étaU empruntée au télégraphe, une
rés)shmc~' de .C)oo ohms. La résista<n'.c du cuivre est cinq t'ois
momdre qnc cctic du fer; un (t) de cuivre de ~o< el dc o'oo{
de df.tni(''trc 0~)'~))~ une résistance de '"<o oluns. La résistance
est )nv<'rst')ncnt proportiom~citc au c:u'< du rayon; il t'audr.n)
donc, pour réduire a déterminer ic diamctrc .r ()H lit par



l'équation
720(0,oo.{)~_ [~'7~'

La valeur de x est égale environ à o'3o. Le fil devrait être
remplacé par une colonne de cuivre, et, dans le calcul, nous n'a-
vons pas tenu compte de la résistance des anneaux, qu'il faudrait
également diminuer en substituant au fil enroulé des barres de
cuivre de grand diamètre.

175. Nous chercherons, pour insister sur ces considérations
importantes, les dimensions d'une machine destinée à utiliser une
force de 100 chevaux.

Le problème est Indéterminé et nous devons compléter les
données par le choix de quelques chiffres, beaucoup moins arbi-
traires, cependant, qu'on ne le croirait <x/)/'t'o/'<.

La force électromotrice ne peut atteindre 6000 volts que dans
des cas exceptionnels;il faut un excellent isolement et une grande
prudence dans ceux qui approchentde la machine. Donnons-nous
pour force électromotrice de la machine en marche 3ooo volts
c'est plus que suffisant pour foudroyer immédiatement l'impru-
dent qui poserait la main sur les fils.

L'intensité du courant doit aussi être assignée et semble pou-
voir l'être arbitrairement. L'échauffement, cependant, étant pro-
portionnel au carré de l'intensité, les limites entre lesquelles il
convient de choisir cette Intensité ne sont pas très écartées. L'in-
tensité, pour éviter un trop grand échauffement, doit être réglée
par mIHimètre carré de section. Deux fils de diamètres inégaux,
traversés par un même courant, s'échauffentinégaJement. L'échauf-
fement dépend, toutes choses égales d'aUteurs, du rapport de l'in-
tensité à la section du fil. La quantité de chaleur développée est,
en effet, représentée parle produit R)~ de la résistance R par le
carré de l'intensité. Si le diamètre est mu)t!p)!é par la résis-
tance, pour une même longueur du fil, est divisée par/ mais,
si l'on cnroute sur la même machine un fil /< fois plus gros, il de-
vra, pour occuper !e même volume, avoir une longucur fois



plus petite. La résistance sera donc, en réalité, divisée par 7~, et
si l'intensité 1 est multipliée par c'est-à-dire si elle reste la
même par chaque unité de section, 1~ sera multiplié par et les
conditions thermiques ne seront pas changées.

Nous supposerons au courant de la machine une Intensité de
3 ampères par millimètre carré.

La vitesse à la circonférence de la roue sera 20'° par seconde.
Le champ magnétique, que-nous supposons produit directe-

ment par un courant spécial indépendant de celui que là machine
doit engendrer, est une donnée que l'on peut, suivant les circon-

stances, faire varier entre des limites écartées. Nous supposons ce
champ tel qu'un fil de 1' parcouru par un courant de i ampère,
coupant les lignes de forces à angle droit, soit sollicité par une
force totale de 3oS'\ Cette résistance est un effort statique, indé-
pendant de la vitesse du fil.

Le travail de 100 chevaux représente ~Soo' par seconde. Le
produit Ef doit donc être égal à ~5oo.~ et, en prenant g == 10, à
75ooo; E étant donné et égal à 3ooo, nous aurons

~:)000 “t == -–– = a5.
jooo

L'intensité doit être a5 ampères; on a supposé qu'elle est 3 am-
pères par mIHimètre carré. Le diamètre du fil est déterminé par là

et égal à o'ooa3; en y ajoutant l'épaisseur du coton qui le re-
couvre, le diamètre du fil enroulé sur la machine sera supposé
égal à 2 "<).

La longueur totale du fil enroulé sur les anneaux est une con-
séquence des résultats précédents.

Supposons que le fil recouvre un solide de révolution en fer doux
dont la section méridienne soit AUCD (/ /)8). Le tt'avai) déve-
ionpé par le mouvement du fil dans le champ magnétique s'exerce
seutemcntsur h; coté AH. AC et HD sont dh'igés dans le sens des
ligues de forces; ]c champ n'exerce aucune acUon sm'!c courant
qui tes traverse et, sur cette portion du fil, aucune force étcctro-
motricc. CD est situé dans la région ou, l'anneau de fer /A'<7/~



ec/'a/~ les lignes de forces ne pénètrent pas; on Fon peut du
moins, sans grande erreur, négUger leur action. La force est

Fig.48.

o~oo3 par ampère et par mètre de fil. Nous devons, dans l'in-
térieur de l'anneau, considérerl'Intensité comme égale à t2'P,5 5

et non à a5. Le courant, dans l'anneau, suit en effet deux direc-
tions opposées, et ces deux courants s'ajoutent à la sortie. Le

courant de x5 ampères est donc la somme de deux autres dont
l'intensité doit être moitié moindre.

Le fil coupant les lignes de forces à angle droit, avec une vitesse
de 20"* par seconde, éprouvera une résistance qui correspond,
pour chaque seconde, à un travail

o"s,oo3 x 12, x 20 = y''s°\5.

Pour obtenir ~5oo* par seconde, la longueur du fil doit être
1000' La longueur totale du fil enroulé est quatre fois plus grande.
Connaissant le diamètre du fil et sachant qu'on veut superposer
quatre spires, on calculera la circonférence, et par conséquent
le rayon de l'anneau, par la condition que les a5o'" directement
posés sur l'anneau et dont le diamètre est connu puissent trouver
place sur la circonférence. Le calcul dépend évidemment des di-

mensions de la section ABCD, que l'on se donnera arbitrairement;
on trouvera ainsi toutes les dimensions de la machine.

Connaissant le diamètre de l'anneau et la vitesse à la circonfé-

rence. on connaîtra la vitesse de rotation et le nombre de tours
que, d'après les conditions imposées, ta machine devra faire par
seconde.

i7(). La rnachine, qui peut, dans ic.s conditions supposées, ab-
sorber too chevaux, devra, pour être utilisée, cti'c associée .'t unr



autre machine, que nous supposerons identique, à laquelle le

courant produit par la première servira de moteur.
H faut expliquer le mode d'action du courant sur cette machine

nommée réceptrice. Celle qui produit le courant se nomme g'e-

/te/'<z<<cc.
Le même courant passe dans les anneaux des deux maclunes. Il

éprouve de la part des deux champs magnétiques, supposés iden-
tiques et produits indépendammentl'un de l'autre, des eCorts sta-
tiques de même intensité; mais, tandis que dans la génératrice
cet effort est vaincu par la force motrice, la machine tournant en
sens contraire du mouvement qu'il tend à lui imprimer, )a récep-
trice, au contraire, cède à cet effort qui la fait tourner dans un

sens opposé à celui de la génératrice. Le travail, proportionnel a

l'intensité du couple moteur, 1 est aussi à la vitesse. Le travail de

la réceptrice, pour cette raison, ne peut pas être calculé d'après
les donnéesjusqu'ici obtenues; il dépend des conditions dans les-
quelles elle sera placée et de la vitesse qui en résultera pour elle.

Quelle que soit cette vitesse, la réceptrice étant mise en marche

et le fil de ses anneaux se mouvant dans un champ magnétique,

une force électromotrice prendra naissance. Cette force sera op-
posée à celle qui produit le courant, parce que, en vertu d'un
principe général, elle doit s'opposer au mouvement dont ce cou-
rant est le moteur. La force électromotrice produite par la géné-
ratrice étant E et celle de la réceptrice e, le courant sera du à la

force électromotrice E–c. Si Il désigne la résistance totale, on
aura

L.It
Dans le cas supposé ('17o), E étant égal à 3000, 1 ?,), lorsque

R sera donné, on pourra calculer c. Supposons que la résistance
totale, mesurée en ohms, soit égale a '!0, on aura

3ooo – <;
'1. j)

?.<!

on eu déduit
c == ?. :')oo.



La force électromotriceest proportionnelle à la vitesse, et, les
deux machines étant supposées identiques, e étant les de E, la

vitesse de la réceptrice sera les de celle de la génératrice. Le
travail est proportionnel à la vitesse; le rendement sera donc

et, en négligeant les frottements et les pertes de tout genre, la

machine, dont les dimensions et la vitesse ont été réglées pour lui
faire absorber 100 chevaux quand le courant est a5 ampères, en
produira, dans les conditions supposées, ~p == 83,3.

177. Les deux machines étant construites, comment pourra-
t-on réaliser les conditions qui assurent ce rendement théorique
de 83 pour ioo? Une seule supposition a été faite la force élec-

tromotrice inverse développée par la machine réceptrice est de
x5oo volts, et il faut pour cela que sa vitesse soit les de celle de
la génératrice. Il suffira, pour qu'il en soit ainsi, de régler l'effort
statique que la réceptrice doit vaincre et de le rendre équivalent
à celui qu'un courant de 25 ampères développe pour la faire tour-
ner. Cela étant, en effet, tant que la vitesse de la réceptricesera plus
petite qu'il ne faut, la force électromotrice inverse étant inférieure
à a5oo l'intensité du courant surpassera a5 ampères, le couple
moteur sera plus grand que le couple résistant et la rotation s'ac-
célérera. Si la vitesse dépassait la limite, la force électromotrice

serait plus grande que ~5oo, le courant serait inférieur à 25 am-
pères. Le couple moteur étant plus prtit que le couple résistant,
la vitesse diminuerait; elle ne peut conserver qu'une seule va-
leur, celle que nous avons supposée.

Une question, cependant, doit être résolue. Qu'arrivcrait-il si
la résistance opposée à la réceptrice était trop petite ou trop
grande?

Supposons qu'elle soit trop petite. Le mécanicien qui dirige la
marche de la génératrice lui imposant toujours la vitesse conve-
nue et développant, par conséquent, une force électromotricc de
3ooo volts, la génératrice, ayant à vaincre une résistance plus
petite, [ournera plus vite qu'il ne faut. La vitesse à !aquc)lc
elle s arrêtera sera celle pour laquelle ic couple développé par le



courant égalera le couple résistant que les conditions de l'expé-
rience opposent à son mouvement. Supposons ce couple équiva-
lent à l'effort développé par un courant de 10 ampères. La force
électromotrice inverse e satisfera à l'équation

3ooo – e––––– == 10.
20

On eu déduit
e = 2800.

La réceptrice tournera donc avec une vitesse égale à ~°~== 5

de celle de la génératrice. L'intensité du courant étant réduite à

io ampères, la force électromotrice de la génératrice restant la
même puisqu'elle tourne avec la même vitesse, le travail dépensé
sera

:otoo" x – = ;)0 chevaux.
25

On dépensera donc 4o chevaux pour en produire 4o.~4, c'est-
à-dire 3? ,3.

Supposons que, au contraire, on oppose à la réceptrice une ré-
sistance statique plus grande qu'il ne faut et correspondant à l'ef-
fort d'un courant de 5o ampères. La génératrice étant toujours
mue de la même manière et la résistance totale de la ligne égate à

'o ohms, la force électromotrice inverse e sera donnée par l'équa-
tion

3ooo – e 5––––– =- 5o,
20

et la vitesse de la réceptrice ne pourra prendre que la valeur qui
correspond à cette force électromotricc,

e = 2000.

Pour une vitesse plus petite, le courant aurait. plus de 50 am-
pères ci la vitesse de la réceptrice s'accroîtrait; pour une vitesse
plus grande, le courant serait trop fai)))e pour produire un couph'
équ)va)cnt an conpk résistant, et la vitesse diminuerait. La réccp-
trx'c prendra donc une vitesse éga)c auxde la vitesse do !a gé-
nératrjce. L'i'ntcusitc du courant, étant, f)o ampères au lieu de '<),



ie travail absorbé par la génératrice sera doublé on dépensera donc
200 chevaux. Le travail produit, proportionnel à la vitesse de la
réceptrice, sera égal à 200 x == i33 chevaux.

Cette allure serait plus avantageuse que la marche régulière, si,
d'une part, on n'avait pas à craindre, en acceptant un courant de
5o ampères, de brûler le coton qui isole les spires du fil des an-
neaux, et si, d'autre part, on ne dépassait pas, en exigeant une
force de ~oo chevaux, la puissance supposée du moteur dispo-
nible.

178. Dans les deux cas hypothétiques étudiés, qui l'un et
l'autre sont réalisables, nous voyons une machine, construite pour
absorber )oo chevaux, en absorber /jo seulement et donner un
rendement théorique de g3 pour 100, ou en absorber 200 en
donnant un rendement de 66 pour <oo. Dans la marche que nous
avons appelée normale, pour laquelle toutes les conditions accep-
tées se réalisent, on dépense 100 chevaux et le rendement est 83

pour 100. Le rendement pourrait grandir sans limite et s'élever,
par exemple, à Qg pour too; il suffirait pour cela que la vitesse
de la réceptrice futo,og de celle de la génératrice.Le mécanicien
qui dirige la marche de la génératrice lui imposant toujours la vi-
tesse qui assure une force électromotrice de 300o volts, il fau-
drait réduire les résistances que la réceptrice doit vHincre jusqu'à
les rendre égales à l'effort produit par le courant dont t'intensité
est donnée par la formule

·

3ooo–o,f)().3ooo
l,

-~=),

c'est-à-dire
)-=.).

Le courant produit sera réduit à i'?). Si pour M") ampères
le travail est i oo chevaux, pour i""P, il sera

r,<oo'x –'– == 6 chevaux.
M

On dépensera 6 chevaux et le rendement sera ()<) pour [oo.



Mais, malgré l'avantage de ne presque rien perdre, l'emploi d'une
machine préparée pour utiliser )oo chevaux et d'une force mo-
trice capable de la mettre en action, pour produire 6 chevaux à

peine de travail utile, ne semble pas une opération à conseiller.

179. Considérons toujours la machine étudiée dans les para-
graphes précédents et construite pour utiliser un moteur de

100 chevaux en produisant un courant de z5 ampères, avec une
vitesse de rotation qui a été déterminée et que nous supposerons
de 12 tours par seconde. La réceptrice étant identique à la géné-
ratrice, supposons que la résistance de la ligne soit changée et
que, soit par le choix d'un fil plus gros, soit par un moindre éloi-
gnement des deux stations, elle soit réduite à 10 ohms. Qu'en ré-
sultera-t-d? Le courant, dans les conditions normales prévues par
le constructeur, et qui sont celles d'une bonne marche, étant tou-
jours de 2.5 ampères, la force électromotrice développée par la
réceptrice sera donnée par l'équation

On en déduit

La vitesse de la réceptrice devra donc être = cle celle de
la génératrice; le rendement sera {~ et, en dépensant 100 che-
vaux, en négligeant les pertes dues au frottement, on en pro-
duira Q) ,6.

Que deviendront les autres? Ils se transformeront en chaleur.

180. Si, les machines restant les mêmes et les conditions ad-
mises étant toujours la résistance totale devient
(00 ohms, la force étcetromotrice inverse de la réceptrice sera
donnée par la fornude

On en déduit

La vitesse de la réceptrice sera seulement de celle de la géné-

3ooo – e
––––––– = 23.

10

c == '~jôo.

3ooo – f
ioo = 2:).

e = 5oo.



ratrice: le rendement sera c'est-à-dire 16 pour 100 environ. Eu
dépensant, toujours too chevaux, on en produira 16. Tout autre
rendement ou toute autre dépense de travail exigerait que l'on
s'écartât des conditions admises. H faudrait changer l'intensité du

courant, !a vitesse de la génératrice ou le travail dépense pour la
faire tourner, en s'exposant aux Inconvénients indiqués (173).

i81. Examinons le cas général. La machine génératrice produit

une force électromotrice E. La résistance de la ligne, augmentée
du quart de la résistance des anneaux, est R. L'intensité du cou-
rant, quand la réceptrice ne tourne pas, est

E

Le travail dépensé est

le travail utile est nul.
Si l'on obtient du courant, peu importe par quelle voie, un

travail équivalant à T, l'Intensité diminuera. Soit x la valeur plus
petite que 1 qui correspond au régime régulier des deux ma-
chines, la force électromotrice E n'ayant pas changé, puisque le
champ magnétique de la génératrice et la vitesse de rotation res-
tent, les mêmes, le travail dépensé est E~ le travail produit,
R~-t-T; carR~, produit de la résistance par le carré de l'in-
tenstté, représente la chaleur produite. On aura donc

E~= R~-hT.
On en déduit ~~±~vT~r.

zR ZI3

A chaque valeur du travail T correspondent deux valeurs de a*.

Pour que ces Videurs soient réelles, on doit avoir

E'=

est le maximum du travait que l'on puisse produire, lais-
sant la force électromotricc égale à E.



Les deux valeurs de x doivent être expliquées.
Lorsqu'une machine est donnée et sa marche bien définie, l'in-

tensité du courant est déterminée. Tel n'est pas ici le cas. On
s'est donné le travail que la machine doit produire; ce travail dé-
pend de l'intensité du courant et de la vitesse de la réceptrice. Il
est tout naturel qu'en disposant de deux variables, l'intensité et
la vitesse, on puisse obtenir de deux manières la même quantité
de travail. Si, pour prendre un cas extrême, on veut un travail
nul, il y a deux partis à prendre. On peut donner à la réceptriceune
vitesse égale à celle de la génératrice le courant résultant de deux
forces électromotrices égaies et contraires est nul; il n'y a pas de
travail produit. On peut aussi opposer à la réceptrice un obstacle
tel qu'elle ne tourne pas l'intensité du courant est alors maxima;
mais le travail produit est nul, parce qu'il n'y a pas de vitesse.

Nous supposons toujours l'état théorique, dans lequel aucun
frottement ne s'oppose au mouvement.

i82. Nous avons vu (173) qu'une machine étant construite et
devant marcher avec une certaine vitesse pour que la force centri-
fuge ne la brise pas, le courant devant avoir une certaine inten-
sité pour que l'échauffement ne présente pas d'inconvénients, l'ef-
fet produit dépend de la résistance totale du fil qui réunit ]a
machine génératrice à la machine réceptrice. Cette résistance
peut varier entre des limites très écartées. On peut, par le choix
du diamètre du fil, diminuer ou accroître autant qu'on veut la ré-
sistance de la ligne qui réunit les deux machines. La portion de
la résistance due aux deux anneaux est seule déterminée et inva-
riable. On peut appliquer les principes étudiés à la détermina-
tion du diamètre )c plus favorable à adopter pour une distancc
donnée des deux machines.

La force é)(;'ctromotricc E de la génératrice est. imc donnée du
problème, ainsi que )'mtens!té 1 du courant; H désignant la résis-
tance qu'il faut déterminer, on aura

Jo:

"!< I.



Cette équation renferme deux inconnues ou, pour mieux dire,
deux variables, e et R. On peut disposer de l'une d'elles.

Si l'on choisit la résistance R, la force électromotrice inverse e,
que doit produire la réceptrice pour assurer à l'intensité 1 la va-
leur désirée, peut s'en déduire, e étant connu, on peut calculer le
travail produit el, dont le rapport au travail dépensé Et est égal

e
a g.

On déduit de (2)
e=E–RI,

e!=(E–HI)[.
Si R diminue de SR, el augmente de 1~ SR; il y aura avantage

si la somme dépensée pour diminuer la résistance est moindre

que la valeur vénale de l'accroissementde travail.

Soit r le rayon du fil, la résistance est proportionnelleà la
diminution 5R est donc proportionnelleà

0/'
7~'

Le prix du cuivre est proportionnel à l'accroissement de
dépense l'est donc à /'3/ En représentant la dépense par D, on
aura

SD=G/-o/'
et

(3
SR=.n~

r' C

L'accroissement de travail éga) à l'~SR est proportionnel à
cR. Représentonspar K 3R la valeur vénale de l'accroissement de
travail obtenu. 11 y aura avantage à grossir le fit si l'on a

KoH > SD,

c'est-à-dire, d'après (3),
K)! t'(T

Kil,



-x- "-V'<.J

le rayon le plus avantageux à adopter pour le fil est

,KHi' KH
~i/-CT-

Il est proportionnel à la racine quatrième de K, c'est-à-dire à ia
racine quatrième de la valeur vénale de l'unité de travail, et en
raison inverse de la racine quatrième de G, c'est-à-dire du prix de
l'unité de poids de la substance dont on fait le fil.

Ces résultats s'accordentavec ceux qui ont été obtenus (93).

d83. Le champ magnétique dans lequel le courant est produit
par induction a été jusqu'ici supposé invariable obtenu par un
appareil spécial, il est indépendantde l'Intensité du courant qu'il
fait naître. Dans la plupart des machines il n'en est pas ainsi. Par

une influence mutuelle qui ressemble à un cercle vicieux, le champ
magnétique est engendré par le courant même auquel il donne
naissance. Si le fer, à l'origine du mouvement, était complètement
dépourvu de magnétisme et qu'aucun courant ne traversât le fil

qui l'entoure, la machine tournerait aussi longtemps et aussi rapi-
dement qu'on le voudrait sans engendrer le moindre courant. Le
fer, heureusement, n'est jamais dépourvu de magnétisme. Un
champ magnétique existe donc dès le début quand la machine
commence à tourner, une force électromotrice est développée
dans les anneaux et un courant prend naissance. Ce courant passe
par le fil enroulé autour du fer et accroît l'état magnétique, par
conséquent la puissance du champ. Dès le second tour de la ma-
chine, la force électromotrice plus grande rend le courant plus
intense et, comme conséquence, un nouvel accroissement du
champ magnétique, qui cessera soit par la saturation du fer, soit
par ~production d'un état permanent dans lequel ~aimantation
due a) l'intensité du courant fera naître une force ctf'ctromotricc
capabh; d'entretenir cette intensité sans la diminuer ni !'accrot)rc.
La force ch'ctrnmot)'i:;c étant, toutes choses égides d'aiHcurs. m'o-
portionndtc a ta vitesse de )a machine, t'état permanent varier:)

avec cette \itcs-.c; il variera aussi, bien entendu, avec if trava!!



imposé à la machine qui, par la production d'une force électro-
motrice inverse, diminue l'intensité du courant.

L'Intensité du champ magnétique dans les machines dont nous
parlons est déterminée par l'intensité du courant. Un fil traversé

par le courant entoure, en effet, la pièce de fer doux qu'il ai-

mante aucune influence ne s'adjoint à la sienne et toute variation
dans l'intensité du courant change l'intensité du champ magné-
tique. Un autre élément de grande importance est déterminé éga-
lement par l'intensité seule du courant c'est l'effort statique
exercé par le champ magnétique sur le fil qui se meut en coupant
ses lignes de forces. Le travail dépensé ou produit dépend de la

vitesse; l'intensité des forces et le moment du couple qui en ré-
sulte n'en dépendent pas. La force est proportionnelleà l'intensité
du courant et à celle du champ magnétique; elle dépend du cou-
rant seulement, puisque c'est lui qui fait naître le champ.

La force électromotrice, pour une machine donnée, dépend de

deux éléments ~intensité du champ magnétique et la vitesse de
rotation. Elle est, toutes choses égales d'ailleurs, proportionnelle
à cette vitesse. Les résultats relatifs à une vitesse arbitrairement
choisie permettront donc de calculer tous les autres, et nous sup-
poserons d'abord, dans l'étude d'une machine, ]a vitesse con-
stante et donnée.

Dans cette hypothèse, la force électromotrice est, pour chaque
machine, une fonction déterminée de l'intensité du courant. Au-

cune théorie ne permet de calculer cette fonction; elle dépend, en
effet, de l'état d'aimantation produit dans une masse de fer, de
forme connue, parle passage d'un courant d'intensité donnée dans

un fil qui t'entoure. Cette question est insohthte; si elle était réso-
lue, on aurait à déterminer ensuite le champ magnétique produit

par un état. défini et fort comphqué d'-umantatton de la picce de
fer. Ce second prohtcmc n'est pas plus aho)'d:)h)c que !c premier.

L'expérience seule doit ctrc consuitéc. Kn imprimant a la ma-
chine 1<) vitesse qu'on a voulu choisir, on peut faire varier finten-
sité du courant, soit en changeant ia résistance du fil, sott. en im-

posant a ht machine un travail \.n'i.)!)h;, et dcto'nunc)' pour



chaque cas, par des mesures directes, l'intensité du courant et la
force électromotrice, qu'il ne faut pas confondre, si la machine
travaille, avec le produit de la résistance par l'intensité.

La relation entre la force électromotrice et l'Intensité du cou-
rant peut être représentée, pour chaque machine, la vitesse étant
donnée, par une courbe que M. Marcel Deprez a nommée eczrac-
<e/'M<~K<? de la machine. Les points de cette courbe ont pour or-
données les valeurs de la force électromotrice et pour abscisses les
intensités correspondantes.

La caractéristique varie avec la vitesse de rotation de la ma-
chine, mais il suffit de la tracer pour une vitesse connue arbitrai-
rement choisie; les ordonnées, pour une même valeur de l'inten-
sité, c'est-à-dire de l'abscisse, sont proportionnelles à la vitesse.

Il est peut-être utile, sur un point aussi important, d'écarter
une difficulté qui pourrait naître.

L'intensité d'un circuit est, d'après une règle générale, égale

au quotient de la force électromotrice par la résistance.
Dans une machine donnée, la résistance est déterminée. Il

semble donc que le rapport de l'intensité à la force électromotrice
soit une constante et que, par conséquent, la caractéristique soit
toujours une ligne droite. Il faudrait, si ce raisonnementne repo-
sait pas sur une confusion, aller plus loin encore et réduire la ca-
ractéristiqueà un point. La machine étant donnée, en effet, ainsi
que la vitesse de rotation et la résistance du circuit, tout semble
déterminé l'intensité du courant produit est, aussi bien que la
force électromotrice, une conséquence des données rien ne
semble variable et la courbe caractéristiquene peut exister.

On néglige, en raisonnant ainsi, une des conditions du pro-
blème. La machine travaille; une force électromotrice inverse
naît des conditions dans lesquelles elle est placée; l'intensité du

courant est diminuée. S! E désigne la force électromotrice pro-
duite par la machine; c la force étcctromotrice due au tra\.tit ac-
conipti, l'intensité 1 du courant sera donnée par la formule

I
1.(:



Lors même que la résistance R est connue, cette relation ne
fait pas connaître la courbe dont les points ont 1 pour abscisses et
E pour ordonnées.

Il Y a plus la résistance R est sans influence sur la relation
entre E et L Une même intensité 1 fait toujours naître, en effet,
le même champ magnétique, et le fil qui tourne dans ce champ
magnétique avec une vitesse donnée est le siège d'une force élec-
tromotrice indépendantede la résistance R. Lorsque R augmente
en l'absence de tout autre changement, l'Intensité T diminue, la
force électromotrice diminue en même temps, le point dont les
coordonnées sont 1 et E se déplace sur la caractéristique, mais la
courbe n'est pas changée.

La caractéristique(~ 49) étant connue suffit au mécanicien

F'g. 49-

pour prévoir, dans des circonstances données, les effets qui doi-

vent se produire.
t~TLorsque la machine ne travaille pas, le rapport –. de l'ordon-

née El de la caractértSUque à l'abscisse correspondante Oi repré-
sente la résistance totale du circuit, égale, par conséquent, à la

tangente de l'angle EOt. Réciproquement, la résistance étant
donnée, on peut trouver, quand la caractéristiqueest tracée, l'in-
tensité du courant correspondant,a la vitesse normale pour laquelle
la courbe a été constru!te, en supposant, bien entendu, que la
machine ne produise pas de travail. )) su fut de mener une
droite OX partant de l'origine et formant avec l'axe des )un
angle dont la tangente so!) éga!f a la résistance. L'abscisse du
point X., où cette droite coupe la courbe, est l'intensité demandée.



i84. La construction précédente conduit à une conséquence
singulière. Lorsque, pour une vitesse donnée, la résistance du
circuit surpasse une certaine limite, ou, ce qui revient au même,
lorsque, pour une résistance donnée, la vitesse de la machine est
trop petite, il n'y a pas de courant produit. La machine ne s'a-
morce pas.

L'Intensité étant, en effet, l'abscisse du point X où la droite OX
coupe !a caractéristique,si l'intersection n'existe pas, la règle in-
dique qu'il n'y a pas de courant; il doit en être ainsi lorsque OX
formera avec l'axe des 1 un angle plus grand que celui de la tan-
gente en 0 à la caractéristique. Si la vitesse de la machine change,
les ordonnées sont multipliées par un facteur constant et le coef-
ficient angulaire de la tangente en 0 varie proportionnellementà
ce facteur. On pourra donc, quel que soit OX, c'est-à-dire pour
une valeur quelconque de la résistance, rendre la vitesse assez
petite pour que la tangente OT s'abaisse au-dessous de OX et que,
l'intersection cessant d'exister, il n'y ait plus de courant produit.

L expérience confirme ces conclusions. Il faut, pour amorcer la
machme, la faire tourner avec une certaine vitesse, au-dessous de
laquelle aucun courant ne prend naissance.

L'explication, il faut l'avouer, n'est pas complète; elle est fon-
dée sur la forme de la caractéristique à l'origine il faudrait expli-
quer pourquoi la caractéristique a cette forme. Il semble évident,
au contratre, que, le magnétisme rémanent n'étant pas nul et pro-
duisant toujours un champ magnétique, une vitesse, quelque pc-
tite qu e!Ie soit, fera naître une force électromotrice, et toute
force électromotrice, quelle que soit la résistance, doit produire
un courant.

Un courant se produit toujours; mais, pour de petites vitesses,
les effets, trop faibles, ne sont pas apparents. La théorie n'est
pas en défaut pour cela; le dessin seul est imparfait.. La caracté-
ristique ne passe pas par l'origine 0 des coordonnées. Le champ
magnétique existe, lors même que l'Intensité du courant est égale
a zéro; il y a donc toujours une force électromotrice, quelle que
soit la vitesse donnée a la machine, et ta caractéristique a fa formeB.



représentéepar la~t~. 5o, dans laquelle la grandeur de l'ordonnée
à l'origine OK. a été exagérée à dessein.

Si la résistance est représentée par la tangente de l'angle X01,
l'intensité du courant, la machine ne travaillant pas, sera repré-
sentée par l'abscisse OP (j~. 5o) du point X; elle peut être très

Fig. 5«.

petite, mais jamais nulle. Les phases successives de la produc-
tion du courant, qui, en réalité, seront remplacées par un ac-
croissement continu, sont représentées sur la figure. Pendant le

premier tour, la force électromotrice est OK la résistance étant
la tangente de l'angle XOP,, l'intensité sera l'abscisse OP) du
point qui, sur la droite OX, correspond à une ordonnée égale a
OK. Lorsque l'intensité est OP,, la caractéristique fait connaître
la force électromotriceP;K~ qui, sous l'influence du champ ma-
gnétique produit par un courant d'intensité OP,, résulte de l'in-
duction due au mouvement des anneaux. La force électromotrice
P, K-), agissant sur un circuit dont la résistance est la tangente de
l'angle XOP, fera prendre au courant une intensité égale à OP~,

et la figure indique la série croissante des intensités dont la limite
est OP et celle des forces électromotrices représentée par PX.
Si OK, comme i) est vrai, est très petit, OP peut être très petit;
il ne serait nul que si, la résistance étant infinie, la ligne OX,
perpendiculaireà 01, passait par le point K..

185. Un cas théoriquementfort remarquable doit être signaté.
Un aimant, comme l'a démontré Ampd-c, équivaut à un so)é-
noïde. Le champ magnétique dans lequel la force étcctromotrice
prend naissance pourrait donc être produit par un circuit de



forme convenable, jouant identiquement le même rôle que les
électro-aimants et directement produit par la machine. Il ne faut
pas compter, dans ce cas; sur un état initial jouant le rôle du ma-
gnétisme rémanent. Les fils de cuivre, à l'état naturel, ne sont tra-
versés par aucun courant, et il faudrait, pour amorcer la machine,
faire passer dans le circuit un courant produit en dehors d'elle.

La caractéristique, dans cette machine entièrement construite
en cuivre, serait une ligne droite OC (~. 5i). Le champ magné-

F.g. 5,.

tique étant, en effet, directementproduit par le courant, est pro-
portionnelà son intensité; il en est de même de la force électro-
motnce correspondant à une vitesse donnée. La règle semble
ici en défaut. Si, par le point 0, on mène une ligne OG for-
mant avec 01 un angle dont la tangente soit égale à la résistance
totale du circuit, elle ne coupera pas la caractéristique,et l'intcn-
sité du courant, donnée par l'abscisse du point d'intersection,
restera inconnue. Si les lignes OG et OC se confondent, la règle
indique une intensité indéterminée.

En réalité, dans les conditions supposées, les conséquences de
la théorie sont tout autres et fort singulières. Deux cas sont à dis-
tinguer.

Supposons d'abord l'angle GOI (/f~. 5;) plus grand que l'incli-
naison COï de la caractéristique. Jl ne se produira, dans ce cas,
aucun courant.. Le courant artificiellement.lancé pour amorcer!.)
macinuc s'éteindra rapidement, et l'on pourra faire tourner indéfi-
niment la masse de cuivre, avec la même vitesse, sans qu'aucun
courant s'y produise.



Soit, en effet, OP. le courant initial. Ce courant, pour être pro-
duit par la machine, exigerait une force électromotrice P, M<, puis-

que la résistance, égale à la tangente de l'angle M, 01 (/ 5i),
doit toujours représenter le rapport de la force électromotrice à

l'intensité. La machine, d'après nos suppositions, produit une force

électromotrice P, K,, plus petite que P, M, le courant s'affaiblira

donc. La valeur OP~ qu'il doit prendre est l'abscisse du point M~

de la ligne OG,, pour laquelle l'ordonnée est égale à la force

électromotrice P.K); mais si le courant est réduit à l'inten-
sité OP: la machine, marchant avec la vitesse convenue, fera

naître une force électromotrice Pa&a, incapable d'entretenir l'in-

tensité 0?2 et ne pouvant produire qu'un courant dont l'inten-

sité OPg se construira comme nous avons construit OP~. Le rai-
sonnement peut se continuer indéfiniment, et le courant lancé

pour amorcer la machine s'affaiblira rapidement, sans pouvoir

conserver aucune intensité.
Supposons, en second lieu (~. 5a),l'angleGOXplus petit que

Fig. 52.

l'inclinaison de la caractéristique rectiligne. Quelle que soit l'in-

tensité du courant d'amorccmcnt,la machine, au premier instant,
fera naître une force électromotriceP, K, plus grande que Pi M,,

1

qui suffirait pour J'entretenir. A cette force c)ec)'-omotricecor-
respond un courant dont l'intensité OPt se déduit de P, K, par la

construction plus haut. Le courant Of\ fait naître une

force éleOromotriccPaK:, laquelle correspond, comme on le

voit par la même construction, une intensité Ot'a faisant naïU'e la



force électromotrice PgK; La force électromotrice et l'intensité
croîtront l'une et l'autre sans limite, la résistance du circuit étant
toujours plus petite que le rapport de la force électromotrice à

l'intensité correspondante.
Si, dans l'étude de la machine construite en cuivre sans inter-

vention d électro-aimants ni d'aimants permanents, on suppose
que la vitesse de rotation varie, la résistance du circuit restant
constante, les conclusions seront semblables. La ligne droite qui
sert de caractéristiquese relèvera en tournant autour de l'origine,
lorsque la vitesse de rotation s'accroîtra; la tangente de son incli-
naison est proportionnelleà cette vitesse. Tant que la caractéris-
tique restera au-dessous de la ligne dont le coefficient angulaire
représente la résistance, la machine ne pourra ni produire ni en-
tretenir aucun courant. Si la vitesse est assez grande pour que
la caractéristiques'élève au-dessus de ia ligne définie par la résis-
tance du circuit, l'intensité du courant grandira sans limite; la
chaleur développée, proportionnelleau carré de l'intensité, s'ac-
croîtra plus vite encore, et les fils seront rapidement mis en
fusion par le courant résultant de leurs actions mutuelles.

Il faut, sur cette conclusion de la théorie, présenter deux re-
marques.

La force électromotrice et le courant devant croître Indéfini-
ment et proportionnellement l'un à l'autre, le produit El qui
représente le travail absorbé par la machine grandira lui-même
sans limite, et, à moins de disposer d'un moteur de puissance in-
finie, il deviendra impossible de maintenir la vitesse constante
supposée dans nos raisonnements.

En second lieu, la théorie des machines électrodynamiques,
telle que nous l'avons exposée, est relative à l'état permanent.
Pour la machine en cuivre, l'état permanent n'existe pas; le ré-
gime est toujours variable, et l'induction du courant sur lui-même,
née de l'accroissement d'intensité et tendant ,') v mettre obstacle,
devrait intervenir dans l'étude des phénomènes.

L'induction du courant sur bn-mone, il est aisé de )n démon-
trer, ne suffirait pas, si l'on disposait, pour entretenir la vitesse



d'une puissance Indéfinie de travail, pour empêcher l'intensité de
croître sans limite. Soit, en effet, G le rapport imposé par la con-
struction de la machine entre la force électromotrice E et l'inten-
sité du courant, de telle sorte que l'on ait

E = Cf.

L'induction du courant sur lui-même fait naître une force pro-
Il' 1

didl
]

didl
l~portionnelle à la dérivée – représentons-lapar K–, on aura, 1~

étant la résistance totale du circuit,

Ë-K~
I

I; ~ltI-––~––,

c'est-à-dire, en remplaçantE par sa valeur,

K~=(G-R)L

dont l'intégrale est
c-R,

t= Ce

C étant une constante. Lorsque G est plus grand que R, 1 grandit
indéfiniment; mais il faut dépenser un travail représenté par le
produit Eï et proportionnel, par conséquent, au carré de l'in-
tensité qui grandit sans cesse.

186. On associe dans un grand nombre de machines les deux
méthodes qui viennent d'être étudiées. Le courant, engendré par
la rotation des anneaux dans le champ magnétique n'est pas
chargé d'aimanter le fer doux qui produit ce champ, mais de ré-
gler ['aimantation. Un courant emprunté à une pile ou à une ma-
chine indépendante fait naître t'électro-aimant; le courant de la
machine, par un artifice très ingénieux du à M. Marcel Dcprex,
s'associe au premier non pour accroître l'intensité du champ ma-
gnétique, mais pour la diminuer. H peut semhter étrange qu'on
vcuijte diminuer l'aimantation a )aquet)c le travait uti)c de la ma-
chine est proportionnel; mais il s'agit ici d'un régulateur. Une



machine que l'on fait tourner avec une vitesse constante ne peut
produire un courant d'intensité constante et un travail uniforme
que si la résistance opposée à )a réceptrice est elle-méme con-
stante. Il est impossible, dans le plus grand nombre des cas, qu'il
en soit ainsi. En faisant travailler le courant produit par la ma-
chine à l'auaibtissement du champ magnétique, lorsque les con-
ditions du travail accroîtront l'intensité du courant, il en résultera
une diminutionplus énergique du champ magnétique et, par suite
de l'affaiblissement de ce champ,une diminution de l'intensité sup-
posée trop grande. Si le courant s'affaiblit, au contraire, le champp
magnétique subissant une diminution moins énergique devien-
dra plus intense et procurera l'accroissement de l'intensité sup-
posée trop faible. La disposition connue sous le nom de c/OK6/~
e/OK/e/HC/;< introduit donc dans la machine un élément régu-
lateur.

Le calcul rigoureux des éléments à adopter est impossible, à

cause de l'ignorance où nous sommes de la relation entre l'inten-
sité d'un courant et l'aimantation produite sur le fer autour du-
quel il est enroulé. Lorsque l'on se tient éloigné de la saturation
magnétique, on peut, sans grande erreur, supposer l'intensité du
champ obtenu proportionnelleà celle du courant qui la produit.
Les variations du champ magnétique peuvent alors se calculer
très simplement.

i87. Supposons que, pour chaque machine, l'effet de Fenrou-
lement du fil étant proportionnel à l'intensité du courant, la force
électromotricc, proportionnelle à l'énergie du champ magnétique,
soit représentée par une fonction linéaire <7 -)- &), et 1) étant des
constantes; la première représentant l'énergie relative au cas ou
Faction étrangère .'< h machine est seule efficace, et ~f, l'action
produite, conformément à notre hypothèse, par )e courant d'm-
tcnstté ). La réceptrice, munie égatoncnt du doubjc cnrou)cment,
t.ravaincra avec un champ magnétique~' -)-L

La force éicc.ti'omotrice L de la généra!r!cc et )a force é)cctrc-
motr~'e r de h) réceptrice détct'miuo'ont ('intensité i (tn courant



par la relation qui convient à tous les cas

R étant la résistance totale.
E et e sont respectivement mesurés en multipliant la vitesse de

la machine correspondante,génératrice au réceptrice, par l'inten-
sité du champ magnétique. Si donc V et v sont ces deux vitesses,

on pourra écrire

et

On en déduit

La vitesse V de la génératrice étant supposée constante, on
peut choisir a, b, a', b' de telle sorte que soit indépendant
de 1. Il suffit de supposer

C'est un problème à résoudre quand on étudie les dimensions de
la machine.

188. Supposons que l'application du courant produit par une
machine exige dans le fil parcouru une résistance variable. C'est

ce qui arrivera, par exemple, lorsque le courant devra servir à
l'éclairage, !e nombre des foyers de lumière étant variable. Nous

supposons une génératrice mue avec une vitesse constante. I dé-
signant l'intensité du courant, la force électromotrice, proportion-
nelle à l'intensité du champ magnétique, se composera d'une
partie constante due a la machine auxiliaire destinée à produire
le courant et d'un terme proportionnel a l'intensité du courant
produit. La force électrornotricc étant représentée par xt -)- ~3

et la résistance se composant d'une partie constante résistance

1-E~e
R

E = V(Œ 6t).
e = [;(~'– ~'l)

–––––––––
V(~ -T ~)––––––––––– ''(<X'-)- &' t )t~'

V(~-+-~)–Rt ftV–I(&V–R)
v = <X'-)-6't ~i-&'I

aV bV-R'y '–~–



intérieure de la machine, et d'une partie variable R,, on aura

=
~LLÊ

'Ht+~'

On en déduit
g

1 R)-t-~–x
Si les dispositions sont telles que l'on ait ~= x, la valeur de

l'intensité sera

R, est la résistance du fil compris entre les bornes de la machine.
est, par conséquent, la différence de potentiel entre les deux

bornes, et, comme il représente par hypothèse une constante, on
pourra faire en sorte, en disposant des éléments arbitraires, que
la diHerence des potentiels aux bornes de la machine reste égale,
quels que soient les conducteurs qui réunissent les bornes, a
cette constante j3. Si des fils distincts, en nombre quelconque,
réunissent en même temps les deux bornes, l'intensité, égale t~our
chacun d'eux à la différence des potentiels extrêmes divisée par la
résistance du fil, ne sera pas altérée par le changement du nombre
<lesfils.



CHAPITRE Xm.

LES UNITÉS ÉLECTRIQUES.

RÉSUMÉ.

Dans ce Chapitre, consacré .1 la définition des unités éfectriques, j'ai rap-
pelé d'abord les principes généraux qui doivent guider dans !e choix,
toujours arbitraire, des unités, et les conséquences déduites en Géométrie
et en Mécanique de la possibitité d'obtenir des formules indépendantes du
choix des unités t'ondamenta)es.

Les mêmes principes doivent guider dans ie choix des unités éiectrique-,
mais il est impossible d'obtenir pour toutes !cs formules t'avantage désiré;
de )à les deux systèmes proposés.

Les rotations singulières qui semblent résu)ter du choix des unités c).
qui rapprochent des grandeurs de nature différente ne peuvent avoir et
n'ont aucune réaHté.

SOMM..URH.

t8'J. Une unité est toujours arbitraire. La relation entre deux unités différentes
l'est par conséquent aussi. On peut être conduit a dit'c, suivant les conven-
tions une !ongucur est un temps; une longueur est le carré d'un temps; une
tongueur est. la puissance d'un temps; une fongucur est un ang)c.– Ii)0. Rc-
iations convenues entre les unités de tongueur, de surface et de vojumc; cHes
n'ont rien d'obligatoire. – )')[. Hctafions entre les unités cmptoyécs en Até-
canique. – )92. Ces relations n'ont rien d'obligatoire.– iU: Conséquences de
~'homogénéité. – )!)t. Application ,') la théorie du pendu!e simple. – [95. Ap-
nbcation aux cordes vibrantes. – )9G. Apjdicat.iona la vitesse de propagationdu
son dans un gay.. – )!)7. On peut diminuer te nombre des unités bussées arbi-
trinres; ccLte remarque permet de réduire a i'uuité ic coefficient de t'attractiou
univcrs~'He, en conservant )cs fornudcs habitucNcs. t.ue densité devient )e carré
d'une vitesse angulaire, t'ensilé du Soiei) en prenant la srcoude pour uuité de
temp- – );)8. cotation des exposants de dimension. )t)9. Dans )n système
~n(tiqué()U7) !<nn force est !a quatrième puissanre d'une vitesse – .!t.)0. Ou

suppose, dans )c t'hoit des unités étectriqucs, (Jeux retations nécessaires outre



la force électromotrice, la résistance et l'intensité. 201. Dimensions de
l'intensité en acceptant sans coefficient la formule d'Ampère; les dimensions
de la résistance et de la force électromotrice s'en déduisent. 202. Dimen-
sions de la masse électrique. L'intensité d'un courant devient le rapport d'une
masse électrique à une longueur. 203. Autre système d'unités, dit étecti-o-~a<< L'intensité est, par définition, le rapport d'une masse étectrique à un
temps. Le rapport des intensités d'un même courant dans les deux systèmes
est une vitesse. 204. Moyen de déterminer dans le système électrostatique
~intensité prise pour unité. 205. Unités magnétiques. 206. Conséquences de
rhomogénéité des formules dans le système électrodynamique. 207. Unités
pratiques. 208. Introduction, dans la comparaison des mesures électriques,
d'une vitesse peu différente de cette de la lumière.

189. Une unité est toujours arbitraire. Ce principe semble
rendre la théorie facile, en la supprimant; il en fait, au contraire,
toute la difficulté. Le droit de choisir permet d'imposer des condi-
tions qui deviennent obligatoires mais restent arbitraires; de là
naissent des problèmes toujours faciles et des contradictions qui
n'ont d'importanceque si l'on oublie leur origine.

Donnons immédiatement quelques exemples.
Prenons pour unité de longueur le chemin parcouru par la

lumière pendant l'unité de temps, l'unité de longueur sera pro-
portionnelle à l'unité de temps. On pourra dire et l'on dira, en
adoptant une forme de langage très usitée H/m ~o/~Me«/' e.s< /<~
<ë'/?t~

Prenons, en second lieu, pour unité de longueur l'espace par-
couru pendant l'unité de temps par un corps pesant qui tombe
verticalement dans le vide sans vitesse initiale. L'unité de lon-
gueur sera proportionnelle au carré de l'unité de temps, et: l'on
dira, en adoptant le même langage M/M /o/K<?/< e.s~ /c e~e
<H/< <C/H/J.

Prenons, par un troisième choix, non moins légitime que les
deux premiers, pour unité de longueur le grand axe de l'orbite
d'une planète tournantautour du Soleil, placé a son foyer, et dont
la révolution s'accomplit dans l'unité de temps. D'nnrcs la troi-
sième loi de Kepler, le carn'- du temps de la révotution étant pro-
porDonne! au cube du grand axe de J'orbitc, on pourra dire, en
adoptant toujours je même tangage ;<<- (..s-<

.S'(7/ <T/ ~s'.



Adoptons enfin pour unité de longueur la longueur d'onde lu-
mineuse correspondantà une raie donnée du spectre. La mesure
d'une longueur deviendra un nombre absolu dans lequel rien

ne reste arbitraire, l'unité de longueur étant indépendante de
l'unité de temps comme de toute autre. On pourra dire alors M/M

~o/MCK/' est K/t nombre a~~7'<:<!</ et, comme un angle, rapport
de deux longueurs, est aussi mesuré par un nombre abstrait, on
pourra dire, en adoptant toujours le même langage une ~o/
~MCM/' est K/t a/o. Une ligne de 3,t/tt5o longueurs d onde se-
rait mesurée par m et égale à deux angles droits.

Si l'on se demandait, entre ces assertions contradictoires, quelle

est la véritable une longueur est-elle un temps ou le carré d'un
temps? est-Il vrai qu'elle soit un angle? une seule réponse serait
à faire une longueur n'est rien de tout cela, et personne ne peut
l'ignorer. Quand on dit, par exemple une longueur est un temps,
cela signifie simplement qu'on a défini les unités de telle sorte
qu'une longueur et un temps, ayant même expression numérique,

conserveront des mesures égales pour tous les changements d'unité
co/?~6t~7'~ a'cec co~'g~/to/t. Lorsqu'une longueur est assi-
milée à un angle, il faut entendre que, l'unité étant définie d'une
manière absolue, toute longueur est mesurée par un nombre abs-
trait que les eo~ce/~M/M /c{'<~ /M /~e/?!e«e/!<fM cle changer.
Ce nombre est la mesure d'un certain angle qu'on acquiert le
droit d'assimiler à la longueur; ils peuvent donc se remplacer
dans les formules, on s'est enlevé le droit de troubler leur égalité
numérique.

Si pour des raisons qu'il n'est pas nécessaire de chercher,
usant du droit donné par le principe qui domine toute la théorie
les M/if7M .<o/?.< a/«/YM/'<?. on convient de faire varier l'unité de
longueur en raison inverse de l'unité de temps, on pourra dire
dans le système d'unités défini par la convention adoptée, M~<'

/MCK/' e.s7 /'<('<s'c c/'MM ~?/n/M.
Lorsque, aprc.s avoir adopté des conventions relatives aux uni-

t"s mécamques ou étecLriqucs, nous rencontrerons des consé-

quences analogues a ccHes (lui viennent d'être indiquées et de



1
forme non moins singulière, il n'y faudra pas attacher plus d'im-
portance et se garder surtout de transformeren une vérité ou de
chercher à comprendre une proposition qui, séparée de la con-
vention arbitraire qui l'a fait naître, cesse d'avoir aucun sens.

190. Les géomètres rattachent à l'unité de longueur l'unité de
surface et l'unité de volume. L'unité de surface est le carré de
l'unité de longueur et l'unité de volume en est le cube. Une telle
dépendance n'est nullement nécessaire. Un volume n'est pas la
puissance troisième d'une longueur. Rien n'empêche d'évaluer les
longueurs en mètres et les surfaces en arpents. Les formules de
la Géométrie élémentaire, sans cesser d'être parfaites, subiraient
un léger changement. La surface du cercle de rayon R ne serait
plus exprimée par ~R~, ni celle d'un triangle de base B et de

hauteur H par
2 Il faudrait diviser ces expressions et celles de

toutes les surfaces par le nombre des mètres carrés contenus dans
un arpent.

L'indépendance des unités présente un inconvénient plus grave
que celui de changer les formules auxquelles on est habitué. Il
faudrait renoncer à trouver, pour la mesure de chaque surface ou
de chaque volume, une formule indépendante du choix des unités
laissées indépendantes. Si S représente une surface, a et b deux
lignes dont elle dépend, les nombres qui servent de mesures à «
et à 6 étant donnés, celui qui mesure S reste entièrementinconnu;
il est impossible de l'exprimer en fonction de f< et de &. On
pourra démontrer que S est proportionnel au produit ab, qu'il est
représenté par une expression de la forme Ka&; mais le coeffi-
cient K dépendra du choix de l'unité de surface.

Le choix de l'unité d'angle, arbitraire au même titre que les
autres, est dirigé par le respect de la même condition.

Un secteur circulaire de rayon H, dont l'angle au centre est M

a pour mesure, dans le système adopté, h) Cette formule1 sup-a pour mesurc, dans c s)'stcmc ae opte, 2-- "eUe ormu sup-
pose que )'nng1c pris pour unité est celui sous lequel on voit du
centre d'un cercle un arc égat au rayon. Aucune formule ne



pourrait être proposée si l'unité d'angle restait indéterminée, ou,
pour mieux dire, la formule changeraitavec le choix qui n'est pas
encore fait. Si l'on prend pour unité d'angle l'angle droit, )a sur-
face du secteur dont l'angle est w, dans un cercle de rayon B, est

~R!(.)""r"
Si l'angle pris pour unité est le degré, la surface du secteur

d'angle
M a pour expression

7: R2 M
36o''

l'unité de surface, bien entendu, étant le carré construit sur
['unité de longueur. Si l'on use du droit de laisser les unités arbi-
traires, il faudra se borner à dire la surface d'un secteur circu-
laire d'angle w, dans un cercle de rayon R, a pour mesure

KR~M,

K étant un coefncient numérique à déterminer quand les unités
seront choisies.

191. La Mécanique met en présence des longueurs, des temps,
des vitesses, des forces et des masses. Pour chacune de ces gran-
deurs, l'unité est arbitraire. Aucune dépendance n'est nécessaire.
Comme en Géométrie, cependant, et pour la même raison, il est
permis et utile d'en introduire une.

Si l'on veut, en écrivant les formules de la Dynamique, ne rien
supposer sur les unités, il faut pour chacune d'elles, comme dans
l'expression d'une surface ou d'un volume, introduire un coeffi-
cient numérique, a déterminer ultérieurement, quand on aura
choisi les unités, et à changer chaque fois qu'on voudra faire un
choix nouveau.

Lorsqu'uneforce F agit pendant un temps T sur une masse M
partant du repos, l'espace Lqu'ette lui fait parcourirest représcnt!
par

ii,.i,2(1) ..=~
~dl



Dans la démonstration de cette formule, une convention a été
faite. Si, en effet, l'unité de longueurrestait arbitraire lorsque les
unités de temps, de force et de masse ont été choisies, le premier
membre de la formule (t) pourrait recevoir telle valeur numérique

que l'on voudrait, lorsque Je second serait déjà complètementdé-
fini. Toute équation entre L, F, M et T serait impossible.

On a admis en effet, dans la démon.ttration de la formule ()),
que l'unité de force, appliquée à l'unité de masse pendant l'unité
de temps; lui fait acquérir l'unité de vitesse, c'est-à-dire la vitesse
d'un point qui, dans l'unité de temps, parcourt l'unité de lon-
gueur. Cette condition laisse trois unités arbitraires celles de
longueur, de temps et de masse, par exempte, et permet, quand
elles sont choisies, d'en déduire les deux autres.

Si l'on multiplie chacune des unités par un facteur numérique

L'unité de longueur par K;
L'unité de temps par j3

L'unité de masse par y;
L'unité de force par B;

L'unité de vitesse par s,

les multiplicateurs devront satisfaire, c'est la traduction facile des
conventions, aux deux équations

c.Z3 ^~x a

La première de ces équations est nécessaire et suffisante pour
qu'une relation de la forme.(i) puisse avoir lieu, indépendamment
du choix des trois unités non définies. Le coefficient numérique

pourrait seul être changé sans introduire de contradiction.

i9'2. Les conventions adoptées rendent possible la mise en
équation des prol))èmes de Mécanique, sans qu'aucun coefficient
doive varier avec le choix des unités. Est-ce à dire que ces con-
ventions soient nécessaires et que sans elles ia Science devien-
drait impossible? it n'en est nullement,ainsi la Mécanique pour-



rait s'enseigner très correctement, sans aucune hypothèse relative
aux unttés; aucune dépendance n'existe entre elles. Si l'on refuse
d'en établir, il en résultera, comme pour la Géométrie quand
l'unité de surface reste indépendante de l'unité de longueur, fa
nécessité d'introduire des facteurs numériques variables avec le
cboix des unités, et très faciles à déterminerdans chaque cas. La
formule (<), par exemple~ serait remplacée par

L=K~,

K étant un coefficient numérique. Si, par exemple, l'unité de
masse étant celle dont le poids est g~, on prend pour unité de
longueur le kilomètre, pour unité de temps la minute et pour
unité de force le kilogramme, il faudrait remplacer la formule (<)
par

FT~L=i8oo~.2
193. La possibilité de mettre en équation tous les problèmes

de la Mécanique et, par conséquent, de les résoudre en laissant
trois unités arbitraires, sans qu'aucun coefficient variable avec
)e choix de ces unités s'introduise dans les formules, impose
aux équations un caractère nécessaire que l'on peut appeler l'Ao-
/~o~e~e~e en Mécanique. Supposons que la solution d'un pro-
blème, qu'il est inutile de définir, ait donné une relation entre une
force F, une longueur L, un temps T et une masse M. Cette rc-
lation, étant mise sous la forme

(3) L=<?(F,M,T),

devra rester la même si les unités sont multipliées par les fac-
teurs x, y, o, liés par la première des relations (a); )a fonc-
tion sera telle, par conséquent, que

(~ ~.=~.<~M,pT).

Cette équation, ayant lieu quels que soient x, ;3, y, détermine



la forme de la fonction. Le premier membre étant proportionnel
à a, le second doit l'être aussi, et, comme x ne figure que dans
-~F, il faut que o soit proportionnel à F; on aura donc

(~ L=~F~(YM,~T).

Le premier membre de (5) étant indépendant de y et de j3, le
second doit l'être aussi, et o,, pour cela, doit être inversement
proportionnel à yM et proportionnel à {~T~; on doit donc avoir
enfin

(C) L~K~T~,

K désignant une constante numérique.

194. Le temps T de l'oscillation d'un pendule, pour un angle
donné d'écartement,dépend de la longueur L du fil, de la masse M
qui oscille et du poids de cette masse qui est une force F.
L'équation qui lie ces grandeurs étant nécessairement de la
forme (6), on aura, en la résolvant par rapport à T et désignant

par G un coefficientnumérique égal à –,
/K

(7) T~G~/L(~.

Si l'on nomme le poids de l'unité de masse, on obtient ia
formule connue

T=G/~

étant, un coefncient numérique déterminé pour chaque valeur
de l'angle d'écartement 0, c'est-à-dire une fonction inconnue de 0.

195. Le temps de t'osciliation d'une corde vibrante dépend de
sa )ongucur L, de sa masse M et du poids F qui la tend. Si nous
admettons ce théorème comme une vérité expérimenhue, h) fo)--



mule, devant être de la forme (6), sera

(8)
T=G/

Si p désigne la densité et te rayon de !a section de la corde,

on a
M=:T:~Lp,

et la formule (8) devient

(9)
T~G/t/p,

(9) T=G\hLri F'

qui exprime la loi du temps de vibration d'une corde, en ne
laissant à la théorie que le coefficient numérique G à déterminer.

'186. La vitesse de propagation du son dans un gaz dépend de
l'élasticité et de la densité du gaz. En admettant qu'il en soit
ainsi, les mêmes principes peuvent déterminer la forme de la re-
lation.

Déunissons la vitesse de propagation par le temps T néces-
saire pour parcourir une distance L. L'élasticité E de l'air peut
être déunie par la pression F exercée par le gaz sur la sur-
face L2; on aura F = EL~, et il. est permis de choisir cette surface
ainsi que la distance à parcourir, évidemment arbitraires toutes
deux, de manière à n'introduire qu'une seule longueur L. La den-
sité D est le rapport de la masse au volume. Soit M la masse de
volume L', L désignant toujours la même longueur; on aura

:\1

La formule qui exprime la vitesse du son ayant Heu entre une
Jongueur, une force et une masse, elle est nécessairement de la
forme (<i~ et l'on peut écrire

('
¡.. \11,(..) -K~.

En remplaçant la force F par EL- la masse M par DL', on



aura

(".) ELs=K~
2

T~L~.
Le temps T est donc proportionnel à la distance L; le mouve-

ment est /!ee<?~a!t'e/M<?/!<uniforme, et l'on a, en nommant, (~ la

vitesse, égaleà~,
yË'T"=~DK'

K- étant un coefucient numérique.
Il est évident que, si la vitesse dépend d'autres données, du rap-

port des deux caloriques spécinques par exemple, la démonstra-
tion n'est plus valable.

197. Les formules de la Mécanique peuvent être démontrées et
tous les problèmes résolus en laissant trois unités arbitraires. Lc
droit de les laisser arbitraires Implique celui d'établir entre elles
telle relation qu'on voudra choisir, et l'on peut prouter de cette
liberté pour simplifier certaines formules sans perdre l'avantage
d~mployer les équations ordinaires de la Science.

On démontre, en étudiant la théorie des mouvements p!ané-
Laires, qu'un point matériel parcourant,, dans un temps T, )a cir-
conférence d'une ellipse dont le grand axe est ?.< si la force
qui le sollicite est dirigée vers le foyer, cette force, rapportée u
l'unité de masse, a pour expression, à la distance r du foyer.

e)'on a ,=<
La loi delà gravitation uniY'crscHc est déduite de ccsthéorémcs.

Eu design:)))) p,)rF t'aUrnction mutucllc de deux masses et w'
concentrées en deux points dootia distance c.st cette loi c'-)



exprimée par l'équation
/M7M'F=f 2"r'

est un coefficientnumérique qui dépend du choix des unités.
La présence d'un tel coefficient dans une formule générale ne

doit. pas plus surprendre que celle de la gravité g dans l'expres-
sion de la durée de l'oscillation du pendule. de même que
dépend du choix des unités et s'introduit dans les formules parce
qu'elles sont relatives à un système particulier dont les éléments
n'ont rien d'arbitraire.

Pour faire disparaître ce coefficienty, il suffit de choisir les
unités de manière à le réduire à l'unité. Cela peut se faire d'une
inumté de manières. On prendra pour unité de masse celle qui,
agissant sur une masse égale à la sienne, à une distance égale à
l'unité, exerce une attraction égale à l'unité de force. Cette condi-
tion, arbitrairement imposée, réduit à deux le nombre des unités
qui restent arbitraires; mais on fait usage, en l'acceptant, d'un
droit qui n'est pas contestable.

La formule

T.'
WMt'(.2) ;~=~"

étant imposée, il ne reste que deux unités arbitraires. Il faut

supposer entre les_ coefficients x, y, S, définis (191), la relation
nouvelle

12(.3)

Sans cette convention, en effet, les deux membres de (ta) se-
raient multipliés par des facteurs différents et cesseraient d'être
égaux si l'on changeait les unités adoptées.

L'équation (~3) équivaut, à cause de la rotation (2") qui sub-
siste, à

(-4) ~=~-

L'attracUon du Soleil sur l'unité de masse d'une piancte étant



représentée par on a .j.
-T~-

H résuite d'ailleurs de la convention adoptée que ;J. doit repré-

senter la masse du SoleIL Le rapport rapport d'une masse

à un volume, représente donc une densité; et par conséquent,
dans le système d'unités adoptées, la densité d'un corps est l'in-

verse du carré d'un temps. Un angle étant un nombre abstrait, on
peut dire qu'une densité est le carré d'une vitesse angulaire.

Cherchons dans ces hypothèses la densité du Soleil.
Le demi grand axe de l'orbite terrestre est égal à 222 fois le

rayon R du Soleil. Si donc on nomme D la densité cherchée, on
aora

D ==
–– =

= /~V
T~~ 3.

En remplaçant p par 222, le temps T de la révolution, évalue

en secondes, surpasse 3ioooooo, et la densité D du Soleil, en
prenant la seconde pour unité de temps, est inférieure a

198. Lorsque, comme on a été conduit à le faire en Géométrie

et en Mécanique et comme nous le ferons dans la théorie de l'E)ec-
trtcité, on étabitt une dépendance entre les unités, il importe d'in-
diquer par une notation convenue comment varient )cs unités dé-
rivées quand on change les unités fondamentatcs.

Si, par exemple, on prend pour unité de surface le carré (te

l'unité de longueur, la première de ces unités variant proportion-
neHement au carré de la seconde, on écrira, pour exprimer cette
dépendance,

[S]=~t.
Ou éci')ra, de même, en désignant tes votumes par la lettre

[VJ=t~j:

ces n<j)ath)ns n'ont, pas, je crots, besoin d'explications.



En nommant v les vitesses, on écrirait, en adoptant les mêmes
conventions, ~]-

En désignant les forces par la lettre F, les masses par M, les
longueurs par L et les temps par T, on écrirait, pour représenter
la relation (2) entre les unités adoptées pour ces diverses gran-
deurs,

< f)~].
ïl ne s'agit pas, on le comprend, d'une égalité numérique entre

les deux membres de l'équation dans lesquels ne figure aucune
grandeur déterminée, mais de l'indication des variations simulta-
nées que subiront les unités désignées par les lettres initiales des
grandeurs correspondantes.

199. La convention faite (197) s'exprimera, d'après la notation
que nous venons d'indiquer, par

(-6) [MJ=[~]']([6) [lVIJ=z
L'umté de longueur et l'unité de temps restent arbitraires;

l'unité de masse sera déterminée quand on les aura choisies, et
l'équation ()5) donnera, les deux hypothèses étant associées,

~7) ~]'
Une force, dans ce système, est la quatrième puissance d'une

vitesse; si une force et la quatrième puissance d'une vitesse ont
la même mesure numérique, l'égalité subsistera, qnetquc choix
d'unttés que l'on fasse, pourvu que les conditions, arbitrairement
prescrites, il ne faut. jamais t'oublier, soient respectées.

200. Etudions ma)ntct):(nt les unités électriques. Nous avons
appns par les exemples précédents combien il est utile et com-



mode, mais non nécessaire, de subordonner les unités les unes
aux autres, de manière à pouvoir déduire de quelques-unes d'entre
elles, qui restent arbitraires, les valeurs qu'il convient d'adopter

pour les autres unités, si l'on veut rendre les formules plus
générales ou plus simples.

Connaissant la force électromotrice E et la résistance R du cir-
cuit dans lequel elle fait naître un courant, nous avons exprimé
l'intensité 1 par la formule

'=~-

Cette formule suppose entre les trois unités, de force électro-
motrice, d'intensité et de résistance, une relation qui n'a rien
d'obligatoire,mais que les physiciens acceptent comme définition
de la résistance.

Nous avons exprimé en outre par le produit EIT le travail
dépensé pendant le temps T pour entretenir un courant d'in-
tensité 1 avec une machine qui produit une force électromotriceE.
La théorie apprend seulement que le travail est proportionnel au
produit EIT. En le regardant comme égal à EIT, nous établissons

entre les unités une dépendance qui équivaut à une définition de
la force électromotrice E.

Les équations
E = Rf,

travai) dépense = EIT

conviennent à tous les systèmes d'unités. Elles définissent l'unité
de résistance et l'unité de force électromotrice lorsque l'unité
d'intensité a été choisie, ou, pour parler plus exactement, elles
rattachent les trois unités à celle d'entre elles que l'on voudra dé-
finir.

En se laissant guider par l'analogie, le choix de l'unité d'inten-
sité semble tout indiqué. La formule d'Ampère, qui exprime Fac-
tion mutuelle de deux éléments de courant, ne peut être exacte
que si les unités sont choisies de tc)!c sorte que deux éiémcnts f/.s'

et t/A'' parcourus par des courants dont l'intensité est [u'isc pour
unité et placés a l'unité de distance dans des directions p.u'aUè~s



perpendiculairesà la ligne qui les joint exercent l'un sur l'autre

une action égale à <~

Telle est la conséquence de la formule

“.
M'f& 3

“(jS) F=–––tcoss.–cos6cos0't.)

Nos hypothèses donnant, en en'et,

l

t == t' == [, r == j, s =: o.
6 =:

– et Q' ;=
2

la force F doit, par conséquent, se réduire à ds cls'.
Si l'on adopte les coefficients qui mettent d'accord la formule

d'Ampère avec celle de Biot et Savart, il faut multiplier l'expres-
sion de F par le facteur a et diviser, par conséquent, l'unité d'in-
tensité par V2. L'expression numérique du produit se trouvera
ainsi multipliée par 2.

Les systèmes d'unités que nous venons de définir ont été pro-
posés et adoptés sous les noms de système e/ee~oa~/M/?M'~Me

et de système e~c~o/Ha'~nc~Ke. Le facteur numérique ~/2 in-
troduit dans la dénnition de l'unité d'intensité faisant toute la
diBerence, nous pouvons nous borner à étudier l'un des deux,

en cherchant pour les trois grandeurs fondamentales, intensité,
résistance et force électromotrice, la dépendance imposée par
les conventions entre les unités adoptées et les unités de lon-

gueur, de temps et de masse qui restent arbitraires.

201. La formule (18), numériquement exacte par définition,
montre que le produit <~ de deux intensités, par conséquent aussi
le carré d'une intensité, représente une force. La relation (i5)

~[~].
sans laquelle les formules de la Mécanique ne pourraient pas ctrc
employées sans cocfncient, donne~]



et, par conséquent,

<-9)
[1~~]-J

(19) [I] = .r-
Cette formule fait ~connaître les variations imposées à l'unité

d mtensité par les changements qu'on voudrait apporter aux trois
unités fondamentales, de longueur, de masse et de temps. La for-
mule (ta) est obligatoire si l'on veut conserver la formule d'Am-
père sans la multiplier par un coefficient numérique variable

avec l'unité de force.
La formule de Joule, d'après laquelle le produit EIT représente

un travail, E désignant une force électromotrice, 1 une intensité
et T un temps, impose la définition de la force électromotrice. Un
travail étant le produit d'une force par une longueur, on doit avoir

[EiT]=[F.LJ;
par conséquent,

FF.L)~~L-T-J

ou, d'après les formules (i<)) et (t5),

rM~L2~].(M) ~LT~J'

La résistance R est dénnie par la relation

I
i~.R'

On en déduit .~['rj

et, d'après les relations (tf)) et (~o),

(~ ~-['r]
Le rapport d'une longueur a un temps est )a mesure d'une vt-

tesse. C'est pourceUe raison que la forniuh.' (~.))
!) étc traduite



par cette étrange assertion la résistance <~K/! circuit est M/M

ï~t~e~e. 11 n'y faut pas attacher plus d'importancequ'aux conclu-
sions obtenues (189) par des conventions analogues une /o/
gueur est le ca/e c/'M/t temps; M/te ~o/~MCM/' est M/! a/e;
(197) KMg f/c/Mt/e est une vitesse angulaire, et (199) K/K?/o/'ce

est la quatrième ~KtM<x/!C<? f~'K/!e vitesse. Ces rapprochements
bizarres sont la conséquence, évidemment légitime, du droit in-
contesté de choisir et de changer arbitrairement les unités, par
conséquent aussi le nombre qui représente une grandeur quelle
qu'elle soit. Quand la convention faite impose aux mesures de
deux grandeurs les mêmes changements, elles jouent dans les for-
mules, au point de vue de l'homogénéité, des rôles identiques, et
l'on est conduit à les assimiler. Il n'y aurait à cela aucun incon-
vénient, si l'on voulait bien se rappeler qu'on n'assimile que des
nombres.

202. L'intensité d'un courant, la résistance d'un circuit et les
forces électromotrices ne sont pas les seules grandeurs introduites
dans les formules par les théories électriques. L'Électrostatique
impose la notion de massé électrique; il importe de choisir une
unité pour la mesure de ce genre de grandeurs. Le parti pris de
rendre les formules indépendantesdu choix des unités fondamen-
tales, de longueur, de masse et de temps, dictera, cette fois encore,
!e choix a faire.

Deux masses électriques ni et /M', concentrées en deux points,
s'attirent ou se repoussent, suivant qu'elles sont de signes con-
traires ou de mêmes signes, proportionnellementà leurs masses et

en raison inverse du carré de la distance qui les sépare.
Nous écrirons en conséquence, en désignant par r la distance

et la force par F,

(M.)> I' –
en définissant l'unité de masse électrique par ia condition que
cette iormulc (a'.t) sott exacte sans introduction d'aucun coeffi-
cient numérique. étant une tongucur que nous désignons habi-



tuellement par L et le produit /K/M' étant homogène avec le carré
M:~ de l'une des masses, on conclut de l'équation (22)

(23) [M]-[LF~1

et, en remplaçant [F] par son expression (t5) en fonction des
unités fondamentales,

<~)
M-[~i-

Cette formule (2~) montre que la. masse électrique (/M) n'est pas
assimilée par nos définitions aux masses considérées en Méca-

nique il faudrait pour cela que l'on eût

[~]=[M].

En rapprochant les formules (24) et (19) qui définissent l'in-
tensité d'un courant et la masse d'électricité statique, on trouve

<-) ~[~]-
L'intensité d'un courant est donc, d'après nos conventions, le

rapport d'une masse électrique à une longueur. Si l'on assimile,
très arbitrairement il faut l'avouer, un courant électrique à un
fleuve électrique qui parcourt le circuit, la formule (a5) condui-
rait à définir Fintensité comme ~o/)oy'~onHe~ a la quantité d'é-
lectricité libre qui, dans l'état permanent, se trouve dans l'unité
de longueur du ni.

203. Lesconventionsquiprécèdentsont dictées, pour ainsi dire,
par l'application du principe adopté en Géométrie et en Méca-
nique elles n'ont pas été, cependant, acceptées sans contestation.
Un autre système a éLé proposé, et les physiciens tes conservent
tous deux avec une égaie indificrence. La raison en est simpie.
Les formules que le premier système a pour but de maintenir
sous une forme invariable ne sont, en réalité, d'aucun usage. L'é-
iectneité, d'adieurs, est devenue une science de pratique il irn-



porte de choisir des unités; l'étude facile des lois suivant les-
quelles on pourrait en changer n'intéresse que les curieux de
spéculations scientifiques.

Les conventions dont les conséquences ont été exposées pour-
raient être remplacées par la suivante

L'intensité d'un courantest la masse d'électricité libre qui, dans
l'état permanent, est répandue dans l'unité de longueur du cir-
cuit.

Les conséquences d'un tel principe n'introduiraient dans les
formules, et particulièrement dans celle d'Ampère, qu'un facteur
numérique indépendantdu choix des unités fondamentales.

Pour que la formule (t8)

F
H'f/ <?' 3

0
r == ––;– jcos~ – eosu

cosu )

soit homogène en effet et puisse être conservée indépendamment
du choix des unités fondamentales, il faut et il suffit que t'~ et

évidemment assimilables l'un à l'autre, représentent des

masses électriques M et /K'. Le second membre de la for-
mule ('8), en négligeant le facteur numérique, sera en effet de la

/M/M'
<forme – et ne peut i être dans aucune autre hypothèse.

Regarder le produit <c~ comme une masse électrique w, c'est

représenter évidemment l'intensité i par le rapport – d'une

masse électrique à une longueur. On a préféré pour définition de
l'intensité le rapport d'une masse électrique à un temps.

Ltntensité d'un courant est, si l'on adopte cet autre principe,
évidemment arbitraire, la quantité d'électricité qui, dans l'unité
de temps, traverse une section du circuit.

Cette définition présente, comme l'autre, le grave inconvénient
d'introduire une hypothèse inutile et douteuse sur rassimitatton
d'un courant à un fleuve d'électricité. )) est évident qu'en la sub-
stituant à celle que nous avons adoptée jusqu'ici, l'expression de
l'mtcnstté sera divisée par une vitesse.

Dans le premier système d'unités, en effet, )'!ntcnsité d)) co(.-



rant est le rapport d'une masse électrique à une iongueur; on a"~}
Nous voulons déiinir l'intensité comme le rapport d'une masse

électrique à un temps; on aura donc

(~) ~=[~]'

et le rapport des expressions de l'intensité dans les deux systèmes

sera nécessairement ,p c'est-à-dire une vitesse.

Dans ce second système d'unités, que l'on nomme ~y.K<?e/gc-
<o~f«~M<~ l'intensité 1 étant le rapport d'une masse électrique a

un temps, on aura, d'après la formule <~4),

rwil L~M"~7) ~=~J~J.
Cette expression, comparée à la formule (<o), montre, comme

nous l'avions prévu, que la nouvelle valeur de t s'obtient en mul-

tipliant l'ancienne par une vitesse –
L'intensité étant définie, les formules d'Ohm et de Joule, ac-

ceptées dans tous les cas, feront connaître la force électromotrice
et l'intensité. Le produit EIT, représentant un travail, doit être
assimilé au produit d'une force par une longueur; on aura donc,
comme (201).

~(rr~
et, d'après )a valeur (2~) de 1 et la valeur () 5) de F,

(~ [~-[~]-

Lc rapport de cette valeur deEj celle que donne ia fo)--

mu)e(2o) est J'Inverse d'une vitess
i.a formu)c n='

>



qui définit la résistance, donnera, d'après la valeur (2~) de ),

(.9) ~-[~]-

La résistance, dans le système électrostatique, est l'Inverse
d'une vitesse.

204. La définition du système électrostatique présente, nous
l'avons dit, un grave inconvénientthéorique. On y accepte comme
une réalité une conception que rien ne justifie sur la nature
d'un courant. L'hypothèse, toutefois, étant acceptée, on a pu,
très ingénieusement, évaluer cette masse électrique dont la réalité
reste cependant fort douteuse et qui sert de définition à l'intensité
du courant. La méthode consiste à remplacer un courant par le

passage dans le fil d'un galvanomètre de la décharge d'une bou-
teille de Leyde. La charge d'électricité statique accumulée sur
chaque arn~ature peut s'évaluer. On établit entre elles la commu-
nication et l'on assimile le fil traversé à un courant très intense,
de durée très courte; l'action exercée sur l'aiguille est un choc. Le
déplacement produit pendant qu'elle dure est négligeable, mais
la vitesse acquise est de grandeur finie. Si f'on nomme G le mo-
ment variabie du couple produit par le courant, la vitesse acquise
est, d'après la théorie des forces instantanées, proportionnelle à

l'intégrale
Ga~,

désignant la durée de l'action considérée
~o

comme infiniment petite, tandis que G est considéré comme

infini.
Si l'on nomme l'intensité d'un courant rapportée à une unité

arb)tra)rement choisie et KI la masse é)ectrique qui traverse la
section dans l'unité de temps, le problème consiste évidemment à
déterminer le coefficient K, dont la valeur est la même pour tous
les courants.

Pour y parvenir, supposons que, par l'étude prenable du gal-
vanomètre dan-) lequel on fa)t passer la décharge, on ait counu !c

moment H[ du couple exercé sur t'aigui)!e par le passage d'un



courant continu et constant d'intensité L En nommant x l'inten-
sité variable avec le temps du courant produit par la décharge, le

couple G sera égal à H.c, et la vitesse imprimée à l'aiguille, me-
surée par l'amplitude des oscillations qu'elle fera naître, sera pro-

portionnelleà ELc< inversement proportionnelle,d'ailleurs,
~0

au moment d'inertie de l'aiguille. Sa détermination est un pro-
blème facile de Mécanique. Dans le courant d'intensité ;,c, d'après

nos hypothèses, la section du SI est traversée, dans le temps <
par K.xe~. On peut donc écrire, en nommant M la masse élec-

trique accumulée sur l'armature de la bouteille,

(30)
K <-4 f

~f/<=M;

K, dans cette équation, reste seul inconnu, et l'on pourra par
conséquent le calculer. Sachant que, dans le système arbitraire-

ment choisi, la section du circuit parcouru par un courant d'inten-
sité I est traversée dans l'unité de temps par une masse élec-

trique Kl, et. le coefficient KL étant connu, l'unité d'Intensité, dans
le système éiectrostatique,s'obtiendra en rendant K fois plus pe-
tite celle qui avait été choisie d'abord.

205. Pour les grandeurs magnétiques comme pour les gran-
deurs électriques, on a proposé deux systèmes d'unités. Laratson

est la même. La théorie fait connaitre des formules qu), par leur

nature même, ne peuvent établir que la proportionnabté, non
l'égalité, entre leurs deux membres. Lorsque l'on dit, par exemple

l'attraction de deux pôles magnétiques est représentée par le pro-
duit ULU/ des quantitésde magnétismeconcentrées en chacun d'eux,
divisé par le carré de la distance, il est évident que )a tormu)e

pji'
<3.)

en l'absence d'un choix, qui reste arbitraire, de Fmitté <1)- masse
magnétique. e\c l'introduction d'un eoefftCtent \ar!:)b!c avec h'

choix adopté.



La formule de Biot et. Savart, par laquelle l'action d'un étëment
de courant sur le pôle d'un aimant a pour expression

(3.) p~
exige évidemment, pour être acceptée sans adjonction d'un coef-
ficient, que les unités de masse magnétique et d'Intensité vol-

taïque aient été convenablement dénnies.
La première Idée qui se présente est de choisir les unités de

mantère à rendre les formules exactes dans tous les cas, sans in-
troduction d'un coefficientparasite. C'est ainsi que les unités de
résistance et de force électromotrice ont été choisies de manière à
rendre exactes, sans coefficient numérique, les formules

E=RI,
travail dépensé == RI~T.

L'unitéde masse magnétique est choisie de manière à permettre
de représenter l'action F de deux pôles par la formule

F=~
F =

Le carré p~ d'une masse magnétique doit être le produit d'une
force par le carré d'une longueur; on doit avoir, par conséquent,
en laissant, comme toujours, les unités de longueur, de temps et
de masse arbitraires, d'après l'expression nécessaire de la force,

~=[~'].
par conséquent,

rI! \)2
i')

(33)
j~=~LJ.

En faisant varicr, conformément à la loi indiquée par cette for-
mule, l'unité de masse magnétique, la formule de Bio~t et Savart,

en vertu de laqueUe '–~– doit représenter une force, exige que

l, ~/s
1,. l, 1l'on ait, – représentantJ'Inverse d'une longueur,

t'
L~Pt

J
)f j-j



c'est-à-dire, en remplaçant [F] par sa valeur,

i~IL LT' tm
t~J =" r~ –,–t = –r–.

L~M~

c'est précisément la formule (fo) qui deHnit. l'uniLe d'intensité
dans le système éiectrodynamique.

Tout peut donc s'accorder.
Sf, au contraire, on adopte le systèmeélectrostatique,l'intensité

d'un courant est définie par la relation

~4'4'L

La formule de Biot et Savart donnant, pour l'attraction d'un
'tément de courant sur un pô)e magnétique

[JH6~' sinO0
––––––

il faudrait, pour qu'on eût le droit de l'adopter, que

r s n
L~M~

L T~J~

représentât une force et fut équivalent à On devrait donc

avoir
`

T~ LM fi i)-i -7r,
L~M"J,

L~ M 2

et, dans ce système, il serait impossible de représenter t'attraction
de deux potes magnétiques par le, produit des masses divisé par te

carré de ]a distance. L'expression ~–- serait homo~cne a

r m ) M

et devra)!, pour représenter une force, être nudhpHéc n~ !e carré
d'une vitesse.



Lorsque, par le choix des unités, on aura assuré l'exactitudede
la formule de Biot et Savart, les théorèmes relatifs la substi-
tution d'un feuillet magnétique à un courant fermé en sont la

conséquence nécessaire.

206. L'homogénéité nécessaire des formules permet dans cer-
tains cas, pour la théorie de l'Electricité comme pour la Dy-

namique, de prévoir la forme des expressions qui serviront à

résoudre certains problèmes. La condition admise est la pos-
sibilité de choisir arbitrairement les unités fondamentales de
longueur, de temps et de masse, sans qu'il en résulte aucun chan-

gement dans les formules qui serviront à mettre le problème en
équation.

Supposons qu'un problème soit résolu dans lequel, une partie
mobile d'un courant étant attirée par une partie fixe du même
courant, on calcule le temps T nécessaire à un certain mouve-
ment. La solution sera de la forme

(35) T-=F(L,R,M,I),

L étant la longueur de la partie mobile, R la résistance totale du
circuit, M la masse de la partie mobile et l'intensité du courant
tel que la source électrique le maintiendrait si le mouvement
ne produisait pas une induction qui le trouble.

La fonction F dépendra de la définition géométrique du sys-
tème.

Il faut supposer que, dans les calculs qui ont conduit à la for-
mule (35), les unités adoptées soient celles du système é!ectro-
dynamique. Les formules qui expriment les attractions mutuelles
renfermeraient, dans l'autre hypothèse, des coefficients variables

avec le choix des unités fondamentales qui fleureraient dans le ré-
suhat.

Si l'on rend runité de longueur K fois plus petite, l'unité de
temps fn!s plus petite et i'unitc de niasse Y fois plus petite, L,

T et M seront remp):)<;és p:))' xtj, ~T, yM; !< !e sera
p.tr

et.



t i
1(201)par On devra donc avoir, quels que soient K, et y,~F(.L.).
On peut, de cette condition, déduire la forme de la fonction F.

Le premier membre est proportionnel à p, )e second doit donc

t'être aussi; or deux fonctions de y figurent seulement, et
t

–~–t. On peut regarder F comme une fonction de l'une d'cUcs,

ccR d a~ R d, d d Q FAet du rapport qui est indépendant de F, pour être
?*

proportionnel à doit être inversement proportionnel à et
l'on peut écrire par conséquent~~(~).

!JpT
aR w

T 1
(.(1, '/iVI¡

\Y'

Le premier membre est Indépendantde il doit donc en être
j

de même du second. Or fonction de -y
et de vM, peut être

.1 2

considéré comme une fonction du produity( Icqud
\Y'

est indépendantde y, et de yM. 11 faut que vM ne Hgurc pas dans

son expression, et 1 on peut écrire, en supprimant )e facteur 3

commun aux deux membres,T-L,
)j:) foucUf'n t de deux var!a)dcs peut être (;<)ns!dcn''c connne

drpcnd.u)) (h) r.ipport
11.2

ex"

<-L de ~L. La pre!)))crc ()c f'cs

deux quantités c.s) in<J(''pnn(t:))Uc de x. )) faut tjuc soit pronor-
tionnc! a !a seconde; car sans ce!.), ne d!spai\u't)'ait pas de )'('



pression de T. On peut. donc écrire enfin

L /MR~R~Lp)-
R m 2

TeUe est, quel que soit le problème, la forme nnposéc par 1 Ito-

mogénéité à l'expressionde T.
On peut aller plus loin, sans qu'il soit nécessaire de connaître

renoncé de la question résolue.
Si R est très grand, l'influence de l'induction est insensible; le

temps du mouvement ne dépend plus de R, et l'on doit avoir, dans

ce cas,
/MR~ /MR-

~.U~L~'

K désignant une constante, ce qui donne–i,
T =_ IC R i/ = 1 V (=

La fonction ts se réduisant à V ,-“- quand R est infini peut

être représentée par

/M)~ r f.p Y j't:I~M~;j'

!3 devenant nul avec la variable dont elle dépend.

207. On n'adopte pas un système d'unités avec l'intention de le

changer. La variation imposée aux unités électriques par un choix

nouveau des unités fondamentales n'est donc pas la partie essentielle
de l'étude des unités. Il importe surtout de connaître ce qu'où n

appelé le système /a<t'yM<? et de détermine)' avec précision, par
des méthodes qui permettent de les retrouver au besoin, l'inten-
sité unité que l'on nomme ~w/je/'f.~ la résistance un'té nommée
oA/x et la force étcctromotrice unité nommée ~o/<. La détermina-
tion de ces grandeurs, devenues si importantes, a été' l'occasion
d'immenses travaux. Je n':n pas l')ntent!on d'en étudier ici te dé-( Immenses travanx..le n'ai pas l'intention cl'cn ('tU( ICI' ICI Ie clé-
tail; il suffira de dire !e principe des expértenecs.



En nommant, pour un courant d'intensité 1, K la résistance du
(il et E la force éh~ctromotrice,on auraEil,*'=~-

R

Le travail dépensé par unité de temps pour produire le courantt
sera RP; il en résulte que, si l'une des trois unités est connue, la
détermination des deux autres deviendra facile. Si, par exemple,
l'ohm est déterminé,on pourra déterminer le volt par la condition

que le travail nécessaire pour entretenir te courant dans le fil de
résistance unité soit, pour chaque unité de temps, représenté par
l'unité de travail. Dans le système pratique adopté, on a voulu

que la valeur commune du produit El de la force électromotrice

par l'intensité, du produit RI~ de la résistance par le carré de l'in-

tensité et du quotient – qui leur est identique, représentât le

travail par seconde évalué en kilogrammètres, multiplié par la

gravité égale à 0,8.
Il est clair que, R étant connu, cette condition fait de la re-

cherche de E, pour un courant donné, un problème expérimen-
tal, et la connaissance d'une force électromotrice évaluée en
nombres fait connaître la force électromotrice unité, c'est-à-dire le
volt.

L'ampère est le courant produit par une force électromotrice
égale à un volt, lorsque la résistance est un ohm.

Le seul probtèmc dont nous ayons à ind!;ucr la solution est la
déterminationde l'ohm.

La théorie de l'induction a donné une solution ingénieuse.
Supposons un fil formant une courbe plane fermée mobile dans

le champ magnétique terrestre autour d'un axe vertical. Si on lu!
imprime rapidement une demi-révolution, il en résultera, par
l'induction du champ magnétique terrestre, un courant d'Inten-
sité variabh', inversement proportionne! à chaque instant, toutes
choses égales d'aiHcurs, bien entendu, a la résistance totale du ni.
L'intensité de ce courant, induit peut se (;aicu)er partes ('(n'mnh's

que le choix des unités a pour but (h; rendre exacte- La !('! (te



l'induction, qu'il faut rappeler, peut s'énoncer ainsi La force
électromotrice produite à chaque instant par le MOMcg/Ke/K
C~'M/Z fil dans un champ magnétique est le rapport de tra-
vaii accompli par le champ ~M/' unfil fictif parcouru par un
coM/-a/~ d'intensité ~<x/e ~'M/n'<e <xM temps t'/t/z'/n'/Me/e~~
considéré. Si le travail, pendant le temps f/<, estGdt, la force
eicctromotrice est G. R désignant la résistance totale du circuit,

l'intensité du courant produit est
“. G peut se calculer pour toute

position du circuit; il est proportionnel à l'aire enfermée dans la
courbe formée parle fil qui tourne et au cosinus de l'angle fj formé
avec le plan du méridien magnétique; il contient, de plus, en
f 1. dO C ..1facteur la vitesse de rotation Cette vitesse, II est vrai, ne peut
être aisément connue à chaque instant. Nous devons dire comment
elle s'élimine du résultat.

L'intensité du courant engendré par induction contient en fac-
teurs la mesure numérique H de l'intensité du magnétisme
terrestre, la vitesse de rotation du fil et l'inverse de la résistance
du fil, qui est l'Inconnue à déterminer.

La demi-révolutionqui produit le phénomène doit s'exécuter
très rapidement. Le courant variable engendré par elle ne dure
qu'un instant. On peut, en conséquence, regarder son action sur
une petite aiguille aimantée comme produite par une force instan-
tanée. Le déplacement de l'aiguille pendant la durée de l'action
sera négligeable; l'effet produit, assimilable à celui d'un choc,
sera une force vive calculée par l'amplitude de l'écart que pren-
dra l'aiguille sous la seule inuuence de cette vitesse initiale. En
nommant K l'intensité du couple produit à chaque instant, la
théorie des forces instantanées montre qu'on peut remplacer
toutes ces actions, exercées pendant un temps très court et sans
qu'il y ait déplacement, par l'intégrale /< étendue a ia durée
du choc. Le moment, du coup!c, K, contient en (acteur la vitesse

angulairc dO 1 facteru· clt1clonc et scra rcmpl;7cé parangulaire je (acteur c/< disparaîtra donc et sera remphtcé par
f/0. Le seul facteur variab)c de K étant cos~), rintégratton pourra



se faire et l'amplitude de l'oscillation de l'aiguille fera connaître
l'effet du couple d'induction contenant en facteurs l'intensité H
du champ magnétique terrestre, la masse magnétique de chaque
pô!c de la petite aiguille et l'inverse de la résistance

Le produit 11~ peut, d'ailleurs, être déterminé par l'étude des
oscillations de l'aiguille autour de sa position d'équilibre sous
l'influence du champ magnétique terrestre. L'expériencepermet
donc de déterminer le nombre qui représente la résistance R d'un
fil connu. On en déduira l'unité de résistance imposée par le
système électrodynamique.EHe est tellement petite que, pour en
déduire l'unité pratique qui la remplace, l'ohm, on a jugé néces-
saire de la multiplier par le facteur jo" (t milliard), arbitraire-
ment choisi pour éviter dans les calculs usuels l'emploi de nombres
trop considérables.

L'unité d intensité déduite de celle de résistance se trouve
également beaucoup trop petite; on l'a multipliée pour obtenir le
volt, unité usuelle acceptée par les mécaniciens, par le facteur to*.

U résulte évidemment du choix de ces deux facteurs la néces-
sité de multiplier l'unité d'intensité nommée <7M/)<? par t0~.

208. En regardant, dans l'un des systèmes proposés, l'intensité
égale par définition à la masse électrique qui traverse la section
du circuit dans l'unité de temps, il semblerait naturel, après les
explications données (202), de définir l'Intensité dans l'autre sys-
tème comme égale à la masse électrique libre dans l'unité de lon-
gueur du circuit. L'unité électrodynamique est telle, nous l'avons
montré, que l'intensité est proportionnelle à cette masse, et il suf-
firait de multiplier les unités électrodynamiques par des facteurs
numériques indépendants des unités fondamentales pour donner
une grande élégance l'analogie et a la différence des deux sys-
tèmes. Ce facteur, malheureusement, semble impossibie à détcr-
nuncr dircctcmen). Aucun artifice anatoguc a celui ou!, par l'In-
tervention de ia bou!('i'i!e de Lcyde, a introduit dans les formules
!e rapport de !a masse éh'ctrique .)u temps (20~ ne permet de
hn s))))st!)ucr ic rHppor) a !a longueur du fi).



Si le coefficientnumérique était connu et adopté, le rapport des

deux unités d'intensité ferait connaître évidemment la vitesse que
l'on doit supposer au mouvement de l'électricité dans le fil.

En acceptant les deux systèmes tels qu'ils ont été définis, les
mesures les plus précises ont donné le rapport des deux unités
d'intensité égal à la vitesse de la lumière. Cette concordance, peut-
être, est fortuite. 11 est impossible, dans l'état actuel de la Science,
d'en déduire aucune conséquence rigoureusement motivée; ma)s

elle est assurément bien remarquable.


