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MÉMOIRE

Contenant l'Application de la Théorie exposée dans le

XVII.° CAHIER DU JOURNAL DE L'ÉCOLE

PoLYTECHNIQUE, à l'Intégration des Equations

aux Différentielles partielles dupremier et du second

ordre;
-

r
PAR M. A. AMPÈRE,

-

MEMBRE DE L'ACADÉMIE DEs sCIENCEs ET PRoFEssEUR D'ANALYsE

À L'ÉcoLE RoYALE PoLYTECHNIQUE.
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APPLIcATIoN AU PREMIER ORDRE. .

L'INTÉcRALE des équations aux différentielles partielles du premier

ordre ne contenant qu'une seule fonction arbitraire, il est inutile d'exa

miner en particulier le cas où cette fonction est composée d'une seule

de ces deux variables, x ou y, puisque, si cèla arrivait, la dérivée de

z relative à cette variable manquant nécessairement dans l'équation

A

 



- 2 - A N A L Y S E.

donnée d'après ce qui a été dit dans le S. III, on n'aurait qu'à intégrer

cette équation comme si elle était aux différentielles ordinaires entre

les deux autres variables, et remplacer la constante arbitraire par une

fonction arbitraire de la variable considérée comme constante dans

cette intégration. Il ne reste donc que deux cas à examiner: celui où

les dérivées P, q, sont hétérogènes à l'intégrale, et celui où elles lui

sont homogènes. -

On reconnaîtra le premier cas en formant les, équations P=o,

- d - -

Q=o, R=o, &c., en tirant la valeur de -* ( z de l'une d'elles, et

en substituant dans toutes les autres, pour voir si cette substitution les

rend identiques à la proposée. Lorsque cela arrive, on a deuxvaleurs

d v r - r -

de -*--, égales entre elles en vertu de cette équation.
d x(a

Ces valeurs étant données par les équations P=o, Q=o, R=o,

e d y d z

&c., qui ne peuvent COR1tenir que x , y, z, T x 7 ' d x (a ' aVaIlt

que -#-- y ait été remplacépar p--q *, on aura deux équa

tions entre ces cinq quantités, qu'on pourra considérer comme aux

différentielles ordinaires entre les trois variables x, y, z, pourvu que,

dans le système de deux équatjons avec deux constantes arbitraires,

* qui en représente l'intégrale, on remplace ces deux constantes, l'une

par a, et l'autre par q a. Ainsi écrit, ce système sera l'intégrale com

plète de l'équation proposée. -

Si l'on représente ces deux équations par V=o et par V"=o, V

et V" étant des fonctions de x, y, z, a, q a, et qu'on suppose

d V=H dx--K dy--L dz--M da --N dq,

dV"=H'dx--K'dy--L'd'z-- M'd a --N'd q,

on aura, en différenciant ces quatre équations,
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H -- L p -- (M -- N q" a)* =

K + L q+(M--N o a):=o,
d & - O

d « yT * '
H'-- Lp--(M"-- N"q"a)

r+-L q -- M --N a ) *=o,

d'où l'on tire

d cz --

H-- Lp _ à 75 _ H"--L p

K-- L q T d * T K" -- L'q"

dy(x

c'est-à-dire

H K -H K-- (k L–k L) p+(HL-H L) q= o,

- d'où il reste à éliminer a et q a au moyen des deux équations V=o

et V"= o: les valeursde a et de qp a donnéespar ces équations nepou

vant contenir que x, y, z, on aura pour chacune de ces valeurs une

équation de la forme Pp--Q q -- R=o, où p et q n'entreront

qu'aupremier degré; et l'équation donnée,supposée délivrée de fractions

et de radicaux, sera le produit de toutes ces équations. Les valeurs

dep et de q ne peuvent donc être hétérogènes à l'intégrale qu'autant

que l'équation donnée est décomposable en facteurs de cette forme ;

mais on n'a aucun moyen général de faire cette décomposition, dès que

l'équation algébrique qu'il faudrait résoudre pour cela est d'un degré

plus élevé que le quatrième; et cependant la méthode qu'on donne

ordinairement suppose cette décomposition. Celle que je viens d'exposer

n'apas le même inconvénient, puisqu'un calcul de simple élimination

fait connaître si les valeurs dep et de q sont hétérogènesà l'intégrale, et

donne en même temps les deux équations aux différentielles ordinaires

délivrées de fractions et de radicaux ; équations qu'on pourra, le plus

souvent, intégrer sans les résoudre, soit par la différenciation, soit par

d'autres moyens.

A 2
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Il est à remarquer que les solutions particulières de ces équations

donneront des solutions particulières de l'équation qu'on se propose

d'intégrer : le moyen le plus simple pour distinguer ces solutions des

intégrales particulières de l'équation, lorsque l'on connaît l'intégrale

générale, consiste à tirer de l'équation ainsi obtenue et de l'intégrale

d a d o a . - ,

d x (y d x (y -

générale lesvaleurs de-- et de -* . Si ces valeurs sont
C d qp a -

d y (x d jy (x

égales, on n'aura qu'une intégrale particulière ; si elles ne le sont pas,

qp c ne sera plus dans ce cas une fonction de a, et l'équation trouvée

sera une solution particulière. Soit, par exemple, l'équation

(p-- 1 ) (q-- 1 ) z=(p-- 1) * x --(q-- 1) *y,

Comme elle n'est que du second degré relativement àp et à q .

p-- 1

q-- 1 -'
et qu'on peut la décomposer,en la résolvant par rapport à

deux facteurs de la forme

Pp--Qq--R= o,

il suffirait d'intégrer un de ces facteurs et de le délivrer de radicaux

pour avoir l'intégrale cherchée. Mais on pourra la trouver, sans résoudre

l'équation donnée, de la manière suivante. La substitution des valeurs

de p et de q donne, après qu'on a égalé à zéro les coefficiens de

d z

- d d a (x is éc --

chaque puissance de --, ces trois équations :

d cz (x

d z - d z 2 d z -

& TF * 7 -- z- x(*--) - 2 X d x ( a X* j = o,

d z dy d z d y d' y -

z --+ -2 d x ( a 7 -- 2 x 77 2 WTFO,

: ---( :-)-y=
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qu'on peut écrire ainsi :

z(--- )-x ( # --- 1)*-y= o ;

d Jy d' y d z * . * V - - -

d x ( a --2 x + (#----)-2y=o)[Al«(#----)-z

d' y d y 2 --

Z d x (a -- x(*) --y=o,

En retranchant la première de la somme des deux autres, on a

d y , .. d z --

x(#--------- 1) =o,

qui ne peut être satisfaite qu'autant que

d jy d z ----
TV dT 7 -- I - o :

on en tire

d y - p -- 1 .
-77--- q -- 1 r

et, par conséquent,

d z d' y _ p -- I

,

-- 1=p-- q----- 1d' x.( a q -- 1

ces valeurs, substituées dans les équations [A], les rendent toutes trois

identiques à la proposée : il ne s'agit donc plus que d'intégrer

----*--1=d x ( a d x ( a - O » .

et -

d' y d y 2 - --

% d x (a -- X* (* ( a ) -- y= o.

r A - • « r d

En différenciant la seconde équation, après l'avoir divisée par-*--,
d x ( a

on obtient

d' d d a Jy d * y

*---------x *---- 1- *** (* =o,
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cette équation se réduit, à cause de

d z -- *2

d x ( cz d x ( cz

- \ d' y *- d * y -

-- I - O , à [x(#--) y|#=o.

le second facteur donne -

d y

y-- a x= q a ;

mais nous avons trouvé

p -- I _ d y - dl

q -- 1 T d « ( a - **

et on tire de l'équation donnée

– P -- -% ** * v .
Z- q -- 1 x -- p -- 1 y ,

l'intégrale générale est donc représentée par le système des deux équa

tions

y-- a x= qp a,

- -

- z= a x---.

Il serait aisé d'éliminer a en laissant à la fonction arbitraire toute sa

généralité; mais on introduirait des radicaux dans l'intégrale ; et cette

opération, qui n'est possible dans cet exemple que parce que a

n'entre qu'au second degré dans -

a *--a ----=o,
\

ne peut s'effectuer en général. La seule forme qu'on puisse regarder

comme commune à toutes les intégrales des équations aux différen

tielles partielles du premier ordre, lors même qu'elles peuvent être dé

composées en facteurs tels que Pp --Qq -- R= o, est celle d'un
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système de deux équations entre x, y, z, a, q) a. La seule différence

qu'il y ait entre les intégrales de ces équations et celles des équations

qui ne sont pas décomposables en facteurs de cette forme, consiste en

ce que les premières étant données par l'intégration de deux équations

dupremier ordre aux différentielles ordinaires, elles ne peuvent contenir

que a et q a, parce que cette intégration n'introduit dans le calcul

que deux constantes arbitraires, tandis que les secondes sont données

par l'intégration de trois équations du premier ordre dont l'intégration

introduit dans le calcul trois constantes arbitraires, ainsi que nous le

verrons tout-à-l'heure. Ces intégrales doivent être remplacées par a,

q a et une fonction de a dérivée de q a, telle que q" a, ou une

combinaison quelconque de a, q a et q" a ; c'est pourquoi l'intégrale

de l'équation cherchée contient q" a dans ce dernier cas.

L'autre facteur de l'équation

d' a

[x(* E) *-y ]* =o,

donne

y

x ( cx -

- --

d jy

d X

d'où il suit que

p -- / -

q -- 1 x *

_ --

-
--

et que

z= TE 2 V x y.

II est aisé de voir que les valeurs

==FV/ ==y/p - -- -, q==F y ;-,

résultant de cette équation, donnent - - -
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_P_rr *_ === / -;
-- ----- x *

et satisfont, par conséquent, à l'équation donnée.

Pour savoir si cette valeur de z est une intégrale particulière ou

une solution particulière, on la substituera dans

z=a x-- *-,

ce qui donnera "

OUl

ainsi

at - -- -, et q a =y-- a x=y== /x y,

on tire de la valeur de a

,

d a

d x ( y Jy

d a »

d y (x

et de celle de q) a

d q a =-/

d x ( y --- -
-

- jy

n d ç a 1 =F-/- T x= 2 V )T *

77- * ---; y

Ces deux valeurs n'étant pas égales, la valeur de q» a ne saurait être

une fonction de celle de a, et l'équation z= =F 2 V x y est une

solution particulière.

Lorsque, après avoir formé les équations P=o,Q=o,R=o, &c.

il
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il arrive que la valeur * ( a tirée d'une de ces équations et subs

tituée dans les autres ne les rend pas identiques à la proposée, il

s'ensuit qu'il faut que les valeurs de p et de q, tirées de l'intégrale,

soient homogènes à cette intégrale pour qu'elle puisse être générale,

et les équations P= o, Q= o, R= o, &c., n'ont plus lieu

séparément. Il faut, dans ce cas, différencier par rapport à y l'équa

tion donnée que je suppose représentée par V=o, ce qui donne

()--( ) q+(* ) s --() := o ;

et après avoir substitué

d q

d q d jy d cz ( x

d x ( a d x ( a d y

d a ( x

d q

d a ( x ,

à laplace de s, et--─- a la place de t, on formera les deux

d a ( x

équations

d V" d V d V v d q

#)--(*) q --(-) d x ( a - O ,

et

*) d jy (**)= o
(#)----(+)= o.

Ces formules sont celles dont on se sert pour intégrer les équations

aux différentielles partielles du premier ordre. Je ne les rappelle ici

que pour montrer comment elles résultent des considérations précé

dentes, etpour ajouter à la théorie de cette intégration quelques obser

vations. -

1.° Si on remet dans la première de ces équations à la place de

B
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. d -- - d » - d'

%- sa valeur s-- t *7 et qu'on y remplace ensuite+--

par sa valeur tirée de la seconde, on aura précisément l'équation

(** -- ( ) -- **) s --(**) t= od y ) T - ) 7 ( d pT d q --

obtenue en différenciant l'équation donnée par rapport à y; cette iden

tité prouve que les valeurs de r, s, t , tirées de l'intégrale, peuvent

être hétérogènes à cette intégrale sans qu'elle cesse d'être générale , et

montre en même temps qu'un système d'équation primitive qui satis

- r - -- r 1 • « d

fera aux deux équations entre lesquelles nous avons éliminé --

satisfera aussi à la dérivée par rapport à y de l'équation donnée, et en

serait l'intégrale générale, si elle ne donnait d'ailleurs aucune autre rela

tion entre x, y , z,p, q, r, s, t; mais ce n'est pas cette intégrale géné

rale qu'on cherche, c'est un de ces cas particuliers qui donnent en

même temps, entre x, y, z, p, q, l'équation V = o ; il faut donc

restreindre la généralité de ces deux équations de manière à satisfaire

à cette condition, et c'est ce qu'on fait dans le procédé qu'on suit

ordinairement en les combinant avec l'équation V = oet avec l'équa

d z - d jy - -

tlOll d x ( , - p -- q TT7T , par Ce moyen OIl dl quatre équations

entre les six quantités a , x , y, z , p, q, et des dérivées du premier

ordre. Comme ces dérivées sont toutes relatives à x, a étant consi

déré comme constant, on peut les intégrer comme si elles étaient

aux différentielles ordinaires, en remplaçant par a et des fonctions

de a les constantes introduites par l'intégration.

2.° Comme, parmi ces quatre équations, en vertu desquelles y, z,

p, q sont fonctions de x et de a, il y en a trois qui contiennent des

différentielles du premier ordre, l'intégrale qui se réduira àun système

de deux équations après qu'on aura éliminép et q, contiendra trois

constantes arbitraires, dont une devra être remplacée par a, et les deux

autres par des fonctions de a ; mais ces deux fonctions devront dé
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pendre l'une de l'autre, quoique les quatre équations d'où l'on part

soient satisfaites en les laissant indépendantes, puisque les différentia

tions par lesquelles on pourrait les vérifier ne sont relatives qu'à x , et

qu'ainsi a et ses fonctions sont considérées comme des constantes dans

ces différentiations.Ces quatre équations ne contiennent donc pastoutes

les conditions de la question, et, tant qu'on les considère seules, on

arrive nécessairement à un résultat tropgénéral. On sait que M. Dela

grange, en donnant la théorie générale des équations aux différentielles

partielles du premier ordre, a résolu cette difficulté par des considéra

tions qui établissent une relation entre les deux fonctions de a, et

qu'on l'évite dans la pratique en ne calculant qu'une des deux équa

tions dont l'intégrale doit être composée, et en y joignant la dérivée de

cette intégrale prise par rapport à a seul. Mais ce dernier procédé ne

réussit que dans le cas où l'équation qu'on calcule satisfait seule à

l'équation proposée, lorsqu'on y laisse des constantes à la place de a

et de ses fonctions, ce qui n'arrive pas toujours ; en sorte que l'on n'est

sûr d'avoir une intégrale en l'employant, qu'autant qu'on avérifié cette

intégrale.Cette méthode n'est doncqu'une sorte de tâtonnement; au lieu

que tirant des quatre équations sur lesquelles on opère, les deux équa

tions entre x , y, z, a et les fonctions de a qui résultent de l'élimina

tion dep et de q, on a toujours une intégrale complète de la proposée,

pourvu qu'on établisse entre les deuxfonctions de a la relation quidoit

exister entre elles, pour qu'on ait non-seulement les quatre équations

d'où l'on est parti et qui ont lieu entre les dérivées relatives à x seul ,

mais encore les équations qu'on trouve en même temps, et qui con

tiennent aussi des dérivées relatives à a. Ces dernières sont :

dy – * & d y –-2 d z

p - 7 = -7 -7 d x ( a d a ( x "

dy. - _ d & -

47 T7 ---T7- .
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d p _ d ? . ----- . **

d a / x T d x ( a d a ( x d x ( cz d a ( x "

Ces équations étant au nombre de trois, il semble d'abord qu'on

en ait deux de trop, puisqu'il n'en faut qu'une pour déterminer la re

lation entre les deuxfonctions de a par lesquelles on a remplacédeux

des constantes arbitraires. Mais il est aisé de voir que ces trois équa

tions se réduisent à une seule en vertu de l'équation -

-* *- =p-- q ** » qui est une des quatre qu'on a intégrées

en les considérant comme étant aux différentielles ordinaires, en sorte

qu'elles donneraient nécessairement la même relation entre les deux

fonctions de a contenues dans les intégrales, deux d'entre elles ne

faisant qu'exprimer autrement que la troisième cette même relation.

On pourra donc se servir de celle qu'on voudra des trois pour l'établir,

et on sera sûr que les deux autres sont par-là même satisfaites.

Il suffit en effet de combiner l'équation

d z - - d'y

d x ( a =p -- q d x ( a '

avec l'une de ces deux-ci :

- d y _ d & d' y - d' y d &

p d a ( x T d x ( a d a ( x d x ( a d a ( x "

d' y _ d &

q d a ( x T d a ( x ' - ,

pour trouver l'autre ; et lorsqu'on la différencie par rapport à a , ce

qui donne .

d* z _ d P d q d y da y

-- -- q ----d x d a T d a ( x d a ( x d x ( a

» v d * z • r

et qu'on égale cette valeurà celle de--tiree de

d & _ .. d' y : ... d* & _ d 4 , d' X d*

:7-=q , 7 , qui est FETE=-7- 77 --4--T..
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on trouve la troisième équation

------- * --**---

d a ( x T d x ( x d « ( x d x ( a d a ( x *

Après avoir déterminé la relation entre les deux fonctions de a au

moyen de celle de ces trois équations qu'on jugera devoir la donner

plus aisément dans chaque cas particulier, on aura toujours une inté

grale de la proposée exprimée par un système de deux équations, de

quelque manière qu'on éliminep et q, des quatre équations obtenues

avec les trois constantes arbitraires, qu'on a remplacées par a et deux

fonctions de a, et il n'y aura plus lieu à établir la distinction que fait le

célèbre auteur des Leçons sur le calcul des fonctions, à la page 395

de cet ouvrage, entre les équations résultant de l'élimination de p et

de q qui satisfont à la proposée en y supposant toutes les arbitraires

constantes, et celles qui n'y satisfont pas dans la même supposition,

puisque les unes et les autres expriment également, combinées deuxà

deux, des intégrales de la proposée, après qu'on y a remplacé ces arbi

traires par leurs valeurs en a et q a.

Pour ne laisser aucun doute sur ce sujet, il suffit de discuter d'après

les considérations précédentes le système d'équation donné dans l'ouvrage

que je viens de citer, pour représenter les relations entre x, y', Z, p ,

q et trois constantes arbitraires dont on doit tirer l'intégrale de l'équa

tion que l'auteur a choisie pour exemple.

Ce système se compose des quatre équations

Z - p q ,

y = p -- a,

z= b p*,

x = b p -- c,

où a, b, c sont les trois constantes arbitraires, en les remplaçant par
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q a, l a, et- a, on a

Z - p q ,

y = p -- q a,

z= p* - a,

x -- a =p - a.

comme q n'entre que dans la première de ces quatre équations,p reste

seul à éliminer entre les trois autres ; et il faut faire voir que, de quelque

manière qu'on fasse cette élimination, les deux équations délivrées de

p et de q qui en résultent expriment toujours l'intégrale de la proposée.

Commençons par établir la relation entre q a et - a, déduite d'une

des trois équations données ci-dessus pour cette détermination,

d z – - **

* 7 = 7 7 »

par exemple. Pour cela on prendra d'abord les valeurs de z, q et y en

x, a, q a, - a ; savoir :

Z ----»

x -- ct,-

3 -- ct

----- o «,
jy

et en les substituant dans

* t _ - - *x
--, q -*

TT 7

il viendra

2(x-- a) J a- (x-- a )* ' a= (x--« ) [ a-(x-- a ) " a-- 9' a J a* ]

Oll

( x -- a )- a =(x-- a ) q" a - a*,
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ainsi

. I

- a = ç'a '

-- " *

et les trois équations entre lesquelles il faut éliminer p deviennent

jy = p -- q ct,

- P"

z= : ,
à

x -- a = --;
qp a -

r s d - v -

en éliminantp entre les deuxpremières, on a

z = (y - 9 * 2*

- ç' Cl 1

qui, en effet, ne satisferait pas à la proposée en y faisant a constant,

mais quiy satisfait en laissant a variable, comme il l'est effectivement,

et la combinant avec la troisième équation, qui devient alors

- _ y- 9 a .
x -- at, - ç 'a '

car il est aisé de vérifier que le système de ces deux équations donne

z=p q, équation dont il exprime par conséquent l'intégrale primi

tive.

Si l'on éliminep entre la seconde et la troisième équation, on a

a = (x -- a )* q" a

qui ne vérifie pas l'équation z=p q, quand on n'y fait pas varier a,

mais qui n'en compose pas moins avec la première équation changée ,

par la même valeur dep, en

y=(x -- a ) q" a -- q a

l'intégrale primitive de z=p q, puisqu'il est aisé de vérifier que le

système de ces deux valeurs de z et de y, donne en effet cette der
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nière équation. L'élimination de p entre la première et la troisième

équation conduit au même résultat, car on a d'abord

y=(x--a) q" a -- qp a,

qu'il faut combiner avec la seconde équation, qui devient

- a =(x--a )* q" a,

en vertu de la valeur dep tirée de la troisième.

La circonstance particulière d'une équation résultant de l'élimination

de p, qui satisfasse à la proposée en y supposant a constant, ne fait

rien à la nature de l'intégrale; c'est un résultat en quelque sorte acci

dentel, quoiqu'on puisseyparvenir dans toutes les intégrales, ainsi que

je le démontrerai ci-après,en combinant d'une certaine manière les trois

équations entre lesquelles p doit être éliminé, et, en effet, a, q a,

, a, ne sont pas réellement des constantes, parce qu'elles sont intro

duites dans le calcul par l'intégration d'équations qui ne sont pas réel

lement aux différentielles ordinaires, mais qui seulement sont suscep

tibles d'être traitées comme telles à cause qu'étant aux différentielles

partielles par rapport aux deuxvariables indépendantes x et a, elles ne

contiennent que des dérivées relativesà x. Dans l'exemple que nous dis

cutons,il faut, pour trouverun résultat de ce genre, changer d'abord,

comme on le voit dans les Leçons sur la théorie des fonctions, la

troisième équation en x-- a = * , et y substituer la valeur de p

tirée de la première, ce qui donne

z=(x-- a ) (y—q « ),

qui doit être combiné avec le résultat de l'élimination de p entre la

première et la troisième, savoir :

y=(x-- a ) q" a -- q a.

On voit que si, dans ce cas, la valeur de z satisfait à la proposée en

y regardant a et q a comme deux constantes, c'est uniquement parce
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-

que cette dernière équation, qu'on peut écrire ainsi,

y - qp a - (x -- a ) q" a = o;

est la dérivée partielle de l'équation

z= (x -- a ) (y- q a),

en n'yfaisant varier que a, ce qui fait disparaître

d a t d a

T7 et T77

des valeurs dep et de q, qu'on en tirerait en la différenciant successive

ment par rapport à x et par rapport à y, précisément comme si a et

qp a étaient remplacées par deux constantes.

Mais lorsque cette circonstance n'a pas lieu, l'équation donnée n'est

plus vérifiée par la supposition de a constant, parce qu'elle doit résulter

d a d a - »

non de la suppression des termes en-- et---, qui ne s'en
d x ( y d y ( x

vont point alors, mais de l'élimination de ces deux dernières quantités

de a et de sesfonctions, entre les deux équations dont se compose l'in

tégrale, et les quatre équations qu'on en tire en les différenciantsucces

sivement par rapport à x et à y. Ainsi les deux équations

y= (x -- a ) q" a -- q a,

z= (x -- a )* q" a,

donnent d'abord

A d - /

o= o a --+-- f 2 o « -- ( x -- a ) q" a J,
d a - Ir

1 = #-- / 2 o" « -- ( x -- a ) q" « J,

d'où

d a = -, p' a

d x ( y T 2 p" a -- ( x -- a ) p" a "

d a - 1

d y ( x T 2 p" a -- ( x -- a ) p" a '
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et ensuite

p=2(x--a)q'a--* fa (--)c'---- *c'e=&--)ga,

q=+ f2 (x--e)o'a--(+-a) o « J=x--a,

En tirant de ces deux équations les valeurs de x-- a et de q" a,

savoir :

x -- a = q,

q" a = --,

et les substituant dans z=(x-- a )* q" a, on trouve précisément

l'équation à vérifier z=p q.

Au lieu d'employer l'équation

pour trouver la relation quifait dépendre l'une des deux fonctions de

cv de l'autre, on aurait pu se servir de

d y - * & d y d y d z

p - 7 = 7 d a ( x d x ( a d a 7 : *

ou de

d p d q d' y – *2 d q -

d a ( x d x ( cz d a ( x d x ( a d a / x *

il est aisé de vérifier qu'on aurait trouvé de même

- a = -;
q" a

c'est même en partant de

dp = * . d y –-- ** -

d a ( x T d x ( a d a ( x d x ( a d a ( x '

qu'on aurait trouvé cette relation de la manière la plus simple dans
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l'exemple actuel, où -

-

- ct

- x -- ct ,

C'est d'ailleurs cette dernière formule qu'il convient toujours d'em

ployer quand z n'entre pas dans l'équation donnée, parce qu'alors on

ne doit opérer que sur les trois équations

V" :- o,

d V d V pr d q -- --

(*)--(--) 7 -- ( )+ -- = o,
d 1W d y –(--)=

(#-) d x ( a d q - O,

qui donnent y,p, et q en fonctions de x, a, q a,- a ; et la valeur

de l a se déterminera immédiatement en employant celle des trois

formules d'où l'on peut le déduire, qui ne contient pas z,

j , p et q étant alors connus en fonctions de x, a, q a et q" a,

on aura z en intégrant

d z = p d x -- q d' y,

relativement à x et à a considérés à-la-fois comme variables, afin que

cette intégration n'introduise aucune nouvelle fonction arbitraire. Cette

intégration pourra d'ailleurs toujours s'exécuter, puisque l'équation

_- * --- **- *"

T d x ( a d « ( x d x ( a d a ( x '%

d'où l'on a tiré la valeur de a, exprime, comme nous l'avons vu, la

condition d'intégrabilité de cette valeur de d z, en y considérant x et

a comme les deuxvariables indépendantes.

Au contraire, quand l'équation donnée contient z, il faut employer

C 2
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simultanément les quatre équations qui donnent y, z,p, q en fonctions

de x, a, q a, - a, déterminer ensuite - a avec l'une quelconque des

trois formules dont on peut tirer la relation entre cette fonction et q a,

et éliminerp et q pour avoir les deux équations dont se compose l'inté

grale, sans qu'il soit nécessaire de recourir à l'intégration de la valeur

de d zpour trouver z.

Il est bien évident qu'une des deux équations de l'intégrale ne peut

satisfaire à l'équation donnée, lorsqu'on y remplace a et q a par des

constantes, que dans le cas particulier où cette équation étant repré

r » d UV - y

sentée par U=o, l'autre l'est par ( -)=o. Cette circonstance n'est

nullement nécessaire pour que l'intégrale vérifie l'équation ; et, parmi

un grand nombre de formes qu'on peut donner à l'intégrale en faisant

l'élimination de différentes manières, elle ne.peut avoir lieu que dans

quelques-unes de ces formes arrangées exprès : mais est-elle toujours

possible ainsi que je l'ai avancé? La solution de cette question est

d'ailleurs intéressante sous le point de vue de la simplicité des inté

grales et de leur application aux problèmes de la géométrie des surfaces

courbes. C'est la seule chose qui me reste à faire pour compléter la

théorie de l'intégration des équations aux différentielles partielles du

premier ordre.

Lorsque l'intégrale d'une de ces équations est représentée par deux

équations entre x, y, z et a, et des fonctions de a, on peut exprimer

la même intégrale par deux autres équations obtenues en les combi

nant de manière que les deux nouvelles équations soient une suite des

deux premières, et réciproquement. Si l'on tire de celles-ci la valeur de

d z

d a ( x

d' y

d cz ( x

qui est celle de q en fonction de x, a et des fonctions de a , et qu'on
- -
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représente cette valeur parQ, qu'on fasse ensuite z-Q y=u, qu'on

substitue, par conséquent, u -- Q y au lieu de z, dans ces deux équa

tions; qu'on élimine y, et que, dans l'équation résultant de cette opé

ration , on écrive z-Qy à la place de u, on aura une équation

qui pourra représenter l'intégrale de la proposée, en la réunissant à

une autre combinaison des deux équations dont se composait cette in

tégrale sous la première forme. Le système de ces deux équations

donnera, par conséquent, -

- .

comme les deux premières.

Mais en représentant l'équation obtenue de la manière qui vient d'être

expliquée, par -- -

F ( X , ll , Ct. ) - O ,

on trouve, en la différenciant par rapport à a,

(** –Q * d Q

d a ( x d a ( x - y -**-) p" (u) -- F (a) - O ,

OUl -

d / d l' -

- F" (a ) - y *-F ( u )

- d y - d' y

d a ( x - d a ( x

il faudra donc, pour que cette valeur se réduise à Q, que l'autre

équation de ce système soit équivalente à

F ( a )- y * -- F" (u ) = o,

et l'intégrale pourra, par conséquent, être représentée par le système

des deux équations -

F(x, z- Q y, a ) = o,
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- d' f -- -

F ( a )-y * F" (z- Q y) = o,

dont la seconde est la dérivée partielle de la première, relativement

à a seul. Non-seulement cette observation prouve que cette transfor

mation est toujours possible, mais elle donne le moyen de l'exécuter

par un simple calcul d'élimination ; puisque après avoir chasséy des deux

équations où l'on a remplacé z par u-- Q y, il suffit d'écrire dans

le résultat z-Qy au lieu de u, et de joindre à l'équation qui

en résulte, sa dérivée partielle relative à a seul. Il est à remarquer

que ce procédé s'applique également à toutes les intégrales représentées

par un système de deux équations entre x, y, z, a et des fonctions

de a, soit que,p et q pouvant être hétérogènes à l'intégrale, on l'ob

tienne au moyen de deux équations différentielles du premier ordre,

et qu'elle ne puisse contenir, par conséquent, que deux constantesàr

bitraires remplacées par a et q a ; soit que, p et q étant nécessaire

ment homogènes à l'intégrale , ces deux équations aient été obtenues

en intégranttrois équations aux différentielles partielles, et contiennent,

par conséquent, trois constantes arbitraires auxquelles on ait substitué

ct , Q a, et la valeur de - a en a et qp a , tirée de la relation exis

tant entre , a et q a. Mais, dans le premier cas, q n'étant pas ho

mogène à l'intégrale, cette transformation introduit dans le calcul

une fonction de a qui n'entrait pas dans les deux équations dont était

composée l'intégrale, sous sa première forme ; en sorte qu'on trouve,

en général, par ce procédé, une intégrale plus compliquée que celle

qu'on avait d'abord; tandis que, dans le second cas, il suit de cequia été

démontré précédement, que la valeur deq ne contient que les mêmesfonc

tions qui entrent nécessairement dans l'intégrale; en sorte que, dans

ce cas, on obtient en général une intégrale dont la forme est plus

simple que celle de l'intégrale dont on est parti. Nous avonsvu, par
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exemple, que ce système de deux équations

-
y -- a x = Q a,

z = a x -- -,

est l'intégrale de l'équation - -

(p -- 1 ) (q -- 1 ) z= x (p -- 1 )* -- y ( q -- 1 )*.

On peut faire, pour simplifier le calcul, q a = a 8 a, et l'intégrale

devient alors

y = a (s a - x ),

= a x --- = ct x, -- 8 ct - x,

on en tire -

d z

_ d « ( x _ x -- s' a -

q - d y T « a - x -- a s" a '

d a ( x

valeur que nous avons représentée par Q ; ainsi

( x -- 8 " a ) y

–-- : c. x 8 c, - x
8 c. - 2& -- ct b t --

tu --

et en éliminant y, et réduisant

( « a -x )* -- a° x s " a

« a - x -- a s " a

ll -

»

ce qui donne

z = u -- Q y = ( x -- s' a ) y -- ( « a - x )* +- a* x ' a .

s a - x -- « s " «

qu'il suffit de combiner avec sa dérivée relative à a seul; savoir :

d[------- --8 oz. - x -- a - s " at - O,

d cz
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pour avoir l'intégrale sous la forme

UV = o,

(#é)= o.

II est aisé de vérifier * que le système de ces deux équations satis

* Pour faire cette vérification de la manière la plus simple, on tire d'abord de ces deux

équations

x -- s' a

q =--,
8 at - 2x -- at 1 " oz

y- 2 ( * : - x) -- * ' e ,C* -- * ' * 2 y -- (* * - * )* -- ** * ** e
p - 3 az - x -- at 8 ' ct s a - x -- a v " a

Oul

jy -- z- 2 ( s a - x ) -- a* s ' a

s a - x -- a s " a
p -

Mais on obtient,en développant la seconde des deuxéquations dont se compose l'intégrale,

jy " a --2 (« a-x) s" a -- a x (2 " a -- a " a )-z (2 s" a--« " a )= o,

Ol1

/ y- a (s a - x) J " a -- ( « a- x-- « x-z) (2 ' a -- « v" « )= o,

et on déduit de la valeur de ztirée de la première,

( x -- " a ) f a ( « a - x )-y J

s a - x -- cz x - z =
t dt - X -- c, 8 ct

On a donc

( x -- s" a ) ( 2 s" a -- a s" a) - o

s a - x -- cz s" « - v »

ty-« ( « -- * ) J (* «-

dont le premier facteur seul peut être nul; parce que le second, égalé à zéro, donnerait

une relation entre xet a, et que ces deux quantités doivent être indépendantes pour qu'il

y ait deux variables qui le soient dans l'intégrale, ainsi

y = a ( « a - x ),

fait
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fait en effet , à la proposée; mais cette forme est évidemment plus

compliquée que celle d'où l'on est parti, puisqu'il n'y entrait que x,

y, z, a et qp a, et qu'on a actuellement deux équations entre x,

y, z, a , 8 a , & a et 8" a.

Au contraire, dans le cas où p et q sont nécessairement homogènes

à l'intégrale, Q ne peut contenir que les mêmes fonctions de a que

contiennent les deux équations dont se compose cette intégrale, et on

peut toujours, par la méthode que je viens d'exposer, la mettre sous

la forme

sans y introduire aucune nouvelle arbitraire. Pour achever d'éclaircir

cette méthode, je l'appliquerai à l'exemple suivant.

Soit l'équation donnée z=p--q"; en la différenciantpar rapport

ce qui donne aussi

z= a x -- s a - x

z -- y= a s a -- 8 cz- x,

cz (s a -- a s ' a)- s cx -- x

p - 4 c - x -- at s ' a

, , _ * ( * * -- * ' * -- a * ' * 2
p - s a - x -- a s " a

Et comme

-- 1 =--********
q - s a - x -- a s " a "

Oll cl

-- I -- I

«= --,« «- x= * =-- y,
q -- 1 p -- 1

ce qui change la valeur de z en

_ p -- 1 q -- 1

C q -- 1 p -- 1

qui satisfait évidemment à l'équation proposée.
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à y, et formant ensuite les équations P=o et Q=o, &c., comme

nous l'avons dit, on aura

_ d 1 d' y _ 1 - 1

q= * -- ,-7 =n q *T * ,

d'où

11

q= a e *, y= 1 - I a "- " e "- ' ?* -- q " a ,

et

d

: –n a " e "* .

Ces valeurs étant substituées dans l'équation proposée, on aura

d z

--z=(n-1 ) a * e **,

et par conséquent : 3

z= a * e **+ e * a.

Au moyen de ces valeurs de y, de z et de q, l'équation

d z d' y -

T7 = 1 / 7

donnera successivement

l " a = a q " a - a = a q " a - q a ;

l'intégrale de l'équation donnée sera donc représentée par le système

des deux équations

z= a " e **-- e*(a q " a -qp a) ,

- 1n 1m - 1 , ( nt - 1 ) Ax /

_,- e dt .
\ y ─- a –- Q

Si l'on veut transformer cette intégrale de manière qu'une des deux

équations soit la dérivée partielle de l'autre relativement à a,il faudra

en déduire la valeur de
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-- d z

- d' a ( x

u= z- d y )V ,

d a ( x

on trOuVera

*-* -- I n " * ._

ll - ─- a * e e * «p ct ,

et par conséquent

- - * v- "- * » ** * _. » * -

z= Q y-- u= a e * y -- a * e e * qp a ;

cette équation, combinée avec sa dérivée partielle relative à a, qui se

réduit à

r1 11 - 1

( n - 1 ) x

y--- a * ' e
–q) " a = o,

représente l'intégrale de l'équation donnée sous la forme demandée.

Cette méthode donne toujours l'intégrale sous cette forme, mais

elle peut être plus ou moins simple , suivant la nature de l'équation

donnée. Pour l'avoir sous la forme la moins compliquée, il faut l'obtenir

successivement de la manière que nous venons de dire , d'abord en

faisant u= z-Qy, Q étant la valeur de q en fonction de x de a,

puis en prenant x au lieu de y et yau lieu de x, et faisant par consé

quent v=z-Px, P étant la valeur dep en fonctions de y et de a ;

on choisira ensuite entre ces deux résultats celui qui paraîtra le plus

simple. -

Ce procédé réussit toujours quand l'élimination est possible; mais il

peut arriver qu'il conduise à une intégrale très-compliquée, tandis qu'on

en pourrait trouver une plus simple en faisant usage d'un moyen de

transformation dont ce procédé n'est qu'un cas particulier, et dont je

vais expliquer le principe en général.

En représentant l'une des deux équations de l'intégrale par

F(x , u , a )= o ,

D 2
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-

où zetyn'entrent que dans u,pour que l'autre équation en soit la dérivée

partielle relative à a, savoir,

d u » /
/

-

il faut que cette dernière équation, combinée avec la dérivée de la pre

mière prise en regardant x comme constant , donne

d & _ .. d' y .

* = 1 77 ;

or cette dérivée est

F" (a)--[(*) --(*):+(*)]F" (u)= o ;

il faut donc prendre u tel que

(**)

(#:)

Quand on a la valeurQ deq qui ne contient que x et a, on satisfait à

cette condition en prenant u= z-Q y, comme nousvenons de le

faire; et comme il est toujours censé qu'on peut tirer de deux équations

entre x,y, z, a et des fonctions de a qui satisfont à la proposée, une

valeur Q de q, qui ne contienne en effet ni y ni z, on peut regarder

cette méthode comme générale; mais il sera souvent plus simple, et

quelquefois nécessaire faute de pouvoir éliminer y, d'éliminer seule

ment z de la valeur de q, en sorte qu'il y reste x, y et a : alors en re

présentant cette valeurpar Q , on satisferait à

soit égal à- q.

en faisant u= z-fQ dy,

l'intégrale fQ dy étant prise partiellement en faisant varier y seul. En
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opérant sur cettevaleur de uprécisément comme nousvenons d'opérer sur

u= z-Q y,

qui en est un cas particulier, on obtient une autre intégrale de l'équation

donnée, dont la forme est également

UV= o,

d UV

(*
) T O ,

et qui peut être plus simple que celle qu'on déduirait de

u=z-Q y.

Il est aisé de voir que si la valeur deq devenait trop compliquée par

l'élimination de z, ou que cette élimination fût impossible, et qu'on

se bornât à exprimer en x , y , z, a et des fonctions de a cette valeur

de q, que je représenteraiparQ", on arriverait encore à une intégrale

de la mêmeforme,en prenantpour u une valeur particulière satisfaisant

à l'équation du premier ordre

d u n / d u ) -

(*)-- Q (*)=o,

entreuet lesdeuxvariables indépendantesyet z,parce que x et a doivent

yêtre considérées comme constantes. Pour achever d'éclaircir cette partie

de la théorie de l'intégration des équations aux différentielles partielles,

je prendraipour exemple l'équation

2 -

( z-q) *--p=o;

je l'intégrerai d'abord en faisant usage des formules connues, et comme

Cette intégrale ne se trouvera pas sous la forme

LV= o,

(*)=o,

je l'y ramenerai en me servant successivement des deux transformations

- u= z-Qyet u=z-fQ dy, afin qu'on puisse comparer les résul

tats auxquels elles conduisent. Lesvaleurs de y, z , p, q en fonctions

-
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de x et de a , doivent être déduites dans cet exemple des quatre équa

tions

(z-q) +-p=o,
d 1 _

2 (z-q)q-- : * = o,

d

2 (z-q )---- - O ,

d' y - d z - d q - d * y

p -- q --= --=------; d x * ( a '

dont la dernière s'obtient en différenciant la valeur de z tirée de la

troisième. La seconde et la troisième donnent

d' q _ d jy

T7 =4 T7 ,

ce qui réduit la quatrième à

- d * y

p=-- 7 ;

et comme on en tire aussi

- d y

- z-q = 2 d x ( a '

la première devient

* ( * )'----=2 V d x ( a ----=o;

cette équation donne

X - * - dy_
%--- l ( 2 q a ) =l - * 9

OUl

d' y -

--=-2 q a e F ,

–-
--

e *= (x-- a ) qp a.

* Je donne cette forme à cette fonction arbitraire de a, pour rendre plus simples les

calculs qui vont suivre.
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On tire d'ailleurs de l'équation trouvée plus haut entre y et q,

ces valeurs changent

6ell

z= ---**
7 x -- ) ** e * . x -- a

qu'il faut réunir avec

y-- 2 l / (x-- a ) qp a /= o,

pour avoir l'intégrale, après qu'on aura déterminé la relation entre - a

et qp a. --*

On peut le faire au moyen de la formule

d & _ d y .

T7 = 1 - 7 :

--

on a d'abord

* & - J ' cz _ * l * (° * -- (* -- ) ° ' ) _ I -

d a ( x T (x -- a) * ç a * (x -- a) 3 p a * (x--a)* "

on trouve ensuite

* V - 2 - a ( p a -- ( x -- a ) p ' a )

q 7 -= ( x -- a ) 3 p a 3 9

et il en résulte

q a *= l " a,

ce qui change l'intégrale précédente en

- - a I

&=7E JET -- x--a '

y-- l / (x-- a )* l " a /= o.

Il est aisé de vérifier cette intégrale, qui n'est pas d'ailleurs de la

forme

\ UV= o,
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en tirant de la seconde équation - -

d a 2 l " a

--=- 2 l " a -- ( x -- a ) - " a "

_ ** -- ( x -- a ) - ' a

d y / x T 2 - " a -- ( x -- a ) J " a '

et de la première

---*-----

p=-7: - HJE

l a ( 2 l " a -- ( x -- a ) , " a ) d a ----

(x -- a ) 3 \ " a * d x / y T (x-- a )* "

-_ l * ( * ' * r * r * 2 * ' * 2 d * _ J a

q F (x -- a) 3 - ' a * d y ( x T (x-- a)* J " a "

valeurs qui donnent en effet

(z-q ) *=- =-p.

La valeur de q que nousvenons d'obtenir ne contenant que x et a,

elle pourra être présentée par Q, et l'on aura

1 -- l / ( x -- a ) * J ' a J I

u=z–Qy=- a ( x -- a ) * J ' a ----,

et par conséquent,

- jy -- 1 -- l / ( x -- a ) * " a J I

z= / a ( x -- a ) * l ' a ---,

cette équation, combinée avec sa dérivée partielle relative à a,

y -- 1 -- l / ( x -- a ) * l " a J

d / / a ( x -- a ) * J " a ---J
d cz - O ,

donne une intégrale de l'équation proposée sous la forme demandée ;

car en faisant attention que v étant une fonction quelconque de x et

de a, on a

y -- 1 -- l v
d y =( -) dv _ y-- lv d v

d « ( x --

77,---- 7 ,y 2 y a

et que, par la même raison,
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, y -- * -- '
1y - y -- l v d v

d x ( a y a x / « '

on verra que la seconde équation se réduit à

X -- l / ( x -- * ) * l ' * / - 2 J " a -- ( x -- a ) l " a

( x -- cz ) * (1-a ( x -- a ) l ' a *

qui ne peut avoir lieu sans que a ne devienne une fonction de x, à

)= o,

moins que

y-- l /(x-- a )* l " a /= o,

et que la première donne

y -- 1 / (x -- * ) * l ' * / _ I I

p=-2 - a ( x -- a ) 3 J ' a HF=- HJ

-- - a

q=7H5H ,

c'est-à-dire, les mêmesvaleurs que nous avons déjà trouvéespoursatis

faire à l'équation

(z-q) *--p=o.

Mais comme -

y+-1 / (x+-- ) * e J= o.

donne

e*=------- ;

la valeur de q en fonctions de x et de a, que nous avons prise pour

Q, peut être changée en celle-ci :

"= e*- a :

alors

, I

x -- ct- u=z-fQ"dy=z-e * - a=

E
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d'où

- l' I

z=u --fQ"dy=----e * l a,

qui, avec sa dérivée partielle relative à a seul,

-

y | " - -- -- *=

/ a ( x --=o,

donne l'intégrale de la proposée sous une nouvelle forme, la plus

simple de toutes, puisqu'on en tire immédiatement

I

p=------,

q= e*- a,

et, par conséquent,

( z-q)*--p= o.

S. I I.

APPLIcATIoN AU sEcoND ORDRE.

On doit d'abord distinguer deux classes d'équations aux différen

tielles partielles du second ordre : celles qui peuvent avoir une inté

grale intermédiaire du premier ordre, et celles qui n'en sont pas sus

ceptibles. Les premières peuvent, en général, s'intégrer par des

méthodes analogues à celles qu'on emploie pour les équations du

premier ordre ; cette considération a empêché la plupart des géomètres

* qui se sont occupés de l'intégration des équations aux différentielles

partielles, de faire de la détermination de leur intégrale primitive

l'objet d'une étude particulière. On s'est borné presque généralement

à montrer comment on en peut trouver l'intégrale intermédiaire,

et l'on a supposé qu'il ne restait plus alors, pour obtenir l'intégrale
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primitive, qu'à l'intégrer de nouveau. comme une équation ordi

naire du premier ordre. Mais ce procédé, qui peut réussir dans beau

coup de cas, n'est ni le plus général, ni celui qui conduit le plus

directementà l'intégrale primitive; la présence d'une fonction arbitraire

dans l'intégrale intermédiaire s'oppose souventà ce que les méthodespour

l'intégration des équations du premier ordre puissent y être appliquées

immédiatement, sur-tout quand elle est représentée par un système de

deux équations ; et, lors même que cette circonstance n'a pas lieu,

on est obligé de calculer de nouveau des équations qui se trouvent

comprises parmi celles qu'on a dû tirer de l'équation donnée lorsqu'on

a cherché son intégrale du premier ordre ; ce qui complique inutile

ment le calcul. J'ai donc cru faire une chose utile en donnant une

méthode pour arriver directement à l'intégrale primitive, qui ne fût

point exposée à cet inconvénient, et fît en même temps connaître

les différentes formes dont cette intégrale est susceptible dans les divers

cas qui peuvent se présenter. Lorsqu'il ne peut point y avoir d'inté

grale intermédiaire, les méthodes d'intégration qui réussissent pour les

équations qui en sont susceptibles ne peuvent plus être employées.

Alors les équations intégrables comme si elles étaient aux différen

tielles ordinaires, qui conduiraient à l'intégrale du premier ordre si

elles satisfaisaient aux conditions d'intégrabilité, cessent de satisfaire à

ces conditions, et jusqu'à présent on n'en a tiré aucun parti pour la

recherche de l'intégrale primitive. Les méthodes d'intégration auxquelles

on a eu jusqu'à présent recours dans ce cas, consistent en général

à transformer, lorsque cela est possible , l'équation donnée, par le

changement des variables indépendantes et de la fonction qui en dé

pend, en une autre équation dont l'intégrale soit connue, ou bien à

supposer une forme à cette intégrale, et à tâcher de la particulariser de

manière à satisfaire à 'équation donnée. C'est ainsi qu'on est parvenu

à intégrer dans un grand nombre de cas les équations linéaires du

second ordre : on n'a pas obtenu le même succès à l'égard des équa

tions du même ordre qui ne sont pas linéaires. Je me suis proposé de

- E 2
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donner pour les unes et les autres une nouvelle méthode fondée sur

la considération des équations déduites de la proposée qui semblent

devoir être considérées comme aux différentielles ordinaires, mais qui

ne satisfont pas aux conditions d'intégrabilité, et dont on ne peut faire

aucun usage tant qu'on les considère uniquement sous ce point de

vue. Il n'en est pas de même lorsqu'on fait attention que ce sont de

véritables équations aux différentielles partielles. La méthode que

j'emploie pour en déduire les intégrales primitives d'un grand nombre

d'équations privées d'intégrales intermédiaires, est loin encore d'être

aussi générale qu'on pourrait le desirer; mais c'est du moinsun premier

pas dans un genre de recherches que je ne crois pas avoir été tenté,

et qui me paraît promettre de conduire un jour à des résultats d'une

toute autre importance que ceux que j'en ai déduits jusqu'à présent.

Pour mettre de l'ordre dans l'exposition de ces recherches, je m'oc

cuperai successivement des équations aux différentielles partielles du

second ordre dans les quatre cas suivans :

1.° Celui où l'intégrale primitive ne contient que des fonctions

arbitraires de x ou de y.

2.° Celui où elle contient des fonctions arbitraires composées de

quantités qui varient au contraire à-la-fois avec x et y, mais rela

tivement auxquelles les dérivées de z contenues dans l'équation peuvent

être hétérogènes à l'intégrale.

3.° Le cas où cette dernière circonstance a lieu à l'égard d'une

des deux fonctions arbitraires de l'intégrale primitive, tandis que les

mêmes dérivées sont nécessairement homogènes à l'intégrale relative

ment à l'autre fonction arbitraire. - -

4.° Le cas où ces dérivées sont nécessairement homogènes à l'inté

grale relativement aux deux fonctions arbitraires. Je donnerai, dans

chacun de ces cas, les formules qui doivent conduire à l'intégrale ;

mais je n'appliquerai d'abord ces formules qu'aux équations du second

ordre susceptibles d'une intégrale intermédiaire.

Je considérerai ensuite, en reprenant les quatre cas que je viens
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d'indiquer, les équations du second ordre qui ne peuvent point avoir

d'intégrales du premier ordre d'après la forme de l'équation donnée, et

j'appliquerai les mêmes formules à chacun d'eux.

Lorsque l'intégrale primitive d'une équation du second ordre ne

contient que des fonctions arbitraires de x ou de y,il peut arriver que

les deux fonctions soient composées de la même variable indépen

dante, ou que l'une le soit de x et l'autre de y : dans le premier cas,

les différenciations relatives à la variable qui n'entrent pas dans la com

position des fonctions arbitraires n'introduisent dans le calcul aucune

nouvelle quantité à éliminer; et les autres, en introduisant nécessai

rement un nombre au moins égal et souvent plus grand que celui des

équations qu'elles fournissent, l'élimination des arbitraires ne peut donc

avoir lieu qu'entre les premières ; d'où il suit que l'équation du second

ordre qui en résulte me doit contenir que des dérivées de z relatives

à une seule variable. Cette forme d'intégrale ne peut donc convenir qu'à

des équations du second ordre qui se trouvent dans ce cas, et qui

peuvent, par conséquent, être intégrées comme si elles étaient aux

différentielles ordinaires, en remplaçant les constantes par des fonc

tions arbitraires de la variable qui est regardée comme constante dans

ces intégrations. -

Les équations du second ordre dont les intégrales renferment une

fonction arbitraire de x et une de y, doivent être l'objet d'un examen

plus approfondi. Suivant ce qui a été démontré dans un des para

graphes du mémoire inséré dans le xvII.° cahier duJournal de l'École

royale polytechnique, elles ne peuvent alors contenir ni
-

–*--

d x * ( y '

pr -

t=---:
-- 7 ·

on peut donc les représenter par la formule

F ( x , y, z,p, q, s )= o,
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ou, en supposant qu'on en ait tiré la valeur de s,

s=f(x, y, z, p, q).

En y remplaçant s par sa valeur

d q

_ d q _ d e / x d y

x ( a d' y x ( a ' -

d a ( x

pour former les équations P, Q, &c., on n'en trouve que deux,savoir :

d q _

* % =f(x , y , z, p, q),

et

d V _

d x ( a T O,

dont la seconde donne a =y; ce quiprouve que, dans toute équation

où il n'y a de dérivées du second ordre que s, et dont l'équation pri

mitive ne contient point d'intégrale partielle, une des fonctions arbi

traires est nécessairement composée de y seul. On démontrerait de

même, en changeant x en y et y en x, que l'autre fonction arbitraire

l'est nécessairement de x seul ; et cette connaissance une fois acquise,

les équations qu'on trouverait en même temps, savoir,

d

** =f(x, y, &, p, q),

d

-* =f(x,y, z, p, q),

ne seraient que la proposée même dans laquelle s serait remplacé,

tantôt par

parce que a =y, tantôt par
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parce que 3=x; ce qui n'apprendrait rien de nouveau. Il est aisé de

voir d'ailleurs que la transformation dont nous parlons, ayant pour but

de prendre pour variable indépendante une des quantités dont les

fonctions arbitraires sont composées, doit devenir inutile lorsque cette

condition est déjà remplie.

Si l'on remplace dans l'équation

F(x y, z p, q, s)= O ,

s par *- et par ** -- ou bien s par * et q par d & _

75 et p par , 7 , d y ( x d y ( x '

OIl alll Ia

d z d q \ _

F(x y z * , q, *)=o,

Oll

F(xy z p,-* , * )=o,

dont la première peut être considérée comme aux différentielles ordi

naires entre les trois variables x , z, q, en y regardant y comme

constant, et la seconde comme une équation de la même nature entre

les trois variables y, z,p, dans laquelle x est constant.

Si l'équation donnée a une intégrale intermédiaire et que cette inté

grale résulte de l'élimination de la fonction de x entre l'intégrale

primitive et sa dérivée relative à y, cette intégrale ne pourra renfermer

que x, y, z, q, et deux fonctions arbitraires de y dérivées l'une de

l'autre ; il est évident qu'en différenciant alors par rapport à x, et

éliminant des fonctions de y comme si c'étaient des constantes, on

aura une équation entre

%* _ d & d q

* V & T , 7 , 7 --,

identique à

* ( : - a )= o
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d'où il suit que cette dernière équation satisfera à la condition d'in

tégrabilité, c'est-à-dire qu'elle sera décomposable en facteurs de la

forme

d q y_ * & K"

G ** - H : -- x= o,

G, H et K étant des fonctions de x, y, z, q entre lesquels on ait cette

relation,

c[(*)-()]-h [(*)-()]-r[()-(*l=.

Lorsque ces deux conditions ne seront pas remplies, on sera sûr que

l'équation donnée ne peut avoir une intégrale du premier ordre con

tenant seulement des fonctions arbitraires de y. On trouvera de même,

en partant de

F(x, y Z, p , + *) - d,

les conditions qui doivent être satisfaites pour que l'équation donnée

ait une intégrale du premier ordre où entrent seulement des fonctions

de x. -

Au reste, quand je dis que ces intégrales intermédiaires contiennent

l'une des fonctions de y, l'autre des fonctions de x, c'est parce que si

on les tire de l'intégrale primitive où se trouvent, par exemple, qp x

et , y, la première contiendra - y et - " y, et la seconde q x et

qp " x; mais comme l'intégrale d'une équation aux différentielles or

dinaires entre trois variables, qui satisfait à la condition d'intégrabilité,

ne peut contenir qu'une seule constante arbitraire, il s'ensuit que, pour

que l'équation donnée puisse être satisfaite par ces intégrales, il faut,

dans le premier cas, que * y et " y se réduisent à une seule fonc

tion de y, et dans le second, que q x et q " x se réduisent à une

seule fonction de x, C'est ainsi que

z= x"- y--y"q x,

'étant l'intégrale de
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x y s-n xp-m yq--m n z=o,

-

les deux intégrales intermédiaires sont

mz-xp=my"qx-xy*q"x , n z-yq=n x" ly-x"y/'y,

qui ne contiennent réellement chacune qu'une fonction arbitraire, puis

qu'elles peuvent évidemment être écrites ainsi :

m z= xp--y" 8 x , u z=yq-- x "xy. , .

Lorsque l'équation est linéaire et représentée par
t - --- - - , * . '

s --Pp-- Qq-- N z --M=o,
- .. .. , , , , , , . - l t i .

on trouve, en la comparant à - -

- » - l - , , , , * * f ) . .. | : ) . . : - i .

* G s--Hp--K=o,
- , , - r - t - -- --- T " r ! - - -- - - v,

- G= 1 , H= P, K=Qq--N z--AM,
* i * i * : , . .. , -- ... " . .. * l . : | l | - " * . .. .. : . -

» , * • - -- -

et l'équation : . : t » * , b e - i *

c[(%)-)]-h[:)-*)]- r[()-%)l=o,
-

-

:
- --- devient

n o c * e * t * : - -

d P

(*)-N-- PQ= o ; - --

« vu- . t . - , , , ' *

v « » " . .. »

ce qui s'accorde avec l'équation de condition qui doit être satisfaite
- - - - » • .. - - :

pour qu'on obtienne, par la méthode de M. de Laplace , l'intégrale

primitive dès la première transformation. -

On trouverait de même , . ' " :

d Q - -q- - *

(%)-N-PQ=o, -- *

pour la condition nécessaire à l'existence d'une intégrale intermédiaire

où se trouve une fonction arbitraire de x.

Lorsqu'une des équations
--,

-
- - -

- - * t - * : v
F(xy : *, q*)=o, : s

p
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-

Oll - « - - - - 1 - : - -

- _ d z .. d p - -

- F(xy : p **)=o, - -

satisfera aux conditions d'intégrabilité, * on trouvera immédiatement

l'intégrale primitive de , -- , . ' ' - - . , . -

F(x, y , z,p, q , s )=o,

, -
-

- --

dans le premier cas, en intégrant « * ' * r . * -

d
- z - d q \ _ ' : i - l -

F(x, y, & T , * 47 , *)=o,

relativement aux trois variables x, z, q, et remplaçant la constante
- s *

arbitraire par une fonction de y ; puis en écrivant - d z au lieu de
p y , puis y e dy(x -

q, et intégrant l'équation résultante par rapport aux deux variables y

et z, ce qui n'exige aucune nouvelle condition, puisqu'il n'y a plus

que deux quantités variables dans cette équation ; on remplacera en

suite par une fonction de x la constante arbitraire qui résulte de cette

dernière intégration. il faudra faire relativement à y ce que nous

venons de faire par rapport à x , lorsque CG S6I'al * 1 1 ) v .

- , ..

- ----- * - _ - *
- -

/ : * - z - ntp | V
F| x - --\ J', % » p , d y(x ' d y(x O

- -
-

- . .. r - - - -- , , -, ... , , - 1 er * : -- 1 .

qui satisfera aux conditions d'intégrabilité. . --
' r -- 1» - « .. . - , * r : ... , , :: . . -

i l'on a , par exemple - - -- "S pa P . 1- -- , -- i -- * t * -- : - , -- , . -

J5 -- p -- % - , ' - -- : ... : , --

x -- y -

- * -

on pourra en tirer - -- * " -- ... " -- : "
a - - - _ - * -

d p d z

, - y - (x - y l * H p * 5 * - O,, , , i ' 1 i i -

d'où . . , s - r ' : * . ..

- - . : i - e ' . .. i
-

-

(x--y)p--z=q x, -

-- " ,

, -- * -

v - - - n -- 1

c'est-à-dire , ---- - - t - -
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dont l'intégrale est

–f

z= e
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-----

: --

. -

-

. . "

-7(.

--z==

d x

x -- y
f

ou en écrivant q x au lieu de f q x d x,

Les équations aux différentielles partielles du second ordre qui ne

__ o x -- * y .
Z - x -- V

9 *_ , -

-- y ' - -

o x d x
----

x -- y ---)
-

-- s - - - _ - - -

-

contiennent que la dérivée s de cet ordre, doivent être examinées avec

d'autant plus de soin, que c'est souvent en y ramenantles autres équa

tions aux différentielles partielles du second ordre qu'on parvient à

les intégrer. L'intégration générale des équations comprises dans la

formule

peut être regardée comme la première question à résoudre pour arriver

F(x, y, z,p, q, s)= o,

à celle de toutes les équations du second ordre. Mais ce problème

paraît devoir échapper encore long-temps aux méthodes de l'analyse

actuelle ; on ne sait encore intégrer ces équations que dans le cas

dont nous venons de parler, où elles ont une intégrale intermédiaire,

et dans le cas des équations linéaires intégrées par M. de Laplace. Je

reviendrai sur ces équations quand je m'occuperai des équations du

second ordre qui n'ont pas d'intégrales intermédiaires ; je vais, en

suivant l'ordre que je me suis prescrit, examiner les équations du

second ordre qui en ont, et dont les intégrales primitives contiennent

des fonctions arbitraires composées de quantités qui varient à-la-fois

avec x et avec )'.
- - -

-

-

-

-

Je ferai précéder cette recherche par quelques considérations géné

rales sur les diverses méthodes d'intégration pour les équations aux-

-

-

différentielles partielles ; elles
-

-

consistent toutes à remplacer l'équation

- F 2
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donnée par plusieurs équations dans lesquelles les quantités dont les

fonctions arbitraires de l'intégrale primitive sont composées, se trouvent

mêlées avec les variables de l'équation donnée. Dans la méthode connue

pour l'intégration des équations linéaires du second ordre, on prend deux

nouvelles variables indépendantes qu'on détermine de manière que les

deux dérivées extrêmes du second ordre disparaissent de l'équation

transformée; ces deux nouvelles variables indépendantes sont précisé

ment les quantités que j'ai nommées a et 3, et l'équation donnée se

trouve remplacée par trois équations entre x, y, z, a et 3; savoir :

deux entre x, y, et une des nouvelles variables , qui sont aux diffé

rentielles partielles du premier ordre, mais qu'on peut traiter comme

si elles étaient aux différentielles ordinaires, et la troisième qui doit

donner la valeur de z et qui est aux différentielles partielles du second

ordre, mais ne contenant de dérivées de cet ordre que celle qu'on

obtient en faisant varier alternativement les deux variables indépen

dantes. Dans l'intégration des équations aux différentielles du premier

ordre, on remplace l'équation donnée par deux équations entre x, y,

z, a, soit immédiatement quand les dérivées du premier ordre sont

hétérogènes à l'intégrale , soit dans le cas contraire, en partant de

quatre équations entre x , y , z,p, q, a, d'où l'on élimine p et q. Ces

équations, quoiqu'aux différentielles partielles, peuvent toujours s'inté

grer comme si elles étaient aux différentielles ordinaires, parce que x

et a y étant pris pour les deuxvariables indépendantes, elles ne con

tiennent que des dérivées relativesà x.

Dans les équations du second ordre considérées en général , on doit

se proposer de trouver trois équations entre x, y, z, a, 3, par l'éli

mination, lorsqu'elle est possible, des dérivées de z ; mais de quelque

manière qu'on s'y prenne, deux,tout au plus de ces trois équations,

peuvent être intégrées comme si elles étaient aux différentielles ordi

maires ; la troisième contient nécessairement des dérivées relatives aux

deux variables qn'on y considère comme indépendantes ; mais cela

n'empêche pas qu'elles ne conduisent à l'intégrale primitive dans beau
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coup d'autres cas que celui des équations linéaires, où l'emploi d'une

transformation de ce genre a été suivi d'un plein succès.

J'expliquerai bientôt comment on doit déterminer les équations par

lesquelles il convient de remplacer l'équation donnée, lorsqu'elle ne

tombe pas dans ce dernier cas.Je remarquerai auparavant qu'on peut,

dans le calcul de ces équations, prendre une des variables x ou y, et

une des deux quantités a et 3 pour les deux variables indépendantes,

par exemple, x et a, comme on le fait lorsqu'il s'agit d'intégrer les

équations du premier ordre ; alors les trois équations doivent déterminer

y, z et 3 en fonctions de x et de a : ou bien prendre pour variables

indépendantes, de même que dans l'intégration des équations linéaires

du second ordre par la méthode ordinaire, les deux quantités a et 3.

Chacun de ces procédésprésente des avantages qui lui appartiennentex

clusivement : c'est pourquoi je les examineraisuccessivement, etje don

nerai les mêmesformulessous les deuxformes différentes qu'ellesprennent

dans ces deux hypothèses de variabilité. La première de ces hypothèses,

où l'on conserve pour variable indépendante une de celles qui l'étaient

dans l'équation donnée, est la seule qu'on puisse admettre lorsque les

deuxfonctions arbitraires de l'intégrale primitive doivent, d'après laforme

de l'équation donnée, être composées de la même quantité.On recon

naît ce cas en cherchant la valeur de 3 lorsque x et a sont pris pour

-= o*.

d x ( a

C'est en général celle qui conduit à l'intégrale primitive par un

variables indépendantes, parce qu'on trouve alors

calcul moins compliqué, et la donne sous une forme plus simple. C'est

cependant la seconde hypothèse de variabilité où a et 3 sont pris

d 9

d x ( C. -- . - - ---

, dans les équations dont les dérivées
d 3

d a ( x

du second ordre peuvent être hétérogènes à l'intégrale relativement aux deuxfonctions arbi

traires.

ez ci-aprè eur générale de* Vo s la val
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-

pour les deux variables indépendantes qui doit être préférée dans cer

tains cas, dont je parlerai ci-après. . -

Pour qu'il puisse y avoir une intégrale intermédiaire, il faut en

général que l'une des fonctions arbitraires de l'intégrale primitive y

entre sans y être accompagnée d'autres fonctions qui en soient dérivées

par voie de différenciation ou d'intégration, afin qu'elle puisse être

éliminée par une seule différenciation : supposons que 9 désigne la

quantité dont cette fonction arbitraire est composée, que l'intégrale

soit composée de trois équations primitives entre x, y, z, a et 9, et

qu'en combinant de quelque manière que ce soit ces trois équations,

on puisse éliminer q» 3 et en tirer la valeur de 3, en mettant cette

valeur dans deux de ces trois équations et sous le signe q, on aura

deux équations entre x, y, z, a, qui représenteront la même intégrale

d'une manière plus simple, et il est évident qu'en prenant x et a

pour les deux variables indépendantes, et cherchant 3 en même temps

que yet z en fonctions de ces deuxvariables, on trouvera directement

la valeur de 3 qui résulterait de cette élimination, et par conséquent

l'intégrale elle-même sous la forme de deux équations au lieu de trois.

Quand je dis que cette valeur de 3 serait la même que celle qu'on

tirerait par l'élimination de l'intégrale représentée par un système de

trois équations primitives entre x, y, z, a, 3, j'entends que ce pourrait

être également celle de qp 9 tirée de la même intégrale; car tant que

g 3 n'y est accompagné d'aucune autre fonction qui en soit dérivée,

il est toujours permis d'écrire 9 au lieu de l 9, et g 3 au lieu de 9,

s désignant la fonction inverse de ...

Pour éclaircir ces considérations par un exemple, je prendrai

l'équation -

(r-pt) *=q* r t.

Pour savoir si les dérivées de l'ordre le plus élevé contenues dans cette

équation peuvent être hétérogènes à l'intégrale, il faut, d'après ce qui

a été dit dans un des paragraphes précédens, former les équations
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P=o, Q= o, R=o, &c., en substituant à ces dérivées leurs

valeurs dans le cas où x et a sont pris pour variables indépendantes,

- - - d q --

- r * - \ d cz ( x

et en égalant séparément à o les termes où -- n'entre pas, et

d a ( x -

ceux qui multiplient chacune des puissances de cette quantité, et voir

si toutes les équations se réduisent à deux d'où l'on puisse tirer plus

l --

-

d'une valeur de *, en faisant cette substitution et laissant pour

d q

- \ - d '. -

abréger t à la place de *- ; ce qui conduit aux mêmes résultats,

, Ta ... (

puisque cette quantité n'entre point dans les équations P= o,

Q= o, R= o, &c., on trouve, en passant tous les termes dans le

premier membre, et ordonnant par rapport à t,

-- *)-2(--**)[(* )- - 1l
d x ( a d x / cz d x / a ITV T TV F7 ) |\I 7 / TP -]--

[(( * )-)-- ( * ) ] =o,

d'où il est aisé de voir que les dérivées du second ordre peuvent,

dans cet exemple, être hétérogènes à l'intégrale, puisque l'on satis

fait à la condition que cette équation ait lieu, quelle que soit la valeur

de t, au moyen de deux équations seulement, savoir :

- - dp * -- *2 --
: - rt , ... : - T7 TTTT7 T7 -O , , --

: -- - d y 2 ] 2 d' y 2 --

, - [( * ) –p 4 ( * ) -O .

- * . - d -

dont la dernière donne quatre valeurs pour T* , d'abord les deux
-

racines de l'équation

(*)*-q

d -

z*E -p= o, [A],
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et ensuite les deux racines de

d y V , d y - -

- (--) -- q+ --p= o, [B];

il est aisé de voir qu'en combinant l'équation [B] avec - --

*---* d V _

d x ( a d x ( a 7:7-= o,

on obtient une équation intégrable ; car, en vertu de cette dernière,

sa différentielle se réduit à -- r -

d y d * y . __

[ 2 ** -- q ] * =o, [Cl,

dont le second facteur donne
--

- - d Jy

- - cl, * - -

- d' - »x ( a 1

- d' y - - --

en intégrant cette valeur de----, on a : - -
d x* ( a -

y= a x-- s a,

et en la substituant dans l'équation [B],

a * -- q a -p=o : - - -
-

- -

en sorte que pour avoir l'intégrale du premier ordre, il faudra éliminer,

c entre ces deux équations ; ce qui donnera - , * . *

. /T_ - --, , , , ,

2 y--qx== x /q*--4p= s (q == /q *-- 4p).
-

-

On se tromperait beaucoup si l'on pensait qu'en prenant alternativement

les signes supérieurs et les signes inférieurs dans cette équation, on- , --
-

aurait deuxintégrales intermédiaires de la proposée, Pour reconnaître

l'origine de ce double signe, et par conséquent de la duplication des
-- -- l - -- - - --

d' y » -- « - -

d x V e dans l'équation [B], il faut faire attention que la
valeurs de

proposée - -

* - - (r-pt) =qrt,
:

- - - - A -

en
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en même temps qu'elle est du second ordre, est du second degré rela

tivement aux dérivées de cet ordre, c'est-à-dire que ces dérivéesy sont

élevées au second degré tant que l'équation est sous forme rationnelle ;

en la résolvantparrapport à ces mêmes dérivées, on trouve que l'équation

(r-pt) *-q* r t=o,

peut être considérée comme le produit des deux suivantes :

2 r-t(q*--2p--q v/q *--4p)= o,

2 r-t(q *--2p-q /q*--4p)= o,

qui ont lieu séparément sur les deux nappes de la surface qu'exprime

cette équation, de même que les différentes valeurs de y dans une

équation algébrique se rapportent aux différentes branches de la courbe

qu'elle représente. Or il est aisé de vérifier que - -

2y--q x-- x V7 F 1P= s (q-- V7* FF4 p)

donne

2 r-t(q*--2p--q Vq*--4p)= o,

et que -

2 y--qx-x Vq *--4p= 8(q—Vq*--4p),

donne

2 r-t(q*--2p-q Vq*--4p)=o.

Ce ne sont point là deux intégrales du premier ordre d'une même

équation du second, mais les deux parties d'une seule intégrale du

premier ordre, qu'il faut réunir pour exprimer toutes les nappes de la

surface représentée par l'équation donnée.

d' y

d x ( a

quatrième degré, Elle devait donner les valeurs correspondantes à ces

G

C)n voit maintenant pourquoi l'équation GIn - montait au
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deux portions d'intégrale première, quand on prend pour variables in

dépendantes x et la quantité dont se compose la fonction arbitraire

- v - • a - d v

qui reste dans cette intégrale première, et les deux valeurs de d *-,
- - - x ( a

quand on prend pour variables indépendantes x et la quantité dont

se compose l'autre fonction arbitraire de l'intégrale primitive. -

• r d' y - -

Puisque nous avons tiré Td x V e de l'équation [B] pour arriver à

y=a x-- 8 a,

&et

a *-- a q-p=o,

il st clair qu'en nommant f3 la quantité dont l'autre fonction arbi

-- * d - - r y -

traire est composée, * doit être tiré de l'équation [A ], qu'on

doit, par conséquent, écrire ainsi :

d y ) d y --

(* a -q----p=o.

En général, lorsqu'une équation de l'ordre m est du degré n rela

tivement aux dérivées de cet ordre, c'est-à-dire, lorsque ces dérivées

montent au degré n dans cette équation délivrée de fractions et de

radicaux, on doit tirer des équations P= o, Q= o, R= o, &c.

la valeur de *- par une équation du degré m n, lorsque les dé

rivées de l'ordre le plus élevé sont toutes hétérogènes à l'intégrale.

Mais cette proposition est sujette à trop d'exceptions pour la discuter

ici, Je parlerai bientôt de celle qui a lieu quand il n'y a de termes

du second degré dans une équation du second ordre, que r t-s*.

Nous avons été conduits à l'intégrale intermédiaire

2 y-- q x == x y/q *--4p= e(q=E /q*--4p),

en égalant à o le premier facteur de l'équation [C]; à l'égard du second,
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d' y -

2 T 7
--q=o, -

lorsqu'on le combine avec l'équation [B], on obtient

" "-

-=o,

qui est une solution particulière de l'équation donnée, ainsi qu'il est

p--

aisé de le vérifier.

Si l'on appliquait à l'intégrale intermédiaire

2y--q x== x Vq --4 p= 8(q== Vq *--4p),

les méthodes connues pour l'intégration des équations du premier

ordre, on considérerait commevariables indépendantes x et la quantité

dont se compose la fonction arbitraire de l'intégrale primitive qui ne

se trouve pas dans cette intégrale intermédiaire, quantité qui est évi

demment celle que nous avons nommée 3, ou une de ses fonctions,

ce qui revient au même : cette opération ne pourrait donc que conduire

de nouveau aux équations que nous avons déjà obtenues en opérant sur

l'équation donnée, et en considérant x et 3 comme les deux variables

indépendantes; savoir :

d y V , **----

( * ) -q - : -p=o,

d p d' 1 _ dy _

TH x / g T TV e d . / 8
- O,

qu'il suffit de combiner avec

y=a x-- s a,

a * -- aq—p=o,

- dz=pdx--q dy,

pour avoir toutes les données nécessaires à l'intégration de la proposée.

On a ainsi cinq équations qui déterminent y, z, p, q, 9, en fonctions

G 2
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de x et de a, en sorte qu'en éliminant p et q on aura trois équa

tions, d'où il faudra tirer y, z et 3 en fonctions de x et de a.

Nous avons déjà y= a x -- 8 a déterminé de cette manière : reste

donc à trouver 3 et z.

3pouvant être remplacé par l 3, cette quantité doit être déter

minée en x et a par une équation aux différentiellés partielles du premier

d 3

- d x ( a -

ordre, qui donne la valeur du rapport T gT * valeur qui reste la

d a ( x

même quand on met l 9 au lieu de 9, ainsi qu'on l'a vu dans un

des paragraphes du mémoire inséré dans le xvII.° cahier du Journal

d a

de l'École royale polytechnique ; mais ce rapport est égal à- TT7TET»

et en le considérant sous ce dernier point de vue, cette équation aux

différentielles partielles dupremier ordre peut être intégrée comme une

équation aux différentielles ordinaires dans l'intégrale de laquelle on

remplace la constante arbitraire par 9. Cherchons donc la valeur de

_ d *_

d x ( 3

A l'égard de z, il faut tâcher d'avoir *E , parce que la valeur

en fonction de x et de a.

de z doit contenir une fonction arbitraire de 3, qui s'introduira natu

rellement dans le calcul en remplaçant la constante arbitraire de la

d x

La valeur dep tirée de l'équation

- • • • d z -

fonction primitive de --* 7 : par cette fonction.

a *-- a q-p= o,

étant substituée dans -

d' y 2 - d y -

( * )*-q * -p=o
et dans
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donne

( ** --a)(* -a-q)=o,

et -

** = a --q(* -- a)

le premier facteur de la première de ces deux équations réduit la se
-

-

: d & -- - r • •

conde à d x 7 -- a *, en sorte que p et q se trouvent éliminés, et »

qu'on a pour déterminer 9 et z deux équations bien simples, savoir :

d' y _
d x 73 --a,,

*& -- 2

7a =a ,

qu'il faut combiner avec

y= a x--8 a.

v » d' y r

Il est à remarquer qu'on trouve la même valeur pour -- en ope

rant sur l'intégrale première comme sur une équation du premier

ordre qu'on se proposerait d'intégrer. On voit en effet, en comparant

cette intégrale première, qui est représentée par

2 y--q x== x y/q*--4p=8(q== y/q *--4p),

avec

y—a x= e a,

que

q -- V q * -- 4 p
dt 5----,

2

et en la différenciant par rapport à y, substituant à la place de s sa

d q d y v

valeur , * E - t *- et égalant à o le coefficient de t, on trouve
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dy _ q -- V 7 * -- 4 p ou--=

d x ( 3 2 H :=-a ;

- - 4«r : - r r d' y

mais il est évident que pour obtenir par ce procédé la valeur de d x ( 3

sous cette dernière forme,il faut savoir d'avance que

y-a x=8 a

doit être une des équations de l'intégrale.
-

Cette observation conduit à voir d'où vient le second facteur de

- d

l'équation qui nous a donné =-a. Ce second facteur donne

en effet

FF v" * --=q--a=- q 4 P. .**

d x ( 3 2

qui ne diffère de l'autre valeur

*-=-a=-=-4-4
d x / g T - 2 »

que parce que le radical y est pris avec un signe contraire; en sorte

que , quand y= a x -- * a représente une des deux portions de

1 - - d' y _

l'intégrale du premier ordre, on a * =-a pour la valeur cor

d y - » dy -

respondante de T7 g * tandis que l'autre valeur --=q -- a

correspond à l'autre portion de la même intégrale. C'est donc la pre

mière seule qu'il faut combiner avec y= a x -- 8 a, pour obtenir

l'intégrale primitive. On en rend le calcul plus simple en écrivant a*

au lieu de a, et a * q " a à la place de 8 a : on a alors

y=a *(x-- qp " a ),

d' y _ 2

* =-a -,

d z --
_ -_ - 4

d x ( - dl, * ,

La première donne



ANALYS E, - 5 5

d a

d x ( 3 '

d' y - 2, / . -

7E =* --(a ax--2 a o a -- a * q " a)

et, en combinant cette équation avec la seconde, on a

d a - -- 2 at *

d x ( 3 2 a x -- 2 a 9 " a -- a * p " a '

dont l'intégrale est ce que devient celle de l'équation

2 xda --2 a dx--2q"a da -- a q" a da=o,

lorsqu'on y remplace la constante arbitraire par 3; on a donc

9=2 a x--qp a -- a q " a .

II ne nous reste plus qu'à exprimer aussi z en fonction de x et de a :

pour cela on divisera la valeur de *s par celle de -** , après

avoir écrit cette dernière ainsi :

,

d a . - 2 at *

d x ( =-3-5-7-T. ,

et OfI atlra

d'& _ a a - r z A "

* =--(3-q a -- a q'a--a" c "a); .

d'où

=------f (a 3 cm " * q " a ) d

%- 6 -f (a*q a-a * q " a- a * q" a ) d a --- 9.

Or

fa*q'ada=a*q'a-4fa q'ada=a*q'a-4a qa--12fa'qada,

et

fa * q " a d a = a * q a-3fa * p a da :

ainsi

- a 3 3 3 I

z=-----* a * oa--a * q'a-4fa *q a da -- 3,
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ou en substituant à 9 sa valeur,

a 3 p & - 2 a 4 p " cz - a * x

z=4 3 -4fa'qada---l(2ax--pa--ac'a),

en sorte que l'intégrale primitive de (r-p t)*=q*rt est repré

sentée par le système des deux équations

z-------4fa oada= (2 ax+-oa-a c'a).

y= a * x-- a * qp " a.

Je ferai sur cette intégrale quelques observations qui s'appliquent

en général aux équations aux différentielles partielles du second ordre

qui s'intègrent de la même manière. -

La première est relative à l'équation

** =( ) ,

qu'on obtient en éliminant a entre les deux équations qui donnent

d z d y - -

les valeurs de Ha et de 77 g * Cette équation, en y considé

rant 3 comme une constante, est aux différentielles entre les trois

variables x , y, z, sans aucune des dérivées p, q, r, &c. de z; mais

elle ne satisfait pas aux conditions d'intégrabilité. M. Monge a donné

une méthode pour transformer une équation de ce genre en une équa

tion aux différentielles partielles du premier ordre. On pourrait croire

que quand cette circonstance se présente dans l'intégration d'une équa

tion du second ordre, celle du premier qui résulte de cette transfor

mation peut être de quelque utilitépourtrouver l'intégrale de l'équation

donnée ; mais je me suis assuré par des considérations qu'il serait trop

long de développer ici, qu'elle ne peut conduire qu'à une solution par

ticulière : je me bornerai à le vérifier sur l'équation que j'ai prise ici

pour exemple.

A- . - d z - d' y

En faisant ---- =p-- 7 ::: , et :: =u , on a
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p--qu= u * ,

et il faut, suivant le procédé donné par M. Monge, éliminer u entre

cette équation et sa dérivée prise en ne faisant varier que u; savoir :

q=2 u :
-

or cette opération donne

p----=o,

qui est précisément la solution particulière de (r-p t)*=q* rt, que

nous avons déjà trouvée.

La seconde observation est relative à la forme des quantités com

posées de x et de a, qui entrent dans cette intégrale. Deux de ces

quantités se trouvent dans la première équation, l'une hors du signe

-, et l'autre sous ce signe ; la troisième forme le second membre de

la seconde équation. Si l'on prend les dérivées relatives à a seuf de

ces trois quantités, on trouvera qu'elles ont toutes trois un facteur

commun où se trouve exclusivement la nouvelle dérivée de q) a que

ces différenciations introduisent dans le calcul. Ces trois dérivées se

réduisent, en effet, à -

-- a * (2 x+2 o'a -- a o"a),

(2 x--2 q" a -- a q" a) -" (2 a x--q a -- a q"a),

a (2 x+-2 q"a -- a q"a ),

•. - - /

où la nouvelle fonction dérivée de q a , savoir, p" a, n'entre que

dans le facteur commun

2 x--2 q" a -- a q" a.

Il suit de là que si l'on tire de la première de ces équations la valeur

d d -

de % JV - de la seconde, cette fonction dispa
T7 , et celle de dT7

H
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d z

A - d -

raîtra de la fraction *** qui est la valeur de q , en sorte que
d' y

d' a / x

cette dérivée, et par conséquent aussi l'autre dérivéep*, seront homo

gènesà l'intégrale relativement auxfonctions de a. Il est aisédevoir que

la même chose aura nécessairement lieu quand l'intégrale étant composée

de deux équations, où une des fonctions arbitraires entre sans aucune

fonction qui en dérive par voie de différenciation ou d'intégration, les

valeurs des dérivées du premier ordre devront, d'après la forme de

l'équation donnée, être nécessairement homogènes à l'intégrale.

Pour le démontrer d'une manière générale, je remarquerai d'abord

que si l'on représente l'intégrale par les deux équations

VA L/= o,

V= o,

et que l'on y considère x et a comme les deux variables indépen

dantes, on en tirera, en les différenciant par rapport à a,

d UV d V d V d UV

, (*)(*)—(*)(*)

TFTFTTETE

* Voyez le Mémoire sur les intégrales des équations aux différentielles partielles inséré

dans le 17 ° cahier du journal de l'École royale polytechnique, pag. 574, où j'ai démontré

que cette propriété ne peut appartenir à une dérivée de z sans se présenter aussi dans toutes

ses autres dérivées du même ordre. Il est d'ailleurs évident qu'on a ici

ax4 2a3 (2x--2g'a--ap"a) da - --(2x--29 a) * | ( --pa--ag'e)
--- --- C, CL x--2qpcx--cxq"ct)-- 2oA --dtC) 4 .

p 3 3 dx(y dx(y -

a * -

3 -- a -'(2ax--pc--czp'a),

parce que la seconde équation de l'intégrale primitive donne

(x-s'----*- : - dt

dx(y
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_ , __ (*)(#)-**

*** T (*)(*)-(*)(*) ' .

qui ne doivent contenir, d'après ce qui a été démontré dans un des

paragraphes précédens, la nouvelle fonction dérivée de a, produite

par ces différenciations, que dans un facteur commun à ces deuxvaleurs

* _ w v » -

d x ( cz , , , pour que p et q soient homogènes à l'intégrale.

- r • d' UV

Or cette nouvelle dérivée ne peut évidemment se trouver dans ( d z )

*) *) (* mais seulement d %) (* -, --(* ,(* 9 *), elllenn6n ans (#é *), qui

–-- .--: il
d x ( a ' d x ( a '

n'entrent qu'au numérateur dans les valeurs de

faudra donc que les deux quantités

(*)(*)-(*)(*).

d UV ) d V d V d UV

(%)(*)-(*)(%).

soient divisibles par ce facteur; d'où il est aisé de conclure que

(**)

et

- d V

( * )..

doivent l'être séparément. Telle est la condition nécessaire pour que

les valeurs de p et de q puissent être homogènes à l'intégrale. Il est

nécessaire, de plus, que l'une des deux quantités UV et V contienne

une fonction arbitraire. Supposons que ce soit UV, et représentons cette

fonction par | 3, 3 étant donné en fonction de X , y , Z, at, Q a et

des fonctions de a dérivées de q a,soit parvoie de différenciation, soit

parvoie d'intégration, nous aurons

et

H 2
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UV=F( x,y, z, a, q a, q " a &c.fA q a da &c. - 3);

%)
SI

dt

» w • - » - d U - - -

d'où il suit qu'en désignant par [* ] ce que deviendrait (*

l'on en effaçait les termes qui proviennent des termes en a contenus

d UV d UV d' UV d 3 /

dans 9, la valeur de ( d a ) S6 *al [*] -- (*) (*) " 3, où

la nouvelle fonction dérivée de qp a produite par cette différenciation,

r d d UV d 3 isqu'ell

ne peut se trouver que dans |-- | et (--), puisqu elle ne peut

y • - d UV • r " 1» - - - W

s'introduire dans (*-) qui résulte d'une différenciation étrangère à

a ; mais " 3 doit rester absolument arbitraire : d'où il suit que cette

nouvelle fonction ne peut être contenue exclusivement dans un facteur

V d V - • e

commun à tous les termes de (--), sans que ce facteur ne divise

d V d - -séparément [ ] et ( A ). Si l'autre équation V=o contenait aussi

d a d a

la même dé - d V ê

J, 9, la même démonstration prouverait que(-) ne peut pas être

- - , - d V - A

divisible par ce facteur, si [ # -- | ne l'est pas aussi en même temps

que (*).

II faut donc, pour que p et q puissent être homogènes à l'intégrale,

qu'ils divisent exactement trois quantités, savoir :

d' UV d V d 9 .

*],[ * ] , (*),

quand , 9 entre dans les deux équations, et

*],(*),(#)

quand , 2 n'entre que dans l'équation UV= o, ce qui donme

d VV _p d V

(*)=[#-],

comme il arrive dans l'exemple que nous venons d'examiner.
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Je remarquerai, en troisième lieu, que lorsqu'il arrive, comme dans

l'exemple précédent, qu'une des équations de l'intégrale donne la valeur

de y en fonctions de x et de a, et qu'on a d'ailleurs celle de 3 ex

primée de la même manière, on peut :

1.° Changer la valeur de 3 en une fonction de x, y et a, dont

la dérivée relative à a seul soit nulle en vertu de cette équation; il

d 3

d a ( x

d' y

d « / x

suffit pour cela de prendre la valeur de , quise réduira à une

fonction de x et de a homogène à l'intégrale par la suppression du

facteur commun à son numérateur et à son dénominateur. En repré

sentant cette valeurpar M,et celle de y par N, M et N ne contenant

que x, a et les fonctions de a qui se trouvent dans l'intégrale, on n'aura

qu'à remplacer 9 par 9 -- My-MN, car la dérivée par rapport à

a de cette quantité, sera(*)–M( *) -- (y—N)( *)

d A

:) , et que y= N.

(*)

qui est égal à o, puisque M =

Dans l'exemple précédent,

9=2 a x-- q a-- a q" a , y=a *x-- a * qp " a :

ainsi

//1 2 x -- 2 p " a -- a q " a I

2 a x--2 a q " a -- a * qp " a Ct

N= x-a o'a

Il faudra donc remplacer la valeur

2 a x-- q a --a q'a

de 9 par
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2 a x--q a --a q " a----a x-a q" a=---a x+-qa ;

2.° Opérersur l'autre équation de l'intégrale, après y avoir remplacé

la valeur de 3 par celle qu'on aura ainsi obtenue, précisément comme

nous l'avons fait à la fin du paragraphe précédent sur les intégrales

des équations du premier ordre, pour les changer en deux équations

dont l'une soit la dérivée de l'autre par rapport à a. La quantité - 3

qui se trouve dans cette équation, n'empêchera pas le succès de cette

transformation, puisqu'au moyen du changement que nous venons

d 9 • • » - . ,r -

de faire dans 3, ----=o ; on aura ainsi l'intégrale sous la forme

d'un système de deux équations dont la seconde sera la dérivée de

la première relativement à a seul, et réduira en même temps à o la

- dérivée prise par rapport à a seul de la fonction arbitraire qui n'est

pas composée de a.

Par exemple, la valeur que nous venons de trouver pour 2 change

- l'intégrale de l'équation (r-pt)*=q * r t, en

Z - 4 a 3 p a - 2 * q " a - a 4 -4fa'qada--l(* --ax-qa)

on en tire, à cause que

JV

a *

-

-- x--q" a =o,

en vertu de la valeur de y,

d & _- 4 « * 9 ' a -- 2 a * o " : -- 4 a * x

da / x T - 3

et comme cette valeur de y donne

d y - / 2 II

*- -- CL 2 dt. X

* =2 « q a -- « o « --
-

OIl al

_ * &

_ d a ( x 2 at *

Q= d y - 3 '
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d'où

4 a * p a -- a 4 x

u=z-Q ( a * x+ a * q " a)=--

4f a * o « d « + (---« x--9 a)

ce qui donne pour z=u--Qy, cette valeur

a=-**- -- 4 * ' ° * _ 4fa o ada--l(---ax--9a)

qui réunie à

y=a * x -- a * o" a,

représente l'intégrale de

(r-pt) *= q* r t

sous la forme la plus simple. -

Cette intégrale se vérifie par un calcul bien simple, parce que la

r - - * - A d a d a A • r

seconde équation fait disparaître--et---de ses dérivées du
d x ( y d y ( x

- - V - -

premier ordre relatives à x et à y, en sorte qu'on a sur-le-champ

p - ox 4 -- a "(--- a x -- 9 a),
-

D

--

q=- : ---- "(--- a x -- q a),

et en éliminant la fonction désignée par le signe - " ,

p-a *q= a *,

on en tire -

- dl - " . - -

r– a * =(4 a +2 « q ) ** , - : - - -

d a | ... *

s- a * t=(4 « +2 a q) * ,

d'où
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d a

r- a * s _ d x ( y _ 3

s - a * t d a T- ct, T,

d y ( a

parce que la seconde équation de l'intégrale

y= a * x-- a * qp" a

donne

d a

d x (y _ , 2

--=-«

d y ( x

on a donc

r= a * t,

d'où l'on tire

r - r

p-q p/ –--,

(r—p t )*-q* r t=o.

et par conséquent

Parmi les équations du second ordre dans lesquelles les dérivées de

cet ordre peuvent être hétérogènes à l'intégrale, se trouvent d'abord

comprises toutes celles dans lesquelles ces dérivées ne sont élevées

qu'à la première puissance, parce qu'alors il est évident que t n'entrant

aussi qu'à la première puissance dans la transformée, on n'en déduit

que deux équations en égalant séparément à o les termes indépendans

de t et ceux qui sont multipliés par t. Il en est de même des équations qui

contiennent en outreun terme où r t-s*est multipliéparune fonction

de x, y, z, p, q, parce qu'en substituant à la place de r et de s

leurs valeurs

et
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et

d' 1 _ d' y

--= s-- t - ;

OIl trOldVe

d q d p d q d y
- c *-- 2 ----r t 5 - - (**-) +t(**---** *)

qui ne contient aussi t qu'à la première puissance. Pour traiter ces

équations d'une manière générale,je les représenterai par la formule

H r--2 Ks--L t--M--N(rt-s*)= o,

où H, K, L, M, N sont des fonctions quelconques de x, y, z,p,

q, et j'en tirerai les deux équations que j'ai représentées par P= o

et Q= o, savoir :

d q

H(**-----**)--2K ** --M-N(*) =o,

d y \, . d y d p d q *-\-- .

H(-) -2K-- --L-N(-- ---- -)=o ;

dont la seconde peut s'écrire ainsi :

d d
-

(H-N)(*) -2(K—Ns)*--L.-Nr= o,

» v y

et donne, lorsqu'on la résout par rapport a -7-7-,

d y _ K-Ns--v K*-H L-N /Hr--2Ks--Lt-- AV (rt-s *)/

T / -- AH -- IVt

Oll

–-

d y _ K- NVs -- v K*-H L--AM IV

d x / a T T FH--IV t" .

d'où l'on tire, à cause que
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d q d y
d x ( a T 5 -- t d x ( a »

cette équation

H---- w * =k=VITFFTF7TN

La première équation, qui peut s'écrire ainsi ,

d q

--- --M=o,

d p d y d q
H * --(2K-H-** –N -)

se réduit, par conséquent, à

d p _ ----- d q -

H ** -- (K=VK –HL--MN)-- --AM= o.

Telles sont les deux équations entre x, y, z,p, q, qui ne contiennent

que des dérivées relatives à x, et dont on doit tirer, quand cela est

possible, l'intégration de l'équation donnée.

Il est aisé de vérifier qu'en remettant, dans ces deux équations,

\ d p d q - d y
à la place de TT7 et de TxT7 leurs valeurs r -- 5 d x ( e

d - d »

5 -- t ---- , et en éliminant *-, on retrouve l'équation
( cz d x ( a

Hr--2 K s-- Lt--AM--N(rt-s*)= o.

Dans ces deux équations, le double signe vient de ce qu'on ypeut

prendre alternativement pour a les deux quantités dont se composent

les fonctions arbitraires de l'intégrale ; en sorte que, si l'on représente

ces deux quantités par a et 3, et qu'on fasse pour abréger K *-

H L--MN=G, on en aura quatre, savoir :

d q d y -

N * --H ---vc=o,

- d d

H :*---(K-/G)-----M=o,
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* --H----K--Vo=o,N *** d x ( 3

d p d q -

Dans deux de ces équations, les variables indépendantes sont x et a ,

et dans les deux autres, x et 9; on peut en tirer quatre équations où

ces variables soient les mêmes dans toutes, soit en conservant x avec

une des deux quantités a et 3, soit en prenant ces dernières quantités

pour les deux variables indépendantes. La première forme est celle

sous laquelle on doit employer ces équations, lorsque 3 peut être

exprimé dans l'intégrale primitive par une fonction déterminée de x,

de a, et des fonctions de a, comme il arrive dans l'intégrale de

(r-pt)*=q* rt, et dansune classe entière d'équations du second ordre,

où sont comprises, ainsi qu'il a été dit plus haut, toutes celles qui

sont susceptibles d'une intégrale intermédiaire. Quand cette circons

tance n'a pas lieu, il faut prendre a et 3 pour les deux variables

indépendantes dans l'un et l'autre cas ; en réunissant ces quatre équa

tions à

dz=pdx--qdy,

on en aura cinq entre les sept quantités x, y, z, p, q, a, 3, d'où il

s'agira d'éliminer p et q, et d'arriver, dans le premier cas, auxvaleurs

de y, z, 3, en fonctions de x et de a, et dans le second auxvaleurs

de x, y, z en fonctions de a et de 3. Considérons d'abord ce qui

arrive lorsqu'on prend x et a pour variables indépendantes. Alors

parmi les cinq équations, il y en a trois, savoir :

d * =p-- q d x ( a '

d q d y -

N-----H --K-v/c=o, [A]

dp q -

H--+ (K-VG)-----M=o,

I 2
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qui se trouvent rapportées auxvariables indépendantes x et a, et qui

ne contiennent que des dérivées relatives à la seule variable x : à

l'égard des deux autres, on les ramène aisément aux mêmes variables

indépendantes, mais elles renferment alors des dérivées relatives à

l'une et l'autre. Pour cela on observe que u étant une variable quel

conque,

d u - d u d u d a

7E =-F7 ------ 77E-,

et en faisant successivement u égal à y,p, q, on en conclut

qui se réduisent, en vertu des précédentes, à

( N ----H--)+ * --2 VG=o,

et

- d p d q d a * 7 -

(H -- --(K--VG) --)----2Vc.---=o.

• \ - d'

Ces deux dernières donnent chacune une valeur de-- ou de

d 3

d X ( a - 9 v - -

–-- quI, lorsqu on peut les ramener à ne contenir que x et a,

d a ( x

donnent la valeur de 9 par une équation aux différentielles partielles

du premier ordre, où cette quantité est déterminée par le rapport de
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ses deux dérivées, et qui peut, par conséquent, s'intégrer immédiate

ment comme une équation aux différentielles ordinaires. Nous avons

vu qu'en effet 3 ne pouvait être déterminé que par une équation de

cette forme, pour qu'une fonction quelconque de 3y satisfit en même

temps que 3.

J'observerai,

1.° Qu'en mettant

d 3

d x ( a

d p3

d a ( x

à la place de
d a

d x ( 3 *

les deux dernières équations deviennent

d q d y d '

d a ( x -- H *)

dp dq \ d 3 d q d 3 _

(H*---K-VC) *)-* -2 VG. d x ( a d a ( x T O,

–2VG.-**-= o.
(N TI7 d a ( x 9

qui ne contiennent plus que des dérivées relatives à x et a comme les

trois autres équations, en sorte qu'on peut les combiner immédiate

ment avec elles; - -

2.° Que, dans le cas où il y a une intégrale intermédiaire, en dé

signant par 3 la quantité dont se compose la fonction arbitraire de

cette intégrale, les deux équations

d q d y / / -

N ** --H * -- K-- VG=o,

d p d q -

qui fournissent les deux équations intégrables comme si elles étaient

aux différentielles ordinaires dont cette intégrale résulte, se trouvent

remplacées, après l'intégration, par deux autres de cette forme :

[B]
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f(x, y, z,p, q)= 3

F (x, y, z,p, q )= 3

- A - 1 - _ - - - r d p .. d q

qui servirontà éliminerp et q, ainsi que leurs dérivées IT 7 * T / T

des trois équations [A]; en sorte que l'on aura trois équations entre

x, y, z, a et 3, qui donneront y , z, A en fonctions de x et de a ,

et qui pourront être traitées comme des équations à une seule va

riable indépendante, puisque a pourra y être considéré comme cons

tant, et qu'alors on n'aura que quatre variables dans cestrois équations,

il faudra seulement avoir soin de remplacer dans leurs intégrales les

constantes arbitraires par des fonctions de a ;

3.° Que cette réduction des équations qui doivent conduire à l'in

tégrale primitive, à des équations qu'on peut intégrer comme si elles

étaient aux différentielles ordinaires, dont le nombre n'est inférieur que

d'une unitéà celui des variables, n'a pas lieu seulement lorsque l'équa

tion donnée est de la forme

H r--2 KS--Lt--AM--N(r t-s*)= o,

mais qu'elle a lieu de la même manière pour toutes les équations aux

différentielles partielles du second ordre susceptibles d'une intégrale

intermédiaire. On trouve aussi dans ce cas, par le procédé expliqué

dans un des paragraphes précédens, deux équations relatives à x et a,

d y

d x ( a '

donnent deux autres équations où ce sont x et 3 qui sont considé

rés comme variables indépendantes : la seule différence est que quand

les dérivées du second ordre doivent être homogènesà l'intégrale, parce

que l'équation donnée contient d'autres puissances ou d'autres produits

de ces dérivées que r t-s*, on a nécessairement dans le calcul dix

quantités, x , y, z, p, q, r, s, t, a et 9, entre lesquelles, outre les

quatre équations dont nous venons de parler, on a l'équation même

donnée et les trois suivantes : -

qui, par le changement du signe du radical de la valeur de

- -
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d & _ - d y

* =p -- q d x ( a '

d' y
d -

p - r -- 5

d x / a d x ( a '

d q - d y -

--=s--t--.

Parmi ces huit équations, iI y en a une qui ne contient que les quan

tités mêmes, x, y, z,p, q, r, s, t, et cinq où il entre seulement de

plus leurs dérivées relatives à x prises en regardant x et a comme les

deux variables indépendantes. Les deux autres seront relatives à x et

à 3; mais on pourra les ramener à avoir x et a pour variables indé

pendantes, comme dans le cas précédent, en y introduisant des déri

vées relatives à a. S'il y a une intégrale intermédiaire, elles fourniront

deux équations de la forme

f(x , y, z,p, q, r, s, t)= 3,

F( x, y %, p , q , r , s, t)= 3,

quiserviront, conjointement avec l'équation donnée, à éliminer r, s, t

et leurs dérivées relatives à x des cinq autres, en sorte qu'on aura

dans ce cas cinq équations du premier ordre, entre les sept variables

x, y, z,p, q, a et 3, qu'on pourra toujours intégrer comme si elles

étaient aux différentielles ordinaires, parce qu'elles ne contiendront

point de dérivées relatives à a, ce qui réduira à six le nombre des

quantités considérées comme variables dans cette intégration ;

4.° Que, quand G=K*-HL--NAM est nul, les deux équations

[B]se réduisent à -

d 3

--=o,

OUl

A= x a,

d'où il suit que les deux fonctions arbitraires sont alors composées de
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la même quantité, comme on pouvait aussi le conclure de ce que les

-
d' -

deux valeurs trouvées d'abord pour-- et dont on doit prendre

une pour--, et l'autre pour ----, deviennent égales danspour--, * d x / g * gales

C6 CaS;

*--

5.° Que,si l'on écrit les équations [B] sous cette forme

d 3

*- * -- d a ( x

N+- --H---=2 v/G.--

d x ( a

d 3 -

- d p_ d q - d a ( x d q

H-----(K-- VC) d a ( x =2 V G. d 3 d . / . '

d x ( a

et qu'on élimine ensuite N de la première, au moyen de l'équation

d q d' y - -

N-----H---- =K--VG,
d x ( (

on obtient

H( d q d' y -- d q d y )

d x ( a d a ( x d a ( x d x ( a

d 9

- d a ( x d q – d q – d p

2 V G. ------(K-VC)---=H --,

d x ( a

c'est-à-dire,

d p – d 1 d y d q d' y

Td 7 T d x ( « TT V x " aTV TT 7 *

Nous avons vu que cette équation n'était autre chose que ce que

devient -

d p _ d q .

- -- - TIJ V -TT 7J *

quand
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quand on prend x et a pour les deux variables indépendantes; et

puisqu'elles résultent des équations dont nous avons fait dépendre

l'intégrale de l'équation donnée, il s'ensuit que, si l'on en peut

tirer des valeurs dep et de q, ces valeurs seront toujours telles que

p dx--q dy sera une différentielle exacte, en sorte qu'en les substi

tuant ainsi que la valeur de dy dans cette expression, on aura une

valeur de d z intégrable exactement, qui conduira immédiatement à

celle de z;

6.° Qu'outre les équations trouvées, l'une entre les différentielles de

x, y, z, l'autre entre celles de x, p, q, on en peut former de sem

blables dont l'une contienne les différentielles de x, y, p, et l'autre

2 r 1 • - - d q

celles de y,p, q. Il suffit pour cela d'éliminer alternativement Td x (

et le terme qui, ne contenant pas de dérivée, doit être regardé comme

le coefficient de d x; on trouve ainsi

HN---H(K—VG)d x 7 . *---MN--K*-G=o,

d

d x (

qui se réduit à

d d

N --(k-VG) ** -- L= o,

lorsqu'on y met

A( *-HL--AMN

au lieu de G, et

H(k-VG)**---c-My-HM * =o,

qui se réduit de même à

d p - d q d' y _

(K--VG) d x ( c -- L-- --M-/--=o.

Ces équations ont aussi leurs correspondantes en dérivées relatives à

K
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la-fois à x et à a, qu'on obtient en y changeant le signe de V G,

rapportant alors ces équations aux variables indépendantes x et É, et

ramenant les dérivées relatives à ces deux variables à être exprimées

en dérivées relatives à x et à a. -

On trouve, en faisant le calcul comme pour les équations que nous

avions d'abord obtenues, que

d 3d p d y \ d & d y -

(N * --(k-/C) *-) ---2/G. ** d a 7 =o,

et que

d d

(K-WC):-- :--M :) : +-2 Vc.:*=o.

Ces quatre dernières équations n'expriment, au reste, que les mêmes

relations données par les équations [A ] et | B |, et ne peuvent par

conséquent conduire à aucun résultat qu'il ne soit possible de tirer de

celles-ci; elles peuvent seulement être utiles en présentant, suivant les

valeurs de H, K, L, M, N, des équations plus simples et où il soit

plus facile d'apercevoir si les équations qui peuvent être intégrées

comme si elles étaient aux différentielles ordinaires satisfont à la

condition d'intégrabilité.

Les quatre équations

d'

(v ----H -) *--- 2 VG= o,

( --(k-VC) --) ** -- 2 Vc. , ** = o,

(y --V) ) ** -2 Vc. ** = e,

((K-V/G) ** -- L -----M *)*

d p _

2 /C. ** =o,

conduisent à des résultats remarquables, quand l'équation

H r--2 Ks--L t--M--N( rt-s *)= o
-

manque de quelques-uns de ses ternes,
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1.° Quand elle ne contient pas une des dérivées extrêmes dusecond

ordre r ou t, on peut supposer qu'on a pris pour x la variable indé

pendante par rapport à laquelle z est deux fois différenciée dans cette

dérivée, qui est alors représentée par r. Pour que r manque dans l'équa

tion donnée, il faut qu'elle se réduise à 2 Ks-- Lt --M=o, et

qu'on ait H= o et N=o; d'où il suit que la première des quatre

équations précédentes se réduit à

d a - 2 V C

7E-- O »

OUl

al x -

: = o,

etpar conséquent on tire 3=8 x; en sorte que, dans ce cas, une des

deux fonctions arbitraires de l'intégrale primitive doit être composée

de la variable indépendante relativement à laquelle il faudrait diffé

rencier z deux fois pour avoir la dérivée qui manque à l'équation

du second ordre, ce qui s'accorde avec ce qui a été démontré dans

le troisième paragraphe.

2.° Pour que ce soit la dérivée s qu'on obtient en différenciant z

alternativement par rapport à x et à y, qui manque dans l'équation

donnée, il faut que cette équation soit représentée par

H r--L t--AlA= o,

et qu'on ait par conséquent K=o et N=o ; alors tous les termes

de la troisième des quatre équations précédentes où V G n'entre pas

s'évanouissent, en sorte qu'en supprimant ce facteur commun à tous les

termes restans, on a

d y

d a - d x (« _ .. d a .

--=-2- d x ( y '

d a ( x

relation très-singulière entre 3 et y, qui a lieu dans toutes les équations

du second ordre qui ne contiennent de dérivées de cet ordre que les

deux extrêmes r et t à la première dimension seulement; cette relation

donne sur-le-champ 3, quand on connaît y en fonctions de x et de a.

K 2
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Cette circonstance se rencontre dans l'équation (r-pt)*=q* r t,

que nous avons prise pour exemple; en la résolvant par rapport à r,

elle devient -

y -

q* -- 2 p -- q v/ q* -- 4p =( = -4 ) :
2 - 2

et donne par conséquent

H2= I, A = o, L=-(------) , AM= o,
2

MV= o, G=V-FTL== -- -

2

Après avoir trouvé y= a x -- 8 a, il s'agissait d'obtenir 3 et z en

A* , * • r d

fonctions de x et de a ; nous avons été obligés, pour trouver- *:
(

qui devait servir à déterminer 9, d'avoir recours à une équation du

second degré dont un seul facteur devait être employé, parce que

l'autre correspondait à une autre portion de l'intégrale intermédiaire

que celle qui correspondait à

- al, x -- 8 cL ;

nous aurions évité cette difficulté et trouvé immédiatement la valeur

de 9, en nous servant de la formule que nous avons démontré avoir

toujours lieu quand l'équation donnée est de la forme

H r-- L t -- AWA = o,

dans laquelle rentre l'équation

( r-p t)*-q* r t= o,

lorsqu'on la résout par rapport à -- ; on n'a, en effet, lorsqu'il s'agit

de cette dernière, qu'à tirer de l'équation

y=a x-- 8 a,

cette valeur

d « _

d x ( y T x -- s ' ct
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et on en conclut, en vertu de cette formule,

d « _ 2 d * _ 2 d'

d x / g T d x (y T x -- s " a '

en sorte que 2 ou une fonction quelconque de 3 est la constante ar

bitraire de l'équation

x da --2 a dx-- 8 " a da =o,

considérée comme aux différentielles ordinaires. Le facteur propre à

- A I - -

rendre cette équation intégrable étant--, introduirait des radicaux

dans le calcul ; mais on les évite, comme nous l'avons vu, en écri

vant a* au lieu de a, a* q " a à la place de 8 a, et en partant de

la valeur de y qui en résulte,

y=a* x-- a* q " a,

cette valeur donne

" d « _ dl -

d x ( y T 2 x -- 2 p' a -- a p" a

on a donc

d * _ 2 ct

d x / g T 2 x -- 2 o" a -- a q" c *

et par conséquent

9=f(2xda--2adx--2q'ada--aq'ada)=2ax-i-qa--aq'a,

comme nous l'avions trouvé. ,

Nous n'avons pas eu besoin de multiplier cette quantitépar un fac

teur, parce qu'elle est évidemment une différentielle exacte par rapport

à x et à a.

A l'égard de la valeur de

d z
*-- .

v d x (

con doit la calculer ainsi : l'équation
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d y 2 d y - -

() -q ;-p=o,

donne immédiatement

_ d & * )
d x / g TV d x ( g J '

mais de

3=2 a x--qp a --a q" a , y= a *x--a*q"a,

on tire

d a -- 2 ot

IE-- 2 x -- 2 p " a -- a ç " a '

6t

d y 2 1 2 --" d a - 2 n

7 7E =a --(2 a x--2 a qp a--a* qp a) * 7 =a-2a =-a-,

d'où --

d z
--- a *

7 --=a .

3.° Si l'on avait une équation qui contînt rt-s* avec une seule

des dérivées extrêmes du second ordre, en supposant que t représente

cette dérivée, l'équation donnée serait de la forme

L t-- M--N ( r t-s* )=o,

on aurait H= o, K= o; et la seconde des quatre équations dont

nous examinons les différentes réductions serait à son tour divisible

par VG, après avoir supprimé ce facteur, on en conclurait

d q

d a - d x ( a _ d a

-- =-2--=2-- ,

T7

relation aussi remarquable que la précédente, et qui donnerait de même

sur-le-champ la valeur de 3 en x et en a, si l'on avait q exprimé

Par une fonction de ces deux quantités. Comme on peutprendre y au
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lieu de x, et x au lieu de y, pourvu qu'on transpose aussi les lettres

p et q, r et t, il s'ensuit que si l'on a une équation de cette forme

Hr--M--N(rt-s*)= o,

OIl dlllI'tl

d a d a

--2-- -

d y ( 3 d y (p --- -- -

Il faut, pour que ces diverses relations soient démontrées, que -

c=ke-HL-MN

-

ne soit pas nul; car alors les équations dont nous les avons tirées

s'évanouiraient par l'anéantissement de tous leurs termes, à cause qu'on

a toujours dans ce cas 3=a : c'est pourquoi on ne pourrait plus dé

duire de ces équations les conséquences que je viens d'exposer. Elles

n'auront donc nécessairement lieu qu'autant que le terme 2 K s ne

manque pas dans l'équation 2 Ks--Lt--M= o, ni l'un des deux

termes H r ou L t, dans l'équation Hr--Lt--M=o, ni l'un des

deuxtermes M ou N(rt-s*), soit dans Lt--M--N(rt-s*)=o ,

soit dans Hr-+-M--N(rt-s*)=o, conditions nécessaires pour que

G ne soit pas nul, et que les deux fonctions arbitraires de l'intégrale

primitive soient par conséquent composées de deux quantités différentes.

Voyons maintenant quelle est la marche qu'on doit suivre pour dé

duire l'intégrale primitive des cinq équations que nous venons de

trouver. On commencera par examiner quelles sont, parmi les équa

tions qui résultent, les unes de la supposition qu'on prend pour va

riable indépendante x et une des quantités dont se composent les

fonctions arbitraires ; les autres de la supposition qu'on prend x, et

l'autre de ces deux quantités, celles qui peuvent fournir plus de

combinaisons satisfaisant aux conditions d'intégrabilité, et l'on prendra

pour ces équations celles des formules précédentes où x et 3 sont les

deux variables indépendantes; en sorte que, si l'équation donnée est

susceptible d'une intégrale intermédiaire, on pourra tirer des deux
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équations relatives à x et à 9 qui donnent cette intégrale, deux

combinaisons qui satisfassent aux conditions d'intégrabilité, et que,

dans le cas contraire, on n'en pourra tirer qu'une seule ou aucune.

Dans le premier cas, il sera inutile d'appliquer à ces équations la

transformation par laquelle je les ai changées dans les équations

que j'ai désignées par [ B ]; dans le second cas, il ne faudra appli

quer cette transformation qu'à celle qui ne satisfait pas aux conditions

d'intégrabilité ; dans le troisième, il faudra l'appliquer à toutes deux,

parce que le but de cette transformation est de ramener ces équations

à ne contenir, comme celles que j'ai désignées par [A ], que des

dérivées relatives à x et à a, et que, quand on peut les intégrer, l'in

tégration en fait disparaître les dérivées relatives à x et à 9; de sorte

qu'en remplaçant ces équations par leurs intégrales , on n'a dans le

calcul que des dérivées relatives à x et à a d'une manière plus simple

que par la transformation. - -

Dans le premier cas, on aura deux équations intégrales dont les

deux constantes arbitraires seront remplacées par 3 et - 9, et qui

serviront à éliminerp, q des trois équations [A], ce qui donnera trois

équations entre les quatre variables x , y, z, 3, qu'on pourra par con

séquent toujours intégrer comme si elles étaient aux différentielles or

dinaires, pourvu qu'on remplace dans leurs intégrales les constantes

arbitraires par des fonctions de a. Lorsque CeS COI1StaInteS SerOnt au

nombre de plus de deux, l'une d'elles pourra être remplacée par a,

une seconde par q a, et les autres devront l'être par des fonctions

dérivées de q a par voie d'intégration ou de différenciation. La ma

nière dont elles en dépendront sera, comme dans les équations du

premier ordre, déterminées par des relations qu'on déduira facilement

de celles qui doivent exister entre z et ses dérivées,telles que

**-----

- TEE =q--, -

&c. Il faut observer que ces fonctions arbitraires ne se présentent

d'abordque commeindépendantesde qa,etn'obligent pas parconséquent

d'avoir
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d'avoir recours à ces relations dans le cas où l'on détermine zpar une

seule de ses dérivées du premier ordre ; car quand on peut avoir à-la

fois les valeurs en x et a de

d z d ;
d x ( a et de d a ( x

on obtient la valeur de z en intégrant

d z d x -- ** d a,

7-7- -T7

qui est nécessairement alors une différentielle exacte, sans que cette

opération introduise dans le calcul de nouvelles fonctions arbitraires

qu'il faille ensuite faire dépendre de q a par les relations dont je

viens de parler. Cette remarque, que j'aurais déjà dû faire à l'égard des

équations du premier ordre lorsque je me suis occupé de leur inté

gration , s'applique également à la détermination de la valeur de y,

lorsqu'on peut avoir à-la-fois

-- et -;

ce n'est, au reste, qu'en l'appliquant à différens exemples qu'on peut

en apprécier l'étendue et voir de quelle utilité elle peut être pour fa

ciliter l'intégration des équations aux différentielles partielles.

Dans ce premier cas, on n'a jamais à intégrer que des équations

aux différentielles ordinaires ; mais il était aisé de s'y attendre, puis

que ce cas est celui où la proposée est susceptible d'une intégrale inter

médiaire.Un autre résultat de la théorie que j'expose ici, et quime paraît

beaucoupplus important, consiste en ce qu'onpeut très-souvent ramener

l'intégration de l'équation donnée à ne dépendre que d'équations aux

différentielles ordinaires, dans le second cas, où les équations [B] Ine

peuvent fournir qu'une seule combinaison intégrable, et où par con

séquent il ne peut pointy avoir d'intégrale intermédiaire. Cette cir

constance se présente sur-tout dans le cas où l'on peut aussi former

avec les équations [A] une combinaison qui satisfasse aux conditions

L
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d'intégrabilité.Ona alors deuxéquations intégrées : l'une est déduite d'une

équation différentielle oùles variables indépendantes étaientx et 3, et elle

donne par conséquent la valeur de 9, parce qu'il n'y avait dans cette

équation différentielle que des dérivées relatives à x ; l'autre est déduite

d'une équation différentielle relative à x et a, et elle donne par con

séquent, pour la même raison, la valeur de a. On a, en outre, trois

équations, dont deux peuvent être considérées comme aux différen

tielles ordinaires, et la troisième, qui est produite par la transforma

tion expliquée ci-dessus, contient la quantité

d cz

d x / 3 *

ou, ce qui est la même chose,

d 3

d x ( cz

d 3 »

d a ( x

mais cette circonstance n'empêche pas d'en déduire souvent l'intégrale,

après qu'on a éliminép et q au moyen des deux équations qui donnent

les valeurs de a et de 3.

Je choisirai, pour exemple de ce cas , l'équation de la surface

minimum ,

(1--q*)r-2pqs--( 1--p*)t=o,

qui me fournira l'occasion de faire quelques remarques sur la manière

dont on doit traiter les équations dont nous avons fait dépendre l'in

tégration des équations aux différentielles partielles du second ordre de

la forme

Hr--2 Ks--Lt--M--N(rt-s*)=o :

on a dans cet exemple

H= 1--q*, K=-pq, L= 1 --p*, M=o, N=o,
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G=-1-p *-q* ;

et les quatre équations que nous avons obtenues en faisant pour abréger

K*-H L--AM N= G,

deviennent, après les avoir divisées par 1--q* ,

d – V - 1 - * - 2

–**- ---- p * " -

d x ( a 1 -- q * - O,

d p _ P 1 -- / - 1 - P * - q * d q - O

d x ( cz 1 -- q * d x / a T

d y p q -- V- 1 -p * - q * _

d x ( 3 -- 1 -- q * - O ,

* ' _ ' ' - * - ' - ' -- 1 *- =o
d x ( 3 1 -- q * d x ( 3 T

En joignant les deux premières à * & - -- –-- OIl allra
JOIg p E =p 1 - 7E ,

trois équations où x et a seront les variables indépendantes. Il faudra

ramener les deux autres à ne contenir que des dérivées relatives à x

et à a, et l'on pourrait le faire au moyen de la transformation gé

nérale qui nous a donné les équations [ B]; mais comme la dernière

peut être intégrée exactement, on ne devra se servir de cette transfor

mation que pour l'équation précédente, qu'elle changera en

d y d 9 2 V- 1 -p *-q * d 3 -- O

d a ( x d x ( cz 1 -- q * d a / x - ** *

ou, ce qui revient au même,

d y d a 2 / - ' - P * - 1 * _ - .

d cz ( x ---- 1 -- q * T O ;

quant à la dernière, après l'avoir écrite ainsi :

--=--------
d q / g -T 1 -- q *
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on verra qu'on peut l'intégrer comme une équation aux différentielles

ordinaires : le moyen le plus simple pour y parvenir consiste à en

différencier les deux membres en remplaçant dans le second

–**

d q (

par sa valeur, ce qui donne

p

--- -

d * p - q V- 1 -p * - q * - p q - v - 1 -p* - q*

d q* (3 1 -- q * 1 -- q *

2 q 2

( 1 --q (r-- ==)-- 1 ( p q - v/- 1 -p *-q*)

-- – 1-p *-q

( 1 -- q * ) *

–--q VFTFFFFT
_ V- 1 -p *-q 2 - O

- ( 1 -- q * ) * - v--

dont l'intégrale est

d p _

--= 3,

et par conséquent

-- " 1 -- * - P - 1
-

1 -- q *

Cette valeur de 3 une fois obtenue, on n'aura plus à traiter que les

quatre équations

d' y p q - V- 1 -p *- q * _
, / * T- 1 -- q * - O ,

–*---------- *-=o
d x ( a 1 -- q * d x / a - * »

d' y d a 2 V- 1 -p-* - q * _

d' cz ( x 77 -- 1 -- q * - O ,

* -- JV
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La première devient

d' y -

d x ( cz -- 2= o,

- w --

la seconde s'intègre comme celle qui nous a donné la valeur de 9,

et l'on a -

2 v/- 1 -p * - q *

1 -- q *

ce qui change la troisième en

d' y d a -

-----= 3-a,

» w « - d a 9 •

d'où il faut éliminer y en y considérant -- ( 3 comme l'inconnue qui

doit être déterminée par l'équation résultant de cette élimination. En

représentant cette inconnue par v, on aura

d y
1y d a ( x = 9- ct,

équation d'où l'on tire, lorsqu'on la différencie par rapport à x, en

y regardant x et a comme les deux variables indépendantes,

d v d y d * y _ d A

7 -----* : -=-7-- ;

mais l'autre équation

d' y

:%--- 3=o

donne

d * y d A

etpar conséquent

d v d y - d 3 d 9 -

d x ( a d a ( x = v -
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puisque
d 3

y - d a - d x ( a .

– , , 7e -----

d a ( x

–- ne pouvant être nul, il faudra qu'on aitd a ( x p - , -- q|

d v -

d x ( cz T O,

d'où l'on tire

d a - -- -

d x ( 3 - 1V T 8 aL ,

et par conséquent

d x – -*

d a ( 3 T « a *

r " • - - I

En représentant cette fonction par q" a, ce qui donnera v=-- ,

On allIa

-A "

x = qp" a -- 3;

ainsi

d x=q" a da --- " 3d 3;

et comme on a d'ailleurs

d y - A - a -

d e / x T –=(3-a)q" a,

il viendra en réduisant

dy=- 3.L" 3d 9 –a q" a d a ,
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qui donne

y= - 3– 3 / 9-- qp a-a q" a.

En substituant les valeurs que nous venons de trouver pour d x et

dy dans dz=p dx--qdy, on obtient

d z=(p-a q) q" a d a --(p—3q)-" 3d 3,

d'où il faut éliminer p et q au moyen des deux équations qui

donnent les valeurs de a et de 3, on en tire

(1--q*) a *-2pqa -- 1--p*=o

( 1 --q*) 3*-2pq 3-- 1 --p*=o;

ainsi

p-a q===V-1-a *

p-9 q= =v=TEE ,

et par conséquent

z===fo"a da V-T-E-f'3dgVFF3F

dont la réunion avec les deux équations

x= qp" a -- " 3

y=qa-a q'a-- 3-3 3,

exprime, comme on sait, l'intégrale de la proposée. Le double signe

de la valeur de z vient de ce qu'on peut toujours changer le signe

de z sans qu'elle cesse de satisfaire à l'équation donnée, puisque celle

ci ne contient dans tous ses termes que des dérivées de z en nombre

impair, en sorte qu'ils changent tous de signe à-la-fois quand on

change celui de z.
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S. III.

ur quelques transformations des équations aux différentielles partielles

du second ordre, et sur la manière dont on doit les intégrer dans

le cas où les deux systèmes d'équations aux différentielles ordinaires

dont leurs intégrales dépendent se réduisent à un seul

M. Legendre a fait connaître une transformation par laquelle on

ramène l'équation du second ordre

Rr-- Ss--Tt=o

à une équation linéaire du même ordre, où p et q sont les deux va

riables indépendantes, lorsque R, S, T, ne contiennent que ces deux

dernières quantités. J'ai reconnu qu'il existe deuxtransformations ana

logues, qu'on obtient, l'une en prenant x et q, et l'autre en prenant y

etp pour variables indépendantes, et qui peuvent, comme celle qu'a

donnée M. Legendre, être appliquées à l'équation

Hr--2 Ks--Lt--M--N(rt-s*)=o

sans que cette équation change de forme. Pour donner une idée claire

de ces deux transformations, je commencerai par rappeler la trans

formation de M. Legendre, en" en calculant les formules à l'aide de

la notation dont je fais usage dans ce mémoire. On sait qu'en prenant

p et q pour les deux variables indépendantes, on doit, pour obtenir

ces formules, considérer la quantité p x--qy-z comme la fonc

tion qui en dépend en vertu de la transformée qu'il s'agit d'obtenir.

Représentons par z" cette quantité, et parp", q', r", s", t', ses dérivées

prises en faisant varier alternativementp et q, que nous représente

rons par x " et y" ; nous aurons d'abord
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p"=x

q"=y,

à cause que

d z =xdp--ydq,

ensuite

r"=--**-= I - I - p « .

d p ( q d p r° -- 5 d y r° t - s*

d x ( q d x ( q

s"= ** -- I – - , 1 – : *

- d q ( p -- T-- ... - J - FF--"
d x (p d x (p i -

t"= d jy - I - I - p

- , -- , - d - - r a "q (p d q 4 2c -- f r t

y ( p - d y (p

en tire de ces valeurs -

r" t"- s'* =--
r t - s*

et par conséquent

* Parce que, d'après les formules connues,

d q

d' y - d * (x . __

d x ( q -- t "

d y ( x

dp

d y d x ( y _ y

d x (p dp - -,

d y ( x

d x I 3

d y (p -----

d x (p



9o ANALYs E.

r *

1 --
--

r" t " - s"* '

r t - s* = --
1r " t " -- 5 *

en substituant ces formules dans l'équation

- H r--2 K s--L t--M --N(r t- s*)= o,

on aura

L r"-2 K s"-- H t"--N--M (r" t"- s'* )= o,

où l'on devra remplacer respectivement dans les coefficiens les lettres

- X , W , Z , p , q ,

par

p', q', p" x"-- q " y'- z , x , y'.

Cette transformation ne change point la forme de l'équation donnée,

et il est à remarquer que la valeur de la quantité K*-H L--AM N

que nous avons nommée G, reste la même, puisque les seuls chan

gemens qu'éprouve cette équation se réduisent à celui du signe de K,

et à la permutation de H avec L et de M avec N.

Prenons maintenant x et q, que nous représenterons par x"et y"pour

les deux variables indépendantes, et z = z-qy pour la fonction,

en représentantpar p", q", r", s", t", les dérivées de cette fonction prises

en faisant varier alternativement x et q; nous aurons d'abord

p -p,

q = - y,
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à cause que d z"=p d x -yd q ; ensuite

d p d' y g 2I - -

= --= r-- s --= r t *

s" *-* - d )y – *

- d x ( q T t '

t" d' y - - I - I

d q / x T d q - r ?

d y ( x - » -

·

a -

d'où l'on tire

I

f - -- " »

5 - –---,

- r" -- s * _ r" t"- s " *
pr - , - t n

- r" " - s"* , " a *

pr t - .5 t= - , n * - " a _ •= "

ces valeurs substituées dans l'équation

H -- 2 k s -- L --M--N (r -s')= o,

donnent, en changeant les signes,

N r"--2 K s"-Mt"--L-H (r" t"- s"*)= o,

qui est encore de la même forme, et où la valeur de la quantité que

j'ai nommée G n'a point changé, parce qu'en ôtant de K* le produit

des coefficiens de r" et de t" dans l'équation précédente, et en ajou

tant au reste celui du coefficient de r" t"-s"* par le terme qui ne con

tient point de dérivées du second ordre, on a pour résultat K* --

AM N-H L, qui est égal à la quantité de K*-H L--M N , qu'onq g q q

- déduit, par les mêmes opérations, de l'équation donnée

H r-- 2 K s--L t-- M--N(r t- s* )= o.

M 2
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Il est évident que, dans la transformée que nous venons d'obtenir, il

faut remplacer respectivement les lettres

-

A » V, % , P» q »

par

x", -- q", z" - q"y" , p", y" ,

en sorte que si les coefficiens de l'équation ne renferment que x et q ,

ceux de la transformée ne contiendront que les deux variables indé

pendantes de cette transformée.

En prenant de même p et ypour les deuxvariables indépendantes,

z-p x pour la fonction, et en représentant cette fonction par z" et

ses dérivées, relatives à p=x" et ày=y",parp", q", r", s", t",

on trouvera par un calcul absolument semblable au précédent

/ //

p - - x,

/// -

-

- 4 - 4 ,

r"=--
r

lu _ *

– --,

A/ 5 2

f - t r *

ainsi

I

pr - , "

S - s"

- r"

,r un m s n a

1 - , "

rur

r t - s* - - --,

valeurs qui changent l'équation donnée en

M r"-2 Ks"-N t"-H--L(r" t"-s"* )= o,
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où il ne s'agit plus que de remplacer respectivement les lettres

x , W , Z, p , q ,

par

/ / / //

, X
- p", y", " - p" 2\* q",

pour avoir une équation de même forme que la proposée, dans laquelle

-p et y seront les deux variables indépendantes, et dont les coefficiens

ne renfermeront que cesvariables, lorsque ceux de la proposée ne con

tiendront que p et y.

Il est à remarquer que ces diverses transformations ne peuvent servir

qu'à simplifier le calcul, quand on cherche à déduire l'intégrale des

formules que j'ai données dans un des paragraphes précédens,savoir :

d q d y –

N----- H----K- VG= o,

d d -

H----- ( K -V G )----- M= o,

d q | d' y -

d p d q - r -

car il est aisé de voir qu'en appliquant ces quatre formules aux trois

transformées, dans lesquelles nous avons changé l'équation

H r -- 2 K s -- L t -- AM -- N ( r t - s* ) = o,

et en remplaçant ensuite dans les équations qui en résultent

l' / / / '

X , V , % , p q *

IA II // / II

X , ) , C , P , 4 ,

/// /rr/ A// /// A'/

2 , y , C , p , q ;

par les valeurs de ces quantités, en x, y, z, p, q, qui correspondent

à la transformée d'où l'on est parti, on trouve. quatre équations qui
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rentrent identiquement dans les quatre précédentes ou dans ces

quatre-ci, qui, d'après ce qui a été démontré plus haut, en sont une
-

suite nécessaire :

d p d y -

w -- ( e - V c )---- L= ».
d d d

( K + v/ C )----L-----M--= o,

dp d y -

N---- ( K + v/ G )----- L= o,

d - d' d

( K- V G )----L----- M--= o.

Pour donner un exemple de ce calcul qui ne présente d'ailleurs aucune

difficulté, appliquons la formule

d q d » -

N------ H----K-VG= o

à la première transformée ; nous aurons

d q" d y" --

M --- L--+ K- VG= o,

et à cause de x"=p, y"=q, q"=y, il viendra

d y d q -

M----- L----- K-VG= o,

qui est évidemment la même chose que

( K- V G )----- L -----M ----= o,

parce que rien ne détermine quelle est celle des deux quantités dont

se composent les deux fonctions arbitraires de l'intégrale primitive qui

a été désignée par a, et quelle est celle qui l'a été par 3, en sorte

qu'on peut toujours écrire 3 à la place de a et réciproquement.

Mais ces transformations présentent des avantages beaucoup plus

importans, quand l'intégrale d'une équation aux différentielles par



A N A L Y S E. 9 5

tielles du second ordre ne peut être exprimée qu'en intégrale définie,

parce que l'on ne connaît point, dans le plus grand nombre des cas,

de procédé qui conduise directement à ces sortes d'intégrales, et qu'on

peut par ces transformations ramener une équation qu'on ne sait point

intégrer directement à une autre dont l'intégrale soit connue ; pour en

donner un exemple bien simple, je prendrai l'équation

p t -- 1 = O,

dont l'intégration présente d'ailleurs des circonstances remarquables, et

nous fera connaître une espèce particulière d'intégrales du premier

ordre renfermant des intégrales définies, et qui conduisent immédiate

ment à l'intégrale primitive.

Dans cet exemple, on a /

H = o, K = o, L = p, M = 1 , N = o,

d'où il suit que la seconde transformée est
-,

II / /

- t --p = o,

Oll

l'intégrale de cette équation est, comme l'a fait voir M. de Laplace,

z"=f e-** du q (q --2 u / x ), [u=--, u= ]

et COITT ITle

z" = z- q y',

il s'ensuit que

- tl 2 - I – " -

z=q y--f e du q (q--2 u V x ), [u=---,u= -]

cette équation contenant x, y, z, q, peut être regardée comme une
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intégrale du premier ordre de l'équation donnée p t -- 1 = o, et

on peut la vérifier de la manière suivante. -

En différentiant cette équation, en y faisant varier alternativement

x et y, on aura

p=[y--fe-*duq"(q--2u /x)]s-- v/ x fe-*uduq"(q—-2uVx),

Get

q = q -- [ y --f e -** d u q" ( q -- 2 u V x ) ] t ,

ou en réduisant

y --f eT** d u q" ( q -- 2 u V x )= o,

cette équation réduit la valeur dep à

I

p=-7- e-*u du o"(q--2 u Vx)=fe-**du p" (q—-2 uVx),

parce que le terme qu'on trouve hors du signe f en intégrant par

partie, savoir,

I

2 V x e-** q" ( q -- 2 u V x ),

est nul aux deux limites.

La même équation donne en la différentiant par rapport à y

seul,

1 -- t f eT** d a p" ( q -- 2 u V x )= o,

d'où l'on tire immédiatement la proposée

p t -- 1 = o,

en éliminant

f e-** d u o" ( q -- 2 u / x ).

L'équation que nous venons d'obtenir
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z=qy--fe-"du q (q -- 2 u Vx), [u=---, u=--],

qui satisfait à l'équation proposée comme une intégrale du premier

ordre, peut aussi être considérée comme une transformation de l'inté

grale primitive, parce que, si on écrit a à la place de q, et qu'on réu

nisse l'équation résultante

- ay--fe-"du qp (a -- 2 u /x), [u=---, u =-],

avec sa dérivée partielle relative à a, savoir,

y--fe-"du q" (a -- 2u Vx), [u=---, u=--],

on aura un système de deux équations, qui sera l'intégrale générale de

la proposée, qu'on pourra vérifier comme celle que nous venons de

trouver entre x, y, z, q, et dont cette dernière résulte immédiatement,

lorsqu'on élimine a entre l intégrale primitive et ses dérivées dupremier

ordre, qui donnent évidemment a =q.

Il est aisé de trouver d'autres exemples de ces équations du pre

mier ordre contenant des intégrales définies avec des dérivées de z

du premier ordre, qu'on pourrait considérer comme des intégrales

premières des équations différentielles partielles du second ordre, mais

qui ont la propriété de conduire à l'intégrale primitive sans nouvelle

intégration, et par une simple transformation : soit, par exemple ,

l'équation

r -- 2q s -- q* t = X,

eù X est une fonction de x seul, on aura

H= 1 , A(= q , L=q*, M=-X, N=o ,

et, par conséquent, G= o, ce qui réduira les formules générales

aux ti ois équations

N
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- * & _ d' y
d x ( a = p -- q d x ( a '

. d' y -

, , : - - q= o ,

d p d q X" -
------ -- ------ T - -- T C ,

d x ( a -- q d x ( ex

dont la dernière seule est intégrable , et donne

p -- *-fXdx -- a = o.

On tire de cette dernière équation

d d

----- q -**--- 1 = o,
- d « ( x d a ( x

à -- • -- _ d' y

et à cause de q= %- ,

d p di q d' y

d a ( x d a ( x d x ( a

d P_ _ _ d q d' y d q d' y .

*T ( * T d x ( a dT ( x d a / x d x ( a '

ainsi

d q d' y --

7 - 7 =- 1 ,

Oll --

en comparant cette équation à pt-- 1 = o, que nous venons d'in

tégrer, on verra qu'elle a pour intégrable primitive ce système de

deux équations, où j'ai écrit q" au lieu de q, pour rendre plus

faciles les calculs suivans :



ANA LYs E. - 99

y=3x--fe * du q (3+-2u Va)=o, [u=---, u=-],

x--fe-"duq"(3--2u y/a)= o;

le premier membre de la seconde étant le coefficient de d3 dans la

différentielle de la première, on en tirera

d

q = * : = 3,

2 d

p=fXdx----a=fXdx- a-- 3--,

d d – / I _ ** -

* % --=p--q * = Xdx-a-- * 9 d x ( a '

et par conséquent

z=ffX dx -ax-- - 3y- + fyd3

Comme , dans l'intégration de y d 3, a doit être considéré comme

constant, et que les deux équations primitives qu'on vient d'obtenir,

donnent

y=fe-" duq ( 3--2u /a)- 3fe-* duq"(3--2 u Va) ,

on trouvera aisément,

fyd3= 2fe-** du q (3--2u /a)- 3fe-" duq'(3--2u p/a),

et, par conséquent,

: =ffXdx-ax --+3-f-'diq (3--2Ve)--*f-'duc (3-2uVe)

mais on a

fe'duo (3--2u /a)=y- 3x,

N 2
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ainsi,

Z=ffXdx-(a -- *)x-ey–f duq(8--2 a 1/2 )

dont la réunion avec les deux équations

y= 9x --fe"du q' (3--2u / a ) ,

6t

X --f-'duo (e -- 2 Va) - O ,

forme un système de trois équations qui est l'intégrale primitive de la

proposée. ll semble d'abord qu'on aurait rendu cette intégrale plus

générale, en ajoutant à la valeur de fyd3 une fonction arbitraire de

a, qui se serait aussi trouvée dans celle de z : mais il est aisé de voir

que , si on le faisait, et qu'on déterminât cette fonction de manière à

satisfaire à l'équation -

on trouverait que cette fonction doit être nulle.

Cette intégrale se vérifie par un calcul très - simple, lorsqu'on fait

attention que la seconde des trois équations dont elle se compose est la

dérivée de la première,prise en ne faisantvarier que 3, et que la troi

sième, qui, d'après ce que nousavonsvu,est aussi la dérivéepar rapport à

9 seul de la seconde, est en même temps la dérivée de la première, prise

en ne faisant varier que a ; car on trouve d'abordpour cette dérivée,

o - x -- 7 fe*udu q (3-- 2u V/a)

qui devient , en intégrant par parties, et en se rappelant qu'aux deux

- - - -u* -

limites e-* = o,
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x --fe-" du p" (3--2 u / a)= o,

c'est-à-dire, précisément la troisième équation. Cela posé, en diffé

renciant les deux premières par rapport à x et à y, on aura

p - Xdx- a - *-, q = 3,

- d a 2 n

o = 3-- d x (y -- fe-* u du q" (3--2u Va),

-- d a I -u* IJ

1=-7 --f e udu q" (3--2 u Va), --

d'où l'on tire - - - «

« =fxdx- p -- ,
- --- 2 " - -

d a

: d x ( y

---=- 3=-q,

d y ( x

e'est-à-dire ,

X - r- qs _ --

------- - q , - - --

s -- q t

»

d'où résulte immédiatement l'équation donnée, --

M = r -- 2qs -- q*t.

Outre la propriété remarquable que présente l'intégrale de

- r -- 2q s -- q*t = X ,

d'être composée de trois équations, dont deux sont les dérivées par

tielles de la troisième ; l'une relativement à 3, l'autre par rapport à a,

et qui sont telles que cette dernière est en même temps la dérivée de

la précédente prise en différenciant une seconde fois par rapport à 9,

elle conduit à une intégrale intermédiaire analogue à celle que nous
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avons trouvée pour l'équation pt-- 1 = o, et qu'on obtient en éli

minant 9 des deux équations de l'intégrale primitive qui donnent les

valeurs de y et de z, au moyen des dérivées du premier ordre de

cette intégrale.

Nousavonsvu, en la vérifiant, qu'on en tire 3=q; nous aurons donc

z=q-ffXd-(- --a)x-f- duq(q--2uVa),[u=---, =--],

et

y=q x--fe-* du q (q--2u Va),[u=---, u=--],

pour cette intégrale première, qu'il est aisé de vérifier de la manière

suivante. Comme la seconde équation est la dérivée partielle de la

première, prise en n'y faisant varier que q, on en tire

–a-x-- Vx f'uduo (q-2uVe)] **,

fe-'u duq (q --2u v/a)]*

o=-x-- e-*'duq"(q--2uVa)| --* *f-'uduq'q-2uVa),

p=fXdx- q

2

2

q=q-[x---

I

1 =|x--fe-* duq"(q--2uVa)] t---- -*-f-'udio --2/e),

la seconde de ces quatre équations réduit la première à

a =/X dx-p- *- ,2

et à cause de

- fe*udu q" (7--2u Va)=fe * duq"(q-- 2 u Va) r

elle réduit les autres à
-

-

-
-
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d a -u* '

y=--- ; fe* uduq"(q--2u /a) ,

1 d a -u* 11

*= v , : / e u duq"(q--2u /a) ,JX

ce qui donne

et Par conséquent l'équation proposée

r -- 2q s -- q* t = X.

Il est évident que la quantité dont se compose la fonction arbitraire
A* • .. s - » -

Peut être écrite ainsi, 9-- au ou q -- au , pourvu qu'on remplace

a par- dans la valeur de z. Les propriétés que nous a offertes l'in

*égale Précédente, se retrouvent dans une classe entière d'intégrales dont

un examen Particulier pourrait conduire à des résultats utiles aux

Progrés du calcul intégral aux différentielles partielles , mais s'écar

terait absolument de l'objet de ce paragraphe.
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S. I V.

MÉTHoDE pour intégrer les Equations aux différentielles particles

du second Crdre dans lesquelles les derivées de cet Ordre n'entrent

qu'à la première puiss tnce , par l'évanouissement des termes qui

contiennent ces dérivées.

LA méthode connue pour l'intégration des équations du premier

ordre où p et q n'entrent qu'à la première puissance , se réduit à

changer une des deux variables indépendantes, de manière qu'il ne

reste plus qu'une des deux dérivées du premier ordre dans les équations

aux différentielles partielles dont l'intégration doit conduire à celle de

la proposée.Ces équations, ne contenant alors que des dérivées rela

tives à une des deux variables indépendantes, peuvent être intégrées

comme si elles étaient aux différentielles ordinaires.

* Si l'on compare à cette méthode celle que M. le marquis de Laplace

a donnée pour les équations linéaires du second ordre, on verra que

la première opération qu'elle suppose consiste aussi à faire évanouir

deux des termes où entrent les différentielles de cet ordre ; en sorte

qu'il n'en reste qu'une seule dans l'équation du second , qu'il faut

ensuite intégrer conjointement avec deux équations du premier ordre.

La dérivée du second ordre qui reste dans cette transformée, est,

comme on sait, r ou t, c'est-à-dire une des deux extrêmes, quand

les coefficiens de r, s, t sont ceux d'un carré parfait, et la dérivée

intermédiaire s, quand cette condition n'a pas lieu.

Je me propose, dans ce paragraphe , de ramener, lorsque cela est

possible, l'intégration des équations du second ordre où r, s, t,

n'entrent qu'à la première puissance, à celle de deux équations du

premier ordre qu'on puisse intégrer, comme si elles étaient aux dif

férentielles ordinaires, et d'une équation du second ordre qui ne

contienne qu'une seule dérivée de cet ordre ; savoir, une des dérivées

extrêmes,
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extrêmes, quand les coefficiens de r, s, t, dans l'équation donnée,

sont ceux d'un carré parfait, et la dérivée intermédiaire du second

ordre, lorsque ces coefficiens ne satisfont pas à cette condition. II ne

reste plus ensuite qu'à intégrer cette équation , et il peut arriver

deux cas :

1.° Celui où l'équation donnée est susceptible d'une intégrale du

premier ordre ; alors la transformée le sera aussi , et on aura cet

avantage de pouvoir le reconnaître immédiatement, parce que la

transformée ne contenant qu'une seule dérivée de l'ordre le plus élevé,

elle rentrera dans l'une des deuxfonctions -

t = f (x , y , z , p , q ) ,

Oll -

s = f(x , y , z , p , q ) ,

et qu'il est toujours facile de voir si elles sont susceptibles d'une

intégrale du premier ordre, la première n'en pouvant avoir une que

quand p n'y entre pas, et la seconde que quand l'équation

d' q _ d z

--=f(x , y , z. * , q)

satisfait à la condition d'intégrabilité, en y regardant y comme cons

tant , ou que l'équation

d

#-=f(x, y z, p,+),

satisfait à la même condition, en y considérant x comme une cons

taIlt6.

2.° Le cas où l'équation donnée n'est pas susceptible d'une inté

grale du premier ordre : la méthode que j'emploie alors, consiste à

exprimer la valeur de z par des intégrales définies , soit qu'elle ne

puisse être représentée autrement, soit qu'elle puisse l'être par un nombre

O
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fini d'intégrales indéfinies, dérivées les unes des autres par voie de

différenciation ou d'intégration. Cette dernière forme étant regardée

comme plus simple que celle des équations primitives à intégrales

définies, cette méthode d'intégration exige, pour être complète, qu'on

ait un moyen de transformer les intégrales définies en intégrales de

cette espèce, lorsque cela est possible, et de reconnaître celles qui en

sont susceptibles. Cette transformation, au reste, ne présente pas

de très-grandes difficultés, et je me propose de donner ailleurs

un procédé général pour y parvenir : mais l'exposition et la démons

tration de ce procédé m'écarteraient trop de l'objet principal de ce mé

moire ; c'est pourquoi je me bornerai , quant à présent, à montrer

comment on doit s'y prendre pour ramener les équations aux différen

tielles partielles du second ordre, où les dérivées de cet ordre n'entrent

qu'à la première puissance, à l'une des deux formes ,

t = f(x, y , z , p , q ) ,

Gll

s = f(x , y , z , p , q ) ,

suivant que les coefficiens de r, s, t, dans l'équation donnée, sont

du ne sont pas ceux d'un carré parfait. Je vais appliquer la méthode

que j'emploie pour cela à l'équation -

Hr -- 2Ks -- Lt -- AM = o ;

cette méthode peut aussi être appliquée, avec quelques modifications,

à l'équation

Hr -- 2Ks -- Lt -- AM -- N (rt- s*) = o ,

et servir à la ramener à l'une des deux mêmes formes, suivant

que la quantité K *- H L-- M N est nulle ou ne l'est pas :

mais pour rendre plus simple l'exposition de cette méthode et les

démonstrations qui y sont relatives, j'ai cru devoir me borner à la
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formule

Hr -- 2Ks -- Lt -- AM = o ;

où les dérivées du second ordre ne se trouvent qu'à la première puis

sance. En prenant x pour une des deux variables indépendantes , et

représentant l'autre d'abord par a et ensuite par 2, on trouvera, en

faisant N=o dans les formules que j'ai données pour l'intégration

de l'équation ,

Hr--2 Ks --Lt-- M--N (rt-s*) = o,

que celle de

Hr -- 2Ks -- Lt -- AM = o,

dépend du système des trois équations

d - -

H - * -- K- VG= o,

d d --

H---- (K-v/C) *---M=o, --

& - d y

:-=p -- q d x / x *

ou de celui-ci, composé de trois équations semblables,

d' y -

H d x ( 3 – K-- /G= o,

p d q . -

H :--- (K -- y/ G) * --M=o,

d & _ dy_

: = p-- a - ,

en faisant pour abréger

K* - HL = G.
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Si cette quantité était nulle, ces deux systèmes se réduiraient à un

seul ; savoir :

d

H-*-- K= o,

d q -

dx (a --AM= o,
d p

H d x ( a

d & _ d y

--= P -- q - : --

Lorsque l'équation est linéaire, H, K, L, et par conséquent G, ne con

tiennent que x et y; il y a donc dans chaque système une équation

où entrent uniquement ces deuxvariables, et qu'on intègre, par con

séquent, comme si elles étaient aux différentielles ordinaires. Cette

intégration donne en fonctions de x et y la valeur de a , lorsque

K*-HL=o, et celles de a et de 9, quand cette condition n'a pas

lieu. C'est au moyen de ces valeurs, en prenant dans le premier cas

x et y, et dans le second cas a et 9 pour variables indépendantes,

qu'on ramène les équations linéaires où K*-HL=o, à la forme

t = f(x, y, z, p , q) ,

et les autres à la forme

s = f (x, y , z, p, q).

Pour pouvoir étendre cette transformation à l'équation

Hr -- 2Ks -- Lt -- M= o,

lorsque H,K, L, M, sont des fonctions quelconques de x, y, z, p, q,

il faut de même que, dans le premier cas , on puisse former dans

chaque système une combinaison intégrable , afin de pouvoir déter

miner les valeurs de a et 9 en fonctions de ces quantités, et que

dans le second on puisse en former une qui donne la valeur de a

aussi en fonctions de x, y, z, p, q. ll semble alors que les équa
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tions qu'on se propose d'intégrer pourraient être ramenées à la forme

desirée , en prenant de même a ou 9 ou x, et a pour les deux

variables indépendantes; mais il se présente une difficulté qui paraît

d'abord insurmontable : au lieu d'une équation aux différentielles par

tielles entre trois variables dont deux indépendantes, on aurait , en

s'y prenant ainsi, plusieurs équations simultanées qu'il est aisé de

déduire des formules que j'ai données dans le mémoire déjà cité *,

mais qui ne peuvent conduire à une méthode générale d'intégration ,

parce que la théorie des équations simultanées auxdifférentielles partielles

est encore au berceau. J'ai trouvé le moyen de faire disparaître cette

difficulté, en déterminant une fonction dont la valeursoit telle, qu'elle

dépende des nouvelles variables indépendantes, par une seule équa

tion du second ordre, qui ne contienne que ces trois quantités et les

dérivées de la première prises par rapport aux deux autres, et qui soit

de la forme

* Lorsque A(*-HL= o, ces équations simultanées sont celles dont se compose le

système de trois équations où x et a sont les variables indépendantes que nous avons

trouvées pour ce cas. Quand cette condition n'a pas lieu , on forme aisément cinq équa

tions simultanées aux différentielles partielles du premier ordre, entre les sept variables

x » W , % , P » q , ct , A,

où a et 9 sont les deux indépendantes, en multipliant les équations du premier sys

tème par z*** et celles du second par * Ces cinq équations sont :

H * -(x-Vc) :=e,

H * -(x—VC) # = o ,

H *. -- (K- y/G) z * -- M * = e,

z* -- (K-- /G) z* -- m ** =o,

d z =pdx -- q dy.
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t = f (x , y , z , p , q) ,

Obl - --

s = f (x , y, z , p , q ).

Lorsque K*-HL n'est pas nul, et qu'il n'y a qu'un des deux

systèmes où l'on puisse former une combinaison intégrable, on ne
A r - r - » A • -

peut, par la même méthode, faire évanouir qu'une des dérivées ex

trêmes, et l'équation qui donne la valeur de la fonction dont nous

venons de parler est de la forme

s -- tF (x, y , % , P , q)= f(x, y, % , P, q).

Cette équation présente plus de difficultés que les deux précédentes ;

mais elle ne laisse pas, dans beaucoup de cas, de conduire à une

équation primitive en intégrales définies, qu'on peut également déve

lopper pour reconnaître si elle est susceptible de se transformer en

une intégrale sous forme finie où il n'y ait que des intégrales indé

finies.

Lorsque K, H, L sont des fonctions de p et de q seulement, et

que M=o, les deux équations

d

d x
H-----(K-VG)

%_ --

d x ( a ( --M= o,

éet

H ** --- (K --VG) -- AlA = o,

appartenant la première à un système, et la seconde à l'autre, s'in

tègrent immédiatement, parce qu'elles ne contiennent alors que p, q,

dp et dq : elles donnent, par conséquent, les deux quantités a et 3,

qu'il faut prendre pour variables indépendantes en fonctions de p et

de q. Ces valeurs sont précisément celles qu'on obtient , en faisant

évanouir les deux dérivées extrêmes du second ordre dans l'équation
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linéaire qu'on trouve en transformant l'équation par la méthode de

M. Legendre; la fonction qui en dépend par une simple équation de

second ordre, est alors la valeur de px--qy-z, ainsi que l'a fait

voir ce célèbre mathématicien : mais on n'a eu jusqu'à présent aucun

moyen de déterminer cette fonction dès que M n'est pas nul , ou

que x ou y entrent avec p et q dans les coefficiens des dérivées du

second ordre.

La première question à résoudre pour atteindre ce but consiste à

déterminer, lorsqu'on peut tirer d'un des deux systèmes une combi

naison intégrable, une fonction telle que la valeur en soit donnée par

une seule équation du second ordre entre cette fonction et deux nou

velles variables indépendantes, dans laquelle il n'y ait que deux dé

rivées du second ordre, l'intermédiaire et une des deux extrêmes : je

ferai voir ensuite que, dans le cas où K*-HL=o, la dérivée in

termédiaire s disparaît nécessairement dans cette transformation, et que

l'équation qui en résulte se trouve ainsi immédiatement sous la forme

t = f (x , y , z , p , q ) ,

tandis qu'elle se présente sous celle-ci,

s-- t F (v , y, z, p, q)=f(x, y, z, p, q) ,

quand cette condition n'a pas lieu. La solution générale de cette

question sera le premier objet des recherches contenues dans ce para

graphe;je donnerai ensuite le procédé qu'il fautsuivre, lorsque K*-HL

n'est pas nul , et qu'il reste par conséquent deux dérivées du second

ordre dans la première transformée, pour ramener par une seconde

transformation l'intégration de l'équation donnée à celle d'une équation

de la forme

s = f (x , y , z , p , q ) ,

où il n'y en ait plus qu'une ; et je terminerai ces recherches par
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-

l'examen des cas où la solution générale doit être modifiée suivant les

diverses circonstances que présentent les équations qu'on obtient en

intégrant celles dont se composent les systèmes de trois équations dé

duits de la proposée. --

Démontrons d'abord que si l'on forme avec l'un de ces systèmes de

trois équations , une combinaison intégrable, et qu'après l'avoir inté

grée comme une équation aux différentielles ordinaires, et y avoir

ajouté une constante arbitraire a, on intègre de nouveau cette équa

tion, qui est aux différentielles partielles du premier ordre, par la mé

thode connue pour les équations de cette sorte, l'intégrale qui en ré

sultera satisfera à la proposée dont elle sera, comme nous le verrons

bientôt, une intégrale particulière contenantune constante et une fonc

tion arbitraire ; nous examinerons ensuite comment on peut continuer

d'y satisfaire, en faisant varier a de manière à convertir cette intégrale

particulière en intégrale générale.

- La combinaison intégrable que nous considérons, déduite de trois

équations où les dérivées ne sont qu'à la première puissance, résulte

nécessairement de la somme de trois produits formés chacun d'une de

ces équations multipliées par un facteur convenable. En nommant

A, pu, v, ces trois facteurs, qui sont des fonctions de x, y, z, p, 47,

la combinaison sera représentée par

d y d p d q

»(H d x ( a –K-V)-- u(H : ( a --(K-/G) d x (x -- M)

d z d y \ .

--»(---p-q *-) ;

en sorte que si nous désignons par u la valeur de la constante arbi

traire a de son intégrale en fonctions des mêmes quantités, cette

combinaison sera identique à

(*)--(*)+ +(*) ----()

*) d q

--(* d x ( c

(et
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--

–X (K-- /G)--pwM-vp ,
-

XH-vq ,-

*
y

La possibilité de satisfaire à-la-fois à ces cinq équations par des va

leurs convenables de X, pw, v, est la condition nécessaire pour que

le système des trois équations

H * --K-VG= o,d x ( a

d p d q -

H ----(K-VG) d x ( a --AM= o,

d z d' y

----p-q :-=o,

puisse donner une combinaison intégrable; cette condition est donc

remplie dans le cas dont nous nous occupons, et il est inutile, pour

le but que nous nous proposons, de chercher à quels signes on pour

rait, d'après l'équation donnée, reconnaître dans quel cas elle a lieu ;

contentons-nous de tirer de ces cinq équations la démonstration dont

nous avons besoin. -

En considérant a comme une constante dans l'équation du premier

ordre

ll - ci , *

on en trouvera l'intégrale par la méthode expliquée dans le premier

paragraphe de ce Mémoire, en la différenciant par rapport à y, x étant

P
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l'autre variable indépendante , et en introduisant dans l'équation ré

sultant de cette différenciation une nouvelle variable indépendante y,

au moyen des formules qui donnent les valeurs de s et de t en fonc

tions des dérivées de y et de q , lorsqu'en supposant a constant, on

prend x et y pour les deux variables indépendantes. Afin d'exprimer

que a ne varie pas dans ces dérivées, je les représenterai par

d y d y d q d q -

d x (a, y " d y (a, x ' d x (a, y " d' y (a, x "

alors ces valeurs seront

- d q d q

- d q d y d y (a, x d » (a,x
J -

-

d x (a , y d x (a,2 d y - d' y -

d y (a, x d» (a, x

il faudra les substituer dans la dérivée de u=a prise comme nous

venons de le dire, et égaler séparément à zéro, après cette substitu

d q

-
- · 1. . dy(a,x -

tion, les termes qui seront multipliés par , et ceux qui ne

d » (a,x

contiendront pas ce facteur ; on aura ainsi les deux équations

d u ) d y - d u -

(* d x (a, y (--)= o,

et

d u d u d u d p

( d y )--( d z )q+(*) d x ( a , » - O ,

qui, jointes à

ll - dl ,

d z jy

dx(a, X –p-q dx(a,» O ,

et

d & d
--
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donneront toutes les relations nécessaires pour parvenir à l'intégrale

cherchée sous la forme

V = o ,

[--]= o,
- r s

ainsi qu'on l'a vu dans le premier paragraphe de ce Mémoire, en re

présentant par [-*-] la fonction dérivée de V, lorsqu'on n'y fait

varier que y et oy, a étant toujours constant.

En vertu de la seconde de ces deux équations, les dérivées de la

première, V=o, ne contiendront point de termesprovenant de la va

riabilité de y,et lesvaleurs de p et de q tirées de ces dérivées, rendront

identique l'équation -

tl - dt .

Si l'on suppose actuellement a variable dans V=o, qu'on y écrive

n au lieu de qy, n étant une fonction de a et de y, et qu'on joigne

à cette équation ces deux-ci : -

d V

-**-] - O »

d V

-*-] - O ,

en donnant aux parenthèses carrées la signification que nous leur avons

attribuée jusqu'ici, il est clair que les deux différentielles de l'équation

V=o, seront encore les mêmes, et donneront les mêmes valeurs de

p et de q, excepté que n y sera écrit à la place de q y; en sorte que

ces valeurs satisferont toujours à

ll - dl. ,

puisqu'elles rendaient cette équation identique indépendamment de la

valeur de qy, lorsque a était considéré comme une constante; on aura

donc toujours u=a , et il ne restera plus qu'à faire en sorte que cette

P 2
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équation, qui satisfait à la proposée

H r -- 2 K s -- Lt -- M = o,
-

quand a est constant,y satisfasse encore quand a sera considéré comme

une quantitévariable, en joignant, pour exprimer cette condition, une

quatrième équation aux trois que nous avons déjà obtenues comme de

vant faire partie de l'intégrale.

Pour cela, voyons d'abord comment u= a satisfait à l'équation

proposée quand a est constant.On en tire alors, à cause que u ne con

tient que x , y, z,p, q,

(#)+(*)-(#)--( # ) = o,
Gt

(*)+(*)n-(+)--(*)= o ;

c'est-à-dire, en y écrivant au lieu de

*) (*) d u (* d u

(* ' V d y J ' (* ) *), ( *),
/

leurs valeurs trouvées ci-dessus, et en divisant par p les équations ré

sultant de cette substitution,

– (K--VG)--M--Hr--(K-VG) s= o,

et

--H+Hs--(K- VC) t= o,

qui donnent, en tirant de la seconde équation la valeur de -- et la

Aut

substituant dans la première , et en faisant attention qu'à cause de

M *-G » - A

G= K*-HL, on a-─= L, l'équation même proposée

H r -- 2 Ks -- L t -- M = o.

-
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Si a est variable, on aura, au lieu des deux équations que nousvenons

- -- *

d'obtenir, celles-ci

-- (K-VG)--M-Hr+-(K-VG)s=

et

I d a -

pu d x ( y '

» - - - * - 1 d a -

-- H--Vo = T TV * -

d'où l'on tire, en éliminant -- de la même manière, e -

------ - " d « K-- /G d « :

Hr+2Ks--L-M=-(-------),

d a t é 1 d a d y é . "

Get COIIlIT16 d x ( y GeS gal a d y ( x TT7 - » Cette quation

pourra s'écrire ainsi :

---- - _ i » d « d y K--,/G

Hr--2 K.-L.-M=--* (----).
d'où il suit que l'équation proposée - - - - i - -

Hr-- 2 Ks -- Lt -- M= o - / .

sera satisfaite, si l'on joint aux trois équations - " :

V = o , -- - - -

f V - - - c -

d y ( cz ] - O - - -

d pr ] - -

[ d C ( 7y - O ». -

celle-ci - - - - -- , .

d' y - K" -- y/G -

, d x / a T H

On tire immédiatement des trois premières,

d V 'd V -

(*)--(*)p=o ,
t
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(*)--(*) q= o,

ce qui fait cinq équations déterminant z, x, y, p, q, en fonctions de

d n - d n

d' y / a ' d a ( y '

qui serviront à les éliminer de H, K, V/G; et il ne s'agira plus que

ct. , *)V , 71 ,

d' - - -

d'avoir la valeur de-- en fonction de a, y, n, et des dérivées

de n, pour que la quatrième équation de l'intégrale ne contienne aussi

que ces quantités, et puisse servir à déterminer, en l'intégrant, la valeur

de m en fonction de a et de y, afin qu'en écrivant cette valeur au lieu

de n dans les trois premières des quatre équations que nous venons

d'obtenir, elles représentent alors à effes seules l'intégrale cherchée sous

la forme d'un système de trois équations. -

Le problème que nous nous sommes proposé ne se trouvera résolu

par cette méthode, qu'autant que l'équation trouvée de cette manière

pour déterminer n, ne contiendra au plus que deux des dérivées du

second ordre de n, et que ces dérivées n'y entreront qu'à la première

puissance ; sans quoi, cette équation étant aussi compliquée ou même

plus compliquée que la proposée, l'intégration ne serait pas ramenée à
"

celle d'une équation plus simple. Pour trouver la valeur de _ d )y

- d x ( a '

je remarque d'abord que si l'on représente, conformément à la notation

dont nous avons fait usage jusqu'à présent, parJ p

--] [* %-] [---] _d q

d y ( a l' d a ( y l' d y ( a l' [ * ],

les dérivées partielles des valeurs dep et de q qui résultent de nos deux

dernières équations, savoir :

(*) (*)d
JV

p =--- e q = --- »

(*) (*)

prises en ne faisant varier dans ces valeurs que a, y et n considéré

d
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comme une fonction de a et de y, on aura, d'après cette convention ,

pour déterminer la valeur de [--] , l'équation identique

d V - d V v

v v r , _ |**) d(*)

(-)[-**-]=-| :-|–p-*. d y ( a

Oll

---- -- - _ * r d é - )

(---(*)-,(--)
parce que l'on peut changer l'ordre de deux différenciations partielles

faites dans deux systèmes différens de variabilité sans changer la valeur

des dérivées qui en résultent; on trouvera de même, pour déterminer

les valeurs des trois autres quantités, -

4 --(*)-,(*)d z a ( y _J T. a x _ - . d z

( 4 --(#)-,( *)d z y (a -d y d z

() --(*)-,(**)d y

En écrivant les premiers membres de ces quatre équations à la place des

seconds, dans les dérivées prises par rapport à yen y regardant a et y

comme les variables indépendantes, des deux équations

[--]=o,

d V ] -
d cz ( y - O ,

qui font partie de l'intégrale, on mettra ces dérivées sous une forme

plus simple ; et comme on n'aura pas fait varier a dans la différencia
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tion qui aura donné ces dérivées, il sera facile d'en déduire la valeur

d y

de--.

On trouve , en faisant cette opération et en transposant,

*) d p T d x (*-) d q d'y _ *]
(* d y ( a ] d y ( a d z [** d y ( a TL d y* (a l "

et

()[-]----( )[ # ]-=-* ]

Résolvant ces deux équations par rapport à -**- et _ **
d y ( a d » ( a '

et divisant la seconde valeur par la première pour avoir celle de

d' y

–--qui est la même chose que -** On trOuVerd x q q d x (a al,

d 2 ( a - - -

--][ * ]-[ * ][-** ]d' y _ **-]|[-*- d y ( a d a d y

77 -- * -]|[ * ]-[ * ] [ * ] '
d cz ( y d y* (a d » ( a d a d y l

- - . d V

en supprimant, au numérateur etau dénominateur, le facteur ( d z ).

- . r , K G

et comme cette valeur doit être égale à-- , on aura enfin

pour la quatrième équation de l'intégrale dont nous avons déjà trouvé

les trois premières équations, -

| H[é:]----Vo)[-] |[*.]

| H [ * ]----Vo) [ * ] | [ * ]= o.

Cette équation contenant des dérivées dusecond ordre de n relative

ment aux deuxvariables indépendantes a et y, il faut, pour que l'inté

gration de l'équation proposée se trouve ainsi ramenée à une question

plus
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plus simple, qu'il n'y ait dans cette équation que deux des dérivées du

second ordre de n, et que ces dérivées n'y entrent qu'au premier degré:

or, c'est ce qui est bien évident; car, d'après la manière dont on a

obtenu les trois premières équations de l'intégrale ,

V = o ,

[ * ]=

[ + ]= o,

les valeurs de x, y, z, qu'on doit en tirer pour les substituer dans la

O ,

quatrième, ne contiendront que

d n t d n

ct , ")V, 71, d cz ( y e d » ( a '

les valeurs de p et de q déduites des deux dérivées de la première de

ces trois équations, prises en considérant x et y comme les deux va

riables indépendantes, et simplifiées en vertu des deux dernières, ne

contiendront que

x , y , z, ct, y et 1 ;

les dérivées de p et de q par rapport à a et à y qui entrent dans la

quatrième équation de l'intégrale, devant être prises, ainsi que l'indi

quent les parenthèses carrées, sur ces valeurs, avant d'en éliminer x,

jy, z, et en y faisant varier seulement les deux quantités ct et y comme

indépendantes , et n comme une fonction de a et de y, il n'y aura

dans ces dérivées que

X , JW , Z , ct , )/ , 71, -- et --**- ,

* d a ( y d » ( cz

d'où il suit qu'après qu'on en aura éliminé x, y, z, il n'y restera que les

mêmes quantités qui entrent dans les valeurs de ces dernières variables.

Les dérivées dusecond ordre de n ne se rencontreront donc dans la qua

trième équation de l'intégrale qu'autant qu'elles seront comprises dans

les quantités -

Q
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T, 7 ] et LTI ] *

qui ne se trouvent qu'au premier degré dans cette quatrième équation ;

et comme on doit calculer les valeurs de

dI 2 V d 2 V

[ * ] et de [**-],

par le même procédé que lorsqu'il s'agit de déterminer celles des déri

vées dep et de q renfermées aussi entre des parenthèses carrées , c'est

à-dire, en faisant varier de la même manière a , y et » dans la valeur de

V, avant d'en éliminer x, y, z, il est évident qu'après cette élimination,

la quatrième équation de l'intégrale , ainsi transformée, ne contiendra

- - r d n d n

que les cinq quantités a, y, n,----
-- dérivd a ( y " d y ( a , et deux dérivées

du second ordre de n, savoir :

- d * n t _ d* n_
d y* (a e d a d y "

ainsi que nous nous étions proposé de le démontrer.

La quatrième équation de l'intégrale que nous venons d'obtenir

peut être mise sous une forme plus simple dans le cas où l'on peut

obtenir une combinaison intégrale , non-seulement avec le système de

trois équations susceptibles d'être intégrées comme si elles étaient aux

différentielles ordinaires, et où x et a sont pris pour les deux variables

indépendantes, mais aussi avec l'autre système, où c'est x et 3 qui sont

considérés comme les deuxvariables indépendantes ; il est d'autant plus

intéressant de nous occuper de cette transformation, que nous en dédui

rons dans la suite de ce Mémoire plusieurs conséquences importantes.

En désignant par v l'intégrale de cette combinaison, en sorte que

l'équation

, v = 3

soit à l'égard du second système ce que l'équation

t - CL

est à l'égard du premier, il est aisé de voir que si l'on représente par
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X , u", v", les facteurs des équations du second système correspondans

auxfacteurs X, u, v, des équations du premier, on aura

(-*-) =-X"(K-V/G)-- u"M-y'p ,

(--)=» H- ,'q ,

(-*-)= ".

(-*-)= u H,

(--)= ' ( -- Vo)

Supposons maintenant qu'on substitue dans v, qui ne contient que

x, y, &,p et q, à la place de p et de q , leurs valeurs tirées des trois

premières équations de l'intégrale, en les calculant comme nous avons

dit qu'il fallait le faire lorsque nous avions à éliminer leurs dérivées

partielles de la quatrième équation de l'intégrale, et représentons par

lV ce que devient v en vertu de cette substitution : comme a, y et n

n'entreront dans Wqu'en tant que p et q se trouvaient dans v, il est

évident, en donnant toujours le même sens aux parenthèses carrées,

quon aura

[*]=()[ * ]+(*)[ * ]=

* | H [ * ]----Vo)[é]|.

- T d * T _ ( d v \ T d p_ d v \ T d q T _

[-]=()[ * ]--(*)[ # ]=

/' d p - d q
fA | H [ * ]--(k -- Vo) [, *]|.

C'est en écrivant lespremiers membres de ces deux équations à la place

des derniers dans la quatrième équation de l'intégrale, après qu'elle

ct

Q 2
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aura été multipliée par u", qu'on la mettra sous la forme dont nous

venons de parler, savoir :

d W - p- d 2 V dI I7 d* V - _

d a ( y ][-]-[ d y *] -]=o.

Si, au lieu de substituer dans la valeur v de 2, à la place de p et

de q, leurs valeurs tirées des trois premières équations de l'intégrale, on

les substituait dans celle de a, que nous avons représentée par u, et

qu'on nommât v le résultat de cette substitution , comme a, y et n

n'entreraient aussi dans y qu'en tant que u contientp et q, on aurait

de même

[ * ]=(*)[ * ]--(*)[é]=

u |H [ # ]+ (k-VC) [ + ] ,

-]=(*)[--]--()[--]=

)* | H [ # ]--(k- Vccz ( y

d

Ct

et

d'où l'on tire

H[*]---/Cl-]= [ * ]--2Vc[*-].d y (a d y (a

Get -

d p ] K [ d q ] 1 d wr d q
-- --|-- ---- --

H[*-]---VC)[-]= --]--2yo --].

Il est aisé de voir qu'on simplifiera beaucoup ces expressions , en

faisant attention que l'équation u= a , ou u- a = o, résultant

de l'équation

V= o,

lorsqu'on en élimine a, y et n au moyen des deux équations

( * )p --( --)= o,
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(--) q --(--)=o ,

il s'ensuit que quand on remet les valeurs de p et de q tirées de ces

deux dernières équations dans

tu - ct -- O ,

ce qui, d'après la signification que nous venons de donner à la lettre

v, change cette équation en

- v - d = o ,

on trouve nécessairement une relation entre les variables qu'elle con

tient équivalente à

V = o ;

en sorte qu'elle ne peut différer de celle-ci que par un facteur commun

à tous ses termes, et que si l'on nomme ce facteur o, on aura iden

tiquement

w- a = o V,

d wr d o d V

*-]= V[ * ]-- « [---
et -

d wr C) d V -

--]- 1 =V[*-]-- o [--]

d'où l'on conclut, en vertu des trois premières équations de l'intégrale,

V= o ,

[ d V T| _
d y ( a -O ,

d V T| _
[-** - O ,

que

d pvr -

[-**-]= o,

et que

d wr ]= -

7 - J = 1 :

on aura donc
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H [ : ]--(K-VG[--]=2Vc-* ].
et

H [-*-]-- (K--VG) [ # ]=- --2VG [ * ]

En substituant ces valeurs dans la quatrième équation de l'intégrale,

et multipliant par pu, on obtient

d a - 2 d * V

*]-- Vo[ * ][* ]-[ # ]-* ] = o

Cette dernière forme est moins symétrique que celles sous lesquelles

nous avons déjà mis cette quatrième équation; mais elle a, comme la

première, l'avantage de ne pas exiger que l'on puisse avoir la valeur

de 3; et elle est ordinairement plus promptement calculée, parce qu'on

n'a pas besoin, lorsqu'on en fait usage, de tirer celle de p des trois

premières équations de l'intégrale. -

Lorsque G= o, et qu'il n'y a par conséquent qu'un seul système

d'équations susceptibles d'être intégrées comme si elles étaient aux diffé

rentielles ordinaires, l'équation que nousvenons de trouverse réduit à

- d 2 V

- [**] -- O ;

en sorte que l'intégrale est alors représentée par ce système de quatre

équations ; V = o,

[ * ]= o,

d V T| _

---]=o,

d* V T| _

* ]= o.

Il est aisé de voir directement que, dans le cas dont nous parlons, ces

quatre équations satisfont, en effet , à la proposée ; car nous avons vu

qu'elle était toujours satisfaite par les trois premières , quand on avait

en Olltre

-- d y _ K -- VG

d x ( « T H ,
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et nous savons d'ailleurs qu'en considérant a comme une constante

dans l'équation u=a , son intégrale est représentée par ces deux-ci :

V= o,

d V ] - ()

[ d y - v r »

qui satisfont à un système d'équations intégrables comme si elles étaient

aux différentielles ordinaires, parmi lesquelles se trouve

(-*-)-*--(--)= o,d p dx (a, y d q .

et qu'elles donnent, par conséquent,

d u

, _ ( * ) _ - vc
-- = -- = ─--

( d p ) -

Les deuxpremières équations de l'intégrale générale ne différant de

celles dont se compose l'intégrale de

ll - ci ,

quand a est considéré comme une constante , qu'en ce que n s'y

/ • - • * - d' y xk

trouve écrit au lieu de qpy; il est clair que la valeur de dx (a, » (*),

tirée de ces deux premières équations, sera toujours la même, et par

r V A(" - VG d JV -

- - - ---- A

conséquent égale a H , tandis que -- ( cz doit être égal à

K -- v" G - -

AH ; mais quand G=o, ces deux valeurs deviennent égales

- - » K" v - -

entre elles, puisqu'elles le sont toutes deux à --; d'où il suit que

dans ce cas il suffit, pourque l'intégrales atisfasse à la proposée, qu'outre

les trois équations V = o,

d V T| _

[-* -]= o.
d V -

d a -]= o,

(*) L'invariabilité de a et y dans la différenciation par laquelle on calculerait cette dé

rivée, entraîne celle de n, qui est une fonction de a et 2, sans qu'il soit nécessaire de

l'indiquer en écrivant n à la suite de a et de ».
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- d y d y
les valeurs de d x (a et de d x (a, y

égales entre elles : or, c'est ce qui a lieu si leurs dérivées partielles,

tirées des deux premières soient

prises en n'y faisant varier que y, et n en tant qu'il contient y, sont

nulles; celle de la première l'est déjà en vertu de la seconde; il ne s'agira

donc plus que d'exprimer que celle de la seconde l'est aussi, enjoignant

à ces trois équations celle-ci :

da V" ] -

-- 7: J = o.

On voit que, dans ce cas, la quatrième équation de l'intégrale ne

contiendra qu'une seule dérivée de n qui soit du second ordre, savoir ,

da n

TT 72 / a

d'après la signification que nous avons donnée aux parenthèses carrées,

OIl a

- de V ]= *) d * n da V d n )
d 2 * (a =( d n *---( d n * )( ***

*) d n de V \

d' y d * ) TT» (e (-*-)

r - r » - -

, et que cette dérivée n'yentrera qu'au premier degré,puisque,

--2 (

il sera doncfacile de voir si cette équation est susceptible d'être intégrée

par les méthodes connues, et, dans ce cas, d'en tirer la valeur de »,

qu'il ne s'agira plus que de substituer dans les trois premières équations

de l'intégrale pour avoir celle - ci sous la forme d'un système de trois

équations.

Donnons d'abord quelques exemples d'équations dusecond ordre dans

lesquelles la quantité G ou K*-HL est nulle, et dont l'intégrale

générale puisse facilement s'obtenir par cette méthode. Soit d'abord

l'équation -

x* r - 4x*qs -- 4q*t -- 2px = o;

OIl alll l"d,

H=xt, K=-2x*q, L=4q*, M=2px , G= o,

et par conséquent,
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- x* _ d' y -- 2 q - O

x ( cz q -

et

/

d p q
------ -

-
-

-

* T 7 2 q , , , ... -- 2 px= o,

dont la seconde est une différentielle exacte, et donne

x*p - q* - 2 dl ,

où j'ai pris 2 a au lieu de a pour éviter les fractions, cette équation

s'intégrera ainsi, en y considérant a comme une constante :

x * 5 - 2 q t - O ,

- O ,

d'où il est aisé de conclure

- d' y - 2 y - 2 a -- y*

q - 7W, d x (a, y , •= ac* , p - ar *

2 a -- y*

x * dx ,
y=--q'y, dz=ydy--

2 a -- y*

z= yy- -- Q y.

La valeur de y étant celle qu'on obtient en égalant à zéro la diffé

rentielle partielle de l'équation qui donne la valeur de z, ces équa

tions n'ont pas besoin d'être transformées, et l'intégrale générale de

la proposée sera représentée par les trois équations

2 ct -- y*

z = yy - -- m ,
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pourvu qu'on détermine » de manière qu'on ait en même temps la

dérivée partielle relative à y seul de la seconde équation , égale à

zéro , on trouve pour cette dérivée

2 -- d* n

2( d' y * ( a T

et en éliminant x ,

d * n d n

TTT7T - T7 .

d'où

»=fe-* du o (y--2u Va), [u=---, u=-- ]

--=f-'duo (y+-2 : Ve),

d n I

d a ( 7 Va fe- uduq (y-+-2uy/a)=fe-**duq"(y-+-2u/a);

en sorte que l'intégrale est exprimée par ces trois équations ,

2 a -- y*

z= yy- ( --fe-* duq (y-- 2 u Va) ,

2

- -- fe-* du q" (y --2 u Va),y -

––*- --fe-* du q"(y--2u Va),

ui se vérifient très-facilement, puisqu'on en tireq , puIsq
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2 ct -- y* -

p - TT » q - V ,
-

d -

2 a = x*p-q* , –**-=----=--**
d x ( a 3 * 32

parce que la troisième équation de l'intégrale fait disparaître de cette

• w d y

dernière valeur les termes en -- ;

d x ( cz

d a

r • A A \ d x ( y

et comme cette dérivée de y est égale à-- : -- , on a

- d y 7 x

* _ - 2 xp -- x* r-2q s

,a - x* s- 2q t . "

qui donne sur-le-champ,

x*r - 4x*qs -- 4q*t -- 2 x p = e.

Cette autre équation

r--2(q-x)s--(q-x)* t-q= o ,

se ramène aussi à

d* n - d n

d y* ( a T d a ( y '

lorsqu'on y applique la même méthode, car on en tire successive

ment ,

d y -

-- q -- x = o ,

dp d q dq -

--- q---x-- - q=o,

p --- xq -- a = o,
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d y

---- q -- x= o,

q - 7V , p = yx ---- a,

z= yy-------- a x-- » ,
2

2* d n

2 – yx -- d » ( a

- x ----**- - O

d a ( » T »

da n

7T7 -

y-- - O »

en sorte que l'intégrale de

r--2 (q-x) s --(q-x)* t-q= o,

est

y x* - y* x

z= yy---**- -a x--fe * du q (y--2 u Va),
2

2

y---* - yx--fe * duq"(y--2u Va)= o,

x-f e * du q" (y -- 2u Va)= o,

Soit encore l'équation

(x--q)* r--2(x-i-q) (y--p)s--(y--p)* t--2(--q)(y--p)=o ,

OIl d Ullal

d -

(x+ q) *--y-p=o,

d d

(x -- q) ** -- (y--p)-----2(y+-p)= o.
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On trouve, en ajoutant ces deux équations,

d d d

(x-q)(---- #*)--(-p)(1---**)= o,

dont l'intégrale est

(x -- q) (y -- p) = a ;

en l'intégrant de nouveau, comme une équation aux différentielles du

premier ordre, on obtient successivement

(x -- q) s-- x -- q -- (y--p) t= o,

d q

7 : --- 1 = o ,

d

(x --q)-*-= y -- p ;

on a donc

q -- x = y, *

y-- p =-- ,

q = y- x ,

cl

–- y,
7y

-
p

z=yy----xy-» ,

, 2( d' n

y - y* ---7-= o,

2 d » O

y "d a ( y 1)

2 at 2t da n
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- d

L'une de ces équations donne x=y - ; et cette valeur, subs

tituée dans la dernière, la change en

da n _ 2 c d n -

d' y* / a T y* d a ( » '

cette équation peut être intégrée de différentes manières ; la plus

simple consiste à la ramener à une équation de la forme

t = pfx ,

dont l'intégrale s'obtient facilement comme celle de l'équation

f -

car, en supposant

z= feT**du p (y--u X), [u=--, u=-],

C)Il a

p - * fe-* udu c" (y --uX)=

1 d X _ * . X d X

–- * - e * c (y--uX)---- fe-* du p"(y-+-uX),
ll X

dont la partie qui est hors du signe f est nulle aux deux limites; en

sorte que

- X d X -u* f - x d X -

p=---*-fe-* du c"(y--uX)=-- **- t ,

ainsi

t - 2 p ,
–--

X d x

con a donc
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d X _ 2

X--=--,

Oll

-

- d

X =4f*- ;

en sorte que l'intégrale de

t = pfx ,

6eSt

-

z= fe-* du q(y-- 2, Lf /f)

Pour ramener à cette forme l'équation en », il suffit de changer une

des variables indépendantes ; soit e la quantité qu'on prend pourva

riable indépendante à la place de y, on aura

d n '

d n d e ( a

d y ( a T _ d y_ '

d e ( cz

** - _ *'__ *? _ - *"
d * n " d e V . " d e / c d e* (a d e ( a

d ya / a T --% . )
d e ( «

et

d' y

d n _ d * d » _ d * ( *

T7E - T7TT T7T - d » .

d e ( a

cesvaleurs, substituées dans l'équation qu'on se propose d'intégrer, la

changent 6I1
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d* n _ 2 a d ) 1 d n

T - 7 - y* (**-) d a ( e

da y 2 ot d' y ) d »

TT - 7 2 ( *- 'd a ( e d n

d 2 d e ( a '

d e ( a

- r - \ - ,r d

quiprendra laforme demandée,si, après avoir supposé ** -- *y, ce

- - - - d

qui réduit à une fonction de a le coefficient de ---, on peut sa
d a ( e

tisfaire à

d* y 2 at d y 14 d y -

------ ( *-) T 7T = o ,

qui devient alors

-**--2 a -**-=d e* ( a d a ( e - O.

En déterminant convenablement la fonction arbitraire de a qui se

trouve dans la valeur de y, tirée de l'équation

d y

TFT7 -- *)/ ,

savoir :

y = e* 8 a ;

On a

e* s a - 2 a e" 8 " a = o , --=--
b ct 2 dt

et par conséquent

8 a = V a ; -

ainsi ,

y = e* V a :

et
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on a d'ailleurs - - - - : .

d* n _ d n . -

7 -= 2 a d a ( e - ' -

cette équation donne pour la valeur de n -

* - - * I

-- » =fe du q (e -- 2 u /+la):

si l'on écrit,poursimplifier ces expressions , a* à la place de «, on aura

- *y 2- a e*, - -

n = fe-**du qp (e --2u /l a) ;

et l'intégrale générale cherchée sera représentée par le système des trois

équations

z= a e*y-- a eT* x-xy-fe-**du qp (e--2u /la),

a e*y—a e*x-fe-** du q (e -- 2 u Vla) - O ,

a e*y-- a e-*x-fe-** du q"(e--2 u y/la)= o,

dont la troisième est écrite comme on l'obtient en prenant la dérivée

partielle de la seconde par rapport à e seul, mais n'en est pas moins

identique à la dérivée partielle de la première relative à a seul ; car on

trouve, en prenant cette dernière,

-- I -- 2 r - -

e"y-- e*x---fe-*u du c (e--2 u Vla)=o,

qui devient, en intégrant par parties,

e*y-- e-*x- -fe-*du c" (e --2uVla)=o .

Pourvérifier l'intégrale que nousvenons d'obtenir, il suffit de remarquer,

1 o Que les dérivées partielles de la première, relativement à a et e,

étant toutes deux nulles, on a

r

:

p= a eT*-y, q= a e*-x ,

et par conséquent , - - .
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(x -- q) (y--p)= a *,
jy --p - e-* é .

x -- q y

2.° Que la dérivée de la seconde, par rapport à e, étant identique

à celle de la première prise relativement à a, les termes où entreraient

d t d y

-- dans la valeur de - **--d x ( a 6 e d x ( cz

tion, seraient nuls; ce qui donne

qu'on tirerait de cette seconde équa

d y
- -f -

CL, ? TT / dl e * T O ,

OUI

d' y e-* e = 2r * :

d x ( cz - x -- q "

ainsi ,

d a

d x ( y *-* - y --p •.

d a - x -- q "

d y ( x

et comme on tire de

(x--q) (y--p) = a *

d a

d ) -- (x- a ) r -- ( -- p ) : -- y-p

d a T (x -- q) s -- (y --p) t -- x -- q " '

d y ( x

OI 3lllI*al

C** 2 * 2 * 2 * r * -- 2 r E

(x -- q) s -- ( y --p ) t -- x -- q T x -- q

c'est-à-dire, l'équation donnée,

(--q)* r--2(x--q) (y--p)s--(y--p)* t--2 (--q)(--p)= o.

Dans ces divers exemples, lorsque l'intégrale a été réduite à un sys

tème de trois équations par la détermination de la valeur explicite de

m en fonction de a et de y, il est arrivé que la troisième équation, en

mêmetemps qu'elle était la dérivée partielle de la première par rapport
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à a, était celle de la seconde relativement à y, et par conséquent la

dérivée partielle du second ordre de la première équation, aussi relati

vement à y. Cette circonstance, que nous avions déjà remarquée dans

l'intégrale de l'équation

r -- 2q s -- q* t = X ,
-

vient de ce que G étant nul dans ces exemples, la valeur de n doit être

telle qu'elle réduise à trois, quatre équations de la forme

- V= o dI V" - dI V - *]=o
-vr , T7-j=o, 7* ]=o, TT7 ]-* »

en faisant que les deux dernières deviennent identiques.

Avant de donner des exemples du cas où G, c'est-à-dire, K*-HL,

n'est pas nul, nous ferons sur la quatrième équation de l'intégrale une

remarque importante.

En considérant les diverses formes sous lesquelles nous avons suc

cessivement mis cette équation, on s'aperçoit aisément qu'il suffit, pour

l'obtenir, d'égaler la quantité

[-*-]
-

:d y a -

à l'une des trois suivantes ,

H H]--(-v/c)--] [ * ]

H[-]--(K--Vo)[--] " . [ * ] "

1 -- 2 u v/G [ , ]

2 u VG --]

qui sont identiquement égales entre elles.Ces quantités sont le rapport

des dérivées partielles de W relativement à a et à y, lorsqu'on regarde

.S 2



14o ANALYSE, *

comme des constantes les x, y, z, qui se trouvent dans cette quantité ;

ces dérivées dépendent doncde laforme qu'on donneà la valeur de 9 par

la substitution qui change cette valeur en W.Mais il est d'autres dérivées

relativement à a et à y, de la même quantité 3, qui, d'après la notation

r (--- -- : -- - A r . ** d 2 d 2

adoptée dans ce Mémoire,doivent être représentées par--et7z ,

et qui restent toujours les mêmes, quelle que soit laforme qu'on donne à

lavaleur de 3; ce sont celles qu'on obtient en considérant que, lorsqu'on

prend a et y pour les deux variables indépendantes, toutes les quan

tités qui entrent dans le calcul en deviennent des fonctions, et qu'ainsi

elles doivent toutes varier conformément aux relations qui les lient à

ces deux-là. Dans cette hypothèse de différenciation, le rapport
-

–**

d a (x

_ d * . '

- d y ( a

de ces dérivées semble d'abord devoir être différent de celui des deux

dérivées de W prises en y regardant x, y, z comme des constantes :

mais il n'en estpas ainsi, et ces deux rapports sont égaux en vertu des

quatre équations dont se compose l'intégrale. Pour le démontrer, il

faut remarquer qu'en vertu de l'équation 3=v et des valeurs de

(--). (--) (--) (--) (--)
trouvées ci-dessus, on a

-**-- l-»" / - p d x " ty *

d a ( y = -2 x Vo)-- m * --xH-**

/ d' d'

* H -- (K-Vo)--,
et e -

d 9 -- V - - d x F d' y

--=-AC-Vc)-- M | --- H --
1 : v d n . r d

u H ----u (K-VC)-**.d » ( a * - - - -- - -
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- \ " r r -

, Mais, d'après la notatión adoptée dans ce Mémoire ,

dp - d p ]: _ d p d x

d a ( » T L TT7 T d (e,T de r *

** -=[ # ]------,d a ( y T L, d a ( y dx (a, y d a ( » '

dp =[ * ]----- d q -

d y (a T L d y ( a - dx (a,y d y ( a '

–**-=----------- :
d y ( a T L d y ( a J " ' d x (a, y d y (a '

d g et --**

H 77 °* TT 7E »
les valeurs que nous venons de trouver pour

peuvent donc s'écrire ainsi : - -

d 3 _ , d y -- / - d *

* =2 | H----Vo) *
r d p . d

| H ]--( -- Vo) [ * ] --
A" d' - - " d a

fo Hé:-(x- v/G) * -- M --- ,

| --

dx (a,2

* et

| H[-]--( -- Vo) [ + ] | --y ( cz

/ d - d

H * -- ( K+ Vc) :dx (a, y

Rappelons-nous maintenant que, d'après la théorie des équations

aux différentielles partielles du premier ordre, et le procédé même par

lequel nous avons trouvé les trois premières équations de l'intégrale

si l'on considère a, y, et par conséquent aussi la quantité que nous

avons représentée par n, comme des constantes, les valeurs de p et de

- q tirées de ces trois équations, satisfontà l'équation du premier ordre

ll - ct ,

- en rendant nulles les deux quantités
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(-*-)----(-).

( :) * : * : - * ) d q . -

(─ ─)--(-*-)q--( *-)-, -

qu'on obtient en décomposant, comme nous l'avons déjà vu, la déri

vée de u=a par rapport à y, après y avoir remplacé s parsa valeur

d q

d q d y ( cz, x d y

I / TT d y d x (a, y '

d » / , x

et que si l'on avait pris la dérivée de u=a relativementà x, et qu'on

y eût mis à la place de r sa valeur

d p d' y

TT7T d x (a, y

les termes multipliés par s étant nuls, on aurait eu cette troisième

d u - d u -\ . d u d p

(--)--(-*-)p--(--)-* ,

nulle en vertu des mêmesvaleurs dep et de q; nous en conclurons,en

quantité

égalant à zéro les deux dernières de ces trois quantités, après y avoir

d u ( d u d u d u -

(--). (--), (--). (--)

par leurs valeurs trouvées ci-dessus, et avoir divisé tous les termes de

la première par H, ces deux équations

remplacé

d' q _

-- d'

Get –» (K-VG)+u M--u H----=o ;

d'où H-----(K --VC)-----M=o ;
d x ( a, y

ce qui réduit le rapport des deux dérivées de 3, à

d 3 A/ | d' y d x | d p d

-(PH -(K-VG)--)--Hl-- _ * 1_

da (y –-* d a (y ( ) da (y -- | da (y ]-r-vo [ da (y

d g - » _ d' y -/K- /f r d x d p d q

dy (a pu" u :-(-vol- | | *-]-- c ** ]
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Mais parmi les équations du second système d'équations intégrables

comme si elles étaient aux différentielles ordinaires, se trouve celle-ci :

d' y - --

H % --K-- VG=o ;
| ltipli lt d x t Dall* -**- OIl

en la muttip1iant alternativement par Td a / 3 et p d y (3 '

trouve les deux suivantes :

d' y d x --

H % -- (K-VG)- = o,
d y d x -

H - * --(K-VG)- * -= o

mais on a identiquement

*--=--------**--**
d a ( y T d a ( 9 Td e / . d « ( y '

d x _ d x d x d 3

7-7-5-=- 7E ---E7 Td . / *

* --**----**--**-*---f-**----- ** \ **

dy (a T E*g -- d3( dy (a T d (3 --( de(a -- da (3 d3(y ) d» ( a *

d x _ d x d x d 3 _ d x d x , d x - d a \ d é

FE=E - E = E --( Ie7 TIT *) dy(a '

d'où l'on conclut, en effaçant les termes nuls en vertu de deux équa

tions que nous venons d'obtenir, que

-**--/k-vo)-**-- H -**--/x- -- _ d _H da (y (K-V/G) da (y = H d3 (a /K Vo) d3 (a ) d « (y "

et que - -- -

d' y / d x - d' y d x d 3 .

H :--(K-VG)- = a *--(k-VG)- | dy(a "

on a donc -- .

_ d * l r _ * -- _ d x _
d a ( y _ *** –(K VG) : |

d 3 - , d y d x

d » ( « H %--(K-VG)- ::: |

Comme deux fractions ne peuvent être égales sans l'être aussi à celle

qu'on forme en prenant pour numérateur la différence de leurs numé

rateurs, et pour dénominateur celle de leurs dénominateurs, on trou

vera, en comparant les deux valeurs obtenues pour

--

-
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d 3 :

d 3

d y ( a ,

que - - -

H _ **]+ + cI * ]

-- T H [ * ]--( -- Vo) [ # ]

[ * ] 1-- 2 : VG [ ]

*] T 2 u Vc [ * ] " -
- - - * r , - -

il suit de là et des résultats obtenus précédemment , qu'on peut mettre

la quatrième équation de l'intégrale sous cette dernière forme

da V - d g | , da V - d 3

*** d y* ( a l d a ( y

Oll , Ce qui revient au même, " -- * ,

- f **l --T* l ** = o
- --- - *--] d 2 * (a d a / g -- **

- -
-- « -- - « *- - - -

-

Cette forme n'est pas propre en général à calculer la quatrième équa

tion , parce que la nécessité de faire varier x, y, z, dans la valeur de

9, multiplie inutilement le nombre , des différenciations : mais elle

devient la plus commode, quand, en éliminant ces quantités au moyen

des trois premières équations de l'intégrale, on obtient une équation

entre a, 9 et yseulement , d'où l'on tire alors sur-le-champ la valeur

d p3

d' y - . .. d a .. ( y
de ----.. Il arrive dans des cas particuliers qu -

d a ( 3 - i pa que - d 3 - est

- - d y / a

identique aux trois quantités auxquelles nousvenons de* qu'il

doit toujours être égal ; mais cela n'a pas lieu en général, et alors on

trouve encore la quatrième équation de l'intégrale en l'égalant à l'une

d'elles, ce qui donne cette équation sous d'autres formes, telles , par

exemple, que

dy
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[-**-]--[ ** ] ** =o ,

Prenons pour premier exemple l'équation

- b, a
- 1 - -

2 z=x* (r-- 2 s -- t) -- *

Oll

52 -

x * r -- 2 x* s -- ( *--)t-2z=o ;
- q X

IlOllS aUlI'OI1S

H= x*, K =x*, L=x---
q* x*

, M=-2z, VG= +,

et les deux systèmes d'équations susceptibles d'être intégrées comme si

elles étaient aux différentielles ordinaires, seront

d y , b d' b

*--- x*--- -**--x*---

--x -= o , | ---* q

q
d p - b \ d q - d p 2 *) d -

- 2 - -- l--* , ' --

\ * -- (x 4 ) dx -2z=o, x* dx --( -- q / dx (3 2z=O,

d : d' y _ d z --**

:--p-q : =o, | ---P-1 , a

- O.,

En multipliant les trois équations dupremier système respectivementpar

" 2

À\ -- --, pw = 1 , v =-2 x ,

et en ajoutant les produits qui en résultent, les termes en 7-7

se détruiront mutuellement, et le résultat

d p d q b d q
x*----- *------

dx ( a x7: q dx ( cz

b d

–2z--2qx-- -*-–2x *--2px=o -

étant une différentielle exacte, on aura l'équation du premier ordre

-- x * p -- x* q-2x z-blq--2 b l x= a ,

qu'il faudra d'abord intégrer en y considérant a comme une cOnStante.

Pour cela, on la différenciera par rapport à y, ce qui donnera

- 2 b - -

x s -- (x --)t- 2 x 1 = o ;

et en y substituant à s et à t leurs valeurs
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-- . -

d q d q

J * d q - d » (a,x d' y : t = dT Va, x

T dx(a,» d' y d x(a, x - d y

d» ( a, x d » (a,x

et égalant séparément à zéro les termes qui contiennent le facteur

d y(a, w • r » r

d' y et ceux où il n'entre pas, on aura les deux équations

dy (a, x

d' y -- b

x* -- - x* - --dx(a,2 x * -- q O ,

d q
2 _ -- - -

X dx(a,» 2 x q= o.

Cette dernière devient intégrable en la divisant par x*, et donne

-"- - - w .. -- 2 •

:-= y ou q = y x* ;

et en substituant cette valeur dans la première, après qu'elle aura été

divisée par x*, on aura

d' y - b

dx(a, » T I y x4 "

" » w - b -

d'où l'on tire y = x-- .-- 0*.
3 7 x *

Pour avoir la valeur de z, on mettra dans l'équation proposée yx* à

la place de q, et

b, ) d z :* --

2) x1 OUl d x (a, » - "y x 2 a

à la place de p; et comme y n'y entre pas, on n'aura pas ày remplacer

y par sa valeur : on trouvera ainsi

d z 2

dx (ct, » yx (1

, d z -

2* *--- b-2 x z-bly= a , Oll

a -- b l y - b
-

x 1 2x 1

L'intégrale de cette équation, multipliée par x*, donne

* 8 représente ici une fonction arbitraire de y.
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b- a - b l y

3 x

Ces valeurs de z, de y et de q devant satisfaire à la relation

z= --x* .

OIl aUlIra

x -- *-- ( d *_
- d » (a,x 3 » x = y x , dy(a,x •-- --).

qui donne =fyd6, et par conséquent

z= * - * -- 2

- 3 x

enjoignantà cette équation celle que nous avons trouvée précédemment,

*- b

y= x-----

--x *fyd9 ;

-- 6,

on aura un système de deux équations exprimant l'intégrale de l'équa

tion du premier ordre où a était considéré comme une constante.

En effet, x et y étant les deux variables indépendantes, et prenant

d'abord les dérivées de ces deux équations relatives à y, on aura

- - b d » 2 d 9

q=----------v x ----,

- b d' y d 0

et 1 =- ETT , , -- 7 .

Cette dernière équation réduit la valeur de q donnée par la première,

à q= yx* : en différenciant ensuite par rapport à x, il vient

_ a--b l »-b b d' y 2 d 9

p=-─ --2xfyd -- 5 -- yx - 75 ,

- b b d' y , d 9 .

Gt O - I - --- 3 * xy* x3 Tx ( y -------()V

d'où

d 9 b b d' y

- - I ,

--=------ d x ( y

a -- b l x -- 2. b

et p = - 3 x* – yx*--2 x fyd0.

Ces valeurs dep et de q et la valeur de z, substituées dans l'équation

• T 2
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-

x*p -- x* q-2 xz-blq --2 blx= a ,

la rendent évidemment identique.

Les deux équations de cette intégrale n'étant pas sous la forme

d V

V = o , --] - O ,

il faut d'abord les y ramener par la méthode exposée dans le premier

paragraphe de ce Mémoire. Pour cela, en conservant les dénominations

que nousy avons adoptées, il faudra représenter par Q la valeur yx*

de q, et l'on calculera celle de u= z-Qy, qui sera

b - a - b l y b 2

ll - ------x fyd3-vx - 2c – y0x »

b l -

Ou tu - - y x 3 -- --- x* » ,

en faisant fyd6- y6= n: ainsi l'on aura pour l'équation V=o ,

celle-ci : -

2 - a -- b l » 2 -

z = u -- Qy= y x* y- y x ? --─--x m ;

» ,r - d V r • r v -

et pour 1'équatIon [-* -] - O, Sal dérivée par rapport à y, savoir,

--x-**x* - x3 - ----

jy 3 2 x d »

l'intégrale de la proposée sera donc représentée par les trois équations

- 2 3 a -- b l x 2

z = yx- y- yx –-----x 71 ,

2 3 2 d n -

xy-x ----+ x d » ( a -- O ,

2 d n -

----- x --=o,

pourvu que la valeur de n en fonction de a et de y soit donnée par

la quatrième équation de l'intégrale. Pour calculer cette équation, on

[ * ]
se rappellera qu'elle consiste à égaler la quantité -----, à

- d « d » |

l'une de celles-ci :
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-- d p - d q d J/"

H[**]--(K--VG)[--- | [-**
d p , T , , - d q d / -1 »

H [ * ]--(k-v/c) [ # ] *-]

, - r - d d 3
| __* 1 --

2 u VG [ ** . - d y ( a

- d q » d 3 »

suivant celle qu'on veut employer des diverses formes sous lesquelles
. - r - . ' _ ' ' . , -- ... * - r - -- , .

nous avons présenté cette quatrième équation. J. , '

C)n a d'abord i . .. * : * . . - : ' ' : t . .

- d - V b ., d* n - b , , , , d* n * .

l* ] _ ----x dTya Ve " _EETET " TETE -

d2 V ] - 2. d* n - - d * n - -

d a dy X* d a d y | - a - da d y

- -

,

-

|

b d n - da n --- - - --- - --

ETEIE TETE ... -- *
d* n - » - . -- . ::

d a d' 7 ' - . ' : .. » . .

on tire ensuite des trois premières équations de l'intégrale

a -- b l y - t -

-----2 x », q=vx ,p=2yxy- 3 yx*--

6t COIIlIne On a - . -

H = x*, K -- VG = x ---, - , . :

il vient . -- :

d p - - d q -

H [ * ]--(K -- VG)[--

- dp " -- d q

H [ * ]--(K-- VG)[**, ]
- . .. : , b * - d : 5 v

x (2xy-2x -- ---- 2 x ----)
---- - d n -:

---- 2x°-- ( y

mais on tire de la seconde équation de l'intégrale

/
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d n b .

2 x y- 2 x* 2 X -- * -
y -- x-- -- 3 » x '

• • \ - : d 2 - - -

et de la troisième 2 x3-- t- --, ce qui réduit la valeur de

H [ * ]--(k-v/c)é -]

H # ]--Vc # ]
à

y x* q , y '

- .. r t - i w 2 s . - , 'x ( t, --*)=-* parce que q=yx*.

- -- t "

Pour faire voir que les autres formes de la quatrième équation de
q q q

l'intégrale conduisent au même résultat, il suffit de montrer que

est aussi la valeur des trois quamtités

[ * ] 2 v/c [ * ] --

*-]' 1+2 e Vc [ * ] " --

On peut employer la première dans cet exemple, parce que le second

système d'équations susceptibles d'être intégrées comme si elles étaiemt

dlUX différentielles ordinaires, fournit lII1e combinaison intégrable qu'on

trouve en les multipliant par les mêmes facteurs que celles du premier

système, et ajoutant de la même manière les produits de ces multiplica

tions : on obtient ainsi l'équation , , , , ,

d p -- ----- -

x*- * : --x d x (3 . q d x ( 3 2 z-- 2 px--2qx

2 b - -- " d z - O

--2x - a = o , -

qui donne xp-- x* q -- bl7-2xz-2blx= 3

En mettant dans le premier membre de cette équation, à la place de

p et de q, leursvaleurs trouvées plus haut, on aura W: ainsi

- a -- 4 b l y --

IV- 2yxy-2yx ----- 2 x z-- 2 x* m ;

et par conséquent -
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d / 4 b d n
--------- 3 v- 4 3--**-] 2x2 y 2 x*------2 x *----- *

d Iy7" -- * I 3 d n - , »

*-] ----2 x d « ( »

2 b

par les mêmes réductions quinous ont servi à ramenerà-

H[--]-- ( K -- VG)| -]

H [ # ]-- (e-Vc)|# ]

Comme on a q=yx°, u=1, v/G=-, on trouve sur le champ

2 * Vc * ] _ , ,

1 -- 2 e Vc [ # ] --;

Enfin, en ôtant la valeur de a de celle de 3, on trouve

l'expression

g-a=2blq-4blx=2 bl =2 b ly,

d'où 9=a --2 bly, et par conséquent,

d 3

d » 7 e 2 b

─-=--.

d a ( »

Ces différens procédés donnant tous la valeur *-, il aurait suffi

d'en employer un seul, et on aurait obtenu dans tous les cas la même

quatrième équation de l'intégrale en égalant cette valeur à

b d n »-- d * »

y 2 d a ( y d » * (a

d* n

d a d y

e d * n 2 b d * n b d n

on a ainsi ----------- F7 = o, équation

- - A • - d * n d * n

qui ne contient que deux dérivées du second ordre , *. (a * a a d , *

c'est-là tout ce que nous nous étionsproposéde faire : mais en examinant
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cette équation, on voit qu'en faisant ly= e, et prenant a et e au lieu

de a et y pour les deux variables indépendantes, elle devient linéaire

à coefficiens constans, et par conséquent susceptible d'être intégrée par

les méthodes connues. Alors l'intégrale de l'équation donnée est repré

sentée par ces quatre équations :

a -- b e-

- z= e*(x*y-x )- ----*», -

b d r - . 1 d n
2 - 3 l- * ___- --- *--e* ( * y x ) ----x d e --=o, 2 X* d az --=o,

d' , d ( 3 (* n - - * n d n d n

· de* (a -2 b + --- T7TTTT =o.

Soit, pour second exemple, r--2 qs-+-(q*-x*)t-q= o; on aura

H=1, K=q, L=q*-x*, M=-q, /G=x,

et les deux systèmes deviendront -

d y - d' y

----q-x=o, d x ( 3

d p d q - d p - -- d q -

d x (a ---, d x (a -q=o, dx ---(--) dx (3 -q=o,

–q--x=o,

2(

d z d' y _ d z Jy

: --p-q-E =o, |--P-a

Parmi ces six équations, il n'y a que la seconde qui soit une différen

tielle exacte ; elle donne

- q*

p -- 2

En intégrant celle-ci comme une équation aux différentielles partielles

du premier ordre, où a représente une constante, on trouve

-- O,

-xq -- a = o.

7y x* - y* x -

z= yy------- a x -- q y,

x2 - . /

y----- yx-- q y=o;

on a donc, lorsqu'on suppose a variable, z=yy-------- alx--M,

et l'intégrale de la proposée est représentée par les trois équations

- - - y x*- y* x

z = yy -- 2

2* - - d n - - d * _

-- yx-- d y ( a = o , x----= o ,

- a x -- m ,

- y---

pourvu
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pourvu que la valeur de m en a et y soit telle , que

da n d* n 2x* d' y

d y d a (- )---
T O ,

ù il 'agit pl - à la place de ---sa valeur
où il ne s'agit plus que de mettre à la place de -7E7E- s -

- [**-]--(K-/G) [--]
d' y da (y

d a ( g T dp .. T] - - dq

#-----VG)*]

Mais lapremière des trois équations dontse compose l'intégrale, donne,

en la différenciant par rapport à x et à y, et supprimant les termes qui

sont nuls en vertu des deux autres, ,

- 24

-

–a et q= y :p= yx--

lorsqu'au moyen de cesvaleurs, on éliminep, q, et leurs dérivées par

- d y - « - - -

tI ------ -- -elles de celle de 7-, on trouve

d » - _ - - 1 - _ 1 -
-,----

-

- d a ( 3 x- y-- y-- x 2 3

Cette valeur change l'équation - ------ : -

d * n d * n d' y

---,|-- •- - o

d a d y --(--- )-*
d * n da n " -

- --- - X T O. -

d a d y d' y* (a - . x - -

Quand on l'a mise sous cette forme, il reste en général à y remplacer

x, y, z, par leurs valeurs tirées des trois équations qui représentent

l'intégrale; mais comme, dans cet exemple, x est la seule de ces trois

quantités quiy soit contenue, il suffira de substituer à x sa valeur prise

Gen 2 x --

dans la troisième, et l'on aura - - "

2 d n d * n d * n - **-=o

d a ( y d a d y d y* (a d a ( y T **

Cette équation du second ordre entre a, y, n, peut s'obtenir encore

plus simplement en suivant le procédé donnétout-à-l'heure pour le cas

où le second système fournit une combinaison intégrable.

En effet, quoique aucune des équations de ce système ne soit une

différentielle exacte, on en trouvera une en multipliant la première par

,T bis.
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2 et en ôtant le produit de la seconde, on obtiendra ainsi

dp d q d q - *---» »= -

---- q------ x-----1-2-- r-2x=o

dont l'intégrale est p ---- -- xq-2y-x*-- 3= o ;

on en tire g= 2y-- x -p-xq--,

qui devient W" =: 2 y-- x*-2 yx-- a , --

lorsqu'ony substitue àp et à q les valeurs que nous venons de trouver

pour ces deux quantités; on a donc --

- d W T _
d' y %] T.- 2 M ,

et
-

d W T| _ . .[ d « (2 ] -- I ; -

ce qui donne sur-le-champ la même équation

2 X da » -- da n

- d a d r d y* ( a

d »

où il ne s'agit plus que de remplacer x par sa valeur 7 --

Il est à remarquer que, dans cet exemple, on obtient aisément une

équation entre a, 3, y et n, en retranchant de

p = W = 2y-- x*-2 yx--a,

- x - O,

le double de la seconde équation de l'intégrale, savoir,

d n

ay+» -2 v»-2 -r7-= o :

on trouve ainsi, *

- d -

A - d, - 2 T7T

cette équation donne

d f3 d* n

T75- 2---- 1

77: a - z

et soit qu'on égale cette yaleur à
-
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da V ] d'

' L d « d' y _ d a d»

[** d* n 3

--] FF7 - x

Qll ,

[*l ,
dI W --- 9

d y ( a

on obtient la même équation

-- d * n d * n

2 x TTT ------ x= o,

c'est-à-dire, en y mettant au lieu de x sa valeur,

d n d * n d * n d n

* 77 - -- T - F7 = o.

Cette équation,à laquelle se trouve ramenée l'intégration de

r -- 2 qs -- (q* - x*) t- q= o,

ne contient plus que deux dérivées du second ordre, et revient à

2ps -- t - p = o.

L'existence de deux systèmes de trois équations, où l'on considère

dans le premier système x et a, et dans le second x et A, comme les

deux variables indépendantes, suppose non-seulement que , . '

- K'a -- HL,

n'est pas nul, mais encore qu'on n'a ni Ho, ni L=o; c'est-à-dire

que l'équation donnée Hr--2 Ks--Lt--M= o, contient les

deux dérivées extrêmes du second ordre r et t; car les deux équations

d

H 7*: -K-VG= o,

et

d jy . * -- T ... --

H -*--K--VG= e,

d' y

d a
qui déterminent les valeurs de correspondantes à chacun des deux
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systèmes, donnent, quand on a H=o etpar conséquent G=K* ,

d y _ 2 K t * ---°
T 7T- TE e d x ( g T o *

- - - v - -

La première peut s'écrire ainsi : 57-= o , d'où x= qpa ; alors

les deux quantités x et a étant fonctions l'une de l'autre, on ne peut lesq p

prendre pour les deuxvariablesindépendantes, et il n'y a qu'un des deux

d y

d x

où l'on prend x et 9 pour les deuxvariables indépendantes: lavaleur de

systèmes indiqués par les deuxvaleurs de qui soit possible, celui

d Jy - \ a -

77E- qu répond à ce système , se présente, comme nous venons

de le voir, sous la forme indéterminée --, quand on veut la conclure

des formules générales ; mais cela n'empêche pas qu'on ne puisse l'ob

tenir aisément, comme nous le verrons tout-à-l'heure.

Dans le cas où l'on aurait L=o, G serait encore égal à K*, et on

d y

d x *

d' y _ 2 K d' y - --

F, 7---F-, 77-= o ;

la première conduirait à la même transformée que nous allons obtenir

d'une manière plus simple, en supposant qu'on change dans la proposée

x, y,p, q, r, en y, x, q,p, t , nous verrons qu'alors cette transformée

aurait ces deux valeurs de

• r * - - da

ne contient qu'une seule dérivée du second ordre, savoir , *E , d'où
- \

il suit que si on l'avait calculée sans faire ce changement, elle n'aurait

Ile-ci --*- : à la second -

contenu que celle-ci dy d « * quant à la seconde, elle exprime, ce qui

est d'ailleurs évident, que la condition de ne pas contenir une des deux

dérivées extrêmes du second ordre, est satisfaite en continuant de re

garder x et y ou unefonction quelconque de y, comme les deux variables

indépendantes. On tire en effet de cette seconde valeur ,y=-3 ;

d'où il suit que A est constant ou variable en même temps que y, et

qu'ainsi l'équation qui résulterait de cette transformation ne différerait

pas
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pas essentiellement de la proposée, et aurait toutes les mêmes déri

vées du second ordre.

Si l'on avait L=o dans l'équation donnée, il suffirait d'y changer

x, y, p , q, r en y, x, q, p, t , pour en avoir une dans laquelle

on eût H=o, et dont l'intégrale donnerait immédiatement celle de

la proposée, en y écrivant x au lieu de y , et y au lieu de x ; c'est

pourquoi, quand il s'agira d'une équation aux différentielles partielles

du second ordre, dans laquelle manque une des dérivées extrêmes de

cet ordre, nous supposerons toujours que c'est celfe qu'on obtient en

différenciant deux fois par rapport à x , et nous représenterons l'é

quation par

2 K" s -- L"t -- AM " = o.

r • r r O -

Nous avons déjà vu que la formule générale donne *- pour la valeur

d v \ -

de - , à laquelle correspond le seul système de trois équations

qu'on puisse obtenir dans ce cas; pour déterminer cette valeur et en

A d -

même temps celle de * , on substituera

d q d y

---- ----- t

au lieu de s dans l'équation

2 K"s -- L"t -- AM" = o,

et on égalera séparément à zéro les termes indépendans de t et ceux

qui seront multipliés par la première puissance de cette dérivée; on

aura ainsi deux équations qui, jointes à celle qui exprime que p et q

sont les dérivées de z relativement à x et à y, donneront ce système

de trois équations

/ d y " -

2 K - d x ( 3 - L = o,

/ d q '-

2 K ------ M"= o,
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- ----

d z d y

----p- q * :
T O.

Il est à remarquer que, pourvu que les deux premières équations de

ce système soient satisfaites , la proposée le sera aussi ; car, en écri

d' y - d q - «

v - –--dan nd Il (1IaInt 5 -- - t au lieu de d x ( 3 ans la seconde, et en él

minant ensuite-entre ces deux équations, on trouve
d x ( 3

L' - 2 K ' s -- AM '

-- - - 2 K ' t A

d' v » - - 4,-| : 2 ,r • r

où l'on tire immédiatement l'équation proposée

2 K"s -- AM -- L"t = o.

Comme les trois équations du système que nous venons d'obtenir ne

contiennent point de dérivée de p , il est évident qu'on n'en peut -

former une combinaison intégrable que par l'élimination de p ; il

faudra donc substituer à p, dans les deux premières équations de ce

système, sa valeur tirée de la troisième, et examiner si l'on peut for

mer avec les deux équations résultant de cette substitution, une com

binaison qui satisfasse aux conditions d'intégrabilité.

Démontrons maintenant que toutes les fois qu'on aura obtenu une

telle combinaison, il sera facile de ramener l'intégration de l'équation

proposée à celle d'une équation qui ne contiendra qu'une dérivée

du second ordre, cette dérivée étant celle qu'on obtient en différen

ciant successivement par rapport aux deux variables indépendantes.

Soit v la fonction de x, y , z, q, qu'on trouve égale à une cons

tante en intégrant cette combinaison : comme les dérivées qui y sont

contenues , sont prises en considérant 3 comme constant, v sera

fonction de 3; mais nous avons vu que cette quantité 3 peut tou

jours être remplacée par une de ses fonctions ; nous aurons donc sim

plement

v = 3.
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Si nous considérons maintenant cette équation comme une équa

- tion aux différentielles partielles, où 3 est une constante , nous verrons

qu'elle appartiendra à la classe de celles qui s'intègrent comme si elles

étaient aux différentielles ordinaires, parce qu'elles ne contiennent

qu'une seule dérivée : il sera donc facile d'en avoir l'intégrale primi

tive exprimée par une seule équation qui contiendra, avec x, y, z, la

quantité 3 considérée comme une constante et une fonction arbitraire

- x de x. ---

En remplaçant, dans cette équation, x par », et en regardant dans

l'équation qui en résultera, et que je représenterai par - -

W = o,

cette nouvelle quantité » comme une fonction de x et de 3, il est

évident que le système des deux équations 1 " : s

W = o,

**l= o[ d 3 ( x ] - vr »

donnera la même valeur de q, que l'intégrale de

v = 3,

lorsqu'on y supposait 3 constant et » fonction de x, parce que x ne

varie pas dans la différenciation qui donne q ; en sorte que la suppo

sition de n fonction de x et de 3 ne peut introduire dans cette diffé

renciation que des termes dépendans de la variabilité de 9 dans », qui

sont détruits par ceux quiproviennent des termes où 3 entre explicite

ment dans W=o, en vertu de la seconde équation

d W | _

*]= o ,

On voit en même temps que cette valeur de q ne pourra contenir,

comme W, que x, y, z, 3 et n. Cette valeur étant précisément la

même qu'on aurait déduite de W= o seulement, en y supposant 3

V 2
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constant et n=qpx, excepté que » s'y trouve à la place de px, si

l'on s'en sert pour éliminer m de W=o, on aura, comme dans ce

cas, l'équation v= 3, qui sera, par conséquent, satisfaite par l'in

tégrale

W = o ,

[-*-] - O.

Mais il ne suffira pas, pour que la proposée le soit, que v= 9; il

faudra encore que les deux équations en

d y d z d q

* V & 7 TI , 7E , 77 E - TT -

résultant de l'élimination de p entre les trois équations du système

d'où l'on est parti, et qui ont conduit à v= 3, aient lieu séparément.

Si l'on en chasse q et au moyen de la valeur de q , que
_* %

d x ( 3

donne cette dernière équation , elles se réduiront à une seule, où il

n'y aura que

–- -**- –*
2 , y , Z, d x ( 3 ' d x ( 3 ' 3, n et d x ( 3 "

c'est cette équation qui doit déterminer » en fonction de x et de A.

Il faudra pour cela y substituer à

d' y d z

y , & , * ET et TI * E *

leurs valeurs tirées des deux équations

W = o ,

d / --

*.]= o ,

et de leurs dérivées du premier ordre, prises en ne faisant varier que

x , puisque f3 ne varie pas dans
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–**-- et - d &_ :

d x ( 3 d x / 9 "

mais il n'y a de quantités variables dans ces deux équations que

d

x, y , z, 3, » et -** ,

leurs dérivées ne contiendront donc que ces mêmes quantités, et de

plus,

d X - d z d n et -**'- :

d x ( 3 ' d x ( 3 ' d x ( 3 d x d 9 '

d'où il suit qu'après l'élimination, la transformée ne contiendra plus

que

g d n d n t da n

x, , , -77E, - E7 - et -- ,

et sera par conséquent de la forme

d'* n _ d n _ d n

d x d 3 =f(x, 3, », d x (g " #),

ainsi que nous nous étions proposé de le démontrer.

Soit, par exemple, l'équation

t

zs -- * -- p q = o,

OIl allI'a

d -

z * -- p q= o ,

d' y * - --

-----= o ;

d z d jy - e -

-- : -p- q - , = o :

les deux équations qu'on obtient en éliminant p seront donc
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d q d z * " -

z---- q - : -- q : a = o ,

d y-
--

-

4 d x ( I - O ,

dont la somme est une différentielle exacte, et donne

zq - x = 3,

d'où

- x --

q - &

d q - I x -- 9 d :

d x ( 3 – - z * d x ( - -

Ces valeurs réduisent chacune des deux équations résultant de l'élimi

nation de p, à celle-ci,

- , d y 2 - A •

(x -- 9) TT 73 – z - O ,

mais l'équation

zq = x -- 3,

a pour intégrale

*-=( x -- 3) y- q x ,
2

celle de la proposée sera donc représentée par

* = (x -- 3) y- n,

d n -

» ---= o,

pourvu que n soit déterminé par l'équation

d

( x -- 3) ----- z = o,

d y

qui devient, en y remplaçant y, z et ─ par leurs valeurs tirées
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des deux précédentes,

da d

(x -- 3)* i - 2 (x -- 3) :--2 »=o,

OUl

d* n 2 d n 2 t1 -

TE - TETE TTg 7 -- TEF=o

Cette équation se trouve parmi celles que M. de Laplace a intégrées

en intégrales définies ; on aura donc la valeur de w sous cette forme,

et en la substituant dans

z = /2(x -- 3) y- 2 n,

JV - -T
d 3 ( x '

l'intégrale de la proposée sous la même forme.

Reprenons maintenant le cas le plus général, et voyons comment

on peut, par une seconde transformation, ramener l'intégration de

l'équation donnée à celle d'une autre équation de la forme

s = f(x , y, z, p , q ) ,

en supposant toujours qu'on a la valeur v de 9 déduite d'une com

binaison intégrable fournie par le second système. Pour cela, on re

marquera d'abord, en examinant les valeurs développées de

d 2 V t d | d 2 V ]
[-* d y | G e d 7 * ( a _|

qui ont été données plus haut, qu'elles ne contiennent chacune qu'un

seul terme où entrent des dérivées de n du second ordre, et que ces

termes sont dans la première,

(* ) d* n

d n d a d y '
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et dans la seconde,

*) d * n »

(* d » * (a '

d'où il suit que l'équation

*-] ** ] d »

d a d y d » * (a T7E =o,

à laquelle nous avons ramené l'intégration de la proposée, ne con

tiendra aussi de dérivées du second ordre que dans les deuxtermes,

d V d * n (* d » d a n

()+*--- *)-- d » * (a "

Pour appliquer à cette équation la méthode d'intégration que nous

venons de donner pour la formule

2 K"s -- L't -- M"= o,

dans laquelle elle rentre d'après cette observation, nous ferons

d n - 7- d n - d n - d* n -

77 -= r,-7-7-=x , -7-7-= p , --=c ,

d* n - 7 :

d » * ( a T

d V \ d V d' y '

et en substituant (*) à 2 K" et (*) TI , 7 g a L" ,

nous aurons, à la place des deux termes 2K"s--L"t, ceux-ci :

d V V d V d )

(# ) or -- (# ) TT7 g * ;

il faudra, à l'ordinaire, remplacer or par

d X d' y

d c / e d a ( e 7r ,

e étant une nouvelle variable indépendante, et égaler séparément à

zéro ,



ANALYSE. 16 1

zéro, les termes où t n'entre pas, et ceux qui multipfient t, pour

avoir les deux équations qui doivent donner l'intégrale de l'équation

dont nous nous occupons, la seconde de ces deux équations sera donc

(*)-**--(*)d n aT / T d n --=o ;

ainsi

d y _ d y

T7 T - d c / g '

Oll

d e -- d 3

d a (y _ d a ( y

-,--→-- E- »

- d y ( a d y ( a
-

condition qui exprime que e est une fonction de 3, comme il était

aisé de le prévoir, en considérant que ce n'est que quand on prend

une fonction de 2 pour une desvariables indépendantes, que la dérivée

partielle la plus élevée de la fonction principale, prisepar rapportà cette

variable, peut disparaître de l'équation qui résulte de cette transforma- .

tion; on pourra donc prendre e= 3, et achever d'intégrer l'équation

d 2 V d 2 V d y -

-**-]--[ * ] ** = o,

à laquelle nous avons ramené la proposée, en suivant le procédé que

nous venons d'appliquer à la formule

2 K" s-- L' t-- M"= o:

par ce moyen, et en faisant attention que x, y , z de cette formule

sont remplacés ici par a, y, n et que e = 9, oh aura, pour repré

senter l'intégrale cherchée, deux équations de la forme

W= o,

*] - O »
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W contenantune nouvelle quantitéque je nommerai 6, et qui aura été

mise à la place de la fonction arbitraire - a dans l'intégrale de

v = 9, -

prise en regardant 9 comme une constante. Cette nouyelle quantité

sera une fonction de a et de 3 déterminée par une équation du second

ordre entre ces trois quantités, qui ne contiendra que le seul coeffi

da 0

cient *** de cet ordre, et qu'on pourrait calculer comme nous

l'avons vu en traitant de la formule

2 K" -- L' t -- M" = o;

mais il sera inutile de faire ce calcul, parce qu'on trouvera directement

cette même équation, ainsi que l'intégrale de

H r -- 2 K s -- L t -- AA = o,

sous la forme qui résulte des deux transformations opérées successi

vement, en s'yprenant comme il suit. -

D'après la manière dont nous avons trouvé les deux équations

W = o,

d 7 -]
--| -- O

d 3 ( ct -

pour représenter l'intégrale de

d 2 V d 2 W d ? __

*]--* | H7E =o ,

la première ne contiendra que a, 9, y, n et 6; la seconde renfermera
d - 1» • r -

en outre *z et l'on aura une valeur de la dérivée du premier

d n \ e - »

ordre 7x = 7, ou il n'y aura que a, 3, y, n et 6 qu'on

v - d 9

ramenera à ne contenir que a, 3, 6 et --, en y substituant les

valeurs de y et n, tirées des deux premières, Quant à l'autre dérivée
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d n

du premier ordre 7r= 75-, on la ramenera de même à ne con

tenir que les mêmes quantités, et de plus + ** -. Par ce moyen, y, »
C.

d » -

d 9

6t -- - :-- A -

, - seront exprimées en fonctions de a, 3, 6 et "d g / x '

- d n - d ? d 9

tandis que le se -

que : -le sera en fonctions de a, 3,6, ---- et--;

- - - - r - - r

si l'on substitue ces expressions dans les trois équations de l'intégrale

générale représentée par

V = o ,

[ **-] T O ,

[ # ]= o,

on en aura trois autres que je désignerai par

UV = o,

UV" = o,

U" = o,

et qui exprimeront la même intégrale sousune nouvelle forme, pourvu

qu'on détermine 6 en fonctions de a et de 3; de manière que la

condition qui, sous la première forme de l'intégrale, était donnée par

l'équation - - -

- O ,

d * JV ] dI 2 V d' y

\ d cx d 3 [** d * V e

soit toujours satisfaite.

Avant de voir comment cette condition doit être exprimée actuel

lement, et de démontrer qu'il en résulte,pour déterminer 6, une équa

tion de la forme -

d2 9 - dI 9 , d 0

* -= f(, 3, , * , ** ),

- il est nécessaire de remarquer qu'en vertu des deux équations

X 2
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U" = o, UV" = o ,

les dérivées partielles de U=o seront toutes deux nulles, parce que ,

d'après la manière dont celles-ci ont été formées, on aura

| ** ]= U" d' y

d 3 ( cz d 3 ( a *

et

d UV - II r _ d' y

*** ]=U"+U d a ( 3 "

Il semble, d'après cette observation, qu'on aurait pu se dispenser de

calculer U" et UV", et se borner à faire la substitution dans CV , pour

joindre ensuite à UV=o les deux équations

[ * ]= o et [ * ]= o,

puisqu'elles semblent équivalentes à

U" = o et UV" = o,

aux facteurs près,

-**- et --,

qu'on pourrait supprimer ; mais ce procédé serait beaucoup trop com

pliqué, comme il est aisé de le voir, et il deviendrait nécessaire de

démontrer que les dérivées

d 2 n d* n

T g - 7 °* à - dg *

qui se trouveraient dans

d' UV d' UV -

--,--| et | --- -- | ,

[ d ( a | [ d a ( 3

- - d' n » - -

puisque UV contient "d g / c ' n'entreraient, la première, que dans un
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d' UV

facteur commun à tous les termes de [-* |, et la seconde que

d UV -

dans un facteur commun à tous ceux de [--] facteurs qui ne

s'évanouissent pas en vertu de d C'_T _ o , au lieu qu'en for

d g / a J - **

mant les trois équations
-

UV = o,

UV" = o ;

UV" = o,

par la substitution des valeurs de

d n - d n -

V, * -7 , 7-;

dans

V :- O ,

[**
-

-77-]= o,

**l- - -

--]= o ,

on voit, d'après la forme de ces valeurs, que UV et U" ne peuvent

contenir que
-

d 0

a, A, ,--,

et UV" que

d 0 d 0

ct , 9, 0, - ----

TIg7T , T 73

Maintenant, pour exprimer la condition

da V d2 V d' y

-]--[ # ]- *--=o,

il faut faire attention que UV" étant la valeur que prend [-* l
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par la substitution, on a précisément

d U' - _ p da V dI2 V d ? __

* LTd a / s ] - [-*-] -- -**. ]--=o ;

en sorte que la condition demandée est simplement représentée par

l'équation

d UV" T| _
[-*-] T O ,

dont il faut éliminer x, y, z, au moyen des trois équations

= O,UV

UV" - O

11

UV" 2=- O

pour avoir, entre les trois variables a, 3, 6, l'équation du second

ordre par laquelle la valeur de 6 doit être déterminée pour que ces

trois équations expriment l'intégrale générale de la proposée. Cette

équation ne contiendra que la seule dérivée du second ordre *

puisqu'il a été démontré que U" n'en contient qu'une du premier, qui

d n

6St " d g ( a * -

Les calculs précédens sont nécessaires à la démonstration de la mé

thode que je viens d'exposer; mais l'emploi de cette méthode n'exige,

comme l'on voit, qu'un petit nombre d'opérations indispensables : elle

peut être encore abrégée, en remarquant qu'au lieu d'opérer sur l'équa

tion entre a, y, n, renfermant

d n d n d 2 n d a n

*, V, ", I , 7T, T7 - , , , , , 7 ,

qui résulte de la première transformation , pour en tirer l'intégrafe

particulière du premier ordre avec une constante arbitraire 2, intégrale

que nous avons représentée par v= 3, il suffira, pour l'obtenir, de
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chasser x , y, z,p , q de la valeur de f3, déduite de la combinaison

intégrale du second système de l'équation donnée, si cette dernière

valeur a été calculée. Dans ce cas, ce procédé est préférable à tout

autre, parce qu'il donne sur-le-champ la valeur de n, et qu'il devient

par conséquent inutile de calculer la quatrième équation de l'intégrale.

Mais il est souvent plus difficile de reconnaître que le second système

déduit de l'équation donnée peutfournirune combinaison intégrale, que

de s'apercevoir, après la première transformation, qu'on enpeutformer

une avec le système déduit de l'équation du second ordre en n, et il vaut

mieuxalors faire les opérations dans l'ordre où elles viennent d'être indi

quées, en calculant la première transformée,sanss'attacher à reconnaître

si les deux systèmes qu'on tire de la proposée peuvent fournir chacun

une combinaison intégrale, ou s'il n'y en a qu'un seul, on examine

ensuite la première transformée pourvoir si elle en peut donnerune. II

est bon d'observer aussi que si la première transformée était linéaire,

d* n

TT ** V * ' sans changer

la fonction n en une nouvelle fonction 6, comme il résulte de la

théorie connue de ces équations ; alors le calcul deviendrait beaucoup

plus simple, parce que l'équation

_ d _

d a (3

on pourrait en faire évanouir la dérivée extrême

2 K" - L" = o,

qui ferait partie du système fourni par la première transformée, ne

contenant que les deux variables a et y, s'intégrerait immédiatement

et donnerait

f (a, y)= 3;

il suffirait alors de substituer à y, dans l'équation V= o, sa valeur

tirée de

f (a, *y) = A,

pour avoir UV= o; et comme cette équation ne contiendrait plus

" alors que x , y, z, a, 2 et la fonction n de a et de 3, sans qu'il s'y
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trouvât une dérivée du premier ordre de n, on aurait, pour représenter

l'intégrale générale, les trois équations

UV = o,

*]= o,

[ ** - O »

auxquelles il faudra joindre

[*-]= o,

et en éliminer x, y, z, au moyen des trois autres, pour avoir l'équa

tion du second ordre de la forme

--=f(a, 8, , ,+ )

qui doit déterminer . -

Si l'on avait trouvé dans chacun des deux systèmes déduits de la

proposée une combinaison intégrable, on reconnaîtrait ce cas, que nous

verrons bientôt être celui où tombe l'équation du son, quand les vibra

tions de l'air ont une grandeur finie, lorsqu'on substituerait à x, y, z,

p et q,dans v= 9, leurs valeurs tirées de l'intégrale de l'autre équation

u= a, prise en regardant a comme une constante : car, puisqu'il doit

en résulter une équation entre a, 3 et y seulement, il faudrait que m et

celles de ses dérivées qui sont contenues dans x , y, z, disparussent

d'eux-mêmes de l'équation v= 3, pour qu'il ne restât que

f(a, y ), = 3.

Éclaircissons les diverses circonstances que présente l'usage de cette

méthode, en l'appliquant à quelques exemples.

Nous avons vu que les deux systèmes déduits de l'équation

r -- 2 q s -- (q* - x*) t - q = o,

fournissaient chacun une combinaison intégrable d'où résultaient les

deux
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deux équations

q*

2
p -- - xq -- a = o ,

p -- q* -- xq-2y-x*+ 3=o ,

2

et qu'en représentant son intégrale par ce système

) 3x * - ) * x

z= yy----a x -- n ,

x * -**-= o

J' ----- yx-- d'y (x -

d n _

x----=o,

trouvé en intégrant la première comme si a était une constante, et en

le faisant ensuite varier, il fallait que n fût déterminé par l'équation

d n d * n d' y d n - O

d a (y TT -- TFT 7, - - »

Oll

2 7r or -- t - 7r = o.

Comme on a ici

"= 7r , L"= 1 , M"=- 7r,

on obtiendra ce système de trois équations

d y -

2 r -75 I - O ,

d 7x -

2 ar + : -- r= o ,

d n d' y * O

d a ( 3 c7r- x -=

dont la seconde devient une différentielle exacte en la divisant par 7r,

et donne -

Y
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2 % - a -- 9 = o,

d n a - A ,

d y (a =% F 2

fat -

y - -

2

y -- Q a ,

en sorte que l'intégrale de

d n d * n d 2 w d * - O

2 TT, 7 , I - T T d, a d . / , - ** *

pourra être représentée par

»=-*-- y--6 ,
2

)- a 9

----, , , = o ,

en y déterminant 6 convenablement.On tire de cette intégrale

- d 0

y= 2 - 7 - ,

Get

y - -

--, en la déduisant de

d » ( a

* On peut obtenir dans cet exemple la même valeur de

l'équation

q -

p -- -- x q - 2y- x* -- A = o;

il faut pour cela y remplacer d'abord p et q par leurs valeurs tirées de l'intégrale, ce qui

donne, comme nous l'avons vu,

22 x - a - 2y- x* -- 3 = o,

et y mettre ensuite à la place de y sa valeur

x * d n -

TET T T , T7 ,

alors comme x s'en va de lui-même, on n'a pas besoin de l'élimination, et on trouve im

médiatement --

7 x -

d d' -y a -- 9 = o ou -- *-=-*Té-.

* d , / T d » ( a 2
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_ d' y1 – ? * dI 8 • -

7 -=------ , - --

d 3 - - - - -

parce que les termes en --qui devraient entrer dans cette valeur,

s'évanouissent en vertu de la seconde équation. On a de plus, en éli- --

minant y, -- - . --

- d 0 - -

» = (a- 3) : --- * , • . . . s

-- * -- ** d e - - -

d a (y T d a ( 3 d é / a » - . -

- • « - - . d n "__ * . -

substituant ces deuxvaleurs, ainsi que celles de y et de--, pour -

lesquelles nous avons trouvé " - -

d 9 . t a.- A -

2 g 7 e 2 * -

dans les trois équations qui représentent l'intégrale, il vient -

- d 0 d * v * . .
-- /2 .2 - ----.2x |------ l - - | | -- ' . .. --

z= (2y--x--a-3) : - 2 & ( * )- --, - * . ' --

2 d 9 - - - - : - - --

2 y -- x -4x : --- a-3=o, - -- * -

-

- -

d 0 d ? _ -

x------= -

Ces trois équations expriment l'intégrale générale de - -

r--2q s --(q*- x*)-q=o, . .. .. : - .

sous uneforme telle que la fonction 6 dépend d'une équation du second

ordre, renfermantune seule dérivée de cet ordre, équation qu'on obtient

en égalant à zéro la différentielle partielle par râpport à a de la seconde .

équation de cette intégrale ; on a ainsi

4 _ d * 1 T 'O

* TH a d g – -,
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et en éliminant x , puisqu'il ne reste dans cette équation ni y ni z,

d 9 d 9 d" * . .. _

4 ( # -- *:) -- 1= o.

Telle est l'équation à l'intégration de laquelle celle de la proposée est

ramenée, et qui n'est autre que

- I -

* = -7 --;

des recherches sur la manière de l'intégrer m'éloigneraient de l'objet

de ce Mémoire; je compte m'en occuper ailleurs , et je me bornerai,

quant à présent, à montrer comment on la peut vérifier.

Il est aisé de voir d'abord que la dérivée partielle de la première,

v - d * 0

par rapport à 3, contient Td g * (e dans tous ses termes, et qu'elle est

égale à la seconde multipliée par ce facteur; sa dérivée partielle rela

d 2 0

da d 3 *

ajoutée à la troisième prise avec des signes contraires : ces deux dérivées

partielles s'évanouissent donc; et en différenciant la valeur de z alter

nativement par rapport à x et y, on a

tive à a se compose de cette seconde équation multipliée par

- d 9 2 d 0 ) -
p= 2 x - 7 - (** c »

- d 0

q = 2 - 7 ;

ces valeurs satisfont évidemment à

p --
*-- - -- *

2 x q -- c, - O ".

* On voit aussi qu'en ôtant de cette équation

2 y -- x* - 2 x q -- a - 3 = c,

» | d 0 q - - » -

qu on trouve en remplaçant d g 7 . par -- dans la seconde , on trouve l'autre

· équation

q*
p----- x q-2y- x - e -- O,



ANALYsÈ. 173

On a ensuite en vertu de la seconde

1 9 x * 9 - ct

y=2 x----------,

et par conséquent,

-**-- _ d ? da , ) d & _

d x ( =2+ -- x--(2 x *----- d x (a =q-x

da 0 d 9

---(4 x+**--- 1) d x (a *

mais l'équation

_ d ? d 0

x=-----F7-,

donne

d x d 2 9 - d* _ .

TE7 = T3 - 7T -- -- , a E- ;

Oll

d é _

d x / a - d* 8 da 9 ;

TIaT7T -- TITI

et COmme

dI2 9 - 1 -- *

TTE-- d 8 d 3 - 4 x ;

4(-------)

On a,

d 3 4 x

d x ( a da 3

valeur qui réduit celle de-- à

d' y - --

d x ( a = q -- x :

cette valeur est celle de
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d a

d x ( y

– --
- ;

d y ( x

et l'équation

q* -

- p ---- x q -- a = o,

que nousvenons de trouver, donne, en la combinant avec cette valeur,

d a

r -- (q - x ) s- q _ d x (y _

-- =-=-, -=- q- x ,

d y (x

d'où l'on tire immédiatement l'équation proposée

r--2qs--(q*-x*) t-q= o.

Soit maintenant l'équation

x* r- 4x*qs -- 3 q*t -- 2 x p = o,

OIl aUllal - -

H=x*, K=-2x*q, L=3q*, M=2x p, et /G=-xq*;

ainsi les deux premières équations du premier système seront

c 2 d y

2 d x ( a
-- 3 q = o,

d p2 d q -

x ---q-----2p x= o.

Cette dernière équation est intégrable, et donne

x*p - q - da.

-

-

* En prenant G=x* q, qui ne ferait que changer les deux systèmes l'un contre l'autre,

et le calcul resterait le même en opérant sur le second, comme je vais le faire sur le

premier.



A N A L, Y SE. 175

En traitant celle-ci commeune équation dupremier ordre, où a est une

constante, on trouve pour son intégrale

2 at -- y*

2 2

)

y-- -- q" y = o,

d'où il suit que celle de la proposée est représentée par les trois équa

tions

- 2 ct -- y*

z = yy - 2 x -- m ,

y d " _

y--------= o,

I d n -

- X ------= o,

pourvu que la valeur de m soit déterminée par l'équation

d * n ( d * n I ) d' y - O

TdI * d p " d »* ( a X d . / g - * '

- - d »

il serait facile de trouver la valeur de--pour la mettre dans

cette équation; on obtiendrait

d 2 n d'* n d n - -- s

2 *y ------------=o ;

mais comme cette équation est linéaire, il n'est pas même nécessaire

de la calculer; elle ne pourrait servir qu'à donner la valeur de y en

a et 3, qu'on trouvera plus simplement ainsi : en changeant le signe

que nous avons donné à y/G dans le premier système, nous aurons

pour le second,

, d' y -

-, x - : --- q = o ,

d p d q -

7E7 -3 q F * a -- 2 p x= o
x**
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Il est inutile d'y comprendre

d z d' y

----p-q --,

parce que z n'entre pas dans ces équations ; on voit d'ailleurs que la

seconde est une différentielle exacte, et donne

p x ----- 3= o ;

mais on tire des trois équations dont se compose l'intégrale

– 2 cz -- y *

p - 2 , q - 7V ,
2x *

et par conséquent,

a - y* -- 9 = o,

Oll

y= y/a -- 3;

on aura ainsi les trois équations

- - 3 a -- 3

z= y Va -- 3-------» ,

2 Va -- 3

pourvu que n soit déterminé par l'équation

-- )y d* n _

- *T7TET -- --=o ,

après qu'on a éliminé y au moyen des trois autres, les deux dernières

donnent

JV d' M d M

==--3 - 7E -- 7E = ° ,

et
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et l'on trouve, en chassant y,

d* n d n d »

4 (a -- 3)---- 3 ---- = o,

qui appartient encore à l'une des classes d'équation dont M.de Laplace

a trouvé l'intégrale générale en intégrales définies ; on aura donc sous

cette forme la valeur de n; et en la substituant dans les trois équations

que nous venons d'obtenir, et qu'on peut écrire ainsi :

Z - y p/a -- 3- 3 * -- 3 -- m ,
2 X

-- 3 *-----=o,
v/cz -- 3

I d n d n

--------- =o,

on aura l'intégrale complète de la proposée.

Je prendrai pour dernier exemple l'équation

r -- 2qs -- (q* - b*)t = o,

dont dépend le mouvement d'un fluide élastique, lorsqu'on fait entrer

dans le calcul la grandeur de ses vibrations. On trouve pour cette

équation deux systèmes qui présentent chacun une combinaison inté

grable; en intégrant ces deux combinaisons, et écrivant, pour éviter les

fractions, 2 b a et 2 b 3 au lieu de a et 9, on a

q*

2
p -- - b q= 2 b « ,

et

- p -- -- b q = 2 b 3:

la première a pour intégrale, en y regardant a comme constant,

Z
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2

z= vy+-(2 ba -- by- )x --qy,2

-

y -- (b - y)x -- qp" y = o,

intégrale que M. Poisson a indiquée le premier dans un Mémoire où

il intègre de la même manière une classe très-étendue d'équations aux

différentielles partielles. (Voy. la Correspondance sur l'École polytechnique,

tom. II, pag. 4 1 o). Celle de la proposée peut donc être représentée par

le système des trois équations

z= yy --(2 ba -- by- )x -- ,

d n

y -- ( b- y ) x----=

d n

d a (y

en déterminant convenablement n, qui serait alors donné par une

équation du second ordre entre a, y, r, contenant deux dérivées de

cet ordre : mais il ne sera pas nécessaire de la calculer, parce que les

2 b x -- T O ,

trois équations que nous venons d'obtenir donnent

y *

2
9 q - )/,p = 2 ba -- by-

et qu'en mettant ces valeurs dans l'équation en 3, on a une équation

qui ne renferme que a, 3, y, savoir :

2 b a -- 2 b y = 2 b 3,

Oll

y = 3 - a ;

d'où il suit que l'équation du second ordre d'où l'on aurait pu tirer la

valeur de t, aurait été linéaire ; et d'après ce que nous avons dit de ce

cas où la méthode générale se simplifie beaucoup, il suffit d'éliminer

y de la valeur de z, et de joindre à l'équation qui en résulte ses dé

rivées partielles relatives à a et à 3, et sa seconde dérivée partielle,
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prise une fois par rapport à a et une fois par rapport à 3,pour avoir

les quatre équations

- (e-e)y-[ (3-a)---]x-- ,, - 2

y -- (b- 2-- a) x-----=

- y-- (b -- 3-a) x --- , = o,

dont les trois premières exprimeront l'intégrale de

r -- 2 qs -- (q* - b*) t = o,

pourvu que n soit déterminée par l'équation linéaire à coefficiens cons

tanS ,

d * n d n d n

2 b E ----- e -=
O ,

dont on connaît l'équation primitive générale en intégrales définies.

Après avoir calculé cette valeur de n, il n'y aura plus qu'à la subs

tituer dans les trois équations dont se compose l'intégrale, et qu'on

peut, si l'on veut, écrire ainsi :

z= (3- a)y--[ (3 --a)-----] x-- »,

,y= (3-a)x-+(*----),

- I d n d n

x =-- (* : –- -,)

J'aisupposé, dans les calculs précédens, que l'intégrale de l'équation

du premier ordre entre x , y, z, p, q, a , où a est considéré comme

une constante, s'obtenait par un système de deux équations entre cette

constante et les quatre variables x, y, z, y, et qui fût tel, qu'une

Z 2
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des équations de ce système fût la dérivée partielle de l'autre par

rapport à y. C'est, en effet, ce qui a lieu en général ; mais il pourrait

arriver que p et q n'entrassent qu'à la première puissance dans l'équa

tion entre x, y, z, p, q, a, ou qu'elle fût décomposable en facteurs qui

présentassent cette circontance. Son intégrale ne serait plus alors re

présentée de la même manière.

Pour y appliquer la même transformation, il faudra d'abord remar

quer que cette équation, ou ses différens facteurs, serait, dans ce cas,

de la forme

Pp -- Qq -- R = o,

où P, Q, R ne contiendraient que x, y, z et a ; son intégrale s'ob

tiendrait alorspar l'intégration simultanée de deux équations dupremier

ordre, représentées, d'après la notation dont j'ai déjà fait usage, par

d z
P- ,: --- R - O ,

et

d' y
p ---- Q =: o.

Ces deux équations réunies à

d z * V -

--:--p- q---= o,

exprimeront, ainsi qu'il a été dit précédemment, les mêmes relations

que le second système déduit de la proposée, avec cette seule diffé

rence que les dénominateurs des termes des équations dont se com

pose ce second système, contiennent dx ( 3 au lieu de dx(a, y. Il

s'ensuit que si l'on élimine a qui n'entre point dans le second système

en combinant les deux équations

d z -

--+R= o,

d

p . ** Q = o ,
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OIl eIn alu I'al UIIlC qu'on tirerait également de ces deux-ci:

H -**-- K -- VGd x (3 - O ,

et

- d z d' y -

: - p- q -7 = o ,

puisque la troisième équation de ce système

d p d 1 -

H **--- (K --VG) :---M= o,

COIltenal1t

d p d q
TV g ct -,

ne peut concourirà la formation d'une équation où ces dérivées n'entrent

pas. Onvoitpar là que, dans le cas où l'intégrale particulière du premier

ordre, tirée d'un des systèmes, ne contient p et q qu'à la première

puissance, on peut toujours former avec les équations de l'autre sys

tème une combinaison qui ne renferme que x, y, z et leurs dérivées

mutuelles. Si l'on voulait la déduire de ce second système, on ne pour

rait le faire que par une sorte de tâtonnement; mais on la trouvera sur

le-champ, en éliminant a entre

**---R= o,p d x (a, »

d' y

P---Q= o. t

Après l'avoir ainsi obtenue, on n'aura qu'à y appliquer les règles con

nues, pour savoir si elle peut avoir une intégrale exprimée par une

seule équation entre x, y, z et une constante arbitraire, et en trouver

dans ce cas l'intégrale ; alors y sera nécessairement une fonction de 3

seul, ou plutôt on pourra prendre 3=y : car ces deux quantités pour

raient être mises indifféremment à la place de la constante arbitraire

dont nousvenons de parler, puisque l'équation différentielle qui a con
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duit à l'intégrale où elle se trouve avait également lieu entre

d' y d z

X , W , % , d x (a, » " d x (a, » '

et entre

d' y d :

x , y , z, F7E-, -- E ,

et qu'on en a fait disparaître a dans le premier cas.

Cette équation différentielle étant intégrable et résultant du second

système, on doit pouvoir ramener l'intégration de la proposée à celle

d'une équation du second ordre de la forme

s = f(x, y, z, p, q ) ,

comme dans tous les autres cas où le second système fournit une com

binaison intégrable. Cependant la méthode que je viens de donner

pour atteindre ce but ne peut plus être employée, puisqu'elle suppose

qu'on a préalablement ramené l'intégration proposée à celle d'une

équation de la forme

s -- t F (x, y z, p, q )=f (x, y, z, p, q) ,

par le second procédé, c'est-à-dire, en substituant à la place de p et

de q leurs valeurs dans v= 3, pour obtenir l'équation W= et en
q q

tirer ensuite

____ H
d a / 3 T -─ ─(

-]

tandis que v ne contient alors ni p ni q, qu'il est par conséquentiden

tique à W,et que a et y ne peuvent être introduits dans cette quantité

W par une substitution qui ne saurait plus avoir lieu.

Voici le procédé qu'il faut suivre dans le cas où cette exception se

rencontre : puisqu'on peut continuer de prendre alors v= 3, on aura
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les deux équations

-- R *- A --- O ,

d'

P–---- Q= o ,

qu'on pourra traiter comme si elles étaient aux différentielles ordi

naires; on en tirera ainsi deux équations primitives, dont l'une ne con

tiendra que x, y, z, 9, puisqu'on suppose intégrable l'équation dif

férentielle qui résulte de l'élimination de a, et l'autre contiendra x, V,

z, a, 9, q 3; et on écrira dans cette dernière » au lieu de q 3,parce

que cette quantité doit se changer, comme nous l'avons vu, en une

fonction de a et de 9, lorsqu'on fera varier a pour généraliser l'in

tégrale.

Représentons par V=o ce que devient la dernière après qu'on

en a éliminé 3 au moyen de l'autre; en sorte que ces deux équations

soient

y
3, -

V = o ,

où 3 n'entre que dans le terme où il est écrit ; elles satisferont néces

sairement, comme on l'a vu, au second système, lorsqu'on considérera

a et n comme des constantes, et par conséquent aussi quand on fera

varier ces deux quantités de manière ,

1.° Que les valeurs de p et de q soient toujours les mêmes;

2.° Que les termes provenant de la variabilité de a et de w dans

leurs dérivées disparaissent d'eux-mêmes.

On remplira la première condition en joignant aux deuxprécédentes

** l= o
[--]= o

Le système de ces trois équations représentera donc l'intégrale cher

celle-ci :
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chée, pourvu que la valeur de m en fonctions de a et 3 soit déter

minée de manière à satisfaire à la seconde. Reste à trouver l'équation

du second ordre qui donne cette valeur, et à démontrer qu'elle Il6 COIl

tient que

A _ d n d n d * n

dl , 5 , 71 , d ... 73 " * T 7 6t d a d 3 "

Or, les valeurs de

*- C

d x ( 3 et de I x / g *

tirées de ces trois équations, étant évidemment les mêmes, soit que

a et n soient variables ou constans, puisque ces quantités n'entrent

pas dans v= 3, deux des trois équations du second système, qui ne

contiennent que ces dérivées, seront encore satisfaites; mais la troi

sième --

d q --

* ---M=o,
-**

H * ---(K -- Vo)

ne pourra l'être qu'en vertu de la condition qui doit déterminer n.

Pour l'exprimer, on multipliera d'abord cette équation par T*

ce qui la changera en

d p _ d q _ - ** -- a .

H ------(K-- VG)-, : * : --M , : =o ;

on remarquera ensuite que les valeurs de p et de q, tirées de l'équa

tion V= o, en la différenciant alternativement par rapport à x et

par rapport à y, et en omettant dans ses différentielles les termes que

[-- ]= o

fait évanouir, ne pourront contenir que

- - d » -

x , y , % , ct , M et IE 7 ,

Cett6
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cette dernière quantité se trouvant multipliée dans l'une de ces diffé

- d 3 »

rentielles par Ta x 77 et dans l'autre par --, quon rempla

cera par leurs valeurs déduites de l'autre équation v= 3.

Les valeurs de

qu'on trouvera en différenciant celles dep et de q, renfermeront donc
d 2 y » r • r

F7-; mais il ne s'y trouvera que cette seule dérivée du second

ordre de la fonction n; en les mettant, ainsi que celles dep et de 4 ,

dans -

p d q d x -

H , : --- (K-- VG) TdI a / 3 -- M - * g =o,

A r - - - • 1 ,r - d' n

quI eût été identique si on avait considéré a,, m et --─- comme des

d 3 (a

COnStanteS, On atura

d p d q T _ - .

H[**]--(K--VC)[ # ]=o,

en supprimant les autres termes, puisqu'ils se détruisent mutuellement ;

et il ne s'agira plus que d'y remplacer x, y, z, par leurs valeurs tirées

des trois équations dont se compose l'intégrale, pour avoir l'équation

cherchée entre - -

d n d n - d * n

a, A, », --, -F**- et --.

Soit, par exemple :

x r-- (p -- x) s -- p t- x= o ,

H= x, A( = P -- * , L=p, AM=-x, VG= -,

Aa
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et les deux systèmes seront

d y - d y -

X* d x (a p - O , -- 1=o,

d p d q d p _ d q _

, : -----= 1=o, |x - , * -- p - a - =o ,

d z d' y _ d z " -

- . :--p-q "d x (e O , d x (3 p-q d x (3 O.

Le premier donne d'abord

p -- q - x -- a = o,

équation linéaire du premier ordre, dont l'intégration, à cause de

P= 1, Q= 1, R=-x-- a ,

dépend de celle de

* & -
dx (a, » T cl ,

et de

d jy -

dx (a,r - I - O,

Cette dernière s'intègre immédiatement; et comme elle ne contient

point a, elle doit résulter du second système en yfaisant y= 3; c'est

ce qui arrive en effet, puisque cette supposition la rend identique à la

première équation de ce système : on écrira donc dx(3 au lieu de

dx(y, a dans les deuxprécédentes, et on en tirera pour l'intégrale de

p -- q - x -- a = o,

quand a est constant,

jy = x -- 3,

2x *

Z - – a x -- qp 2 ;

celle de la proposée sera donc représentée par le système des trois
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équations

y = x -- 3,

3x *

z=-- a x -- n,

d n

x - d e / ET - O.

Reste à calculer l'équation qui doit terminer ». Pour cela, on prendra

la valeur dep et de q pour en conclure celle de

[ * ] et de [ # ]

on trouvera,à cause que la troisième équation fait disparaître les termes

de la valeur dep et de q dépendans de la variabilité de a,

- X - d n d & _ d n

p= x-a -- : -- =x-«---,

–-** d 9 - d n

q = Fe 7 -57-= -FE7- ,

d p - d * n

#-]=- d a d 3 - 1,

d q - d a n

[--- - d a d g *

substituant ces valeurs dans

d p - d 1 T _ - .

H [ # ]-- (K --VG) [--]=o .

on aura en se rappelant que

H = x, K -- VG = p,

et en changeant les signes

(x-p)---- x= o ;P/ -TT - vv »

mais

- d n

3* - d a ( g *
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et

d n

x-p=q-- a=-----a :

ainsi

d n d * n - d n -

(* -- a) THE------= o,

pour avoir l'intégrale de cette dernière, il faudrait connaître celle de

(q -- x) s --p = o.

C'est donc à trouver la valeur générale de z, qui satisfait à cette équa

tion où il n'entre que la seule dérivée du second ordre s, qu'est I*al

menée, par la méthode que nous venons d'exposer, l'intégration de

l'équation donnée ,

- x r -- (p-- x ) s --p t - x = o.

F I N. -
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FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGER.

et 3 de la note, X'd*ar X'dar - etc., lisez X'dx-l-X'dx -- etc.

a*-2rx-+y*, supprimez le second -

xdx 3rndar

, lisez dy=7
a2n -- 2p2n

6Il I'eI. J=v/aaTT

étant, lisez y étant

en rem. GZ-dx/, lisez CZ-dxa

en rem. df; lisez df

en rem. 2d3P, lisez 2daP

dy*d*r x, supprimez ce dernier a.

P-d*, lisez dP-d-P

=o, lisez =-gdPd*ady

et 23 q u et »q, lisez pu et Ap.

et BO à Bo, lisez et Bo à Bo.

courbe B, Fo, lisez courbe BFo.

en rem. Pv-Q-o, lisez P-Q'=o.

et pour, lisez etc., pour

M--dN, lisez N-dN.

v/ I 2

M-- -- , lisez, M-- ******

22 V 2 2xv/

en rem.à la fin de laformule, -* lisez-- *

=Cp, lisez =-Cp.

_2(r-p)* lisez _d/(1--p)*

q*

(i-p*)*_a)2 , lisez (-p)2)s

q

le double avantage, lisez l'avantage.
à la fin, ôtez le signe --

à la fin, dydxdx, lisez dydxa.

dy , ,dx - dy dx
---/P-- Ã -- ------,(% :) , llSéZ (% P7

dfVdx, lisez fVdx -

et 2, à la place de H, mettez partout dH

en rem. P.-P. H, Q,-Q,H, lisez P-P. H, Q-Q,H.

-NH-PH-QH', lisez-NH-FH-QH
dfVx, lisez dfVdx. -

_dr, lisez _dr

34

id.

7r dx

aT, lisez a=

en rem. enfeT*, lisez enf-e- H

-e*(Vr-fdh "r- etc., lisez en(ix-y(FdHdV)a - CtC

en rem, mettez le signe -- entre fgdx et /Ldar.

u-f/dx, lisez du-- dx.
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en rem. sans espérer, lisez sans opérer.

r da V

E T *yp, liee :

2

da JV

2dyddydp ydp

hors du radical, lisez hors du signe f
GI I'GlIl. Gdyd)p,

lisez 2Gdydp.

DES OEFFICIENs, lisez DEs CoEFFICIENS.

en rem. Xx *L_

et 4 en rem. mettez à la fin o

d2amo*, lisez dsm2

day
G Il I'em. T F,

f

en rem. -- p'vd9s

cos *0

lisez day -K

dt2

in, lisez --

lisez x-*=

pvd8 sin 9'

cos *9"

-- P' tang 9 cos r, lisez+p tang 8 cos .

_du - dv

-, lisez- -
dmr dr"

1-sin*(r-m), lisez 1-sin *(r-7).

CHAPITRE II, lisez CHAPITRE III.
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v/1-F7 -
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=-*=,

zv/17

---%

2,v/ 1+pe *

, lisez + ape

c

lisez = _ **

zv/ +-po*

z.v/ 1+po*

m=o, lisez M=o

à un dénominateur aulieu de (1=p°), lisez (1+p')

en rem. fVdx, lisez *fVdx.

en rem. 2(1 *p)* , lisez 2(1+p)*

-

2VT-ET

aprèsune double intégration , lisez après une intégration.

lisez dV=dSxA/ --Pr*dV=dSrv/T,

0Il l'QlIl. - - --



PAGE

))

)

)

59

id.

6o

61

63

id.

id.

ligne

»)

»)

)

y)

I I

1 I

en rem. après=o, ajoutez et supposant S constant pour retomber directement

sur l'équation de la chaînette.

en rem. ôtez la dernière phrase depuis les mots elle devient.

A=, lisez U=

faxv/1-p7, lisezfdx/ T*

2mv=C-29, lisez xmvs=C-29.

en rem. le coefficient de x* est nul, lisez le coefficient de x'est nul.

dax" - daxr
, K** Ka - -A'x'=o.GI I'em : -- =o, lisez K dt* Rac=o

NOTE.

JE ne prétends point donner du nouveau dans une dissertation que j'ai dû composer très-rapide

ment; mon but sera atteint, si je parviens à exposer fidèlement les travaux desgéomètres et l'état

actuel de la science, relativement à l'une des théories les plus difficiles que présentent les Mathé

matiques. -





ESSAI HISTORIQUE

SUR LE PROBLÈME

DES MAXIMUMS ET MINIMUMS,

ET sUR SES APPLICATIONS A LA MÉCANIQUE.

PARTIE PREMIÈRE.

DU PROBLÈME DES MAXIMUMS ET MINIMUMS, CONSIDÉRÉ D'UNE MANIÈRE ABSTRAITE.

CHAPITRE PREMIER.

coNsIDÉRATIONs PRÉLIMINAIRES.

UNEfonction quelconque étant donnée, trouver les valeurs qu'il faut assigner aux variables qui y en

trent, pour qu'entre certaines limites cette fonction soit un maximum ou un minimum * Tel est l'énoncé le

plus général que l'on peut donner au problème qui va nous occuper dans cette dissertation; les anciens

géomètres et les premiers analystes n'en ont considéré que des cas particuliers, et, dans l'un de ces cas, il

avait reçu le nom deproblème des isopérimètres. Euler est le premier (1)qui l'ait embrassé danstoute sagé

néralité, et qui ait montré en lui deuxparties bien distinctes,suivant que, outre les limites donnéesà lafonc

tion, on n'assignait aucune autre propriétécommune aux valeurs diverses entre lesquelles il y en a une qui

est maximum ou minimum, ou suivant qu'on assignait une ou plusieurs autres propriétés communes; dans

le premier cas, le maximum ou minimum est nommé absolu; dans le second il est nommé relatif : trouver

la ligne la plus courte d'un point à un autre ? voilà un problème de minimum absolu : entre toutes les

courbes de même longueur, trouver celle qui, entre ses limites, renferme le plusgrand espace ? voilàun pro

blème de maximum relatif dans lequel on assigne aux courbes que l'on considère la propriété commune

(1) Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes. Lausannæ et Genevæ 1744.
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d'avoir même longueur. L'énoncé du problème montre qu'il peut se subdiviser encore suivant que la valeur

cherchée est ou un maximum ou un minimum; dans lepremier cas, elle surpasse toutes celles qui la précè

dent ou la suiventimmédiatement; dans le second cas, elle en est surpassée : il est facile de voir que les

conditions du maximum et du minimum doivent être les mêmes en grandeur et que les différences qu'elles

présentent ne doivent résider que dans les signes, carpour l'un les changemens infiniment petits que subit la

fonction avant et après sont des décroissemens;pour l'autre ce sont des accroissemens que le calcul ne dis

tingue que par le signe; il faudra donc dans toute question proposée chercher d'abord la condition

qui indique l'un des deux états dont nousparlons, puis s'assurer oupar la nature de la question, oupar quel

que méthodegénérale, lequel a réellement lieu. Le nombre et la nature des variables qui entrent dans la

fonction proposée, la forme sous laquelle elles s'y présentent n'est point du tout déterminée dans le pro

blèmegénéral, d'où l'on sent qu'il naîtra une multitude de distinctions à faire suivant que la fonction ne

contiendra que les variablesà leur état naturel, ou les variables et leurs coefficiens différentiels, ou enfin de

plus desformules intégrales,et, dans chacun de ces cas, suivant le nombre et les combinaisons diverses de

ces variables ; dans le premier des trois cas que nousvenons d'énumérer le calcul différentiel suffit pour ré

soudre le problème; dans les deux autres, le calcul intégral est nécessaire. L'on sent en effet que lorsque les

variables se présententà leur état naturel,on peut, si elles sont liées par un nombresuffisant de relations ,

"les réduire à une seule, et qu'alors après avoir différentié, c'est-à-dire, après avoirpris l'accroissement pre

mier de la fonction, tous les termesseront affectés de l'accroissement de la variable unique, etseprésenteront

collectivement sous la formeXdx, x étant la variable unique et X une fonction quelconque de termes tout

constans et de x; or, quelque soit la condition à laquelle vous assujettissiez leterme Xdx, duquel dépend le

maximum ou le minimum(1),pour que ce maxiunum ou ce minimum arrive, quelque soit la quantitéà la

quelle vous le compariez,ilfaudra pour l'homogénitéque cette quantité soit ou o, ou s, ou affectée de dx,

et,dans les trois cas,ce coefficient dx disparaît et il reste une expression algébrique. Si les variables ne sont

pas liéespar un nombre suffisant de relations et que toutes ou plusieurs restent indépendantes, lepremier

accroissement de lafonction sera de laforme Xdx+K'dy+Zdz+ etc. x,y,z, etc. étant les variablesindépen

dantes et X,K,Z, etc. étant des fonctions de constantes et des variables correspondantes; or,pour que

ce terme satisfasse à la condition du maximum ou du minimum,il faut nécessairement que chacune des

portions qui le composenty satisfassent àpart, ce qui établit autant de relations qu'ily a de variables in

dépendantes, et appliquant à chacune de ces relations le raisonnement employé ci-dessus il suit que

dx,dy dz, etc. disparaissent, et qu'on obtient autant d'expressions algébriques.Si, au contraire, la fonction

proposée contient des coefficiens différentiels, les opérations que nous venons d'indiquer ne les feront jamais

disparaître, et on neparviendraà des expressions algébriques que par le calcul intégral. La chose est encore

évidente quand la fonction contient des formules intégrales.Les méthodes synthétiques nepeuvent atteindre

les cas où ily a plus de3variables, puisque l'espace n'a que trois dimensions. Pour terminer l'exposition

duproblème, nous avons encore à parler des limites auxquelles sont soumises les valeurs de lafonction

()si la fonction estU=f()et que x devienne r Fdr , la fonction deviendra f(x+dr) et sera de la forme U--

dU+* -- _d'UL , etc.= t +Xdx+X'd*x+Xdx+ ete., &, X, X, X", etc. étant des fonctions de constantes
- I.2.3 - -

et de r; l'accroissement total de la fonction est donc Xdx + X'dax -- Xd3x -- etc. et il semble que cet accrois

sement doit être en entier assujettià la condition qui détermine le maximum ou le minimum ; mais comme le premier

termeX dr peut être rendu plus grand que la somme de tous les autres, il suffit d'y assujettir ce terme, comme nous

l'avons supposé.
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proposée; et d'abord il est clair que ces limites sont indispensables pour que le problème soit déterminé,

car sans elles on pourrait toujours donner une valeur plus grande ou plus petite que celle que l'on

considère. Ces limites peuvent être de diversgenres : ce sont, par exemple, ou des points par oùune courbe

doitpasser, ou des ordonnées, ou d'autres courbes entre lesquelles elle doit être toujours renfermée; ces

limites servent à déterminer les constantes arbitraires lorsque l'expression algébrique finale en contient, et

leur nombre doit être égal à celui de ces constantes arbitraires ; ainsi dans le problème de la ligne la plus

courte entre deuxpoints donnés, il y a deux limites,savoir les deuxpoints et l'expression finale est l'ex

quation de la ligne droite qui contient deux constantes arbitraires. Lorsqu'une portion quelconque de la

valeur de la fonction proposée ne dépend que de ses propres limites, et point de celles de la fonction

totale, alors cette portion doitêtre elle-même un maximum ouun minimum, pour que la fonction totale le

soit; car celle-ci doit être considérée comme la somme de toutes les portionsindépendantes qui la com

posent. Si, au contraire,aucuneportion n'est indépendante deslimites de la fonction totale ; si, par exemple,

celle-ci contient des formulesintégrales qui s'étendent entre ces dernières limites, et qui affectent toutes

les portions de la fonction, alors il n'est point nécessaire pour le maximum ou le minimum que chaque

portionjouisse àpart de cette propriété.

Après ces éclaircissemens préliminaires, passons à l'exposé de l'histoire du problème et des méthodes

proposées pour le satisfaire.

CHAPITRE II.

MÉTHODEs ÉLÉMENTAIRES ET SYNTHÉTIQUES.

Tous les problèmesgéométriques dans lesquels on n'emploie que la ligne droite et le cercle sont despro

blèmes élémentaires, et les méthodes quiservent à les résoudre se nomment méthodes élémentaires; nous

comprendrons de plus, ici, sous cette dénomination, tous ceuxqui se rapportentau premier des trois cas que

nous avons distingués dans la question qui nous occupe, et qui, en même temps,peuvent être atteintspar

l'algèbre élémentaire,sans le secours du calcul différentiel et intégral. Les méthodes géométriques,im

proprement nommées synthétiques, résolvent les problèmes de cette espèce, et de plus, peuvent servir

quelquefoisà en résoudre de plus compliqués; mais alors elles emploient presquetoujours les considérations

d'infiniment petits; telles sont,parexemple, les solutionsgéométriques duproblème de la brachystochrone ;

les premiers analystes étaient souvent obligés, pour se soumettreà leur siècle, de traduire sous forme

gépmétrique, les résultats qu'ils avaient obtenuspar l'analyse, et nous n'exposerons, en conséquence,dans ce

chapitre, que ceuxde ces résultats auxquels sont parvenus lesgéomètres qui n'y ontpas appliqué l'analyse.

Apollonius de Perge est le premier des auteurs anciens qui nous sontparvenus, où l'on trouve traitées

des questions de maximum et de minimum ; le cinquième livre de son ouvrage sur les sections coniques est

entièrement consacréà des questions de ce genre, et la beauté, la difficulté des théorèmes qu'il y établit

nousporteà croire que déjà, avant lui, les anciens avaient fait desprogrès dans cette théorie. Maurolicus

affirme qu'Archimèdes'en était occupé,et Apollonius dit, dans la préface de son cinquième, livre que ses
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prédécesseurs et ses contemporains n'avaient fait qu'aborder légèrement la science des minimums;étant don

née une section conique et son axe transverse, Apollonius mène des différens points de cet axe des

lignesà la section, et recherche d'abord quelle estd'un quelconque de ces points la plus courte de ces lignes;

il arriveà différentes solutions,suivant que les distances de ces points ausommet ou au centre sont en cer

tains rapports avec le latus rectum. Il s'occupe ensuite de la détermination des angles que ces plus courtes lignes

font avec l'axe; cela posé, il montre que de certains points pris sur le petit axe d'une ellipse ou sur sonpro

longement hors de l'ellipse, on peut mener une droite maximum et une minimumà la courbe, et que ces

droites coïncident avec la direction de l'axe; il est facile de voir que les théorèmes de ce genre qu'on

démontre dans la géométrie élémentaire sur le cercle sont des cas particuliers de ce théorèmegénéral :

pour tous les autres points du même petit axe, il existe une droite maximum, et Apollonius détermine la

position de cette droite; la portion de cette droite interceptée entre le grand axe et la section se trouve en

mêmetemps, la droite minimumpour lepoint d'intersection ;toutes ces droites, maximum ou minimum,sont

perpendiculaires aux tangentes à leur extrémité, et réciproquement pour les trouver il faut construire les tan

gentes,puis mener des perpendiculairesà cestangentes aupoint de contact; enfin, ces droites conservent

leurpropriété,soit qu'on les considère comme terminées au point de l'axe d'où elles sont tirées, soit

qu'on les rapporte à un quelconque de leurs points, pris en dedans ou en dehors de la courbe.Une des

propositions que nous venons de rapporter montre que ces droites maximum ou minimum sont des nor

malesà la courbe, et comme il était naturel qu'Apollonius recherchât les propriétés despoints d'intersec

tion de ces normales, il a dû nécessairement arriver à des théorèmes relatifs à ce que nous appelons les

rayons osculateurs et les développées; c'est en effet sur des propositions de ce genre que roule la dernière

moitié de son livre, il s'occupe d'abord de l'espace dans lequel se font les intersections; il montre ensuite

qu'elles forment une courbe, puisqu'une mêmeintersection ne répond qu'à deux droites maximum ou mini

mum,pour une même branche de la section conique ; il limite l'espace que cette courbe termine, c'est-à

dire, montre quelssont les points desquels on ne peut mener nimaximum ni minimumà une branche donnée

de la section etquels sont ceux desquels on n'en peut mener qu'une; quantàtous les autrespoints, ilmontre

qu'on peut faire passer par euxune droite minimum à la section entière. Enfin, les dernières propositions

ne sont guère que des répétitions ou des contreparties de celles que nous avons énumérées; le nombre total

des propositions est de soixante-dix-sept. On admirera l'ouvrage d'Apollonius quand on réfléchira qu'il a

déterminé pour les sections coniques, des élémens que l'analyse moderne semblerait seule pouvoir atteindre ;

les propositions 68, 69, 7o et 71, renferment des théorèmes remarquables sur les intersections,

mon des normales, mais des tangentes à la courbe : la méthode d'Apollonius est purementgéométrique et

fondée sur les propriétés dessections coniques.

Pappus, dans le cinquième livre de ses Collections mathématiques, présente les élémens de l'isopéri

mètrieproprement dite, en cherchant les rapports entre le contour desfigures et leur surface, ainsi qu'entre

la surface des solides et leur capacité; il montre que le cercle estplusgrand que toute figure rectiligne iso

périmètre avec lui, et que la sphère est plus grande que tout solide régulier isopérimètre avec elle : sa

méthode est en général embarrassée; les résultats auxquels il arrive sont très-peu généraux.

Depuis Pappus, un très-petit nombre de mathématiciens ont appliqué la Géométrie des anciens à la -

solution des problèmes isopérimètres; Elvius démontre, que de toutes les figures du même nombre de

côtés égaux et disposés dans le même ordre, celle qui est inscrite au cercle est la plus grande; mais il

introduit la considération des infiniment petits ; Klingenstern démontre tout-à-fait géométriquement que
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cette propriété est vraie dans les quadrilatères : Gabriel Cramer (1)s'attache à démontrer le même théo

rème, en comparant,par une suite de proportions, les surfaces des deuxtriangles du quadrilatère inscrit et

du non inscrit, et montrant que lespremièressurpassent les secondes; il étend ensuite son théorème auxfi

gures d'un nombre quelconque de côtés, et montre que l'ordre dans lequel ces côtés sont disposés est

indifférent ; enfin, il applique le calcul différentiel à la même proposition. Thomas Simpson est encore

arrivé au même résultat par une voie plus courte, en partant duprincipe que de tous les triangles quiont

deux côtés les mêmes,le plusgrand est celui qui renferme entre ces deux côtésun angle droit, c'est-à-dire,

quiest inscriptible au demi-cercle, dontsontroisième côté est diamètre. Marsson (2) a étendules recherches

d'isopérimétrie aux solides, et en particulier à ceux qui sont circonscriptibles à la sphère : enfin, Tonu

masini(3), et surtout M.* Lhuillier (4), ont repris le problème en grand, et l'ont traité en entier.

Le premier de ces savans divise son ouvrage en deuxparties, traitant l'une des figures planes,savoir,

successivement des Triangles, Quadrilatères, Polygones et ducercle; l'autre des solides, d'abord consi

dérés en général, puis particulièrement dans leur rapport avec la sphère. -

M.* Lhuillier, avec ce talent qui lui est propre,pour ramener aux élémens , et mettre à la portée de

tous les objets les plus difficiles, a completté les connaissances qu'on pouvait avoir acquises jusqu'à

lui en isopérimétrie élémentaire, a simplifié les démonstrations,et rectifié toutes les erreurs qui pouvaient

avoir été commises; nous allons entrer dans quelques détails sur cet important ouvrage : il adopte d'abord

la même division que ses prédécesseurs, savoir, en figures planes et en solides ; sa première partie se di

vise en deux Chapitres, l'un intitulé, Des Isopérimètres,proprement dits, et comprenanttous les Théo

rèmes d'Isopérimétrie plane, que nousavons mentionnés jusqu'à présent jusqu'à la propriété fondamentale

du cercle. Dans un Appendix et dans un second Chapitre, M.* Lhuillier réunit un certain nombre de

propositions de maximums et de minimums moins liées entr'elles que lesprécédentes, traitant principale

ment des inscriptions et circonscriptions des figures rectilignes les unes aux autres, et de la situation de

points jouissant de certaines propriétés maximum ou minimum, relativement à certaines lignes oufigures.

Le secondlivre se divise en quatre Chapitres, traitant des Parallélépipèdes,des Prismes et Cylindres, des

Pyramides et Cônes, de laSphère; enfin, de diverses Propositions. Chacun de cesChapitres est accom

pagné d'appendices contenant certains Théorèmesy relatifs, mais moins intimément liés avec les autres :

un des résultats les plus curieux de ces recherches est la réciprocité existant entre les contours et les sur

faces d'une part, entre les surfaces et les capacités de l'autre ; ainsi, le cercle est plus grand que toute

figure rectiligne isopérimètre, et réciproquement il a un contour pluspetit que toute figure de mêmesur

face; ainsi, le parallélipède droit a moindre surface latérale que tous ceux de même base et hauteur, et

réciproquement de tous les parallélipèdes de même base et surface latérale, le droit a le moins de capa

cité : nous aurons plus tard occasion d'établir la théoriegénérale à laquelle se rapporte cette réciprocité.

Un second résultat remarquable est, que les propriétés maximum et minimum appartiennent entre tous

les solides de même espèce à celui qui est le plus régulier, c'est-à-dire, à celui qui a ses surfaces égales

et le plus possible ses divers élémens joints à angle droit. Dans le quatrième Chapitre, traitant de la

Sphère, le savant Mathématicien démontre que ce corps est le plus grand de tous ceux qui ont même
--

(1) Mémoires de Berlin, 1752, page 285. -

(2) Les trois coups d'essais géométriques, Strasbourg, 177o.

(3) De Maximis et minimis ad Institutiones geometricas accommodatis specimen, Pisæ 1774.

(4) De Relatione mutuâ eapacitatis et terminorum figurarum, Varsoviæ 1782.-Polygonométrie et abrégé d'isopérimétrie

élémentaire, Genève 1789
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surface, maisilconvient ne pouvoir entièrement établir ce théorème sans la considération des infiniment

petits. Enfin, dans le cinquième Chapitre, on trouve une application ingénieuse de ces théories aux cel

lules des abeilles. Cet ouvrage, qui était précédé d'unepréface historique sur les travaux en isopérimé

trie élémentaire, se termine par une dissertation spéciale sur les figures rectilignes de moindre contour

inscrites à des figures rectilignes de même nom.-M.* Lhuilier a donné,en 1789, un extrait en fran

çais de son grand ouvrage.

Il a paru dans les Annales de Mathématiques, tom. IV, pag. 338, et XIII, pag. 133, une démons

tration des propriétés du cercle, relativement auxfigures planes, et de la sphère relativement aux solides;

mais il est facile de s'assurer que cette démonstration n'est point dégagée des considérations d'infiniment

petit ; car, pour qu'elle soit valide, il faut admettre qu'un arc de courbe infiniment petit se confond avec

sa corde et un triangle curviligne età surface courbe avec le triangle plane et rectiligne qui le peut sous

tendre;pour être rigoureuse, cette démonstration ne doit s'étendre qu'aux figures rectilignes et aux so

lides terminés par de telles figures.

Je ne m'étendraipas davantage sur l'objet de ce chapitre, parce que les applications à la mécanique que

je dois avoir principalement en vue,font peu usage des solutions de ce genre.

CHAPITRE III.

MÉTHODES ANALYTIQUES, JUSQUES ET Y COMPRIs CELLEs DEs BERNoUILLI.

LEprincipe sur lequel repose la recherche du maximum ou du minimum d'une quantité variable quel

conque, dut frapper très-rapidement ceux qui s'élevèrent à ces considérations générales ; rien de plus na

turel en effet que de comparer l'état de la variable lorsqu'elle jouit de cette propriété avec son étatimmé

diatement avant et après. Déjà Képler,dans sa Stereometria doliorum avait remarquéque les accroissemens

ou décroissemens, infiniment voisins de l'état demandé,sont insensibles. Descartes appliquant à ce pro

blème les résultats de sa géométrie analytique, représenta la variable par les ordonnées d'une courbe; et

remarquant qu'avant et après le point maximum ou minimum, il devait y avoir deux ordonnées égales,

conclut que pour chaque valeur de l'ordonnée on devait trouver deux valeurs de l'abcisse; mais qu'au

point même les deux valeurs de l'abcisse devenaient égales; donc deux racines égales d'une équation qui

servait à déterminer l'abcisse ,indiquaient le maximum ou minimum; cetteméthode a deux défauts : 1.° elle

convient également à la détermination des points de rebroussement. 2° elle ne fournit aucun moyen de

distinguer le maximum du minimum; cette méthode aainsi que lasuivante, due à Fermat, lesplus grandes

affinités avec leurs méthodes des tangentes, ainsiqu'on peut s'en assurer en examinant celles-ci, et en con

sidérant que la tangente est la limite des sécantes quipartent du mêmepoint,ou qui sont parallèles entre

elles. Fermat adopte le principe qu'unevaleur de lavariable infinimentvoisine de la valeur maximum ou

minimun ne diffèrepas de celle-ci, et qu'ainsi ces deux valeurs peuvent être égalées ; ainsi soit y une or

donnée exprimée d'une manière quelconque en x,et supposons que x prenantun accroissement infiniment

petit a devienne xra;remplaçant x par xra dans l'expression de y, on obtiendra une nouvelle valeurqui,
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d'après la règle de Fermat,devra être égalée à la première; retranchant les termes communs, divisant par

les facteurs communs a autant qu'il y en a, puis supprimant comme infiniment petits les termes encore af

fectés du facteur a, le reste donnera la condition du maximum; un exemple éclaircira cette exposition ;

soit demandé de trouver laplusgrande ordonnée du cercle rapportéà son centre ; on a y*=r*-r*, que *

devienne a+a, on aura y*=r*-x*-2ax-a°;égalant ces deux valeurs, on a a*+2ax=o, ou a+2r=o,

supprimant le terme a, on a enfin x=o, d'où y=Er; cette méthode quoique plus générale que celle de

Descartes est cependant sujetteàpeuprès aux mêmesinconvéniens ; elle s'étend aux points de rebrousse

ment qui ont leur tangente parallèle à l'axe des abcisses et par conséquent deux ordonnées consécutives

égales; elle n'apprendpas non plusà distinguer le maximum du minimum; Descartes, rival de Fermat,

éleva contre elle plusieurs objections ainsi que contre sa méthode des tangentes; mais ces objections n'ont

pas de valeur et étaient probablement dictées par la jalousie; Fermat et ses partisans y répondirent victo

rieusemeut; les successeurs de cesgéomètres reprirent etperfectionnèrent cesméthodes. Hudde amena celle

de Descartesà donner les mêmes équations quefournit le calcul différentiel, etvoici comment: il démon

tra quepour donnerà l'équationproposée des racines égales, il fallait ordonner cette équation d'après les

puissances de l'abcisse, suppléer les termes qui manquaient pour que cette équation fut complète, puis

multiplier terme à terme par ceux d'une progression arithmétique choisie d'après l'inspection de l'équa

tion ; le résultat donne la condition du maximum ouminimum ; reprenons par exemple l'équation du cercle,

mais rapportons-la à l'extrémité du diamètre pris pour axe des abcisses, nous avons y*=2rx-r°, ou

x*-2rx-y*=o. Multiplions le premier termepar2, le second par 1, le troisièmepar o, nous aurons,

2x*-2rx=o, ou 2x-2r=o, ou x=r et y===r. Le marquis de l'Hôpital a développé, dans son

analyse desinfinimentpetits,page 164, les applications de cette méthode à la recherche des tangentes,

des points d'inflexions, etc.; il est facile de voir que les équations auxquelles elle conduit ne sont autres que

celles du calcul différentiel, en y regardant une des variables comme constante. Huyghens et Sluse tra

vaillant la méthode de Fermatvirent comment on pourrait obtenir de suite l'équation finale sans passer

par l'intermédiaire de la substitution de x+aà x,et ils arrivèrentà la règle du calcul différentiel; ils dirent

de multiplier chaque terme affecté de la variable par l'exposant de cette variable, de diminuer cet exposant

d'une unité et d'égaler le résultatà o; en opérantainsisur les exemples ci-dessus, on voit que r*-x* donne

2x=o, et que x*-2rx donne 2x-2r=o.

Dès que Newton et Leibnitz eurent inventé le calcul différentiel, le principe du maximum et du mi

nimum fut bientôt reconnu; on vit que l'accroissement de la variable, qui avait un signe quelconque

avant le point maximum,prenait le signe contraire après ce point, et qu'ainsi il devait au point même

être o; par conséquent prendre la fluxion ou la différentielle de la fonction proposée et l'égaler à o,

déterminait la condition demandée : on reconnut bientôt aussi le caractère distinctif du maximum et du

minimum, savoir, que pour le premier, laseconde fluxion ou la seconde différentielle devait être néga

tive, et pour le dernier positive. En possession de cette règle, dont on peut lire les détails, soit dans

Maclaurin, soit dans le marquis de l'Hôpital, en possession aussi des moyens puissans de l'analyse mo

derne, on dut pouvoir aborder des questions plus difficiles qu'on n'avait fait jusqu'alors ; c'est ce que

nous allons voir en rendant compte des travaux des frères Bernouilli, qui donnèrent aux problèmes de ce

genre la célébrité qu'ils ont eue jusqu'à présent.

En Juin 1696, Jean Bernouilli, le cadet des deuxfrères,proposa auxsavans le problème de la Bra

chystochrone,c'est-à-dire, de trouver la courbe que décrirait un mobile par l'effet de la pesanteur pour aller

le plus vîte d'un point àun autre situé dans le mêmeplan vertical, mais non sur la mêmeverticale ; l'auteur
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de la question donnait six mois aux savans ponr la résoudre. Leibnitz, Newton, l'Hôpital, Jaques Ber

nouilli se mirent à réfléchir sur le problème, et en trouvèrent la solution ; mais comme le premier de

ces savans avait trouvé la question très-intéressante, il avait demandéà Jean Bernouilli de proroger de

six mois le terme du concours; celui-ciy avait consenti, et avaitpublié de nouveau le programme avec

assez d'emphase. A l'expiration du terme proposé,Jaques et Jean Bernouilli publièrent, chacun de leur

côté, la solution qui leur était propre, et montrèrent que la courbe cherchée était une cycloïde. Jaques

fit voir que, dans la courbe cherchée, les sinus des angles formés avec l'horizontale par deux élémens

consécutifs de la courbe, devaient être réciproques aux racines carrées des hauteurs d'où le mobile était

tombépour atteindre ces deux élémens ; il montra ensuite que cette propriété appartenait à la cycloïde :

c'était un procédé purement synthétique. Jean employa une méthode tout-à-fait indirecte, mais non

moins ingénieuse; il compare la marche du mobile à celle d'un rayon de lumière qui irait d'un point à

un autre en traversant un milieu dont la densité varie uniformément comme la racine carrée de la hau

teur du point de départ ; il montre que la courbe décrite par le rayon est une cycloïde, et comme il

adopte le principe que le rayon se meutpar le chemin le plus court, il suit que ce chemin est la courbe

trouvée : du reste il annonça, la même année, dans une lettre à M.* Basnage, qu'ilpossédait unemé

thode directe pour arriver au même résultat, mais il ne la publia qu'en 1718; ily montre que la courbe

recherchée est telle que son rayon osculateur est toujours coupé en deux également par l'axe horizontal,

propriété qui ne convient qu'à la cycloïde; il ajoute encore une troisième solution synthétique. Jaques

Bernouilli, lorsqu'il publia sa découverte, ne voulut pas rester en arrière, et prit l'offensive, en pro

posant à son frère le fameux problème nommé des Isopérimètres, et ainsi conçu : Etant donné le con

tour d'une courbe et une base commune, et les ordonnées étant proportionnellesà des quantités élevées

à une puissance quelconque, trouver la courbe qui renfermera la plus grande aire entr'elle, l'abcisse et

I'ordonnée ? Il joignit à ce problème celui de déterminer entre l'infinité de cycloïdes qui peuvent être

menées d'un point à une ligne verticale, quelle est celle que le mobile parti du point donné doit par

courir pour arriver dans le temps le plus court à la ligne donnée * Il promit enfin, au nom d'un inconnu,

cinquante ducats à son frère, si, dans trois mois, il résolvait ces problèmes. Un mois après, en Juin

1697, Jean répondità cette provocation, et, dans une lettre à M.* Basnage, il annonça n'avoir pas

employé plus de trois minutesà résoudre les problèmes de son frère , et à trouver des solutions beaucoup

plus générales; il termine sa lettre par quelques bravades mêlées d'ironie, et annonce qu'il donne aUlX

pauvres les cinquante écus qu'il se croit légitimement acquis. En Août de la même année, il proposa

lui-même six problèmes de maximums et minimums; par exemple, quelle était la ligne la plus

courte d'un point à un autre pris sur une surface convexe ? Toutes les ellipses possibles sur un même

axe étant données, retrancher des segmens égaux à partir d'une même extrémité de l'axe, et trouver

la plus courte des droites qui joignent l'extrémité de l'axe avec celles des arcs retranchés ? Quelle est,

dans ce cas, la courbe quipasse par ces dernières extrémités? etc.En Décembre,Jean Bernouillipublia,

- sans démonstration, la solution annoncée plus haut des problèmes de Jaques; il déclara qu'on résolvait

• x dx » - » »

celui des Isopérimètres en prenant J'-,y(T)y étant l'abcisse, x l'ordonnée, n l'exposant de la

- - - 2Alnet : –

puissance, a une constante; en posant n=1 on a le cercle, n=2 on a l'élastique, n=3

cloide; il généralisa ce problème en supposant non-seulement que les ordonnées sont proportionnelles à des

quantités élevéesàune puissance quelconque, mais encore sont fonctions de ces quantités et de cons

tantes : quant au second problème, il montra que la cycloide demandée était perpendiculaire à laverticale,

on a la cy



( 9 )

et généralisa en affirmant que le théorème était vrai, quelle que fût la position de la ligne donnée, et

enfin en supposant que les courbes données n'étaient pas des cycloïdes, mais des courbes semblables

quelconques. Jaques Bernouilli ne contesta point ces derniers résultats, mais en Février 1698, il dé

clara que la solution du principal de ces problèmes, savoir, celui des Isopérimètres, n'était point entiè

rement conformeà la vérité; il s'engagea de plus, à prouver son assertion età donner lui-même une

solution exacte.Jean répliqua aussitôt, en persistant et en corrigeant quelques petites inexactitudes ; il

insista surtout sur l'exactitude de ses solutions quant au second problème, reconnaissant peut-être déjà

qu'il s'était trop avancé sur le premier : il attaqua vivement le Nonnemo qui lui avait promis cinquante

ducats sous la caution de son frère, et lui adressa un nouveau problème de minimum. Nouvel avis de

Jaques en Mai; nouvelle réplique de Jean en Juin, dans laquelle il déclare définitivement regarder

comme entièrement légitimes ses solutions. Là-dessus, Jaques se met en devoir d'exécuter ce qu'il avait

promis ; mais avant de publier, il invite encore son frère à examiner s'il n'y a point de faute d'impres

*ion dans l'équation trouvée par celui-cipour l'arc de la courbe maximum, savoir r-/* étant

un élément constant de la courbe, v une fonction de t et de constantes. Cette invitation étant restée

sans réponse, il cherchaà démontrer en Août, 1.° que son frère avait fait usage d'un principe méca

nique et de son application à l'élastique ou lintéaire pour arriverà la solution qu'il avait obtenue; 2° que

ce principe était faux, et que, dans la manière même dont son frère s'en était servi, il y avait une

erreur; 3° que cependant, parune compensation d'erreurs, sa solution s'appliquait à quelques cas par

ticuliers. Jean ne put laisser cette lettre sans réponse; il nia formellement avoir employé lesprocédés

que son frère lui prêtait, et fit à celui-ci d'amers reproches, mais il glissa sans bruit sur l'équation in

culpée : cependant Jaques avança le dénouement de cette discussion, en publiant, en 17o1 , ses solu

tions accompagnées de leurs démonstrations. Jean avait envoyé, la même année, les siennes à l'Aca

démie des Sciences; maissentant probablementson erreur, il ne les fit publier qu'en 17o6, une année

après la mort de son frère : personne ne se mêla de prononcer entre les deux illustres rivaux.Jeanpro

nonça lui-même en 1718, en avouant son erreur, et en donnant une nouvelle et grande solution du

problème des Isopérimètres.Nous allons reprendre et exposer les trois solutions, l'une deJaques, les deux

autres de Jean, et établir leur comparaison. Ajoutons ici quelques mots sur l'histoire des six problèmes

proposés parJean en Août 1697 : son frère en publia la solution dès le mois de Mai de l'année sui

vante par une méthode purementgéométrique, en même temps que celle du second des problèmes qu'il

avait proposés lui-même; il montre que la cycloïde perpendiculaire à la ligne donnée satisfait à la ques

tion; puis, il généralise en étendant au cercle et aux courbes semblables les résultats obtenus; mais ces

détails étant d'un intérêt beaucoup moindre que les méthodes générales, nous passons à l'exposition

de celles-ci.

S. I. Méthode de Jaques Bernouilly.

Leprincipe duquel part ce géomètre n'est autre chose que celui du calcul différentiel, savoir que l'ac

croissement de la fonction doit être égaléà Opour le maximum ou le minimum; la question se réduit donc

à développer les accroissemens de cette fonction suivant ceux des variables dont elle dépend.Nous allons

rapporter les procédés qu'il emploie en les abrégeant.
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Lemme 1.°* Définitions. Soient x, x, x",etc. les ordonnées consécutives, y,y,y* etc. les abcisses, z, z,

z"etc. les arcs d'une courbe, on a nécessairement :

x=x-t-dx dx=dx--dax d*x-dax--dsx

x =x-t2dx--d*x dx"=dx-t-2d*x--d3x etC.

x*==x-f-3dx--3daa--d3x 6tC.

6tC.

Et de mêmepour les y et les z.

Lemme 2. Soit une ligne fixeAT(Fig. 1.),et un arc de courbeBC que nous partageons en trois par

tiespar les points F etG.Menons les ordonnées BH,FK,GL, CI, et les lignes BX, FY,GZparallèles à

l'axe; joignonspar des droites B, F,G etc.; nommons

BX=l FX=p | BF=s HB-b

FY=m GY=q - FG=t KF=f=b4p df=dp

Supposons que quelques soient les petits mouvemens qu'on fasse faire aux points F et G, la somme

des droites correspondantes, savoir, BX,FY,GZ d'une part, BF, FG,GC d'une autre, enfin FX,GY,

CZsoit constante,on aura, tantà cause de cette hypothèse qu'à cause des triangles rectangles que forment

ces lignes, les équations.

l*4p*=s* l--m4-nr=A ldlpdp=sds dll-dm--dn=o

m°-q*=t* p-l-g--r=B mdm-qdq=tdt dp-i-dg-dr=o

n°--rs=u* s--t-Fu-C ndn+rdr=udu ds--dt--du-o

Hyp. 1.** Supposons que dans le mouvement communiqué les lignes BX, FY,GZ demeurent non

seulement les mêmes en somme, mais individuellement; alors l'équation dll-dm-dn=o devient identique

et peut être supprimée.
-

Hyp. 2. La même chose arrivera pour l'équation ds+dt+du=o, si ce sont les lignes BF, FG,GC qui

demeurentinvariables.

Tout ceci étant entendu,passons aux théorèmes proprement dits,qui conduisent à la différentiation

demandée.

Théor. 1.°* Supposons que la situation de F et de G vienneà varier dans le sens des ordonnées, de

manière que les lignes FK et FL prennent un accroissement ou un décroissement dfet dg, ce cas rentre

dans l'hypothèse première du lemmeprécédent, et on trouve par diverses combinaisonsfaciles

df: -dg=rst-qsu : qsu-ptu

Théor. 2. Supposons de même que F et G se meuvent sur des arcs de cercle dont B etC sont les

centres, de manière que FK etGL prennent aussiun accroissement ou un décroissement, mais que le

cas rentre dans l'hypothèse seconde du lemme, on trouve par de semblables combinaisons :

df :-dg=lmr-lnq : lnq-mnp.

Hyp. Supposons que les intervalles HK,KL, LI deviennent infiniment petits et égaux entr'eux , que

tous les élémens des petits triangles construits sur la courbe deviennent aussi infiniment petits, et que les

hypothénuses de ces triangles se confondent avec les élémens correspondans de la courbe, on aura :

BX=dy FX=dx BF=dz

FY=dy GY=dx" FG=dz"

GZ=dy" GZ=dx" GC=dz"
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Théor. 3. Dans la même supposition que nous avons faite au théorème premier, l'équation que nous

y avons trouvée se change dans l'hypothèse précédente, et enysubstituant les valeurs dulemme premier, en

l'expression suivante.

df:-dg=dz*d*x--dzdx-dx(d*x)*: dzdx+2dx(dx)*

Théor. 4. De même l'équation trouvée pour le théorème second se change en la suivante.

df : -dg=dydx--dy*d*x--dx(d*x) : dydx-2dx(d*x)*

Théor. 5. Si on a deux quantités indéterminées fetg=f-df,qu'on ait deux autres quantités F et G ,

formées de la même manière, l'une en f, l'autre eng,savoir : adF=hdfet adG=idg, on aura i=h+dh

- adF . adG w • - - • r

En effet, on tire h=H- f=- d'où il est facile de voir queh et i seront semblablement exprimées,
g -

l'une enf, l'autre en g;si doncf et g représentent deux abcisses consécutives d'une courbe, h et i peu

vent en représenter deux ordonnées consécutives, la première de ces ordonnées étant h, la seconde est

h-i-dh.

Théor. 6. Si une courbe, entre toutes celles de même longueur contenues entre deux points, jouit d'un

maximum ou minimum,une quelconque de sesportions jouit entre ses deuxpoints extrêmes de la même

propriété.

En effet, si cela n'étaitpas, on pourrait supposer une autre courbe qui aurait même cours que la pre

mière, avant et après la portion considérée; mais qui en cette portion jouirait de lapropriété demandée,

etpar conséquent la posséderait aupréjudice de la première courbe.

Cesthéorèmes unefois démontrés,Bernouilli en fait l'application aux trois problèmessuivans.

Problème 1.°* Etant données deux perpendiculairesAT,AM, et une courbeAN;entretoutes les courbes

isopérimètres, construites surAT,etjoignant les pointsA et D,trouver celle de chaque point de laquelle

menant des droites BP, BNperpendiculairesàATetprenant HP=MN, l'espace ATV soit un maximum

Oll UIIl IIllIllIIlUll .

Problème 2. Les mêmes choses étant données, et les portions d'ordonnées HP ayant avec les arcs

correspondansAB un rapport donné, quelle est la courbe pour laquelle l'espace ATV est un maximum ou

un minimum? -

Problème 3. Si une ligne flexible ABD est chargée de poids dans toute sa longueur, et librementsus

pendue entre ses extrémitésA etD,quelle courbure doit-elleprendrepour que le centre de gravité com

mun soit le plus près ou le plus loin de la ligneAT?

Bernouilli ne donne l'analyse complète que du premier de ces problèmes; mais comme l'examen du

dernier rentre davantage dans notre but, nous allons le résoudre en suivant sa marche.

Soit P lepoids dont est chargé l'arcde courbeAB=z,on aura successivement pour les poids des élémens

BF,FG,GC, dP, dP4 deP, dP4-2d*P - d'P; nous négligerons dP en comparaison de dP et deP.

Cela étant, et conservant les mêmes dénominations que ci-dessus,on aura pour la somme des momens de

ces poids relativement à la ligne AT, la quantité bdPif{dPap) --g {dPadP}; supposons main

tenant que nous fassionsun peu varier f et g en mouvant les points F etG sur des circonférences de

cercles, les poids ne changeront pas et la différentielle des momens cherchée d'après cela et égalée à o

pour le maximum ou le minimum donnera df {dP dP} +dg {dPadP}=o , d'où

df;-dg=dP-2dP: dP-d*P.
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Comparant cette équation avec celle que fournit le théor. 4.°, on en tire facilement

dydx+ 3dx(da) : dydx-2dx(dx)=dP: dP-d-P,ou, négligeant le terme 2 dx(dax)

dydx a-3dv(da)2: dydx=dP : dP-d'; multiplions, substituons -dydy à dxd*x, parce que

da*=dz*-dy*et que dz est constant, divisons par dy, nous aurons enfin

dPdydx-3dPdxdy-dyd-Pdx=o

Soit maintenant une équation arbitraire dP*dy*(d*x)"=A; a,g, y, étant des exposans indéterminés,

et A une constante, nous aurons en différentiant

adP*-" d*Pay *(d* )?, adP*ay*-" d*y(da)74,dP *dy*(dx)?T* dx=o
Divisant tout par p- d,*-I (da)°T" , on a adaPdydx+ydPdydsx=o

Comparant terme à terme avec l'équation précédente, on a : a=-1 g=-37-1 ,valeurs, qui, subs

- 9 - - - -ci : d*x

tituées dans l'équation arbitraire, la changent en celle-ci dPay A; appelant aune constante, et nous

\
- I dax I -

souvenant que dz est constant, on peut faire A=== :: d'où 77-= ; pour trauter cette

équation, posons ady=tdz, d'où adey=dtdz, et dy= de et rappelons-nous que

dyday= dyday

da=-dx v E -7
nous obtiendrons par la substitution desvaleurs de dya et dy une expression

a*dt

toute divisible par dz, et qui donnera dP=-t---
1visible pa , et q t*A/a-t*

(l a a - t

p_7 V7ET+b, où nous poserons b=opour simplifier;de là : =7HE etT=7 EFT- et par

;prenons le signe inférieur il donnera :

adz

eonséquent dy=7EFT*; si nous avions pris le signe supérieur, nous aurions eu p--- * /:- t--b
f

a2

et nous aurions dû conserver la constante pour que le poids fut positif; alors t= TCF-)

adz

Gel dy=7TE(F-7)- : Voyons maintenant comment Bernouilli distingue s'il y a lieu à maximum ou

Paz

à minimum ;comme on a dx=A/ZE-T7T, il suit d=7EF en prenant la première valeur; donc

dy :dx=a:Pet regardantdy comme constant, dx est proportionnelaupoids; or, comme lepoids croît avec la

longueur z de la couche,il suit que dx croît de même et que la courbetournepar conséquent sa convexité

vers la ligne AT (Fig. 2.); soitADC cette courbe,faisons-la tourner autour de sa cordeAC,de ma

nièreà ce qu'elle engendre dans le même plan verticalune courbe isopérimètreABC; menons BDperpen

diculaire à AC et abaissons les ordonnées DG,BF, il est clair que l'ordonnée, et par conséquent le x

etpar conséquent lefar est plus petit pour la courbeADC quepour la courbe ABC;donc eette première

cst un minimum.
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Tel est l'exposé de la doctrine de Jaques Bernouilli sur les isopérimètres; avant de la mettre au jour, il

en avait publié les résultats dans une table particulière et avait montré comment certaines équations de

son frère ne s'accordaient pas avec les siennes; avant de faire les remarques générales que nous aurons à

présenter,il convient de faire connaître les travaux de Jean Bernouilli.

§. II. Première Méthode de Jean Bernouilli.

La méthode dont nous allons rendre compte ne parut qu'en 17o6, quoique créée plusieurs années à

l'avance; les calculs sur lesquels elle repose sontingénieux, mais pénibles; l'auteur divise le problème

des isopérimètres en deuxcas,suivant que les ordonnées de la courbe qui doit renfermer un espace maxi

mum sont fonctions des ordonnées d'une autre courbe ou suivant qu'elles sont fonctions des arcs de cette

autre courbe; le premier de ce cas était le seulproposépar Bernouilli l'aîné; mais comme ce fut le second

quifut l'objet des attaques de ce dernier, nous le choisirons pour exposer la méthode que nous traitons ici.

Lemme.Soit BF9(Fig.3), la courbe cherchée, Fq uneportion infinimentpetitepartagée endeuxélémens

aupoint O, menons l'ordonnée OR, je dis que dans le cas du maximum le sinus de l'angle de courbure au

point F est au produit du sinus de IFO par la différentielle de l'arc BF en rapport constant.

N.B. L'angle de courbure est l'angle formé par la tangente en un point avec la courbe elle-même ou

pardeux élémens consécutifs de la courbe; la ligne FI est une parallèleà l'axe des abcissesBR.

Soitprisun point » infiniment voisin de O et tel que Fo--aq=FO+Op; élevons l'ordonnéeRL fonc

tion de l'arc BO et RM fonction de l'arc BT; de même qu fonction de l'arc B9 et qA fonction de l'arc

Bo; la courbeBL ou BA devrajouir du maximum ; or,par cette propriété les deux espaces infiniment rap

prochés que comprennent lescourbes sont égaux entr'eux;donc le triangleZLK= AK ou négligeantLKM,

xu K,ZML= »u; abaissant les perpendiculaires C,Z, il suit CxLM=,Dxou; or,LM=LR-MR=

f(BO)-f(BT)=f'(BO)d.BO; (j'appelle ici f"pourmerapprocher d'une notation connue ce qu'il nommeA);

de même »p=xo-uq=f(Bo)-f(B)=f'(Bo) d.Bo; or d.BO=TX, d.Bo=85, de plus,ZC=FI, D=qK

donc,substituant FI.f'(BO).TX=9Kf(Bo).83

Les lignes OX, o3 sont égales; les triangles OTX, o83 sont semblables aux triangles FOI, qaK, donc

TX:83=ig.IFO:tg.Kg

de plus FI:qK=FOsinFOI qasingeK.

donc, f"(BO) tg. IFO sin FOIxFO=f(Bo) gK9e sing Kxce

mais, sin FOIig.IFO=R sin IFO

et singeKg.Kqo=R. sinKoo.

- donc FOsin IFOf(BO)=9e sin K go f"(Bo)

Substituant BFà BO et BOà Bo,faisant quelques changemens d'ordre, et remarquant que F0:qo=

sin O9F.sin OF9, nous arriverons finalementà l'équation

sin OFo _ sin OoF

- TIFU7EF)-*TKJ7(E)

d'où on voit que ce rapport a la même expression, que l'on considère le pointF ou le point , et par

conséquent est constant QE.D.

Problème. Tout se réduit donc maintenantàtrouverune courbeB ,F9telle que le sinus de sa courbure,

en un point quelconque F, soit à sin IFOf(BF) en rapport constant; en effet, on peut considérer OFo et
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OoFcomme étant chacun la moitié de l'angle de courbure formé par le point O, ou son infiniment

voisin F, car on a OF9=O9F=% qOS.

Soit BFl(Fig.4) cette courbe, BF=t, Fl=dt, BP=y,Pp=dy,PF=x, Ce=dx,f(BF)=»,soit Fm la

tangente à la courbe au point F et mF l'angle de courbure; menons ml et construisons le petit triangle

rectangle lnm, on aura nl=dy,ml=Fl sin mFl; de plus à cause de Flc- mnl, dx : dt=d-y:ml,

\ • da - - - - - - Cl dar d
» Fl==* : de plus sin IFO qui d t CFI-=**=* . / , N_*". -d'où sin m : ; de plus su qui devient ici sin CFl Fl d * enfin f( *)=; donc nous

r da - d d
avons d'après le théorème, d* 2=A *; supposons dt constant et posons A=*, nous aurons finale

(

j'tal* dtal* da - - - - -

ment d=-%*=*-* si on fait abstraction du facteur constant adt; or, c'est bien

là l'équation queJaques Bernouilli a attaquée , et que Jean a depuis avouée fausse, en montrant qu'il fallait

des et non dx-, et en remettant le facteur constant di° au lieu de dt.

Jean Bernouilli termine son mémoire en montrant l'accord de ces résultats avec ceux que l'on tirerait de

la considération de la lintéaire, considération que son frère avait cru être la base unique de ses recherches.

Il est facile de voir que cette solution repose sur deux principes, le premier que dans le cas du maxi

mum la différentielle de la fonction considérée est nulle, ou que cette fonction est la même dans deux

états infiniment voisins ; le second que le maximum appartenant à une courbe, appartientà une portion

qnelconque de cette courbe. Deplus le théorèmegénéral dont elle sesert, et qu'il faut appliquer diverse

ment suivant les différens cas est que le sinus de la courbure en un point quelconque està une certaine

quantité en rapport constant.

- §. III. Seconde méthode de,Jean Bernouilli.

En 1718, Jean Bernouilli donna un second mémoire sur les isopérimètres dans lequel il eut la can

deur d'avouer qu'il s'était trompé précédemment; mais il n'eut pas celle de convenir que sa nouvelle

méthode n'était autre que celle de son frère, et il s'étendit fort au longsur la prétendue complication de

cette dernière et sur les simplifications qu'il y avait apportées; nous allons établir les lemmes sur les

quels il fonde ses solutions,puis nous les appliquerons avec luià la solution du mêmeproblème quivient

déjà de nous occuper.
Lemme 1.er Soientdeux droites rectangulaires aq,qe(Fig.5) et deux autres droites brisées agie, abce

telles que ag4giie=ab-bc+ce, et que les abcisses af, fp, pq, soient égales entr'elles ; soient les petites

lignes bm, gn, io, ch perpendiculaires sur ag, bc, ie, et enfin soient bk, cl parallèlesà aq ;je dis qu'on a

fb kc hc le -

abTcb bg= ce cb ( ***

Fn effet, des triangles semblables gmb et afb ,bng et chb, coi et chb, ihc etc. on tire :

bfxhg b kcxbg kcxci . lexci

gm=T7 n=- co=-7 ih= C2

Mais de ag+girie=ab+bc+ce, on tire gm-bn-co--ih=o,doncsubstituant et réduisant

f hc kc le

75TBT } bg= #-* | ci Q.E.D.
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. /
- - - -

Coroll. De là ge=-4-, multipliant les deux derniers termes par abxbcxce, on a
- c ce ab bc -

bg : ci=abxcexck-abxbcxle : bcxcexfb-abxcexck, ce qui est le Lemme premier de Jaques Bernouilli.

Lemme 2. Les mêmes choses étant posées que ci-dessus, mais les points b et g, i et c (Fig 6),

étant joints par des arcs de cercle, dont les centressont en a et en e; menantgn, io parallèles à aq jus

- qu'à la rencontre en n et o des ordonnées fb,pc,je dis qu'on aq ] q

fb_hc _ / hc le - -

*-7 ) bn= ( 7-7 co - -

En effet, si on construit surgi un triangle rectangle dont les côtés soient parallèlesà aq et qe, on trou

vera facilement : gi*=(bh-gn-oi)--(kc-co-bn)*

D'autre part : - bca=bk--kc* - -

Comme bc=gi, et négligeant les carrés de gn+oi, co+bn,on a

2bk(gn-l-oi)=2kc(co--bn), ou gn-l-oi= h% * or, afb est semblable à bng,donc affb=bn:gn,

donc - -

g=fr # de plus cle est semblable à coi, donc oi=lex *; donc substituant et réduisant
Cl

-- - fb_hc bn= kc _le ( E.D
- |%- *- { - co QED.

hc le ..fb_ hc

7 T7 - 7

on a bn:co=afxcbckc-afxbkxlefbxbkxcl-afcbxck, ce qui est le lemme secondde Jaques Bernouilli.

Celaposé, l'auteur passe aux applications. - -

Problème 1.°* Ce problème n'est autre que le premierproblème desisopérimètres, proposé par Jaques ;

nous ne nous y arrêterons pas.

Problème second. Le même que le second de la méthode précédente, savoir celui dans lequel les or

données de la courbe qui comprend l'espace maximum sont fonctions des arcs de la courbe cherchée.

Comparons la Fig. 7, dans laquelle ae est un élément de la courbe cherchée avec la Fig. 5, dans la

quelle cet élément est divisé en trois portions infiniment petites; d'après nos conventions la somme des

fonctions des arcs Bab,Babc doit être égale à lasomme des fonctions des arcs, Bag, Bagi, et la diffé

rence des fonctions de Bag, Bab doit être égale à la différence des fonctions de Babc, Bagi; mais

f(Bag)-f(Bab)=f(Bag)d. Bag,et comme d. Bag=mg,f(Bag)-f(Bab)=f"(Bag)xmg, de même

on obtient f(Babc)-f(Bagi)=f(Babc)xih; donc ici f(Babc)xihEf(Bag)xmg; mais prenant les va

leurs de mg, ih,telles que les donne le lemme 1.°r, et substituant on trouve

lb . le fb ab C

B b %= Bab c b * Cl-- Babc): B --:-
f( a)/ *: f(Ba odex ce * et bg : cu , C6 f(Babc) abf(Bag) bf'(Bag) lef'(Babc)

Corollaire. De là bn :co= ; multipliant les deux derniers termes par afdbkxcl,
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Prenant le rapport de bg: ci donné dans le lemme 1, et substituant, on arrive à

: : | *-- l 4 * Ca

abTbc ,fb/Bag) 7 Te / TE7EF)

Multipliant chaque membre par % on obtient

C

fb_hc abxlc_ _ | hc_le bcxce_

|% D JTXF7(Eag)T \ F %} kc lef(Babc)

Or, ces deux termes étantidentiquement composés l'un pour le point a, l'autre pour le point b, il est

clair que pour un point quelconque la quantité qu'ils représentent est constante; d'où suit en regardant

l eproduit abxbc

fbxk
comme sensiblement égal à (% 2

f% hc ab2 _
| abTbc |75 A

Or, appelant BN=y Na=x Ba=t,fa=dy= constante, fb=dx ab=dt on a%=% de plus,
C

kc
- d - . d

* est ce que devient * en passant d'un élémentà l'autre, c'est-à-dire *

dx

+ddt * donc

| dxdat-dtdax dt° _dy

dt* | J()T7 '

faisant Ba=BagetA= d, maisfaisantf(t)=T,onafo=% deplusdt*=dx--dy2;donc dtdt=dxdax;

% --_ddx_ dxdet-dtdax
----_ *--***-; substituant, l'expression devientab bc dt dt » 9 , I exp

Gn

substituant cesvaleurs, on obtient dax(dx-dt) dydT__d'ardy*, d'où enfin -d da_dT, et inté

dax* l dx* x s ` a

grant a*=TE, ou ady=Tdx, quand on fait b=o. Bernouilli montre que cette équation concorde
:

Tdt

bien avec celle qu'avait donnée son frère, savoir dy=7F7F--T'a ?

déja tiré la précédente lorsqu'il avait voulu montrer l'erreur de Jean. -

Problème 3. Les mêmes données que ci-dessus, sinon que ce sont les abcisses quisont fonctions des

arcs, et que les ordonnées de la courbe qui renferme l'espace maximum sont égales aux ordonnées de la

courbe cherchée.

Problème4 Problème de la Brachystochrone.

Problème 5. De toutes les courbes isochrones comprises entre deux points donnés, trouver celle qui

comprend entr'elle et la droite quijoint les deux points extrêmes le plusgrand espace.

Aux solutions de chacun de cesproblèmes, semblables à celle que nous avons rapportée, Bernouilli

en joint une autre, dans laquelle il n'opère pas de différentiation : à la fin de son mémoire, il ajoute

les deux solutions de la Brachystochrone, qu'il avait trouvées long-temps auparavant et que nous avons

fait connaître.

équation de laquelle celui-ci avait
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§. IV. Remarques sur ces méthodes.

Remarque 1.*e Commençonspar éclaircir la difficulté qui s'était élevée entre les deux frères, etmon

trons en quoi lapremière méthode de Jean Bernouilli était vicieuse; nous avons vu que ( en désignant

- s.C.F. s.C.q .

par s. C. le sinus de courbure en un point quelconque), cette méthode donnaitTXT*

,

s.C.F.

et de là, Bernouilli concluait =A;or, remarquons que cette conclusion nepeut êtrevraie que lorsqu'il

ya parfaite uniformité entre les deuxmembres de l'équation ; mais X est affectée de sin IFO, Kest affectée

de sin Kga : or, pour l'uniformité, il faudrait que K" (Fig. 3.) fût affectée de sin. Vo3', ce der

nier angle étant celui que produit l'élément qo' subséquent au point q, tout comme IFO est l'angle

que produit l'élément FO subséquent aupoint F; de là suivent trois conséquences. 1.° Il faut considérer

trois élémens de la courbe et non pas seulement deux;2° l'expression finale doit être affectée d'un côté

de % de l'autre de * ; or, si on se transporte à la fig.5 et au résultat obtenu plus haut, dans

2 qq/

I va" Pe - - -

lequel # est remplacé par % et * par * , on verra que cette condition y est effectivement

, (l qpqp CC .

remplie ; 3° enfin, dans ce dernier résultat, il fant multiplier par % les deux membres de l'équation
C

obtenue, et cela, comme le remarque Bernouilli, pourpermettre de regarder les deux élémens ab, bc

comme affectés précisément de la même manière des diverses quantités qui leur correspondent, et de

celles qui correspondent à l'élément suivant; sans cela, en effet, l'élément abserait affecté de la quantité

- - r . , le V\ ' e r -

% qui lui correspond,et l'élément bc de la quantité ce qui correspond à l'élément ce; au contraire
42 -

.., fb ... kc kc . M - - -

les quantités # -*,%x* sont parfaitement uniformes : mais multiplier par% , c'est mul
C(l bc " bc ce

- - - dt dt - a - -

tiplier par *--d.*; lors donc que ce facteur affecteun autre facteur infiniment petit a - d, on peut né
dx dx fb dx

- dt bc . - - d r • r

gliger le d,d, et le facteur * introduit simplement un facteur dt de plus : or, c'est précisément ce

dx dx kc dx

adtday

dx*

adday

dx

qu'il faut faire sur l'expression fausse dv= pour qu'elle devienne la vraie dv=

4
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Remarque 2° Le premier problème des Isopérimètres est bien résolu par la première méthode de Jean

Bernouilli, parce que les angles IFO, Koo n'affectent pas le résultat final qui n'est composé que des

sinus de courbure et des f"

Remarque 3. Il est facile de voir que les lemmes deJean Bernouillisont aufond absolument les mêmes

que ceux de Jaques.

Remarque 4° Les deux frères, et Jaques le premier, ont remarqué la réciprocité qui existe entre le

maximum et le minimum dans les problèmes de ce genre.

Remarque 5° Jaques Bernouilli manque de rigueur et d'exactitude dans l'usage des constantes arbi

traires introduites par l'intégration, et son frère luifait, à cet égard, des reproches mérités ; eela tient

ce qu'il n'avait point réfléchi sur la considération des limites entre lesquelles la courbe s'étend.

Remarque 6° En résumé, voici l'état dans lequel ces savans ont laissé le problème.

1.° Ils se sont plus occupés de maximums et minimums relatifs que d'absolus.

2.° Ils ont vu que toute la question se réduisait à trouver les relations entre les différentielles des

y
tl

-

diverses fonctions considérées.

3° lls n'ont aucun prohlème où la fonction donnéefût affectée de formules intégrales.

4 ° Ils ont remarqué la réciprocité qui existe dans les problèmes de maximums et minimums relatifs.

5 ° Ils ont toujours admis commevrai le Principe, que siune courbe jouit d'une propriété de maxi

num ou de minimum, chaque portion de cette courbe en jouit à part. Jaques Bernouilli démontre ce

principe, mais paraît se douter qu'il n'est pas général.

6o Ils n'ont donné aucune considération sur les limites entre lesquelles doit s'étendre la fonction

donnée.

7 ° Ils n'ont fourni aucun moyen général de distinguer le maximum du minimum : Jaques Bernouilli

fait cependant, dans chaque cas particulier, des remarques à ce sujet.

CHAPITRE IV.

MÉTHODES D'EULER.

Nous avons maintenant à exposer les recherches de ce Géomètre qu'o - -

tout a créé ou perfectionné; ses travaux sur le problème dont nous::

as immenses à cette portion de la science ; ils ont servi de passage et d'avant-coureursà la découverte

du calcul des variations, auquel depuis il les sacrifia avec cette modestie que le vrai génie comporte

seul. Dans ce Chapitre, nous ne voulons exposerque ceux des efforts d'Euler, qui ontprécédé le calcul des

variations, nous réservant de parler dans le suivant, des perfectionnemens qu'il a apportés à ce calcul

même: outre les solutions de divers problèmes de détail, il a donné, sur les minimums et maximums,

trois mémoires principaux ; le premier, intitulé : Problematis Isoperimetr ici in latissimo sensu accepti

solutio generalis, se trouve dans le tom.VI, pag. 123,des Commentaires de l'Académie de I'étersbourg ; le

second, intitulé : Curvarum Marini mininie proprietate gaudentium inventio nova et facilis, se trouve

dans la même collection , tom. VIII, pag. 159; enfin, le troisième est celui que nous avons déjà indiqué

pag. 1 de cette dissertation. Nous nous arrêterons fort peu sur les deux premiers travaux, parce que

les méthodes quiy sont exposées sont reprises beaucoupplus en grand et beaucoupperfectionnées dans

le dernier; nous nous contenterons d'en indiquer la marche et les principales applications.



( 19 )

» Les Bernouilli n'avaientpas établi, dans leproblème, les diverses distinctions qu'il comporte; c'est

d'abord à quois'attache Euler, qui détermine deux classes de maximums, l'absolue et la relative, mais

sans leur imposer encore ces dénominations; ensuite il subdivise cette dernière en un nombre quelconque

d'autres » suivant que les courbes cherchées sont affectés d'une, deux, ou d'un nombre quelconque

de propriétés communes. Il montre, dans le cas du maximum ou minimum relatif, la réciprocité exis

tant entre les propriétés communes et celle dont on demande le maximum ou minimum ; il établit que

deux élémens de la courbe suffisent pour la solution du problème absolu, mais qu'il en faut considérer

3 , 4, etc. suivant qu'on doune 1 , 2, etc. propriétés communes;puis, il expose la méthode suivante :
étant donnés deux élémens d'une courbe, et leur point de rencontre venantà subir un changement infini

mentpetit, il faut déterminer le changement que subissent en même temps l'arc total, l'abcisse et l'or

donnée; puis, étant donnée une expression dont il faut rechercher le maximum ou minimum, expression

composée en fonctions de l'arc ou des coordonnées, il faut voir ce qu'elle devient après ce changement ;

en égalant ce second étatà l'état primitif, on a la condition du maximum ou minimum; l'équation ob

tenue se transforme facilement en une autre, dont les deux termes sont uniformément composés l'un

en quantités relatives au premier élément de la courbe, l'autre en quantités relatives au second, d'où

suit le principe de Jean Bernouilli, savoir, que l'expression que renferme un de ces termes est une

expression constante.

Euler énonce ce principe d'une seconde manière plus rapprochée de celle à laquelle InOUS SOmmeS

accoutumés, en disant que la différentielle de cette expression est nulle ; mais on sent que c'est absolu

ment le même principe. En effet, soit X une quantité variable relative à un élément de la courbe, cette

même quantité deviendra X -dX pour l'élément suivant. Or, pour le maximum ou minimum, il faut

ue X=X+dX, c'est-à-dire, dX=o, ou X= constante. Cette méthode très-simple est appliquée par

Euler à la recherche des courbes, qui rendent maximum ou minimum les quantités

P' pm V P72 , V

ds d df , / y *,/ * 7 » x, y, s étant l'abcisse, l'ordonnée et l'arc.

- /7N--Vl

dx
-

Passant à la seconde classe de maximums et minimums, il y a à considérer les variations de deux

points au lieu d'un ; soient V, v" ces deuxvariations, les conditions du maximum mises en équations ,

comme nous venons de l'indiquer, conduisent aux résultats Pv-Qv.-o Rv-Sv=o, d'où on tire

QR=PS : or, on peut toujoirs ramener Pv et Rv à être des quantités constantes, c'est-à-dire, avoir

Q=P+dPet R= S-dS,valeurs qui, substituées dans notre dernière équation, conduisent après une

intégration à la suivanteP ah=o, a étant une quantité constante ; on voit ici le premier germe de la

multiplication par des constantespour résoudre les problèmes de maximums relatifs ; cette théorie sera ex

posée en entier dans l'analyse du grand ouvrage d'Euler sur ce sujet : toute l'opération se réduit donc

maintenantà rechercher la valeur des quantités P et R; Euler en donne un grand nombre d'exemples

et en dresse une table : ainsi, il suppose que la propriété donnée soit f Tdx, ouftu, Oll l, Gt

Tétant fonction de x, ou de y, ou de s, ou de x et y, ou de x et s, ou de x, y, s, etc. ces

exemplesgénéraux sont éclaircis eux-mêmes par d'autres exemples plus particuliers, dans lesquels on

spécifie positivement la nature de la fonction T; à l'occasion d'un de ces exemples, Euler remarque
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que la table qu'il vient de dresser ne suffit pas dans le cas où la formule proposée est affectée d'inté

grales, et il en dresse une autre pour ces sortes de cas; il y montre la valeur de Ppour les propriétés,

fa, rafa/,fusfa, CtC.

Quant à la troisième classe, c'est-à-dire,à celle où on a deuxpropriétés communes, on arrive par la

même voie à l'équation P+aR+ bS=o, a et b étant des constantes; Euler applique encore ce résulta

à des exemples où on donne des fonctions de x, y, s, dx, dy, ds, et ne va pas plus loin.

Quelque générale que paraisse cette méthode, il est cependant facile de voir qu'elle laisse à désirer

1.° Elle n'a point été appliquée aux fonctions des coefficiens différentiels des variables supérieurs au pre

mier; 2.° à celles quisont données par leurs différentielles ; 3° elle mène à des formules qui peuvent

être généralisées. C'està suppléer àces imperfections, qu'Euler consacre son second mémoire,dans le
quel il expose une manière plus générale de rechercher les différentielles, qui doivent être égalées à zéro

et dans lequel il adopte une notation particulière pour indiquer les différentielles successives, soit des

Variables, soit de la fonction; mais, comme sa méthode n'est autre que celle qu'il a depuis étcndue et

perfectionnée dans son grand ouvrage,tout en renonçant cependant à sa notation, nous ne croyons pas

nécessaire d'entrer dans les détails de ce mémoire, qui mène àplusieurs formules assez compliquées, et

nous passons de suite à l'analyse de son beau travail publié en 1744, et qui est aussi général qu'on peut

le désirer. Nous énoncerons d'abord les considérations générales dont il fait précéder sa méthode,

nous exposerons ensuite cette méthode, et nous indiquerons, en les éclaircissant par des exemples,

tous les cas qu'il examine, et autant que possible les formules finales auxquelles il parvient.

Dans son premier Chapitre, il établit 1.° la distinction de la méthode en absolue et relative; 2° la

nécessité d'indiquer une limite pour que le problème ait un sens, et le choix qu'il fait pour limite d'une

portion déterminée d'abcisse; 3.° les diverses natures et compositions de la fonction dont on cherche le

maximum ou minimum; 4.° le privilége qu'ont dans certains cas les portions quelconques d'une courbe

de jouir de la propriété maximum ou minimum dont jouit la courbe entière, et les cas dans lesquels ce

privilége n'existepas; 5.° la condition du maximum ou minimum, savoir, que l'état primitif et l'état

subséquent de la fonction soient égaux, ou, en d'autres termes, que la différentielle de la fonction soit

nulle ; 6.° enfin, sa notation, saponctuation et son mode de différentiation : ce dernier article étant le

seul de ceux queje viens d'énumérer dont le détail n'ait pas encore été exposé, je vais le faire con

naitre.

Soient x et y deux quantités variables, et soientp, q, r,etc. d'autres quantités telles que dy=pdx

dp=qdx, dq=rdr, dr=sdx, etc, on aura les valeurs suivantes : dy=pdr, dey=qd, dsy=rdr,,

dy=sdx*, etc., dx étant supposée constante. Cela posé, la valeur de certaines fonctions, comme,

- »--A7svr \ * a\ 3/

par exemple, l'arc w=/A/dE77 devient / dxv/FF7 , le rayon osculateur- : --

yv/ +p*

la soustangente *, la sousnormalepy, la tangente , la normale yv/Ep*

Soit maintenant F la valeur d'une fonction pour un point dont les coordonnées sont a et y , soient

F/F/F/F" etc. les valeurs immédiatement subséquentes de cette fonction et F, F,E, F, etc. les valeurs

immédiatement antécédentes; soient de même y, ya y, y, y yz yz y%y", etc. pm pyp,ppp/p/, etc.
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q, q, q q q etc., les valeurs correspondantes des ordonnées de leurs coefficiens différentiels, on trouvera

facilement les relations suivantes.

Fm=F, -- d F, ,Fn = %--dF,F=F-dE ,F=F,+dF,F=FdF,F=F4dF, F/=F/4-dF%

F=F4dF , etc.

- y,-y, _ W-V,

pll dx ll

_ y'-y, - y-r
dx pp P, dx dx

p'= y"-y p'= p"= y –y" GetC.

2dx dx

== == ==*r /==* /=**, etc.l dx a dx* dav* - da* dx* 9

r=t3-r, = -4 =4rr =r-re-t3-r, ce ce
- dx* dx4 dar *

Par la même notation si /Zdx est la fonction donnée pour le point dont l'abcisse est x, et par consé

quent Zdx pour l'élement dont l'abcisse est dx, on aura Z'dx, Zdx, Z"dx, et pour les élémens sui

vans, Zdx, Zx, Zdx, etc. pour les précédens, et de là, la valeur de la fonction correspondante

à l'abcisse x+X, sera /Zdx+ Zdx+ Z'dx+Zdx+ Z'dx,+, etc.jusqu'à ce qu'on arrive au point dont
l'abcisse est x+X. --

Toutes ces conventions bien déterminées, supposons qu'une quelconque des ordonnées que nous

avons considérées, par exemple, y prenne un accroissement infiniment petit, que nous nommons » ,

toutes les autres ordonnées n'en seront nullement affectées, et d'entre les quantités dont nous venons de

rapporter les valeu elles-là seulement prendront un accroissement qui contiennent y' dans leur ex
-

pression : ainsi, p deviendra = : etprendra, par conséquent, un accroissement *; de même

2 dx

p -

-4/* - ------

p'= CI deviendra Z % * et prendra, par conséquent un accroissement --*-; cherchant de

JU 2 2

même les accroissemens des autres quantités affectées de y', on forme le Tableau suivant :

Quant. Accr. Quant. Accr. | Quant. Accr. | Quant. | Accr. |Quant.| Accr.

-

()

1 -- -- -- C) V/ » _o
y p : q *: y tds * *,

p1 *-*- - _2 yr _3e –ée
dx q da* / dx3 * | *

C) yr 3o *

q* *7 dx* S, da 4

() 4

Quant. t, a t, t t t " |-5 s |T

Accr. +*- –*- 1oo _ 1o .. 5 () *=-- (

dav 5 2 dx* 9 * des dxs * : dx* etC, et . s" *

5



( 22 )

Maintenant, rien n'estplus facile que la solution du problème: on veutsavoir quel accroissement pren

- dra la fonction proposée qand y devient y+ , on différentiera cette fonction, et on rempiacera les

- - «r

accroissemens dy ,dp,dq, etc. par les valeurs que nousvenons de leur trouver,savoir, *-* »-*- etc

x dx,

l'équation ainsi obtenue , égalée à o, donnera la condition du maximum et minimum absolu.

-- - A/

Exemple. Soit F=y4/1+p*, dF=dy/v/T4 * ; remplaçant dy/ et dp par leurs valeurs,

/I+p*

nous aurons dF=o p* +--

" " VTT

Entrons maintenant avec Euler dans son second Chapitre,pour examiner les divers cas que présente

le problème fae est toujours l'expression de la fonction dont on cherche le maximum ou minimum.

Premier cas. Soit Z=f(x,y): ce cas est celui du calcul différentiel ordinaire.

Lafonctionfa, qui s'étendà la courbe entière, est composée des fonctions partielles Z dx Zdx

Zdx Zdx Zdx, etc. etc., et l'accroissement de cette fonction est la somme des accroissemens des

fonctions partielles; mais on a dZ=Mdx+Ndy,dZ=M'dx+N'dy dZ"=Mdx+ N'ay* dZ=Mdx+Ndr,

etc., d'où il est facile de voir que par la règle que nous venons de donner, l'accroissement cherché

doit se réduire à N'odx, qui, par la condition du maximum ou minimum , donne l'équation N=o:

or, comme Ne=N-dN, et que dN peut être négligé devant N, l'équation se réduit à N=o.

Remarque. Il sepeut que quelquefois N=2o et cette valeur, qui est aussi, dans certains cas, la con

dition cherchée, conduit à d'autres courbes.

Exemple. / (ax-y*)ydx, Z=(ax-y*)y, dZ=aydx +(ax-3y*)dy, M=ay N=ax-3y*, mais

N=o : donc y=74ax,équation d'une parabole. Pour savoir s'il y a lieu à maximum ou à minimum,

prenons l'équation de toute autre ligne; par exemple, y=o équation de la ligne droite, alors

f(ax-y*)ydx deviendra o donc pour la parabole, c'est un maximum.

Second cas. Soit Z=f(x,y,p), on aura dZ=Mdx+ Ndy+ Pdp, dZ=M'dr - Ndy4- Pap,

z= Mdr - Ndy - Pdp , etc. etc. ; mais les seules quantités affectées par l'accroissement de y

- - ( C) -

sont, d'après notre table , dy", dp, dp", qui deviennent «e, FTF * donc l'équation de con
27 2

dition est (N-P-P :) dx=o, ou N*=o, mais P-P=dP, de plus N, peut être

dIP

remplacé par N : donc enfin, N-:=e



( 23 )

Remarque. Si x n'entre pas dans la fonction, ou si M=o, on a dZ=Ndy+Pdp; mais l'équation

N-*=o, donne Ndy+-Pdp=Pdp+pdP=d. Pp : donc Z-C=Pp.
J'

Si, au contraire, N=o, l'équation de condition donne dP=o, P=C.

Si, à la fois, M=o, N=o, dZ=Cdp, Z-D=Cp; d'où p=a, dy=adx, ligne droite.

Dans le cas où M=o , l'équation de condition se déduirait immédiatement de l'expression

dZ=Ndy-Pdp, si on avait Pdp-pdP=o, en effet, en égalant dZà o,on aurait alors Nd)-pdP=o,

Oll N-*=o parce que dy=pdx : on demande donc, dit Euler, une méthode générale et dégagée

- - r r .. « - -

de toute considération géométrique, qui montre que, dans le cas dont nous parlons,on a pour le maxi

mum ou minimum Pap=-pdP.

Exemple. fdav/TE75 , fonction trouvée dans le problème de la brachystochrone pour la gravité
-----

uniforme-* à la racine carrée de la hauteur du point de départ.

z* dZ=-** y*= -* LN=o *-yH de là,

P=const.=vE=y- , d'où -- V - ; Cycloïde.

Exemple 2.° r* = z, fonction trouvée lorsqu'on cherche le solide de révolution qui

dx*-dy* 1+p - - - -

éprouve le moins de résistance d'un fluide dans lequel il se meut dans le sens de l'axe.

- - 4

Z= / dz-2*,r/C**) : M-o N- p* p- *); appliquant la formule

1+p* T - p* " C.-p*) 1+p* T (1+p)*

3 2

Z-C=Pp, trouvée pour le cas où M=o, nous aurons -- c-pr(3tP) ; ou a(1-p*)r2py, d'où

1+p*" T(1-p)*

-- - - a ) * 3

on tire après diverses transformations x-- | ---- * -- p |
2 j

Troisième cas. Soit Z=f(a,yp,q) ou dz=Mdx--Ndy-i-Pdp-t-Qdq.

Les lettres affectées par l'accroissement « sont dans ce cas y"pp/q,q q / et l'équation qu'on obtient

-

--

|

par la même méthode est » | N-**--* --4 / dxo, qui réduite , donne

dP d2

N-*__* &

*I

cO
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Remarque.Soit N=o c-P-% =o; si de plus P-o, on a Cx--D-Q-o. Soit M-o,
2

dZrNdy-l-Pdp-Qdq; l'équation de condition peut facilement devenirNey-paP*=o, combinant

ces deux équations et intégrant le résultat,on aura2-p-3-o=D Soità la fois M=o=N,la der
tr

nière équation trouvée devient Z-Cp-Qq-D en faisant attention que la précédente donne

dO_

-Ppp*=cp
dav

On pourraitimmédiatement déduire l'équation de condition de l'équation donnée, si on savait à priori

démontrer les relations suivantesPdp=-pdP, «d=*3 et quand on aurait Mto, en effet, alors

dP dy9 - N_d* dQ

dz==Ney-paP* d'où on tire évidemment c=Ny-dy: +d': dx dxa

- Exemple. f1-p*)'dx :fonction répondant à la courbe qui contient le plus petit espace entr'elle

sa développée et son rayon de courbure en unpoint quelconque.

Z=(1-p*)* dZ=4pd(-p)_do(--p), d'où M=o=N, P-4p(1-4-p*) Q=-2,

q g - q q q*

quation Z-Cp-Qq-D=o, donne (--:--- : on en tirera facilement

q -

l'é

2: a--bp--b T* e ='- --b arc (g=p)

1--p* 1--p* 1--p*

=--(e-a) arc (g=p) a b, c, f étant des constantes.

Ena* l'arc (g=p) entre ces deux équations et faisant quelques changemens de constantes, on

arrive finalementà l'équationv7F/* » d'où, nommant s l'arc de la courbe, on tire

1-rp

s=2v/77-7 9 équation de la cycloïde.

Quatrième cas. Soit Z=f(xypqrst, etc.) ou dZ=Mdr+Ndy+Pap+Qdq+Rdr+Sds+Td+, etc.

En suivant la même marche que ci-dessus, on arrive à l'équation finale

N d*.d-9 d*. d*S *e=
---- T - Ti --e

équation qui fournit diverses intégrales suivant que quelqu'une des variables ar, y , z, etc. n'est pas con

tenue dans Z.
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La méthode que nousvenons d'exposer d'après Euler peut fournir aux remarques suivantes :

1.° Elle serait simplifiée par une démonstration à priori des équations Pdp=-pdP

3

od=* 9 Ra=-*- sd=* , CtC.

2° Elle ne fournit pas de moyens directs de distinguer le maximum du minimum.

3° Elle exige, pour avoir l'équation finale de condition qu'on néglige les quantités infinimentpetites,

qui distinguent lesfonctions N,P,Q , etc. des mêmesfonctions accentuées.

Le Chapitre III est tout plein de sagacité et de génie : nous regrettons que l'époque fixée pour l'im

pression de ce Mémoire, nous force de sacrifier les développemens que nousvoulions donnerà ce Cha

pitre et aux suivans, et de nous restreindre à indiquer simplement la marche du raisonnement et du

calcul. -

Il s'agit d'abord, de rechercher l'accroissement d'une fonction qui contient des fonctions inté

grales ou indéterminées,et, pour cela, il recherche l'accroissement même d'une formule intégrale pro

venant de celui d'une ordonnée quelconque; après quoi, il examine successivement les cas suivans :

1.° Que lafonction du maximum ou minimum soit fonction d'une intégrale, et que cette intégrale

le soit desvariables. - -

2.° Que la fonction proposée contienne les variables et une intégrale fonction de ces variables.

3.° Que cette intégrale soit non-seulement fonction des variables, mais encore d'une autre intégrale

fonction elle-même des variables.

4.° Que cette intégrale soit fonction d'elle-même et desvariables.

Le Chapitre IV contient l'application des méthodes et formules trouvées à un grand nombre de ques

tions, en particulier, à la recherche de la différentielle d'une fonction formée du produit, du quotient,

ou de toute autre combinaison de deux ou plusieurs intégrales ; il établit le Théorème, que cette diffé

rentielle est la somme des différentielles de chaque intégrale multipliées chacune par un coefficient

constant. Ces considérations servent de passage à l'examen des questions de maximums et minimums re

latifs quiprésentent un résultat tout-à-fait semblable, et forment les deux derniers Chapitres de l'ouvrage

que nous analysons. Les problèmes de ce genreysont résolus par les considérations suivantes: 1.° Il

faut faire varier une, deux ou plusieurs ordonnées suivant qu'ily a une, deux ou plusieurs propriétés

communes indiquées. 2.° La méthode absolue s'appliqueraici, parce que la courbe jouissant du maximum

ou du minimum entre toutes les courbes, en jouit, àplus forte raison, entre toutes celles douées d'une

propriété commune. 3.° Ilfaudra appliquer cette méthode non-seulement à lafonction donnée, mais en

core à la propriété commune, parce que l'une et l'autre doivent rester les mêmespour la courbe dans

l'état primitif etpour cette même courbe après l'accroissement, c'est-à-dire,que les différentielles de l'une

et de l'autre doiventêtre nulles. 4.° D'après cela, la propriété commune devant être traitée précisément

comme la fonction donnée, on peut leur faire changer de rôle, c'est-à-dire, faire de la propriétécom

mune la fonction et vice versâ. Ces considérations conduisent au mêmeThéorème que celui établi à la

fin du Chapitre IV, et que nousvenons de rapporter.

Tel est l'exposé de la méthode originale d'Euler; on voit qu'elle fournit le moyen de résoudre toute

question, quelque compliquée qu'elle soit, et qu'elle pose et éclaircit les principes généraux que toute

méthode complette doit faire ressortir dans le problème dont nous nous occupons : nous verrons dans

7
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peu comment ce grand homme renonça au rôle de créateur qu'il s'était acquis par cet ouvrage pour pren

dre celui de commentateur d'une méthode qui avait le double avantage, 1.° d'être plus simple, tant en

abrégeant les calculs, qu'en leur donnant une rigueur plus satisfaisante ; 2.° d'être entièrement analyti

que ; 3° d'établir d'importantes relationssur les limites entre lesquelles doit avoir lieu le maximum ou

minimum demandé.- Remarquons de plus ici, que nous ne trouvons pas de procédé général pour dis

tinguer le maximum du minimum; dans son calcul différentiel, Euler avait bien établi le principe et

fourni quelques critères pour les cas qui ne sortent pas du calcul différentiel, nous verrons dans la suite

quels petfectionnemens on a apportés à cette théorie, et ce qu'il reste encore à faire sous ce rapport.

CHAPITRE V.

MÉTHODE DE LAGRANGE OU CALCUL DES VARIATIONS.

Euler avait formé le vœu qu'on trouvât une méthode purement analytique d'arriver à la solution des

problèmes qui l'avaient si long-temps occupé: cette découverte était réservée à l'illustre Lagrange, qui le

publia dans le second volume des Mémoires de Turin, et étendit ses applications aux plus importans

problèmes de Dynamique. Euler s'empressa d'adopter cette nouvelle méthode, et avec ce désintéressement

qn'inspire le vraigénie, il la substitua à ses propres recherches, et s'en rendit le commentateur dans les

Mémoires de Pétersbourg. Dans un premier Mémoire, il l'appliqua à toutes les questions traitées dans

son ouvrage déjà analysé; dans un second, il donna une explication des principes de ce calcul, basée

sur les simples considérations du calcul différentiel :à la fin de son premier Mémoire, il donnait l'énoncé

d'un théorème remarquable sur les rapports entre les équations du maximum et du minimum, et les con

ditions d'intégrabilité des équations différentielles. QuelquesGéomètres s'élevèrent contre la méthode de

Lagrange ; Fontaine et Borda publièrent, en 1767, dans les Mémoires de l'Académie de Paris, des con

sidérations tendant à la modifier. Lagrange leur répondit dans le Tome IV des Mémoires de Turin. De

puis lors, ce calcul a été universellement adopté sous le nom de calcul de variations qu'Euler lui avait

imposé. Plusieurs Géomètres se sont occupés à l'agrandir et à le perfectionner. Lagrange l'a exposé en

entier dans sa dernière leçon sur le calcul des fonctions. Borda, Laplace, Poisson se sont occupés des

limites assignées auxfonctions dont on s'occupe ; Laplace, Legendre et Lagrange, des moyens de dis

tinguer les maximums des minimums; M.° Lacroix l'a exposé en entier dans son grand ouvrage sur le

calcul intégral; M.*Gergonne a cherché à obtenir les résulats qu'il fournit par des procédés uniquement

dépendans du calcul différentiel ordinaire. Enfin, divers auteurs, surtout dans les applications de ce

calcul à la mécanique, ont montré l'usage qu'on pouvait faire des coefficiens indéterminéspour résoudre

plusieurs questions qu'il fait naître. Nous ne nous proposons point d'entrer ici dans le détail detous ces

travaux ; nous voulons seulement faire connaître les méthodes, exposer les résultats, et mettre le lecteur

à portée de se faire une idée complète de l'état actuel de la science sous ce rapport : nous diviserons ce

Chapitre, d'après les points devue divers sous lesquels on peut considérer le calcul desvariations.

§. I° Définition et Principes fondamentaux duCalcul des Variations et de sesApplications à la recherche

des Maximums et Minimums.

Dans le calcul différentiel ordinaire, lorsqu'on s'occupe de l'accroissement que prend une variable

quelconque, que nous représenterons par l'abcisse ou l'ordonnée d'une courbe, on a coutume de ne con
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sidérer qu'une seule courbe; mais onpourrait aussi demander de déterminer pour une même abcisse,

l'accroissement de l'ordonnée lorsqu'on passerait d'une courbe àune autre, et appelant y cette ordonnée,

il faudrait exprimer par un signe particulier l'accroissement qui, dans le cas ordinaire, est nommé dy ;

la caractéristique d a été consacrée à cet usage, et la quantité qui en est affectée, se nomme variation ,

en réservant le nom de différentielles pour les quantités affectées de la caractéristique d; les opérations

et la marche du calcul seront, du reste,parfaitement semblables pour une des caractéristiques et pour

l'autre, et le calcul desvariations est celui qui donne le développement et les propriétés des quantités di

versement affectées des deux caractéristiques : or, comme, dans les questions de maximums et minimums,

la question se réduit (pour suivre notre emblème géométrique)à égalerà zéro, l'accroissement de la

fonction considérée lorsqu'on passe d'une courbe à une courbe infiniment voisine, il suffira de chercher

la variation de la fonction proposée et de l'égaler à zéro; c'est ce que nous ferons rapidement dans le

Chapitresuivant, en considérant diverses natures de fonctions; mais auparavant, nous devonsindiquer ici

quelques principes fondamentaux, qui nous serviront dans toute la suite du calcul.

Premierprincipe. La différentielle de la variation d'une fonction est égale à la variation de la diffé

rentielle; lamême chose alieupour la variation de la somme et pour la somme de lavariation, et, dans

les deux cas, quel que soit l'ordre de la variation, de la différentielle ou de la somme.

Ainsi, symboliquement "daV=d4"V, et "f V=f"V.

Ce théorème résulte évidemment de l'indépendance des caractéristiques, et Lagrange l'a regardé comme

snffisamment démontré par cette considération; onpeut, du reste, l'établir directement.

Second principe. Soit une fonction composée de telle manière qu'on voudra, on obtiendra savariation

en cherchant la différentielle, et en substituant partout la caractéristique à la caractéristique d; ainsi

soit V=f(x,y,pq,r, etc.), de manière que dV=Mdx+Ndy-Pdp+Qdq4-Rdr+,etc.

On aura dV=Mdx+Ndy--P)p--Q4q-Rr--, etc.

Ceci résulte clairement de ce que nous avons dit plus haut sur la nature de ces caractéristiques.

3.° Quand la fonction est une intégrale de la formef o/ Vdx, en prenantpour Vune fonction

d de l oefficiens différentiel dN / Vd _ dV

e x, y, et de leurs coeuciens duiierentiels, on a x =VdNx */ *r-*r dx, en effet,

J |Vdx=|dVdx=dh/da--|V.dx=lVdx+|Vddx; intégrant par parties ce dernier terme

dx; ce théorème réduit la reon a |Vd.dx=Vx- dVx;donc d'|Vdx= Vx-- | --
2

cherche de la variation d'une fonction intégrale quelconquef Vdx,à celle de lafonction V, qui est

donnée.

4° Si U=Vdxdy et quepar conséquent V soit fonction de trois variables x, y, z, dont deux indé

pendantes et de leurs coefficiens différentiels, on aura alors

d'. vdxdy= | -- Vydx-- v-*--*r | dx dy

2 y
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En effet, v-fv- v- v,dxdy+

=fve : Nafaa

Intégrant parparties ces deux derniers termes, on trouve

fa-fr--/% dx dy dy

y

/dv

f=-/ dy dx dx

d'. *Vdxdy----- | v-* a-*y | dx dr

Substituant

dx

On voit encore ici que, connaissant dV et par conséquent dV, on aura le développement demandépar

une simple substitution. . ---

5° On trouverait de même pour U=Vdxdydz

v-/ »Vdydzdx+[- *Vdxdy'z

f v-*-*y-*- | dx dy dz

y

et ainsi de Suite.

On n'a guère coutume de s'occuper de fonctionsplus compliquées que celles de laforme Vdxdy.

Euler, pour lier la méthode desvariations aux principes du calcul différentiel, a abandonné, dans son

secondmémoire, la caractéristique d, et opéré le développement en considérant 1.° V comme fonction de

d da . - -

cr , y , -*- 9 -*. , etc. 2.° y comme fonction de x et d'une autre variable t, qui prend un accrois

sement dt, et x comme constant par rapport à t; cela posé, * sera le coefficient ordinaire,d
:

sera la variation : il faudra donc faire |va-fdx, puis chercher la valeur *; le résultat

dt --

après les réductions convenables, sera le développement demandé. - -

Lagrange a adopté le mêmeprincipe dans ses Leçons sur le calcul desfonctions ; ilysupposey=q(x,i),

et cherche les différentielles, soit par rapport à ar, soit par rapportà i, en notant par des indices diffé

rens ces deux sortes d'opérations; la dernière constitue la variation. -

M.* Gergonne prend une voie un peu différente ; il ne considère pas y ou f(x) comme devenant
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q(x,i), mais comme devenantf(x)--io(x), ou y+ i F , F" étant= p(x) : de cette manière, la variation

consiste àajouterà chaque différentielle de y , la différentielle correspondante du terme i K.

Ces divers procédés reviennent, en définitif, à faire que la différentiation dexporte non point sur cette

variable dans son état primitif, mais déjà différentiée dans un autre sens, ou modifiée par quelque ac

croissement indépendant de celui de x ; je reviensà la Géométriepour mefaire comprendre.Si l'équation

d'une courbe quelconque fournit une relation entre x et y, cette dernière variable sera différentiée lors

que la première prendra un accroissement; mais si vous voulez passer à une autre courbe, vous n'aurez

plus à agir sur la fonction de x, que vous appelez y, mais sur cette fonction modifiée ou différentiée de

manière à être l'ordonnée de la seconde courbe, et non de la première; vous changerez ainsi la relation

existant entre les deuxvariables.

-

§. II. Développement de la variation de diverses formules intégrales indéterminées. -

Il nous faut maintenant appliquer les méthodes que nous venons d'exposer, à la recherche dudévelop

pement des variations. Le premier cas dont nous nous occuperons, sera traité en détail, et en suivant

les méthodes différentes ; dans les suivans, nous supprimerons les calculs, en nous contentant d'en indi

quer la marche, et nousferons constamment usage de la caractéristique d'.Nous renvoyonspour les détailsà

l'ouvrage de M.* Lacroix, aupremier Mémoire d'Euler sur le calcul des variations, à la dernière Leçon

de Lagrange, et au Mémoire de M.*Gergonne.

dx dx*

Premier cas. Soit demandé la variation dfa, V étant fonction de xy, d, dy etc. ou suivant

la notation déjà employée de x,y,p,q, etc., c'est-à-dire ayant dV=Mdx-t-Ndy-Pap+Qdq-- etc.

1.° Par la caractéristique .

Nous avons vu plus haut que d'fd=v-f dNVdx-dV-|

Or, dV=Mx--Ny+Pd)p+Qdq+ etc., de là substituant

/ v-v=f Ndr(y-px)+-Pdx(p-qx)--Qdx(q-ra)+ GetC.

Or, =*, donc =%= d)p-qdu- d { *r-* } de même

2 dx

• -Nur- l'-F7Al -

sy-re=** --=** *) etc. donc faisant dy-pdx=8, et substituant

ar * Jl

- - r - d2/ fVdx-dV - f N0dx-i-Pd44-Q*** ClC.

Intégrantparparties,
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- de9 d8 4dQ laQ
Pd=P6-19a/P. --/---- -| | | C* ( * dx + ( dx

dxa dx*

pd* -- n de dRd . ** | 9a13R

-- '- --- | --- etC, etC.

dx * -- T dx*

Substituant et réunissant tous les termes affectés du*f, on trouve enfin

d'f-v- p_d9 ** _ GtC. | 0

dx * d- r •

d'R d0

(-*- CtC. | dx

da0

R- -+ | GtC dx*

-- etC.

| N_2 0 dn--------- etC 6dx

dx dx* T5 --

Lorsqu'avec Euler on suppose x constant par rapport à la caractéristique , c'est-à-dire que dx=o,

alors le terme Vdx s'en va,et 0 se réduità la valeur dy.

2.° Par les différentielles dt.

e - Vdar |d.Vdx 7V dalx dx dV - dx

t t d. - = A7*- dxi -- V- dx-dV* }
La variation es | dt | dt dt -fV 7 v- | dt dt

Si x était constant, cette variation se réduirait à -
f

dV dx , nydy dp , / dq , pdr ,
Or ** =lM*..N* - *__R* lC.

- dt * *-- %-C*-- j- GUC

dV dx d dx d dx d dx

- -v* = Na V_i_p*N __Pd %- % dx ) *7_| dt dx dt | 2 ,--" *)- 27 77 --Qdx r
-- etc. etc.

dt dt :

Il n'est pas nécessaire que je pousse plus loin ce calcul qu'on voit facilement être parfaitement sem

blable au précédent et qui mène au même résultat en posant =*-#, ce qui, nommant e la somme

de tous les termes affectés de 9 donne l'équation d. *=v%e
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Répétons ici que dans le cas où x serait constant par rapport à t on devrait supprimer le terme

vdr et réduire 0à la valeur dy
dt dt

3° Par la méthode de Mr.Gergonne.

Soit fVdx une formule intégrale dont on demande la variation et V une fonction de x,yyy", ete.

y'y" etc. étant les coefficiens différentiels% % etc.,tellement que

2 C.2 -

dV , dV , dV , , dV
dV-* dx--*" dy--*dv4dy"-- etc.

dx *: rt : y : jr"+ etc

Que y devienne yiY,yv deviendra y'-iY" et ainsi de suite, de manière queV deviendra lui-même

V-l-i vdV,y*V,yd*Y**V, ce) + etC. -- etC

dy dy/ dy" dy" 2

GtfVdx deviendra raf r*-rdK, etc. ) dx-- etc.

- dy dy"

et par conséquent la variation sera i r*, p**rd', etc. \dx

dy dy dy

Or *=r-fp /dV \

dy / ay dy"

f=r*- dV "+ \ K *|
dy" dy" dy dy

dV ,dV | * | [*| *]
Y'**_ -Y* __Y' | * " . Y | * | -- |Y | **

| dy" dy dy" -- dy* | d:) /a/

GtC.GetC

Substituant, la variation que nous nommerons W, devient
-

WW- dV_ *) -- *)- ClC. i Y dx

dy" Ndy" dy"

dV dV N / -

--" -- - Y" d'-- dy" (*) -- etC l 2
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dV - etC. i Y'zdx

dy"

-- etC

| *- *) +(*)- i Y de

Il est facile de s'assurer que cette formule est identique avec celles que nous avons trouvées par les

autres méthodes pour le cas où x est constant ,comparons en effet la valeur de dV donnée iciavec lavaleur

dV=Mdr+Ndy+Pap+Qdq-- etc.; nous voyons évidemmment en nous rappelant ce que signifient

y"y"p q etc., que

jV 7V dv , dv dV

M=** N=** P=* " O= ** R= * .

Substituant donc cesvaleurs, rétablissant la notation leibnitzienne, et remarquant que la quantité iY

n'est autre chose que la variation de y,que cet accroissement que nous avons nommé , nous aurons

VV = * - : - * --| *
dx d x*

-- | « - % -- GtC | d

da 0

R- lC. --- elC | d x

-- etC.

dP da Q d3 R

N - - - - - - d- | | 7 * a - d av* -- etc |

comme ci-dessus.

Cette nouvelle méthode ramèneavec clarté et élégance le calcul desvariations au simple calcul différen

tiel ; peut-être pourrait-on lui reprocher de nepas définir suffisamment la valeur de Y et d'entremêler di

verses notations.

Second cas. Que Vsoit fonction non-seulement de x, y , p, q, etc., mais encore d'une nouvelle

variable z non indépendante, et de ses coefficiens différentiels p", q" en sorte que

dV= Mdx -- Ndy -- Pdp -- Qdq -- Rdr-- etc.

-- N'dz -- P'ap -- Q'dq'-- Rar"-- etc.

Il suffira d'ajouter à lavariation déjà trouvée des termes correspondans en z, p",q,etc.,savoir s
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| -- % - * -- |
--

d x

|«- # -- d *

-- | R - etc. de "

d x*

+ etc.

j P" daQ daR" -

-- M' - -- -| | d x dxa dax * -- etc. | 9 dav |

d' étant égal à z-par

Il en serait précisément de même, s'il y avait une troisième,une quatrième variable, et ainsi de
suite.

- Troisième cas. Que V soit fonction non-seulement de a, y,p, q,etc., mais encore d'une formule

intégrale

II - | V'dx telle queV'=f(x, y,p,q, etc.)

Avant d'indiquer la manière de trouver la variation ded |Vdx dans ce cas-ci, remarquons que les for

mules du premier cas nous fournissent le développement de toutes les fonctions de la forme

| dxdV - dVdNx | il suffit en effetpour cela de retrancher à cesformules le termeVar,

Cela posé, nous avons, d'après les notations convenues,

dV = Mdx + Ndy + Pdp + etc. + LdrI = dq-- LdrI pour abréger, d'où l'on tire

& V = M'z +Ny +Pp+ etc.+ Ln = o +Lm

De même,

dV"= M.dx + N.dy + P.dp + etc.

JV"= M. x +Ny+ P. )p + etc.

Delà -

d\ | Vdav= VdNx -- | | dxdV-dVdNx | =VdNx-- | dxdg-dgdx -[ LdxdII-Ladri |

Or d\ II= dN | V'dar - V"Mx -- | [v - v] doncsubstituant et faisant | Ldx = H

- - 9



( 34 )

d\ | Vdx =Vfx -| [, - -] | (uv'4x+H | ( dxdNV"- dV'd'av )- HV-)

= VdNx -- | |* - -- | | H| (v – dV -)

= VdNx -- | [* -* ] --H| (v - dV -) - | H(lv - av)

Développant les tem/(e- des) / dxdV"- dV'Nx ), substituant dans le dernier

les valeurs de dV et dVt,puis faisant une nouvelle intégration par parties, on obtient finalement

f = VNx - f(x –%-+% -ete) 6dx

2 *

+H [P. --% + ete ] 0

+ n La - etc. ] %

/IN- NH)- d { P-PH } - dt Q-Q,H } •- GetC, ] 9dx

dx dx*

-- [(P -PH)- * t o o } -- etC, ] 9

+ [ Q- QH)-etc. ] *

-- etC.

Ecrivons, pourplns de simplicité, cette formule sous la forme qu'elle prend avant les intégrations par

parties, nous aurons |

dfVdx=Vx+-Hfdx | NP * Q* R * ce
dx dav2 dx*

+fdr ( (N-NH)3+ ap_p.H * * - etcf ( ) + (P.-P.H) *+(Q-QH) * ete

Si la fonction V comprenait une nouvelle intégrale ri'=fVdx et telle que dV=do-LdII-l-Ldn et

a JV-- Zdx--Ndy--Pdp--Qd,-- GtC.

li fa aurat. poser /'ar=f14 ajouter à l'équation que nousvenons de trouver le terme

--



--Hfdx N94 P * 7d -- etC.

dx dx

et enfin ajouter respectivement aux facteurs N-NoH,P-P.H, Q-Q,H, etc. les termes

-NH'-TH-QH etc.

Quatrième cas. Que Vsoit fonction de xy,p,q, etc. et d'une formule intégrale m=fV'dx.

Que V soit lui-même fonction de x,yp,q et d'une autre formule intégrale X=fV"dx

Enfin, que V" soit fonction seulement de x,y,p,q, etc.

Nous avons, dans ce cas,

dV-Mdx--Ndy+-Pdp-- etc. --Ldm-do-i-Ldm

dV=Mdr-Ny+P)p-- etc. --Lém=3+-LII

dV'=M,dv--Nedy--Podp-- etc.--L,dX=dqo -L,dX

dV=M,dx-l-Nody-l-P. )p-- GlC. --LdX-'çs--L. dX

dV=Mdx-Ndy+Pdp-- etc.

dV =Mdx-Ndy-Pd)p-- etc.

Or, posant fLdx==H, fLodx=H, fHL,dx=K, on trouve

yfV-v-/ dxdq-dqdx | --ff dxdqo-dq.dx | -- HH || dxdNV-dVdx |

-H fH, –K f dxdV-dV'dx | --f dxdV"-dV"Nar |

Tous ces termes sont de forme que nous savons développer, d'après lesformules précédentes.

Si on n'exécute pas les intégrations par parties, la formule finale sera ,

dxdNV-dV'JNx

dfVdx=Vdx -- | HH,-K | fdx N8-- P* «* -- etC }
J. ap*

-H /H, de { NP* + Q* +etc. }
dx dx*

N64-P de + Q d* , CtC. }
dx* -

{

{

+ H de {NP *+2 *+ etc. }

{

{

d8 da0

N,9 p *** 0 --**: +Q F * GetC }
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Si on exécute les intégrations , et qu'on pose

N-HN-(HH.-K)N=v P-HP.-(HH-K)P=

Q-HQ,-(HH.-K)Q=e R-HR.-(HH.-K)R=, etc.

Il est facile de voir qu'on aura

d)/VdNx = Vax + f ,_ da ,d* - * -- etc 0dx

dmr dx* dx *

- | -- de , d' -- | .
--

dax dz*

de d9

-- | *- : -- | dx

- etC d29

-- etC.

Cinquiéme cas.QueVsoit fonction, non-seulement de x,y,p,q, etc.; mais encore de la propre fonc

tion IIfVdx

On a dV-Mdx , Ndy+Pdp-- etc. -- Ldn=do--LdII

dV=Mx--Ndy--Pdp-- etc.-- LdII=dq-l-LdII

Delà , f Vdx= n= Vx -- f[ Vdx-dVx ]

= Vx --f[ dx' - d9x ] --f[ Ldxn - Lxdm ]

Posons pour abréger II-u;Vdx-fLdxdm--f(dxdq-dqdx)=w, nous aurons u=w-fuLdx, d'où

du=dw-l-uLdx; pour séparer les variables et intégrer posons u=a8 et durtadg-gda, nous aurons

«dg+gda=dw-agLdx ;supposons que les variables « et 8 soient telles qu'on ait séparément adg=aéLda |

fLdx -fLdr
gda=dw on tire de la première équation ge qui substituée dansla seconde donne a=fe dr

fLdx -fLdx
et par conséquent u=dn=e fe dw, posantfLdx=H et remettant pour dw savaleur on a enfin

H ( -H

N | Vdx = e 2 | LaIIdNx - d. Vx |

- H / -H

-- e | | ---« :-- |
(l.7 d *

Ces deux termes étant développés, et l'intégration par parties étant faite, et ayantposé.

-H -H -11 -H - H _-

M == pa C N = v 42 P = mr 2 Q = s, C2 pr- V etc

on trouve finalement : -

; ;- p [ - l -
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H/ -

d' | Vdx--e *- *- | pudNx dx+ vdxdy- dy d.rNz _ dey dadr - ClC.

dx dx d* Tir

dmr das d3
-- ** -- ?| | dx dav* dx3 -- etc. | 0dx

- de -- d' CtCs | 0

Z dx

H

-- e + | --% + ete | #
dx d

dx»

-- etc.

Ce cas est identique avec celui dans lequel on demande de trouver n lorsque n est donné seulement

par une équation différentielle du premier ordre.Supposons en effet que dans le cas que nous venons de

traiter nous posions simplement II=fV, nous tirerons dII =fdV=f(Ldm-rd'o), si de plus nous remar

quons que l'équation différentielle proposée peut toujours être mise sous laforme dn-LII-3-l-a=o; o étant

une fonction quelconque de x,y,p,q, etc.; il en résultera d*n-Ldm-do=o,ou d'II-Ldm-do=o ou

transposant les deux derniers ternes et intégrant dnl=f(LdII-d'o), ce qui est bien le même résultat que

ci-dessus.

Sixième cas. Que V soit fonction, non-seulement de x,y,p,q etc. et de la propre fonction r=fVda,

mais encore d'une seconde intégrale n,=fV.dx et V. fonction de x,y,p,q etc.

Pour abréger les calculs, nous supposons que dx est nul, et par conséquent dII-fVdx; on a ici

JV = Mx+Ny +Pp + etc. + Ln+ L, m,= '9 + LII+Le rI.

JV,=M, Na + N, y+P p+ etc.

Delà dn =f d'odx f LdxdII +f L dxdn, etposant d'II = u

du = dx (' + Le II + Le dII, ) , posant dq + Le dme = w

du = Ludx -- wdx

fLdx -f Ldx FH ( - H

Intégrant, comme dans le cas précédent,u - e wdx = e wdx

Rétablissant pour w sa valeur , dans cette valeur remplaçant dn, par f dV dx, et faisant enfin

f -H

| 2 Lodx 2= Ho, on obtient

IO
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* /- "nf, Nov -- P. * -- *r - etc
= e H. V de { Nr + P - -- Q * + etc

HT

- fu Nedy -- P. dar -- Q. d*y -- etC

dx ar2

d' day

p- e ./ e dx ( Ndy -- P % -- Q *- -- ete

Septième cas. Onpeut encore supposer que tout étant, du reste, comme dans le sixième cas, la fonc

tion Ve, contient elle-même la formule m,, ce qui est une combinaison des deuxprécédens ; le calcul

ne présente aucune difficulté nouvelle, et nous renvoyons à Euler ceux quivoudront en voir le détail :

nous n'ironspas plus loin dans l'examen de ces suppositions, qu'on pourrait multiplierà l'infini.

Huitième cas. Le temps,qui nous presse, nous force de renvoyer aussi au grand ouvrage de M.*Lacroix

pour le calcul et le développement final de f*Vdxdy. (Voy. Lacr., vol. 2 et 3.)

S. III. Des équations de condition du maximum et minimum, et de leurs rapports avec les conditions

d'intégrabilité des formules différentielles.

Nous avons déjà vu que la condition du maximum ou du minimum consistait dans la nullité de la

variation de la fonction, il suffira donc, dans chaque cas particulier, d'égaleràzéro le développement

de cette variation : or, la simple inspection des formules données dans le paragraphe précédent, montre

qu'elles sont composées de deux parties, l'une entièrement dégagée du signe d'intégration , l'autre affectée

d'un ou plusieurs signes d'intégration. Ces deux portions doivent, à cause de leur indépendance, être

séparément égalées à zéro; la dernière est l'équation de condition du maximum ou minimum, la pre

mière est relative aux limites dans lesquelles le problème est proposé. Comme ces résultats peuvent ne

pasparaître évidens par eux-mêmes, nous allons les établir par des considérations analogues à celles

qu'emploie Lagrange. - -

Supposons, en effet, que la fonction donnée soit U, et que la variation soit JU= u+fv8dr= o,

on tire de là d'dU-du-v8dx, et il faut que l'intégrale de cette quantité soit nulle : or, du étant une

différentielle exacte, quel que soit du reste de la valeurde 9 quiy est contenu, son intégrale est une quan

tité fixe et invariable, qui, par elle-même, n'est pas nulle; au contraire, le secondterme vdx n'est point,

par lui-même, une différentielle exacte, il nepeut le devenir qu'en donnant des valeurs particulièresà 8,

qui est une quantité essentiellement indéterminée; il faut donc nécessairement qu'on ait séparément v=o :

quant à la quantité déterminée pu, il est clair qu'en vertu de sa nature même, elle se rapporte aux limites

fixes assignées auproblème, et pour qu'on obtienne l'égalitéà zéro de la variation dont u fait partie, il

faudra , suivant les règles des intégrales définies, donner à la les valeurs qu'elle revêt aux différentes li

mites, retrancher cesvaleurs l'une de l'autre, et poser la différence égale àzéro; appelant donc u, u,

suivant la notation reçue ces deux valeurs limites, nous aurons séparément les équations v=o u,-us=o;
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la première est la seule dont nous ayons à nous occuper ici; appliquant ce résultat au premier cas dupa

- - d'P - 3R \ -

ragraphe précédent, l'équation v=o devient N- * -- dQ _ dh -- etc.=o, où nous reconnais

dx dx* dx *

uoissons l'équation donnée par Euler dans son premier ouvrage sur cette matière.

S'il y avait deux variables non indépendantes, on aurait pour équation du maximum ou minimum

f6dx+f'8'dx=o; et comme, en général, 9 et 9r ne sont pas nuls, il faut que séparément v=o

v=o, et l'une quelconque de ces deux égalités est une suite nécessaire de l'autre : si une des quantités

dy

9 était nulle, on aurait y=px, ou * =
dr, alors les variations se confondraient avec les

d\x dx

différentielles, et se réduiraient au simple terme Vx.

L'équation v=o est la même que celle qu'on trouve lorsqu'on cherche les conditions d'intégrabilité de

la fonction Vdx; ce théorème qu'Euler énonce à la fin de son premier mémoire sur le calcul des varia

tions, et qui se confirme par la recherche directe des équations de condition mentionnées, a été dé

montré simplement par Condorcet de la manière suivante.

Si la fonction U est une différentielle exacte que nous nommerons dU,, il est clair que U en sera

aussi une, savoir d.dUo : or, JU=dU-afv4dx; ce dernier membre ne peut pas être une diffé

rentielle exacte, tant qu'il contient des signes d'intégration : il faut donc que les termes affectés de ce

signe dispataissent, c'est-à-dire, qu'on ait v=o.

M.* Lacroix montre aussi qu'il résulte de cette équation, que si on pose P-fNdx=N"Q-fNax=N"

R-/N"da-N", etc., tous les termes de la suite Ndx, Ndx, N'dx, N"dx, etc., sont intégrables

par eux-mêmes : il est facile de voir que les remarques faites dans le Chapitre précédent sur les inté

grales obtenues dans cette équation lorsqu'on pose N=o P=o Q-o, etc. entrent comme cas particulier

dans ce dernier théorème.

Nous avons maintenantà rechercher les conditions de maximum ou minimum lorsqu'il s'agit du maxi

mum ou minimum relatifs. Nous avons vu comment Euler y était arrivépar la considération des courbes ;

la simple analyse doit nous conduire au même résultat : et en effet, supposons que la fonction donnée

dont on cherche le maximum ou minimum soit U, et que la propriété commune, ou, plus générale-

ment, la fonction dont lavaleur doit être la même dans toute l'étendue des limites assignées soit U";

on aura d'abord dU=o par la condition du maximum ou minimum; on aura ensuite U-o, parce

que la valeur de U" étant constante entre les limites, sa variation est nulle entre ces mêmes limites : de

là résulte, que les fonctions U et U jouent absolument le même rôle dans le problème, et qu'il

existe entr'elles une réciprocité telle qu'on pourrait prendre U pour la fonction donnée, et U pour la

propriété commune, puisque la condition semblable pour l'une et l'autre est que leurvariation soit nulle :

quelle que soit, par conséquent, l'équation de condition demandée dans laquelle lesfonctions U et U"

seront liées et réunies, il faudra qu'ellesyjouent le même rôle, et que les équations U=o U=o

soient satisfaites : or, cela a lieu en posant l'équation adU-34NU=o, a et 8 étant des coefficiens

constans arbitraires, faisant *-= C, on a dU+CU'=o, conformément aux résultats déjà indiqués
C

Précédemment ; s'il y avait une seconde propriété commune ou une troisième fonction U", il fau
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drait opérer de même, et poser NU-CNU-CNU"=o, et ainsi de suite. En général donc, il faudra

à la fonction donnée ajouter lespropriétés communes multipliées chacune par un coefficient constant arbi

traire, chercher la variation de cette somme,et égaler à zéro cette variation.

Les résultats seront les mêmes, lorsque deux fonctions données seront liées entr'elles par multiplication

ou division ; soit,par exemple,V=UU,on aura dV=UU'+U'U=o, mettant pour U et Uh les valeurs

constantes qu'elles obtiennent aux limitesdu problème, et notammentC laconstante%, on aura d'UCU=o

- s - - - - U

pour le cas de la division, il faut changer le signe de l'un des termes; en effet, soit V: -, on tire
U/

U'U- UU _ -dNV- U"a =o, d'où JNU-CdU=o.

§. IV. Des Equations relatives aux limites du problème,

Nous avons vu que l'équation relative aux limites du problème pouvait se mettre sous la forme

pu,-u,=o; mais comme les quantités pa, et pu, contiennent, comme facteurs des fonctions de 9, nous

la mettrons sous la forme K.-K-- s e,-se ,=o, e) et e, représentant ce que deviennent ces

fonctions aux deux limites du problème , et , s,, ce que deviennent les facteurs qui multiplient * et

ses différentielles : chacun de ces quatre facteurs est composé lui-même de plusieurs membres très-dis

tincts, et ne doit point être considéré comme une seule et même quantité; Kr et Ko, sont les termes

uniquement affectés de x : pour le faire comprendre, nous allons transcrire ici l'équation aux limites

pour la variation defVdx

K-K,+qe-,e,=Vdxy-Vodx + | p _d9 - de B, _ GelC. | 0,=o

dx dx*

- | P, dQ. d*R. GlC. | 6o

dx d a

- dR, d9

- . t-- | Q) d * GeUC | dx

- | o, de -- elC, | d.
- dx dx

dx *

d' A,

- | Re- etc } d"
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Cette équation est satisfaite, soit que les quantités , : , : , etc., soient successivement égales
Jl d.l'2

à o, soit que les facteurs dont elles sont affectées soient égauxà zéro; nousverrons dans quels cas l'une

ou l'autre de ces égalités a lieu; quoi qu'il en soit, les équations particulières dans lesquelles se divise

dans chaque cas cette équation générale, servent à déterminer les constantes arbitraires introduites par

l'intégration de l'équation v=o.

L'équation des limites n'avait point été remarquée avant le calcul desvariations ; Euler se contentait

d'indiquer, d'après le nombre des constantes arbitraires à déterminer quel était le nombre de points

par lesquels la courbe devait passer, et montrait que ce nombre était moindre s'il y avait des relations

données entre les variables. Lagrange établit cette équation dans son premier mémoire sur les variations.

Borda, dans un mémoire de l'Académie des Sciences de Paris, de 1767, reprit cette équation, et la

démontra par une décomposition de la courbe en élémens successifs, assez semblable àcelle qu'emploie

Euler dans son ouvrage; il montra qu'ily avait quelques modifications à apporter aux résultats obtenus

par Lagrange, dans les applications qu'il avait données desa théorie. Lagrange, dans son second mé

moire , répondit d'abord aux attaques que Fontaine avait dirigées contre sa méthode, et montra ensuite

comment on pouvait obtenir, par son moyen, les mêmes résultats qu'avait obtenus Borda. Enfin ,

M. de Laplace, dans son mémoire inséré dans les Acta nova Eruditorum 1772, reprit ce sujet, et yap

pliquant l'algorithme des fluxions, généralisa les résultats de Borda; il montra comment il fallait généra

lement traiter l'expression obtenuepar celui-ci lorsque le premier point de la courbe était pris pour ori

gine des coordonnées.
-

Cela étant posé,nous allons passersuccessivementen revue les diverses modifications que subit l'équation

des limites suivant les diverses hypothèses qu'on peut faire sur ces limites; nous suivrons une marche

inverse de celle que les auteurs ont coutume de suivre ; ils prennent ordinairement la variation telle qu'on

la trouve dans les suppositions les plus simples qu'on puisse faire sur les limites, et cherchent ensuite »

par des méthodesplus ou moins ingénieuses, quelles additions ou modifications il faut yfaire lorsqu'on
* : * vne . - » -

change ces suppositions; nous prendrons , au contraire , l'expression générale trouvée plus haut, et nous

la simplifierons suivant les diverses hypothèses.

Prenons d'abord simplement la variation de fVdx.
-

1.° Que y et x soient données aux deux limites, et,par conséquent, leurs différentielles, alors on a

d8_d9

Ny=o dx=o, et , par conséquent , 9-o=-- -

y=o , et, par conseq dx dx2

- - - - - -mâ y 2 ... 1 - - - -

limites se satisfait elle même, et qu'elle n indique aucune nouvelle condition à remplir par la fonction

aux limites de l'intégrale : ce cas est représenté géométriquement parune courbe dont les limites sont des

points fixes ; les variables et leurs différentielles peuvent être connues ou indépendamment, ou plutôt par

des relations qui les lient, et alors, ces relations et les valeurs aux limites qui en résultent servent à dé

terminer les constantes arbitraires duproblème.

- 2.° Que x soit seul donné aux limites, alors da-o; il faudra retrancher, comme nous l'avons déjà

dit plus haut, les termes K, et Ko, et réduire 3 à la valeur dy; puis, on égalera séparémeut à o, les

coefficiens qui affectent dy, et chacune de ses différentielles, les équations qui en résulteront détermi

neront les constantes arbitraires : ce cas répond en Géométrieà celui où l'on supposerait pour limites des

-

etc ; d'où l'on voit que l'équation aux

1 II
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lignes perpendiculairesà l'axe des abcisses; on sent que les mêmes raisonnemens s'appliqueraient au cas

où on poserait y seul constant aux limites, mutatis mutandis.

3° Que quelques-unes des variables et de leurs différentielles soient données aux limites indépendam

ment ou par des relations, on réduira alors ces variables et différentielles au pluspetit nombre possible

par lavoie de l'élimination, et on égalera ensuite séparement à zéro les coefficiens de toutes celles qui

resteront; les équations ainsi obtenues,jointesà celles qui fournissent les relations données, détermine

ront les constantes arbitraires : ce cas répond, en Géométrie,à celui où les limites seraient des lignes

dont les équations seraient connues.

Il est fort aisé de s'assurer, en général, que le nombre des équations obtenues suffira toujours pour

déterminer toutes les constantes arbitraires.

Les suppositions que nous venons de faire sont les seules qu'on puisse imaginer : les résultats

auxquelles elles conduisent, s'appliquent, sans aucune difficulté, aux cas traités dans le §. II, qui peu

vent tous se ramener, pour l'équation des limites, à lafor me K- K, -- e e,- , e,, e, et e,

comprenant non-seulement 6 et ses différentielles, mais aussi 9 9", etc. et leurs différentielles s'il y a

une troisième,une quatrième, etc. variables.

La considération des limites fait naître un nouveau cas, que je n'ai pas voulu traiter dans le S. II,

avant d'avoir suffisamment expliqué ce qu'étaient ces limites; c'est celui où la quantité V est elle-même

fonction des coordonnées de ces liamites et de leurs différentielles; de manière que a, x, y, y, étant

ces coordonnées, on ait, en supposant cependant da, dao constans,

J V=La,--Lodar,-- Idy+lody +Iddy+l' ddyo+I'd'dy"+ I. dedye+etc.+Vdx--Ny+-P)p--Q-q-- etc.

Il est clair qu'il faudra ajouter à la variation d/Vdr ou d / Vdxdy tous les termes de la première ligne

multipliés par dx ou dxdy, et précédés du signe /, après avoir cependant fait sortir de ce signe les va

riations Ja, Ja, y, y,, et leurs différentielles qui sont indépendantes de x et y , et les avoir réduits

à JafLdx dxfL dx dy,fIdx dyofIdx etc. etc.

Si l'un des points extrêmes est pris pour origine des coordonnées, la variation de ce point affectera les

quantités x et y ; mais nullement pqrs, etc les coordonnées de ce point qui étaient o deviennent Ja,

dy, d'où suit que la coordonnée variée dx devient dxitx , et la coordonnée y devient dy--dy,;

or JV=Mx-i-Ny--Pdp+ etc. donc ici V=M(ar+da)--N(dy--dy)--P)p -- etc.; d'où suit que

l'addition à faire à l'expression d)fVdx est -- (da,fMdx--dyfNdx) : c'est Borda qui le premier a

signalé cette addition que MM. Laplace, Legendre et Lacroix ont démontrée depuis d'une manière plus

abrégée qu'il ne l'avait fait ; j'y ai mis le signe + parce que la variation de l'origine des cordonnéespeut se

faire dans le sens des coordonnéespositives et négatives indifféremment.

S'il y avait dans la question deuxvariables non indépendantes, l'équation aux limites serait

u,--u-ua-u'o=o ou K-K-/e,+,/e/-e,e,-e4e.'=o

§.V. Des moyens de distinguer le maximum du minimum.

Avant la découverte d'une méthode générale de traiter les questions de maximum et minimum, les

auteurs qui étaient appelés à s'en occuper, employaient dans chaque cas particulier, des moyens spéciaux
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:

de s'assurer s'ils étaient en possession d'un maximum ou d'un minimum ; ces moyens peuvent, en général ,

se classer sous les chefs suivans. -

1.° La nature même de la question, qui exclut nécessairement l'une ou l'autre des alternatives : ainsi,

l'application d'une théorie quelconque à la ligne qui joint un point à un autre, ne peut conduire qu'à un
minimum; ainsi encore, la comparaison des surfaces de divers triangles qu'on peut construire sur une

même base, la somme des deux autres côtés étant donnée , nepeut conduire qu'à un maximum.

2.° La substitution dans l'expression de la fonction donnée d'une valeur quelconque, comparable avec

celle qu'on a obtenue pour le maximum ou minimum : si, après la substitution , la valeur substituée est

pluspetite , ily a maximum; dans le cas contraire, il y a minimum. (Voy. ci-dessus, page22.)

3° Une démonstration directe conduisant non à une équation,maisàune inégalitéqui montreun terme

plus grandetun autre plus petit, et indique le maximum ou le minimum, suivant que le premier ou le
- - p

second de ces termes contient la fonction dont on s'occupe.

4.° Dans les questions géométriques, la recherche du côté que présente la courbe trouvée à une ligne

quelconque prise pour axe;si c'est la concavité, ily a maximum par rapport à cet axepour les ordon

nées abaissées de cette courbe; dans le cas contraire, il y a minimum. (Voy. ci-dessus,page 12.)

Il ya des questions dans lesquelles il y a lieu à la fois à maximum et à minimum, comme dans celle

qui mène à l'équation de la chaînette; la distinction entre les deuxcas, revient à faire les ordonnées po

sitives dans l'un, négatives dans l'autre : ainsi, lorsque la chaînette est suspendue au-dessous de son axe,

il y a maximum d'abaissement du centre de gravité, et les ordonnées de la courbe sont négatives; lors

qu'au contraire, elle est située en voûte au-dessus de l'axe, il y a minimum d'abaissement, et lesordon

néessont positives.

Dès que le calcul différentiel fut inventé et appliqué aux problèmes d'isopérimétrie, la condition qui

distingue le maximum du minimum dans tous les cas fut reconnue et déterminée, elle est la même dans

le calcul des variations; mais comme, dans l'application, elle peut conduire à de longs et pénibles cal

culs, et présente quelquefois des difficultés insurmontables, les Géomètres se sont appliquésà la simplifier

età trouver des expressions moins compliquées que celles auxquelles une voie directe aurait conduit; mais

ils n'ont pas encore réussià obtenir des résultats entièrement satisfaisans; Euler, Legendre, Lagrange

se sontparticulièrement occupés de cette recherche, et nous exposerons les résultats de leurstravaux,après

avoir fait connaître la condition générale qui en est la base.

Le premier accroissement de la fonction étant nul, le second prend sa place, et comme il conserve

toujours le même signe, quelque soit celui de l'accroissement, comme, de plus, il peutêtre renduplus

grand que la somme de tous les autres, il suit que, s'il est positif, il indique une augmentation que la

fonction a reçue, et,par conséquent,un minimum pour l'état primitif de cette fonction ; dans le cas

contraire, il indique un maximum : il paraît donc qu'il suffirait de chercher la variation seconde de la

fonction, et devoir quel est le signe dont cette variation est affectée pendant toute l'étendue de l'inté

grale ; et, en effet, c'est ce que l'on fait dans quelques cas particuliers, mais il est facile de voir quelle

serait la longueur des calculs : poury suppléer, Euler et Lagrange ont montré quelles conditions particu

lières suffisaient pour que l'expression de la variation seconde fût constamment positive ou négative quand

la fonction ne contenait que les variables, et cela,sans espérer tout le développement de cette variation.

Ce dernier Géomètre, et avant lui, M.* Legendre, ont étendu ces recherches aux autres cas, et sont
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arrivés à quelques résultats qui sont plus simples que la marche naturelle et offrent cependant encore

des difficultés.

Etablissons d'abord le théorème le plus général que M.* Legendre ait posé dans cette matière.

Théorème. Soient x,y,p,q,r,- u les variables et les coefficiens différentiels de y ;soit u le dernier de ces

- - - - - - - V -

coefficiens qui entre dans la fonction proposée,la fonctionfVdx sera un maximum,si - est négatif, et

un minimum s'il est positif.

Premier cas. Que Vsoit fonction seulement de x et y, et qu'ici, comme dans les cas suivans, les

variations de x soient nulles.

- - F - a V" w -

La variation seconde se réduit au terme fdx 1 * | et le théorème est évident. .

2 y*

Second cas. Que V soit fonction de x, y et p :

La variation seconde sera, d'après le théorème de Taylor,

1 daV 1 daV n d2V
- __ dv* - dydp + * -- dp* y - dx (Fdy-l-2Gdydp-i-Hdp*f * : * r + + :, *r * | f (Fdy--2Gdyd)p-Hp*)

pour abréger : après l'intégration par parties, la quantité hors du radical sera de la forme ay - dont

la différentielle est dady*+2adrdydp, d'où suit

A=constante-- ady+ / dar [ F- % ] dya+2 [. G-. ] dyd)p-i-Hdp, | déterminant a par

l'équation r-% | H— (G-a)a=o, déterminant la constante arbitraire qui résulte de cette équation

2

de manière qu'après avoir pris l'intégrale définie la quantité(adya)-(ady), soit du même signe que H,

on aura finalement A=(ady)-(ady)+/Hdv (-*r) quantité dont le signe d'après les

- - r - da V"

conventionsfaites, dépend de celui de H ou de ZPF *

Troisième cas. Que Vsoit fonction de x,y,p et q.

la variation seconde sera

da V d2 V daV , a d2 P" d'. V d'. V"
- -- dv* 2dNyd dN -- 2dYd 2d)pd4+-- d'a*A-fdx 2day y"-- 2dydp y'd)p-- 2dp2 p"-- 2dydq y'dq+ 2dpdq pd'q 2dq : q

=fdx (Fy*--Gyd)p+ Hp*--2Iydq+2Kdpdq-i-Ldg*)

Après l'intégration par parties, la fonction hors du signe sera de la forme ady*--28dydp-- dp*

dont la différentielle est

day*+ 2dgydp-- dyd)p*+ 2adxyép - 28dré)p+ 28drd)d'/+ 2ydrdpd'/
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donc substituant, on a A= constante --ady-4-28dydp+d'pa -/dx | F- % | dya--

- G-a- % | dydp+2 { I—g } y n-2e-% | d)pa--2 [ K- ] dpdq -- Ldq* |

- - 2

Faisant tout ce qui est entre les { } = L { dq+ud)p+Ady , développant et comparant termeàterme

on trouve les équations suivantes :

L=k-,, L=-a, Le=H-se- % , La=c--%, L=r-%
- dx dx

qui serventà déterminer a g y pa x, et qui étant du troisième ordre, donnent trois constantes arbitraires

au moyen desquelles dans l'intégrale définie on rend la portion hors du signefde même signe que L;

cela convenu, on trouve A=(ady*+2gyd)p+ydp*) -(ady*+2gdydp-t-ydp*).+fLdx (q+udp+Ady)a

expression dont le signe dépend de celui de L, c'est-à-dire, de daV

- 4/2

On voitfacilement comment cette méthodes'appliqueraitàun cas plus compliqué.M.* Legendre montre

qu'elle conduit au même résultat quand on ne fait pas dx=o.

Lagrange a ramené la condition contenue dans le théorèmeprécédentàdes équations de condition plus

générales ; il a montré que pour le second cas que nous avons considéré, il fallait que FH-G*>o,et pour

celaqueFel Hfussent de mêmesigne; c'est cette condition qui est rempliepar l'équation ci-dessus rapportée

- d' - - • • w -

| F-* H- (G-e)=o: quant au troisième cas, faisant FH-G*=P KF-GI=QLF-PER
JU

PR-Q=T, il a montré qu'il fallait avoir T>o, et, par conséquent, P et R de même signe. On

peut lire les détails de cette méthode dans l'ouvrage de M.* Lacroix; il a montré de plus, que, pour

être exacte, il faut s'assurer que dans l'étendue de l'intégrale, aucune des quantités F, G, H, etc. ne

passe par l'infini, laquelle condition est très-embarrassante, et donne naissance à de grandes difficultés
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PARTIE SECONDE.

DEs APPLICATIoNs A LA MÉCANIQUEDU PROBLÈME DEsMAxIMUMS ET MINIMIUMS.

Nous avons vu dans l'historique présenté au Chapitre troisième de la première Partie de cet Essai que

la première impulsion donnée aux profondes recherches sur les problèmes dont nous nous occupons

provient d'une question de mécanique Proposée par Jean Bernouilli aux géomètres ses contemporains ,

:::::: et le but principal de notre disser

- • r cI 1 1 » e trouveront simplifiés, en ce que nous ne

serons point obligés de rappeler, comme dans les traités de mécanique, les théoriesgénérales qui ont

été exposées dans la première partie; nous entrerons aussi dans quelques détails de plus que ne le font

la plupart de ces traités, et nous ferons habituellement usage du calcul des variations, toutes les fois qu'il

ne se présentera pas de voie plus courte pour arriver à la solution des problèmes que nous examinerons.

CHAPITRE PREMIER.

I E L'EMPLOI DES OEFFICIENS INDÉTERMINÉs DANs LEs AppLIcATioNs DU cALCUL DEs VARIATIONS

- A LA MÉCANIQUE.

Nous avonsvu déjàquel était l'usage des coefficiens indéterminés dans les questions de maximums et de mi

nimums relatifs ; les résultats obtenuspeuvent s'étendreau cas où ily adansun problèmedonné,des relations

quelconques entre les variables et leurs coefficiens différentiels ; ces relations, qui doivent demeurer les mêmes

dans toute l'étendue de l'intégrale, ne diffèrentpoint au fond de ce que nous avons appelé des propriétés

communes,et, par conséquent, il faudra les traiter de la même manière : soit doncfU lafonction propo

sée, L=o Ao B=o, etc. des relations données entre lesvariables, on aura l'équation

d/U--xdy/L-1-a-f1+g4fBEo, mettant le signe d après le signe /, intégrant par parties tout ce qui

peut l'être, égalant , séparémentàzéro tous les coefficiens des variations qui restent sous le signe f, on

obtiendra des équations, par le moyen desquelles on éliminera les coefficiens » , a, 3, etc., et on

aura les équations définitives du problème. -

Nous allons éclaircir la chosepar l'exemple le plus simple tiré de la Mécanique analytique.

Soient demandées les équations d'équilibre d'unpoint matériel assujettiàse mouvoir surunesurface donnée.

Soient X, K, Z, les sommes des composantes des forces relatives à trois axes rectangulaires , soit

L=o l'équation de la surface et x un coefficient indéterminé; l'équation d'équilibre sera d'après les

principes de la statique et d'après ce que nous venons de dire Xdr+ K'dy-l-Zéz+ xL=o; or,

d LT % d*r-- % dy+ dz; substituant et égalant séparément à zéro la somme des termes

3l y ( 3 -

d'L dIL d'L

respectivement multipliés par dr, dy, dz, on trouve X_x da =o K--x dy -o Z--x d

.l y C.

-O
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- di
Eliminant x, on obtient enfin pr dL - x dL =o z dL - X* =o p-dL - z dL =o pou

Jl dy dx dz dz dy

les équations d'équilibre.

Cet exemple n'offre pas d'intégrations par parties à exécuter; mais en général cette opération est né

cessaire; or, supposons que nous l'ayons exécutée dans la recherche de la variation d'une formule inté

grale, donnée comme équation de condition dans le problême,par exemple, f xd.Ldx,supposons en

même temps que nous ayons traité x comme variable, nous arriverons à la formule

d --- * --* -- | 9

dx da*

d (Rx) d6

-- ----- CtC. --Qx dx + GUC | dx

-- Rx - etc | d*_

dxa

-- etC. -- -

- | |---[w-**** -- ] udx a1a*

La supposition que x devient constant, nous conduit de suite aux conditions connues des maximums et

minimums, dans lesproblèmespurement géométriques ; mais dans lesproblèmes de mécanique, cettesup

position n'est plus permise, et,par conséquent, on trouvera des termes affectés des différentielles de x ;

cette remarque, dueà Mr.Ampère, est fondée sur ce que dans ces problèmes les équations d'équilibre que

l'on cherche contiennent des fonctions desforces X,Y,Z, et que, d'après l'observation de Lagrange, le

coefficient » représente laforce à substituerà la condition exprimée par l'équation qui en est affectée, pour

pouvoir considérer le mobile comme libre ; ce coefficient varie donc avec les forces, relation qui doit être

représentée par des équations entre cesforces et le coefficient : que,par exemple, on n'ait que deuxforces

X et Y,appliquéesà chaque molécule d'un corps, l'équation générale d'équilibre deviendra,en se souvenant

que %=dy-pdx,

---1- Lxn--tw- 2 : + e1 ] dr --

2

-- [va - tw-**- ael * |2

Egalant séparémentà zéro les coefficiens de dr et dy sous le signe f, on a les deux équations :

U

Xdm-Ldx-pdx Nx- * : -- etC. |

N - **)+etc.=-***
.1 dx
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Cette dernière équation, substituée dans la première, la change en la suivante :Xdm-Ldx+pYdm=c.

Mr.Ampère applique ces résultats à la chaînette, dont il démontre plusieurs propriétés curieuses : voyet

plus bas.

CHAPITRE IL

DU PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION.

LEs lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière avaient étédepuis Descartes l'objet de l'étude

d'un grand nombre de géomètres qui cherchaient à les rapporter à des lois plusgénérales de la nature;

Newton les expliquapar la considération des forces attractives et répulsives qui agissaientsur les molécules

fumineuses à la surface des corps, et perpendiculairement à cette surface; Fermat et Leibnitz eurent

recours àun principe métaphysique sur la simplicité des moyens que la nature emploie pour produire ses

effets ; ils en conclurent que la lumière, pour arriver d'un point à un autre, prenait le chemin le plus

court, et le parcourait dans le temps le plus court, et supposant que savîtesse était moindre dans les

milieuxplus denses, ils arrivèrentà résoudre le problème : mais cette dernière hypothèse étant contestée,

il fallut renoncer à cette explication ou la modifier : c'est ce que fit M. de Maupertuis, dans un Mémoire

de l'Académie des Seiences, 1744,en établissant que la lumière prend le chemin pour lequel la quantité

d'action est la moindre, entendant par quantité d'action une quantité proportionnelle à la somme des

espaces, multipliés chacun par la vîtesse avec laquelle ils sontparcourus; de ce principe, il déduisit avec

la plus grande facilité les lois optiques; et sans remonter aux théories des causes finales, pour établir

cette base de son raisonnement, il avança que c'était un principe métaphysique : depuis lors, il en fit

usage pour démontrer les lois du choc des corps dans les mémoires de Berlin, et répondit à des objections

qu'avait élevées contre lui le Chevalier d'Arcy. Euler, dans le mémoire publié aussi en 1744, et dont

nous avons donné l'analyse très-au long, insère une addition où il établit que dans les trajectoires décrites

en vertu de forces centrales, l'intégrale de la vîtesse multipliée par l'élément de la courbe, savoir fds

est toujours un maximum ou minimum; il rechercha, en vertu de ce principe, la nature des courbes

décrites dans divers cas qu'il se proposa, et trouvant que les résultats s'accordaient parfaitement avec ceur

que fournissent les méthodes ordinaires, il conclut que le principe était vrai : cependant il demanda aux

métaphysiciens de lui fournir des argumens qui en établisseut à priori la vérité : Lagrange reprit le même

sujet, à la suite de son premier mémoire sur le calcul desvariations ; il étendit encore le principe, au

mouvement d'un grand nombre de corpssoumis, soit à des forces centrales, soit à des actions mutuelles

prenant pour chaque corps le produit de sa mssse m, par la quantité correspondante fds, puis, formant

lasomme x/mvds , il pose en principe que dxmfds=o, et développant cette équation dans chaque c*

particulier, il en tire les équations propresà résoudre le problème : enfin, dans la Mécanique analytique

il donne une démonstration directe et purement mathématique de ce fameux principe auquel il donne *

nom de principe de la moindre action , et par la mêmevoie dont il avait déjà fait usage, il en déduit
les équations du mouvement dans plusieurs cas particuliers : M. de la Place a de nouveau fait usage de

ce principe, dans un travail sur les lois de la double réfraction, inséré dans les mémoires de l'lnstitut

pour 18o9

Nous allons donner la démonstration de ce principe :
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Problème. Quelles sont les conditions nécessairespour qu'on ait l'équation dxmfvds=o, toutes ces

lettres et signes ayant les significations connues?

L'indépendance des caractéristiques permet deprésenter l'équation proposée sous la forme xmdfvds=o;

cela étant, remarquons que ds=vdt, donc on a

dyfvds=yf'dt= )f *: , puisque v*=2:
- t a -

dx d' dz

- 2 * da-- * dy - ** df dt -- dt /-- dt Z

-- dx dy dz *ar da da
-- - d -- d' -- d -2 - y - 22 ( : * : *y-- : * f *-- dy-- dt | dz

Dans le problème qui nous occupe les points extrêmes sont donnés et fixes ; doncdx=o=dy=dz et

l'équation se réduit à la suivante en rétablissant le xm, et ôtant le Signe f

dax da, d*z

dxmv*dt=-2 xm *- d'a- *- v_ df

| dt -- ;- ey-- - **

ou

d.x da d.z -

dxmv2--2Xm -- dx / J -dt2 -- dt2 /-- dt* d'2

Or, le principe des vitesses virtuelles conduità l'équation

daar de daz -

»r72 | * --* r *- * | - m (Xx--roy-Zz), dans laquelle x, r, z

sont les forces accélératrices décomposées suivant trois axes rectangulaires.

Donc enfin, zmv*=-2xm(Xa+Key+Zz)

Or, on aura dxmv*=o dans deux cas différens.

1* • Lorsque le système ne sera mis en mouvement par aucune force accélératrice, alors X=o=F-Z

2.• Lorsque dzmv=2xm(Xdx dy+Zdz), car alors les deux valeurs de zm ne peuvent se concilier

qu'en posant dxm *=o; or, on prouve en mécanique par le principe de la conservation des forces vives que

d2mv*-22m (Xdx--K'dy-Zdz )

et que,par conséquent,lorsque Xdx--I'dy--Zdz est une différentielle complète, on a aussi

dzmy=2xm(Xa--Fdy-i-Zdz)

Mais cette condition est remplie lorsque les forces accélératrices données, tendent toujours vers des

centres fixes, et sontfonctions des distances à ces centres, et aussi, lorsque les attractions et répulsions

mutuelles qui peuvent leur être assimilées, sont fonctions des distances des corps qui composent le système :

donc encore, dans ce cas, le principe de la moindre action a lieu.

La démonstration que nousvenons de donner fournit plusieurs remarques importantes :

1.° Nous avons considéré, dans nos opérations, l'élément dt comme constant, ce qui revient à supposer

13
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que les relations entre les divers corps du système sont indépendantes du temps ; sans cette circonstance,

le principe n'a pas lieu. - -

2.° L'équation Jsma-o donne pour xm * un maximum ou un minimum en même temps que pour

zm*dt=xmvds; donc le principe de la moindre action a lieu toutes les fois que la somme des forcés

vives est un maximum ou un minimum.

3° La nature même de la question indique qu'il n'y apas lieu icià maximum, maisà minimum.

4° Lorsque X=o=K=Z, l'équation dxmv=2zm (Xdx+K'dy-l-Zdz), donne 2mv°= constante.

Donc alors fmvdt=fCdt=Ct;mais fxmv*dt étant un minimum, il suit que t est aussi un minimum;

par conséquent, lorsque les forces accélératrices sont nulles, le temps employé est le plus court : c'est sur

cette dernière conséquence seulement, que s'appuyèrent Fermat et Leibnitz, pour expliquer la réfraction

de la lumière.

5° Le deuxième cas dans lequel le principe a lieu auraitpu être déduit du théorème de la p. 39; en

effet, dans l'équationfxmv=-2fsm(Xx-- Ky-Zéz), faire le second membre égal àzéro, c'est an

nuller toute la partie du développement defzmva qui est sous le signe f, c'est-à-dire, d'après ce théo

rème que xm * est une différentielle exacte; mais lorsque le temps est supposé constant , et que ° n'est
fonction que des coordonnées des points de la courbe, on peut remplacer d' par d ; donc alors dxmv* est

une différentielle exacte ; mais dxm =2xm(Xdx4K'dy-Zdz),doncce dernier facteur est une différentielle

exacte, ce qui a lieu dans les cas desforces centrales.

Les applications de ce principe sont nombreuses et importantes; car, par son moyen, on peut résoudre

tous les problèmes de Dynamique auxquels il est applicable ; nous avons déjà mentionné quelques-unes

de ces applications; Maupertuis en déduit les lois de la réflexion et de la réfraction, ainsi que celles du

choc des corps ; Euler en a tiré les équations des trajectoires, dansun grand nombre de problèmes sur les

forces centrales ; depuis lors il l'a appliqué à la recherche des courbes que forment dans divers cas

un fil flexible et un fil élastique (Mém. de Berlin, 1748). Lagrange enfin, comme nous l'avons dit, en

a montré les conséquences dans toute leur généralité; nous allons en exposer ici deux des plus re

marquables, l'une servant à déterminer le mouvement des planètes, l'autre à démontrer la loi de la double

réfraction.

I. Soit une planète soumise à l'action d'une force centrale, agissant en raison inverse du carré de la

distance, et que les diverses lettres conservent la même signification que ci-dessus, l'expression du théo

rème se réduit à f.vds=o; or, remarquons que dvds=vds--vds,que de plus le mouvement s'opérant

en vertu d'uneforce centrale et dansun plan,on a les équations dv°=2(Xx--I'y); ds=v/T77

dt= ds, par leur moyen après avoir cherché la valeur de f(eds réd), et égalé à zéro les termes
7

- - p- de - da r A

sous le signef, on obtient [ * - x ] dx+ [ *- –Y ] y=o; il faut égaler séparément à

zéro les facteurs de dx et dy, ce qui donne* = X; *- K; or appelant R laforce centrale et r
-

/ *
-
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- v - ar » \

la distance variable de la planète au centre, on sait qu'on a X=-R * et F-R *-; d'où
pr pr

*- R * dr =-R ' ; ce sont là les équations du mouvement.-

7ET r dt pr -

On peutvoir la suite du calcul dans le Traité de Mécanique de Mr. Poisson,Tom. I,pag.361.Voy.

aussi dans le mêmeTraité, pag. 465, l'application duprincipe au même cas, en y employant des coor

données polaires.

II. Les lois de la réfraction, tant simple que double, ont été ramenéespar MM. de la Place (1) et

Malus(2) à des équations générales qu'ils ont obtenues par deux méthodes différentes; celle de Malus

fait un plus grand usage du calcul desvariations que celle de M.de la Place quiparaîtun peuplus simple ;

toutes les deuxsont, en définitif, fondées sur le principe de la moindre action; nous allons exposer la

marche du calcul de M. de la Place, sans entrer dans de grands détails, et en renvoyant à son mémoire.

Soit considérée comme unité de vîtesse, la vîtesse de la lumière dans unpremier milieu ou dans levide,

et soit v la vîtesse dans le second milieu : soit r la distance d'un point quelconque du rayon lumineux

au point d'incidence, p la perpendiculaire abaissée de ce point sur la surface du second milieu que

nous supposeronsplane, ( l'angle d'incidence,on aura rcos-p :soient r'p'6 les mêmes quantités relatives

au rayon réfracté, on aura rt cos 8=p'; le principe de la moindre action donne dfds=o; mais ici

- / v

ds=r-rh=-----* : donc d ---- * =o; or, nommant mr et " les angles que formentf --V cos 0 -- cosg' cos 0 cos0/ » vr 9 ngles q

respectivement les projections des rayons incident et réfracté avec une droite invariable , menée dans le

plan et par le point d'incidence, v est fonction de 9" et de m", donc différentiant

--
-

cos9 cos / cos*9 cos29' d0/ dr"

* (-pai * : --

d ---- -Pa8sin , p'vd0 sin0 dv d/-- dv dm" ) =o (1)

COS

- D'autre part, si par les points desquels on a abaissé p et p" ou mène des plans parallèles à la droite

invariable et perpendiculaire au plan de séparation, la distance de ces plans sera égaleà,

- - r - - -

P tang * sin 7 + P" tang / sin r" et comme cette distance est invariable, quelques soient , 9, r, r, on a

dsinr 'd/sin r"

* - pdn tang8.cos r+4 T* P'da/tang " cos n'Eo (2) Si par les mêmes points on mène deux

(1) Mémoires de l'Institut pour 18o9,pag. 5oo.

(2) Théorie de la double réfraction, pag. 127-14o,
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autres plans perpendiculaires à la fois au plan et à la droite invariable, leur distance sera

pr tang.9 cos »r"-- p'tang.9 cos r;par le même raisonnement on obtiendra

pd8* –pdm tang. 6 sin r+: –p'dn /tang. 8 sin m'=o(3)

COS *

Multipliant l'équation (2) par sin r l'ajoutant à l'équation (3) multipliéepar cos r, on obtient une

valeur de _ *d8 qui substituée dans l'équation (1), donne une autre équation dont tous les termes

cos *9

sont affectés de d8 et dr"; égalant séparément ces termes à o on obtient

sin * cos (m-m)=v sin --* cos d'(4)

dv

dmr

fournissent la loi de la réfraction simple; car alors sin (n'-x)=o, 1-sin* (r- r)=cos*(r-n)=1

et p.c.sin =v sin ' Lorsqu'au contraire cette vîtesse dépendde la directiondu rayon lumineuxpar rapport

à certaines lignes fixes dans le corps réfringent,comme l'axe d'un crystal, il faudra exprimer qu'elle es

fonction de l'angle formé par ce rayon avec cet axe; soit V cet angle, soient comptés r et -

depuis l'intersection avec la face supérieure d'un plan perpendiculaire, mené par l'axe; soit enfin ,

l'angle forméavec la face parun plan perpendiculaire àl'axe ou aura cos V= cos A cos - sinxsin ' cos ;

(5). Lors que la vîtesse v devient constante, ces deux équationset sin 9sin 9 sin (m-m)=

-

- - dv dv -

d'où posant v=f(cos V) on tire facilement les valeurs de F » : pour les substituer dans les

7r

équations (4) et (5); si on suppose plus particulièrement v=g-a°cos*V, on obtiendra après de nom

breuses transformations et en posant K=8'--*sin*x les équations finales.

sin 9 sin rv/ *-- a

Tang. 8 sin m= -- -

3 4/ g*K-sin°8\g*cos*r--Ksin *r)

-

--
sin 9 cos rv/ e +-at a* SIn X cos X

Tang. 9 cos ré=3 7r K/g-K-sin *9(3* cos *r-l-K sinor)

Or, ce sont précisément là les équations auxquelles Malus est parvenu, en traduisant la loi d'Huyghens

en langage analytique, par des calculs qu'il n'entre pas dans mon but de rapporter ici.



( 53 )

CHAPITR E II.

DE LA CYCLOiDE.

LE fameuxproblème de la Brachystochrone a été, comme nous l'avons dit, l'origine des recherches

faites sur les maximums et minimums; tous les traités de mécanique démontrent la belle propriété dont

jouit, sous ce rapport, la Cycloïde; nous ne répéterons ici cette démonstration, que pour bien éclaircir

ce que nous avons exposé relativement à la théorie des limites.

Problème. Trouver, entre deux limites données, quelle est la courbe que décrira en moins de temps

un corps soumis à l'action de la pesanteur ?

- dav/TpF - -

Lafonction Vdx se trouve en Mécanique = 4/2(x-a) la pesanteur étant prise pour unitéet a

2( 2-2

l'ordonnée dupoint de départ du mobile; de la suit N-o P=-=-= ; or, l'équation du ma

/ I- pv/2(x-a)

- inimum étant N- * p=-= =--.c éX1mum OUl In1nImUlm 6tant - =o, On trOuVe v/TpEv/2(-a) 4/C ? tant une COnS

- - 4/T x-a)dx

tante, de làp-t 2(x-a) etp _ (r-a)V2 ou dy= === en fai

v/C7-)-(-)C-2(x-a) - v/C(x-a)-2(-) 9

I

sant v7=7=

Or cette équation est l'équation différentielle de la cycloïde; en y faisant a=o, on a la forme bien

xdx

connue dy= 4/ pour laquelle la cycloïde aune base horizontale et un cercle générateur

cbx-xa

dont le diamètre est cb.

Le résultat est le même en remplaçant les xpar les y; mais le calcul est moins simple; nous allons ce

pendant l'exécuter parce que c'est d'après cette hypothèse que nous calculerons les limites.

V= v/EU-)T 2 ; z= v/27-); dz= v/2Oy-a) --

-- p

--« v/p* -–- : donc _/TE_ d.EiEl ,

z3 = / 1--p" " z 3 dx
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Oll drv/T7 X dz -- *= d. –==o --

z* drv/Tp ev/T7 zv/ 1-p?

d
Inté t-----=-c. - ttant ] la sienne *
ntegran 2z*F(T) C; réduisant, mettant pour z sa valeur, pour p la sienn dx '

ydy - --

===, équation de la cycloïde.v/ey-y- q y -

L'équation aux limites se réduit dans le cas que nous examinons à la suivante

V, x -V. x+P 9-P. ..= o

changeant les constantes, on trouve finalement dxT

Supposons

1°. Que les limites donnéessoient deuxpoints, l'équation sera satisfaite d'elle-même, caralors r=o=y

et par conséquent aussi dr,=o= J'ar.=9=. -

2 ° Que la première limite soit un point et la seconde une droiteperpendiculaire à l'axe des abcisses,

alors on a dx=o=r,= y ; mais dy. n'estpas nul etpar conséquent » ne l'estpas;il faut doncpour que

- - - - - - - - dar -

l'équation soit vérifiée qu'on ait P.=o,c'est-à-dire quepour le dernier point on apro,ou 7 - #; cela

yr

nous indique que la tangente de l'angle forméà ce point par la courbe avec la droite est infinie, c'est-à-dire

que cet angle est droit.

3° Que les deux limites soient deux droites perpendiculairesàl'axe des abcisses ; alors on a day=o=',

mais dy7 et dy. ne sont point nuls et par conséquent il faut qu'on ait séparément P=oP.=o; ce qui rend

commune aux deuxpoints extrêmes la condition dont nousvenons de parler et alors les deux droites limites

se terminent dans la partie inférieure de deux cycloïdes renversées contiguës.

4 ° Que les limites soient des courbes dont les équations différentielles sont dy=a, dx, dy=a. dr ;

l'équation aux limites subsistera alors toute entière; substituant pour 9, et 8, leurs valeurs dy -pér, et

dy-podzo,cette équation se transforme en la suivante.

(V-Pp) x,-(V.-P,po) dre --Py -Py,=o

Des équations des courbes limites, on tire dy=a,r, y=ar,, substituant, réduisant et égalant se

parément à zéro les coefficiens de dx, et dx,, on tire V- Ppra P=o,V-P,p,--a,P,-o;mais,

- 1+p 2 --- r

dans le cas que nous examinons, V= VitP2 P,= -, etc. nommant pour abréger ,
qu 2 " 1 2, 2, v/Tp2 -

le dénominateur : donc la première de ces équations devient

v/ - P, 1 --
1+p* c p, * . *. * - - 0tl

O ---(p-a)z, v/1-FE - 7-; pour y satisfaire 3 il faut poser 1-l-a p =o ,
l -

Zy P, 4/v/ +p*

p=- , ce qui indique que la cycloïde coupe à angle droit la première courbe limite : le même

résultat a lieu relativementà la seconde, l'équation étant la même.

5" Jusqu'ici, nous avons fait abstraction de la quantité a, qui entre dans le dénominateur z; si o"
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considère cette quantitécomme la première ordonnée, savoir, comme y, il faudra, d'après ce que nous

avons dit, ajouter à l'équation des limites, le terme –yfIda=-ax fIdx, ce qui change l'équation

de la première limite en V.-Pp-t-a P-a,/Idv=o, sans rien changer à celle de la seconde limite : or,

I,= %=N; de plus, l'équation du maximum ou minimum donne

y
-

–= N.-N.)dx= →= –- d'
Nd=aP , done /Nd= 7Ec,et f(N-N) = yF-7H ,*

N.-N. )d «p, ay py et enfin

-- N-N) = 7:-7EF,

1+pa, , * Po c, p, - *- c, P, -V-
- - dx= T - - ----7-. --Pp,--ap a,fI, 2- zv/TEp* z,V1EP 2, v/-p3 2 v/TEP7 *VEE O

1 1
-

» r - –- - ---- -- -

Or, l'équation - |" . - -| =-C, donne z v/ p*=-7= -- b; donc notrer, I equat1 , Lz*(1--p*) 2:: 9 --Pr-y 2

équation devient _**Po.=o; mais l'équation de la seconde limite donne –*- -o; donc

b

e,=e,, c'est-à-dire, que les tangentes menées de l'origine et de la fin de la cycloïde aux deux courbes

limites sont parallèles entr'elles. --

6.° Enfin, on arriverait au même résultat en prenant une des limites pour origine des coordonnées; car

alors le terme àajouter se réduirait à-dy,fNdx , puisque m=o.

La nature de la question montre facilement qu'ily a lieu à minimum dans le problème que nousvenons

d'examiner; c'est ce queva nous montrer aussi la règle de M.* Legendre : suivant cette règle, il faut

pchercher la valeur de dpa ' or, nous avons dp =P- Zv/TF , donc

daV _ 1 p* I

-- - - - quantité essentiellement positive; il ydp* zv/ 1-p2 (14p2)2v/T2 [=p]2v/1p

a donc lieu à minimum. -

Pour déterminer la constante g, c'est-à-dire le diamètre du cercle générateur, il faut intégrer l'équa

- d -- *tion d=7# y - ce qui donne a=-v/ gy-ya -- aTC co=*- +C, puis substituer

y-y- 2

les valeurs de x et de y, données aux limites; on obtient ainsi une équation de condition dans la

quelle g est la seule inconnue.

La cycloïde jouit d'une seconde propriété de maximum ou minimum, relativement à l'espace compris

entr'elle, sa développée et deux rayons de courbure; Euler adémontré cette propriété, Mr. Lacroix a ré

pété sa démonstration, et nous l'avons esquissée pag. 24; mais comme elle est assez compliquée, nous

allons en donner une autre fondée sur les propriétés connues de la cycloïde.
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ydy

v/ey-y

quation 2(1+p)-Cq+Cpq, p et q ayant la signification connue, C" et C étant des constantes

arbitraires.

Lemme. Soit dxr= l'équation d'une cycloïde, g étant une constante, je dis qu'on a l'é

-r* -- 2 -

En effet, -- E ; p*= ==, d'où,par une addition et un changement

de constante, on tire yp*y= %p *, ou 4yp*+4y=Cp+C'(1);une autre propriété de la cycloïde

I-l-p*)% -

é:é=yv 1+p*
consiste en ce que le rayon de courbure est double de la normale, c'est-à-dire

C-Cp donc

1+p*

d'où on tire 1-,p*=2yq et 2(1--p)=4yq : or, l'équation (1) donne 4y=

4yq= *=a(p), d'où enfin 2(1+p*)*-Cq-4-Cpq :il n'y auraitpas eu besoin de changer

8ydy

C--v/CEI6C3r-64y*

Théorème. Cela posé, l'arc élémentaire de la courbe étant dxv/1--p* et le rayon de courbure

les constantes en prenant pour équation de la cycloïde dx=

a\3

I - - -

(--p)/-/)%, le secteur compris entre cet arc et les rayons de courbure menés de ses extrémités sera

q

*-dx | (1+p*)* | d'oùfVdx=*f (1+p)* dx, et V= (1--p*) : on peut voir ( Lacroix,

2 q 2 q q

- - dIP

Calc. Intégr.pag.793), et onpeut s'assurerpar le calcul très-simplement que l'équation N-* *=,
- 32 2.2

dans laquelle N-opour le cas que nous examinons, conduità l'équation de condition 2[I*p]'=Cq-i-Cpq :

donc la cycloïde est la courbe qui rend cette fonction maximum ou minimum.

En intégrant cette dernière équation on trouverait deux nouvelles constantes arbitraires; il y en aura

donc quatre, et il faut que les limites soient assujetties à quatre conditions. .

La quantité* est égale àapl et son signe dépend de celui de q, c'est-à-dire% ; 'il

q 2 --

faudra donc dans chaque cas déterminer ce signe pour savoir s'ily a lieu à maximum ou à minimum.
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CHAPITRE IV.

DE LA CHAINETTE.

GALILÉE s'était le premier proposé le problème de chercher la courbe formée parun fil librement sus

pendu entre ses extrémités; il s'était imaginé que cette courbe était la parabole ; unGéomètre nommé

Jungius, démontra par expérience, que cette opinion était une erreur; enfin, les frères Bernouilli, Huy

gens et Leibnitz, déterminèrent l'équation de cette courbe. Jean Bernouilli en particulier étendit le pro

blème au cas où le fil serait d'inégale épaisseur : la courbe ainsiformée a reçu le nom de chainette; or,

commeonprouve en mécanique que dans l'équilibre d'un système quelconque de corps, le centre de gravité

de ce système, est le plus haut ou le plus bas, il suit que la chaînette jouit d'une propriété remarquable de

maximum ou minimum savoir, que la distance de son centre degravitéà un plan horizontal est la plus

grande ou la plus petite entre toutes les courbes de même longueursuspendues aux mêmes extrémités; uneau

tre propriété découlant de celle-là, c'est que si on fait tourner la chaînette autour desa base, le solide en

gendré auraune surface plusgrande ou plus petite que celle d'un solide engendré par toute autre courbe de

même longueur et de même base : Nous allons d'après ces données chercher l'équation de la chaînette.

Problème. Quelle est la courbe, telle qu'entre toutes les courbes de même longueur et passant par les

mêmespoints extrèmes, cette courbe aurason centre de gravité le plus haut ou le plus bas.

Il s'agit ici d'un problème de maximum ou minimum relatif; la propriété commune est la longueur

- fydxv/t72 ,
de la courbe, savoir fdav/1--p* : la fonction donnée est fdxv/* d

canique; or, le dénominateur de la fonction étant le même que la propriété commune, il suffit de trai

ter cette fonction comme si elle n'était composée que de son nuumérateur et la raison en sera facile à

apercevoir en se rappelant ce qui a été dit p.4o;soit doncV- V 1+p* W=yy/ 1+pa ; on aura pour la

r - P p -

1.re fonction N=o =7E Q=o=R=etc.

1+p,

après les principes de mé

pour là seconde ny/1p =7* =o== etc.

De la appelant a une constante arbitraire, l'équation de condition du maximum ou minimum est

dP dmr p py - -- • .. r

-c ---Vla _. ** - -- dx-d. - - . Multipliant t lnlé:*- =o, ou « * 7E - 4/* dx v/1-pa (1) pliantparp et Inté

grant par parties, on trouve

15
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apa -; – / *--- ypdp

A-- v/Tp3 -- «v/Tp -- yv/Tp- v/Tpa Tv/pF -- v/1p

- - - W-l-ez

Otant les termes quise détruisent mutuellement, et réduisant, on trouveg= V*-; résolvant cette
I--Pa

-- a d' - gdy

équation par rapport àp, et remettant savaleur % , on obtient dx=;7H, (2)d'où

z= 8 log (---VTF « J* =F) --7e

Pour déterminer la constante », supposons que le premier point de suspension soit pris pour origine des

coordonnées; nous auronsà ce point y=o, x= o, et o= 8 log L«--va*-g* ] -- y; donc :

y -- a-- v/[ y+a ]*-g°

«-- v/a*- g*

Quant aux constantes « et g, on les déterminepar les considérations dupoids et de la longueur de la

corde donnée : voyezà ce sujet Poisson I, pag. 197- 2o4. - -

Les équations que nousvenons d'établir nous serviront à déterminer les plus importantes propriétés de

la chaînette; et d'abord on tirerait aisément la valeur de l'arc de la courbe ou de s, en faisant attention que

dans l'équation (1) dxv/1-p=ds, ce qui après une double intégration donneroit s en valeur de y,

mais nous pouvons l'obtenir de l'équation (2). En effet, -

x= 8 log |

,

abréger, –-=-,doù (-y) --=* et «--y=*vi -- z*

(«+y)*-ga - z2

- da . - gdz -_ f dz - dz

enfin s= + y= y--v/(a-i-y)*-3* d'où suit que la chaînette est rectifiable.

La chaînette est quarrable par l'hyperbole, en effet, appelant S une portion de surface de la chai-

nette , on a ;

/---/v*=-/v=-/v= |

= v/ )7-7-ax--C
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Orpour que cette quantité soit un produit exact , il faut que (a-i-y)-8-2,équation d'une hyper

bole ; l'espace de la chaînette sera donc égal au produit d'une ligne constante par une coordonnée « d'une

hyperbole déterminée par l'équation que nousvenons d'établir, moins le produit de l'abcisse x par une

quantité constante :

Pour prouver maintenant que cette courbe est encore celle qui donne le maximum ou minimum de

surface pour le solide de révolution,engendré par la rotation autour de l'axe desuspension,remarquons que la

propriété commune est encoreicifdx/Tp, et que l'élément de la surface étant 2xydxA/1-p*; la

formule dumaximum ouminimum estfydxv/ p* comme dans le cas précédent; le résultat seradonc le même.

- Recherchons maintenant l'équation de lacourbe lorsqu'on considère lepoids de la corde ou de la chaîne non

commeuniforme, mais commeunefonction déterminée de l'arc : soit S unefonction de l'arc s, nous poserors

fxdxSV 1--p*
avec Eulerfdx/7T pour propriété commune et a= 757-F pour fonction maximum ou

minimum; or, le dénominateur de cette dernière fonction étant lui-même une fonction de l'arc s ou

de la propriété commune, il suffira d'appliquer les règles que nous avons données aux fonctions

: la seconde rentrefdx/TTFetfrde Sv/1--p*; la première nousdonnepour différentielle d.

v/ Tpa Sxpd

dans le troisième cas examiné p. 33, et on aV=Sxv/ 1--p* dV=dSxvT-*WTF*

faisant dS=Ods, dV= (O sa-*=La+-*l, d)- - . -- »n * ----Ld5----
Get Gn dlSaIl S, xv/1-i-p*+S)ds-- v/1p v/...pF

Comparant cette équation avec celle traitée dans le cas dont nous parlons, on a

-, n=s=fdxv/1--p*, M=e N=o P- Sxp . Q=o=R= etc.

1--p°

Mais n=fVdx,donc V=v/Ep*, d'où M.=o Ne=o P.= p Q.=o=Ro2=etc.

1--p*

dP.__ d(P-P. H)__ dP*

7- dx dx

C'est là la différentielle de la fonction fVdx; composant maintenant l'équation de condition du maxi

Cela posé, la formule finale se réduit à - H *O

mum ou minimum relatif «dU dU=o, on trouve ici -*-–-*--c après avoir intégré par

v/Tp* v/Tp

rapport à x ; résolvant cette équation par rapport àp, et substituant la valeur % , on obtient finale

Cdar où il est facile de reconnaître la forme de l'équation de la chaînette; elle

(a-Sx)2-C2 --

devient celle de la chaînette ordinaire lorsque S devient constante.

ment dy=
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La chaînette jouit encore de la propriété d'engendrer le solide de moindre surface lorsque l'aire contenue

entre la courbe et les ordonnées de deuxpoints est la même, auquel cas la propriété commune n'est plus

fdxv/1-p-, maisfydx; seulement après avoir posé l'équation dU-t-adU"=o, il faut supposer nulle la

constante arbitraire a.

Si la propriété commune entre plusieurs courbes terminéesà deuxpoints est d'engendrer par leur ré

volution autour de l'axe des solides de même surface, la chaînette jouit encore ici d'un maximum, c'est

que lorsqu'on fait la constante «=xo , le solide qu'elle engendre a le plus grand volume; la quantité

maximum est ici fry*dx et par conséquent A=fy*dr.

Enfin, entre toutes les courbes de même longueur la chaînette est celle qui rendfsdx un maximum ,

s étant l'arc de la courbe. -

Ces diverses propriétés ont été reconnues par Euler qui les démontre dansson ouvrage précité.

M.* Aumpère dans le mémoire dont nous avons déjà parlés'occupe de la chaînette commeapplication des

résultats qu'il avait obtenus; il établit que cette courbe possède d'autres propriétés curieuses, comme l'é

galité entre la normale du solide de révolution qu'elle engendre, et le rayon de courbure de la courbe généra

trice au mêmepoint. Il s'occupe aussi dans ce mémoire de la développante de la chaînette, ety montre que

cette courbe a une tangente constante.

CHAPITRE V.

DES CoURBES ÉLASTIQUES.

DANs un appendice à son Traité des maximums et minimums, Euler cherche les équations et la na

ture des courbes formées par un ressort élastique, soumisà l'action de diverses forces; ces courbes sont

de plusieurs espèces, maisse rapportent toutesà une équation générale qui les comprend dans son expres

sion; pour arriver à cette équation, Euler part de ce principe déjà adopté par Daniel Bernouilli, que

e - - ds -

dans la courbure d'une lame élastique homogène, la quantité est un minimum, appelant s l'arc de

la courbe et r le rayon de courbure; appliquant à cette condition les règles données sur la tractation

des problèmes d'isopérimétrie, il obtient l'équation de la courbe qui contient quatre constantes arbitraires

et demande donc qu'on détermine les points extrêmes de la courbe et la direction des tangentes à ces

points ; depuis lors on a suppléé à l'usage du principe que nousvenons de citer par la considération

d'un polygone, composé de côtés infiniment petits et auquel l'on peut assimiler la courbe en question ;

mais quel que soit le procédé qu'on emploie pour parvenir à l'équation de la courbe dont Euler donne

(a--3x-yx*)dx
cette courbe possède plusieurs nropriétés de maxiv/as - (a-gr--x)* 9 p p UlSIG p p l d

mums et de minimums qui sont très-remarquables et que nous allons démontrer.

l'expression générale dy=
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» Entre toutes les courbes isopérimètres, l'élastique est celle qui,par sa rotation autour de la ligne

oint les points extrêmes, engendre le solide de plusgrande capacite. v -

propriété commune est ici fdxv/T*p* ; la formule du maximum estfjadx d'où on tirepour lapre

==v, P= _ P_ ; Q=o= etc. et pour la seconde M'=o N'=2yP=o etc., de là l'é

1+p2

ion d dition dU--adU'=o devient N'-a d* =o , ou substituant ayde=d-- , OUl
on de cond1tIOn dU -- ctdU'=O dx v/1pF

p -
-- --._/---

= ap* 7H ; intégrant y+e=7 1--p* ' v/1--p - y a 5p= y*--3

,_(r*--)dr , équation qui rentre dans l'équation générale citée plus haut en y changeant les

v/-Gy*e)F

y, et réciproquement.

» Entre toutes les courbes isopérimètres, l'élastique est celle qui comprend l'aire, dont le centre de

té est le plus haut ou le plus bas.

propriété commune est encore ici faav/1+p°; la fonction maximum ou minimum est la distance

ntre degravité x,=f%# ; cette dernière fonction contient deux formules intégrales qu'on peut

yax

r comme étant absolument indépendantes, d'après les principes établis ailleurs ; on a pour la pro

* commune P= p ; pour la formule fyxdx, N=x PEoE etc.; enfin pour la formule

1 +p*

*=o ou xdx+adx-gd =,
----- v/E*

N'=1 P=o etc.; donc l'équation de condition est NaN-g

22 r ... - -

tégrant x2+2ax- y*= résolvant cette équation par rapport à p et substituant la valeur
I -

(a°+2ar-)dx - - - -

on trouve finalement dy- v/ 7 =-,ce qui est bien une équation de courbe élastique.

4é*-(x --2ax-y)

n fait dans cette formnle a=o,c'est-à-dire, si on ne s'occupe plus de la formule intégrale fydx, l'é

ion résultante n'en sera pas moins une équation d'élastique, ce qui nous prouve que cette courbe est

re cellepour laquelle fyxdx est un maximum ou minimum entre toutes les courbes de même longueur

.°On peut voir dans Euler que cette courbe est aussiune de celles qui,dans une supposition particulière,

une un arc minimum pour une aire de grandeur donnée; ce problème, dont le calcul est long et com

pué, conduit à deux solutions dont l'une, comme on devait s'y attendre, donne le cercle et l'autre

astique : on peut même, dans une supposition particulière, satisfaire par une ligne droite.

4° Une propriété plus remarquable de cette courbe est d'être identique avec celle qu'on a nommé

Lintéaire, c'est-à-dire, celle que forme dans l'état d'équilibre une linge librement suspendu et rempli

16
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d'un liquide; le linge est supposé inextensible, et par conséquent la longueur de la courbe est donnée;

on suppose que cette courbe est celle que forme un plan vertical passant par les deux points de suspen

sion par son intersection avec la surface du linge : la hauteur du liquide est aussi donnée et par consé

quent l'aire comprise entre la courbure du linge, et le niveau est une seconde propriété commune

du problème : enfin dans l'état d'équilibre le centre de gravité de cet espace, doit être le plus

bas possible, et par conséquent, la distance de ce centre à un axe horizontal est la quantité qui doit

être rendue maximum ou minimum: traduisant ces conditions en symboles algébriques, les propriétés

COIIlIIlllIleS SOInt fdrv/TF, /ydx , et la quantitémaximum ouminimum est% , d'où il est évi

dent que la courbe qui satisfait est la même que celle trouvée dans le 2° de ce chapitre : Jaques

Bernouilli est le premier qui ait résolu ce problème,il avait cru d'abord que cette propriété appartenait

à l'élastique sans qu'il fut besoin de fixer l'aire comme propriétécommune, mais il a reconnu depuis que

ce n'était qu'avec cette supposition qu'elle satisfaisait.

5.° Ces diversproblèmes étant des maximums et minimums relatifs, on pourrait en vertu de la réci

procité que nous avons démontré ailleurs exister entre les propriétés communes et les fonctions maximums

ou minimums, énumérer d'autres propriétés de l'élastique déduites de celles que nous venons d'établir

mais c'est une chose trop simple pour qu'il soit la peine de s'y arrêter.

CHAPITRE VI.

DE L'EQUILIBRE.

LoRsQU'UN système de corps est mis en mouvement par des forces accélératrices quelconques, il peu t

passer par certaines positions où il resterait en équilibre en vertu de ces seules forces accélératrices , s'il

y parvenait sans aucune vîtesse acquise; supposons que le système soit dans une de ces positions, et

qu'on lui fasse subir un déplacement infiniment petit, nommant Ja, dy, z, les variations des coordonnées

d'un point quelconque m du système, le principe des vîtesses virtuelles fournit l'équation

2m(Xdx+F'dy-Zéz)=o or, nous avonsvu, p. 49, que,dans les mêmescas où la quantitéXdx+K'dy-Zdz est

une différentielle exacte que nouspouvons représenter par do,dans ces mêmescas, la quantitéXdx-l-K'dy-l-Zz

peut se changer en celle-ci Xdx-i-Fdy--Zdz; par conséquent, l'équation des vîtesses virtuelles

conduit à celle-ci do=o, ce qui indiqueraun maximum ou un minimum pour la fonction q ; ainsi, dans

les cas dont nous parlons, le système sera en équilibre lorsque la fonction q sera un maximum ou un

minimum ; soit, par exemple, la pesanteur, la seule force accélératrice donnée; en la nommantg,

et la considérant commeparallèle à l'axe des z on a 2mgdz=o; mais nommant M la masse du système

entier et z l'ordonnée de son centre de gravité, on a zmz=Mz, d'où xmdz=Mdz , d'où enfin dz,=o,

donc, dans le cas d'équilibre, l'ordonnée du centre de gravité du système est un maximum ou un mini

mum; c'est-à-dire, ce centre est le plus haut ou le plus baspossible. Il paraît, d'après ce que nousvenons

de dire, que l'équilibre est de deux espèces, suivant qu'il répond au maximum ou au minimum de la

fonction q ; d'autre part, on sait que l'équilibre se distingue en stable et instantanée, suivant que le

système étant infiniment peu déplacé, tend àse rapprocher de sa position d'équilibre ou à s'en éloigner

toujours davantage; il serait intéressant de savoir s'il n'yapoint quelque rapport qui lie ces diverses espèces
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d'équilibre; et si l'on doit en reconnaître quatre ou seulement deux ; or, Lagrange a démontré que toutes

les fois que l'équilibre répondait au minimum de la fonction 4 » il etait stable; qu'au contraire, toutes les

fois qu'il répondait au maximum de cette même fonction, il était instantanée; ainsi, dans l'exemple que

nous venonsde traiter, si le centre de gravité est le plus bas possible, l'équilibre est évidemment stable ;

au contraire, s'il est le plus haut possible, l'équilibre existe, mais il est instantanée : nous allons chercher

à démontrer ce théorème , en abrégeant les calculs de Lagrange d'une manière qui suffit

au but que nous nous proposons. Nous arriverons à un énoncé inverse de celui que nous venons

de rapporter d'après Lagrange; c'est-à-dire, nous trouverons la stabilitépour le maximum; mais on sent

que cela ne dépendant que du point qu'on prend pour origine des coordonnées, la nature même de la

question n'en est point modifiée ; la différence que nous établissons ainsi tient à ce que nous admettons

avec Mr. Poisson, l'équation des forces vives 2mv=C-i-29 tandis que Lagrange pose xmv =C-29

Rappelons d'abord la formule suivante qu'on trouve dans le Traité de Mécanique de Mr. PoissonT. II,

pag. 29o, dxmv*-2xm (Xdx--I dy--Zdz), d'où en faisant pour des raisons qu'on verra plus bas

f(Xdx+F dy+-Zdz=fP'ontire (1) dxmv*-2dxmfP=oConsidérons maintenant le pointm du système dont

les coordonnées sont généralement x, y, z; supposons que pour la position d'équilibre ces coordon

nées sont a,b, c, et que le système étant dans cette position on vienneà le déplacerinfiniment peu demanière

àfaire varier ses coordonnées de quantités infiniment petites x, y'=b'x, z'=c'x', après ce déplacement les

coordonnées du point m seront par conséquent x=a--x, y=b-i-b'x" z=c--c'x , d'où on tire dx=da",

-dx*--dya--dzady-b'dx , da -c'dx'; or, on a généralement var dt* , donc ici substituant

pour abréger; de là dxmv=2Nsm : Maintenant appelantA ce que
--

dt* dt*

devient la quantitéfP lorsqu'on considère l'état d'équilibre, c'est-à-dire, lorsqu'on y remplace a, V, 2 ,

par a, b, c, on aura pour la valeur de cette quantité lorsqu'ony met les coordonnées du point après le

,- (--**--*)d* Naa

r dA dA dA d*A *d A *d*A , d*A d*A , .. dsA
déplacement. A *--b"*--c" * 5 x --b--c'- b**---c **--bc* ya *I » --- da *7-- dc -- 2da* --b 2db* --C2dca -- dadb --c dadc * T7

-- GetC.

Négligeant dans ce développement les puissances supérieures à la seconde parce que x est une

quantitétrès-petite, nommant N" le coefficient de a* et remarquant que le coefficient de x* est nul puis

qu'on a généralement pour l'équilibre dA=o, cette quantité se réduit àAN,donc en général,

P=Xdx-i-Kdy-i-Zdz=2Nxdx , et 2xmP=2dxmfP=4Nxmadan

dx4d*x

dt*

l'équation (1) devient par ces résultats 2Nzm
-4N2ma'dr-o, divisant tout par 2dx/ et rem

plaçant les coefficiens par d'autres plus simples, on obtient finalement K * = équation, qui,inté

t2

grée donne a'=H sin ( t\/*---h ), H et h étant des constantes arbitraires; de là
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ar=a-i-H sin ( t AV --) )y=b-i-bH sin(v**) =-nin (v-)

or, si on remplace ces sinus par leur développement en exponentielles imaginaires, il se présenten

deux cas; ou la quantité A/4 sera réelle, ou elle sera imaginaire; dans le premier cas

. K -

l'arc t -- sera réel, et par conséquent, son sinus sera une fonction périodique du temps, et ne

croîtra pas indéfiniment avec lui, il resteraau contraire infinimentpetit; mais dans le second cas, les ex

posansprovenant de la transformation du sinus seront réels, proportionnels autemps et par conséquent crois

sant indéfiniment avec lui : en d'autres termes, le premier cas indique un état d'équilibre stable, et le 2

r

un état d'équilibre instantanée : or, en prenant la valeur de et remarquant que N est essentiellement po

sitif, il est facile de voir que l'équilibre sera stable, lorsqueN" sera négatif, et qu'il sera instantanée lorsque

N' serapositif; mais dans le développement de lafonction A, le signe de N/ détermine celuides termesdu

second ordre,donc d'après les règles connues, lorsque ces termes sont négatifs, ilya maximum et équilibre

stable; lorsqu'au contraire ils sontpositifs, il y a minimum et équilibre instantanée. Je dis, les termes du

second ordre,en effet, N'ne se rapporte qu'aupoint m, il y auraunequantité correspondanteN'pour le point

m',une quantité N/pour le point m' etc., et on aura proprement 2mv*=A-(Nx*--Na ,*--N*x,*--etc)

et pour le maximum, xmv°=A-(N'x*-- N'oxo -- N'ay*-- etc.) -- R, en nommant R avtt

Mr. Poisson tous les termes de dimension supérieure à la seconde, termes dont la somme est toujours

plus petite, qu'un quelconque des termes de seconde dimension, lorsque les variables restent extrêmement

petites : si l'un quelconque destermes devenait égal à A, par exemple, le premier, on aurait l'équation

zm*=-(N,x ,--N'ay4+ etc)--R<o,ce qui est absurde; donc aucun des termes du second ordre, ne

peut dépasser la valeur de A. Les constantes arbitraires Het h,se déterminent facilementpar les valeurs

de a" et dx" lorsque t=o, supposons que cesvaleurs soient a'et a, on aura H=-t-v/a* ar

/

et tang l=*

Nous ne nous arrêteronspasà développer toutes les applications de cette théorie aux divers phénomènes

de la nature, on peut avoir autant de cas à examiner qu'on peut faire d'hypothèses sur la nature diverse

des forces motrices, et par conséquent de la fonctiont 9, onvoit dans le livre IV, Chapitre IV, de l'ou

vrage de M.* Poisson le développement du cas où ces forces sont la pesanteur et la poussée d'un fluide,

c'est-à-dire, l'applicationà l'équilibre des corps flottans :

On peut voir aussi dans le même ouvrage T. II, p. 155-16o les recherches du même savant sur la

stabilité et l'instabilité du mouvement de rotation , d'un corps autour des axes principaux du corps ;

j'indique ici ce calcul parce que le raisonnement y est en quelque point semblable à celui que nousve

nons d'employer, et peut servir efficacement ày jeter du jour; la propriété maximum et minimum

réside dans ce dernier cas dans la valeur des momens d'inertie; le mouvement est stable lorsqu'il s'opère

autour des axes principaux répondant au plus grand et au plus petit moment d'inertie, il est instable au

tour du troisième axe.
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CHAPITRE VII.

DE LA RÉSISTANCE DES FLUIDES.

La théorie de la résistance desfluides a donné lieu à un grand nombre de questions intéressantes de

minimum dont nous regrettons de ne pouvoir donner ici que l'historique en raison du peu de temps que

nous avons : Newtonindique dans son livre des principes, unepropriétédusolide quia depuis éténommé

solide de la moindre résistance, et quiest tel que mu dans un fluide dans la direction de son axe, il y

éprouve la moinde résistance; ce célèbre auteur ne donna point de démonstration de ce qu'il avançait,

mais Fatio, l'Hôpital, Jean Bernouilli suppléèrentà son silence, et montrèrent que la courbure dusolide

devait rendre ninimum la quantité p*de ; on en tire x=* -

I-l-p* - 2 | 4p*

fait sur ce problème et sur d'autres dumême genre, des recherches dirigées vers les applications aux vaisseaux.

2° Euler a recherché la Brachystochrone dans un fluide résistant, c'est-à-dire, la courbe parcourue

dans le moins de temps, par un corps pesant dansun milieu résistant, suivant la 2""° puissance de la vi

-- *---1--p. ) Bouguer a
p°

tesse, ce qui revientàtrouver la courbe pour laquelle /dev/lp est un minimum, en posant

II/,

drEgdx-aII"dx/VI-p

3° Il cherche aussi la courbe qui rend un maximun la valeur II, c'est-à-dire, la courbe sur laquelle le

corps se mouvant obtiendra la plus grande rapidité; il examine les cas spéciaux où on a nT1 n-#

4.° Il cherche le solide de moindre résistance en donnant aux courbes la propriété commune fydx, c'est

à-dire, de couper des aires égales avec l'axe. --

5.° Enfin, il généralise encore le problème mentionné dans notre2.°en posant dr-fydx-l-Wdx/1+p*

et prenant pourVVune fonction quelconque de II.

Il a été publié dans les mémoires de Pétersbourg 1822,un travailposthume de cet immortelsavant,traitant

encore de la Brachystochrone dansun milieu résistant.

- CONCLUSION.

J'ai terminé l'exposé des plus importantes applications des maximums et des minimums; quiconque a
étudié la mécanique sait qu'il est unefoule d'autresproblèmes, où on peut se proposer de semblables ques

tions; maisje n'ai pointvoulu les rapporter ici, parce qu'ils ne présentent aucune difficulté, et ne deman

dent que l'application des premières régles du calcul différentiel ;je ne me suisproposéque l'examen de ceux

qui sont plus embarrassans, et qu'il est important de rattacher aux théories de l'analyse pure

17
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