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Argumentum disquisitionis consequentis est ,inquirere in motum et perturbationes plane-
tarum secundum legem electrodynamicam Weberianam solem ambientium®. Cujus- problematis
solutio variis de causis haud inutilis videtur esse.

Quodsi bhanc legem loco Neutonianae pro lege fundamentali attractionis, id quod valde
verisimile, accipimus, facile demonstrari potest, etiam in hoc casu valere principium conservationis
virium vivarum. QGeneraliter illud valet, si momentum virtuale vis attractivae in variationem
totalem atque quotientem differentialem secundum tempus sumptum dispertiri possumus. Deno-
tantibus m, m, massas corporum se invicem attrahentium, 4 constantem gravitationis, ¢ alteram o
constantem (velocitatem, qua propagatur vis attra.ctlva. in spatio) r distantiam corporum, fit e
in nostro casu

_ Amm, 1dr? 2 ddr) _ (1 1 ldr"‘) d- 2 1dr av
fdr—__-;r 1— ccdt2+cc de 6 J 6)—6W—dt

Aequationem fundamentalem dynamices
ddx ddy ddz —
z(x-a 4Y 00 + (¥ —m dtg) dy + (z m 3 g5 = 0

Lo dy2 dz?) \
posito = Zim dt2 + 7 + 7

dt EErdt

3,8 = =m d$+ oy +-—d‘z)
6,V=E(Xd'a:+ Yd'y-{-Zd‘z)

sic repraesentari licet

d(d, S)

—— 2 —
d,V + oT i = 0 )
sive quum sit d,V = JW — %? ;
d(6,8) daU _

Quodsi hic statuimvs. dz = dz, dy = dy, 0z = ds obtinemus integiando
' W — T — U = const. R
quod est principium virium vivarum. Principia conservationis cenuri: gravitatis atque arearum

locum habere, per se clarum.
1%




4

Problema primum nobis resolvendum in eo consistit, ut motum relativum duorum corpo-
rum secundum legem electrodynamicam mutuo se attrahentium definiamus. Quod problema
“iterum ad hoc simplicius reducere licet, ubi alterum corpus fixum concipimus, alterius massam
statuimus == 1. Resoluto enim hoc problemate, habemus solutionem alterius, si pro 4 statuimus
A multiplicatam in massam amborum corporum; id quod inde a Neutonis temporibus notum.

Jam procedimus ad eruendas tres constantes integrationis ita comparatas, ut ex iis reli-

 quae tres per solas quadraturas inveniri possint. Docuit enim primus ill. Jacobi, inventa

dimidia constantium problematis mechanici certis conditionibus satisfacientjum, non modo reliquas
per solas quadraturas haberi, sed etiam earum ope formulas elementorum perturbatorum sub
forma s1mpl1c1sslma exhlberl posse. Sint ¢,, ¢4 ....q,, {, variabiles independentes problematis
mechanici, ponimus

3(W+’.l')__p S(W+T) __ =y, dWLT _ = P
———‘9q’, = Py, 3q2 2y e 39,“ ’
ubi ¢, = %qn = d—;"; atque differentiatio 4 ita efﬁcitur, ut sint variabiles independentes

<y 94---9,, + Tum posito
H = Zp, q —WwW-T
aequationes dlfferentlales motus sub forma Hamiltoniana exhibitae hae sunt

dp; , __dH d¢ . di .
—_ = P, = —_—=q. = 5, z=],2,...n
i i dg’ ar o T¢ o dp;
Signum d hic et in sequentlbus semper adhibebitur, ubi differentiatio ad variabiles indepen-
dentes £, p, ...pn, ¢,. qn refertur.  Inventae sint constantes integrationis By By .nOn ita

comparatae, ut satisfiat — 1) _ aequationibus
' =1 day a day d
h G0} Gp G
0= [ah,a/.] = 2(—————- ——~g—)
dg; dp;  dp; dg;
h=1,2..n, k=12...n
Ex hoc autem aequationum systemate sequitur
1 . 6ph __ %
671; dqh
'signo d ad f ¢,...9,, a,...q, relato; quod ita demonstrari potest. Habemus
’ J d - day, 0, ‘
0= ot _ %0, 3% P
dg; — dgi v dp, 9g;
da da _, day, 0]
0 — ok _ 2% > kP
dg;  dg; v dps Og;
unde da dy  doyday 3y oday doy  dey dogy Op,
dgi dp;  dp; dg; v \dp, dpi ~ dpi-dps/ 94;

5

yr /da, da da;, dag\ (0p Ip;
@) O=—[a,,,ak]=;2(___l‘___l'__) s .t
12

dpa dp1 dpl dp, dqi dg;

ubi duplex summatio tantum per omnes combinationes numerorum i, ! extendenda est.

designantibus ¢ et ¢ functiones ipsorum p et ¢, fit N

dp _ > 0p dq 3 dp 40 _ 5 dg duy
dp, ™ k Ogydp, * 4 Oa, dp,  h Oa dp,

dy _ 3oy s | x oy du 5 o du
dp; b Oqydp; ' k dagdp; Tk day dp;
dg _

quum sit =" Inde ‘séquitur

dp,dp;  dpidp, " hkdayduy \dp, dp;  dp;dp,

da,da; dayday

dpdy dyp dl/l — 2' dp Sy day, day, dah(lak) _ 3 (%pdy dy ,w,) (da;, day,
(b, k)

dpb dp"

Porro

day, dak)

dp; dp,

Numeri %, k, uncis inclusi indicant, summationem per omnes' combinationes ipsorum k, % exten-

dendam esse. Posito ¢ =p;, @ ==p,, haec aequatio abit in

8) 1= X (%% d‘m) (4 44 da,. dak)

— e ———

(h,k)\bay, da).  day day,

dp, dpi dp; dp,

Tribuendo ¢ et ¥ valores p;, Py, ubi indices l, @ non simul eidem atque ¢ et /, ex-

pressiones in sinistra parte identice evanescere patet, ita ut sit

= (h\0a; 0ay  Ja; da,) \dp, dp; ~ dp: dp,
dpy 0p, P 9Py

Quodsi igitur aequationes @) quamque per factorem aptum -— & — —— == multiplicamus

dah 60”: d‘ak da, h

[

. . . D
omniaque producta in unam summam conflamus, secundum y) facteres quantitatum — —

dg;
9, 9P

dp;
~— eva-

nescunt, excepto factore lpsms 59, " 3q. qui est = — 1 secundum §). .Fit igitur ‘generaliter
4 u

Wu_ om0
o dg,
demonstrari potuisset. Porro quum sit

. _9% , x| Jp.

_ 2 i o, + > dp; dH dp,  OH
dt dt i 0gi 11T ot i d0q; dp; i 0q,0p; & T dq,
nec non % = — g%
. . 5[714 _— oH
2. evenit r il 7

Ex aequationibus 1, et 2, videmus, expressionem
pidq, + p2dq, + . pndQn — Hat

a, 7

5— = 0, q. e. d. Determinantem systematis &) non evanescere, non sine ambagibus

dH IR
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totale esse differentiale, cujus integrale designamus per V. Erit igitur
: 14 14 av
3) ‘ 'gi_—H; 6q = p1.. dq”=p“
Habemus etiam l
oV OV . _ b desicnanti H

4) Ja, = —b, .... da, — —b,, designantibus b, ...b, » mnovas constantes. oc
ita probatur. Est _

d (—?b) adov av - oH dp; dH oH H

—a = e, t I 5ga, T T T4 G = " da, T a5, =0 ¢

3) et 4) completum systema aequationum integralium constituunt. Inventis igitur a,, 6,, a4

a, problema ad quadraturas revocatum est. Nam ex aequationibus @, = const. .. . @,
— const. quantitatibus p,, p, . p,, deductis atque in expressione dV substitutis, rehquas pro-

—_—

blematis mechanici constantes b1 ... b, per solas differentiationes inveniri posse, e 4) intelligimus.

-

8 2.

Sint Fy, Fz, Fyq mtegraha conservationis arearum, H integrale conservationis virium viva-

rum, demonstramus, F,=a, ¢= =V'F, F, + F,F, + FsFy=a,H = a, satisfacere aequatlo-
“nibus [a, a;] = 0, [¢; 85] = 0, [y a,] = 0. Designantibus rsiny cos§, r siny sin§, r cosq
coordinatas orthogonales corporis moti, cujus massa == 1 statuta, vis viva ita exprimitur .T =
2
‘Zz + w_dﬂ + rrsin g2 E—?) Quodsi loco ¢, gey 93 sumimus variabiles indepedentes

r, 1, & fit i 2

L =q¢1 + 559_'917 Py = 019192 Ps = ?1qiqlasi’?aqz
‘Integralia.
1 ’ ’ ’ ’ ’ X’ )v 1
H =139+ 00929 + 61095955 9:) — o~ + 7 9,9y = a
F, = q,4,955% ¢y = 8;
9 =0 VG0 F 150570 = s
ope expresswnum pro Pi; P2y Ps prop051tarum transeunt in haec
pm ( PsPs ) LA
a, — ’ . IR
1 1 + 42 + quq pﬂp‘l sin2 92 g,
ce ql

1y

" PsPs
ag = ]/Pzpz s'ns'g >

quae facillime probantur satisfacere aequatxombus [a1, @] = 0, [a2,a5] = 0, [as, 0] =0

Ex 1) sequitur

= ]/{2 - +£ — Zj‘qu}{ + cc’ q;
T ma

p: = 8343 — 35—,
sin? q

Ps = G2
Invenitur igitur

V=fl/{2(a1 +;T)—9La2$ { + —"‘f dg, + l‘ 22 dgy+ 8,93 —8,¢

919 " sin 'zq

‘quae expressio, quum variabiles sint separatac, revera est integrabilis. Hinc sequitur

. A 2
v _ I+
371_1 = —phy = V - 7 — dql—t
2(a sy 373
: (‘+q1) 9,9,
oV az dge
wm = e
as as — in? % . Si18° Q2
1 .
"_V_ _ _b8 B f a3V + cC ql dql + as dq2
das -
3 l/2( + _) Qs as 413 q]' n a3 ds — az Gz

'R 2 sin® gz

§. 3.

|/1+i 2

Aequatio ¢t — b1 = f ql dql,\quaé relationem praebet inter tempus
l/ 2(a; 4 —) — D%
Qi q1
et radium vectorem, nobis demonstrat, ¢1 contineri inter valores — 2 + Vll -}2-a2a1 as a5
1

2 WA F 2 asas

et " %a; 2m

. . A T .
atque igitur — o esse distantiam mediam a sole.

Jam propius consideremus integrale ellipticum

l/ ;' 2 Vm (q +

cc @ V="2a

f Ve (a1 + e " V“+2a'1 asas — (1+ 21 ¢0)* .

=T

¢ q
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Posito 4 4 200 = — ]/-].l + 2a1a3a3 .y transit in

4Aa; — ccl

7 .
_ Ad =} 2a1 a3 a3 ]/; + Vi ¥ 291 asds ccj/ll ~+ 201 a3 a3 dy
(— 2m) _ o iVyy — 1 -
: 2, VidF 2aasas et Vi F 2ai a0
Cum sit a1 + 2ay <a 201 2
y continetur inter limites —1 et 4+ 13 qua de re si brevitatis gratia ponimus
. 2 4 Jar — cck — A 4 2masas

' =Y, — T — % = YRy = B,
Vi F 2aaeas Vi 2masas T (—2m)

cum habeatur

. 1‘>+1'>—r>—6

B y+ry+4
ad revocandum integrale [= f Vyy—— l.y + 7.y +

lium ellipticorum formulam B. II, pag. 15 Fund. nov. adhibere possumus

¢

Secundum significationem illic adhibitam &1 statuimus
m-—]/ TFi.0—1. P R 7—1
Vr T1.9=1 + Ve +'—”‘“‘—'1 y —

"-'15

k= VI—FF Vy+1a‘-—1-]/d+1r—1
—V7+1 s—14Vy—1.0+1

= V__tlﬂ_;, tan’gg(g-' + amo) —n]/1ty

dy ad formam canonicam integra-

y—1:6 11—y
. .
’ dy .a (— + amv)
est i Vyy —l.yt+r.y+49 me sin? amo -+ nn cos® amo
KE damo K
= = — dp
“m V1 — kk sin® amo m
Porro reductionibus rite perfectis, habemus d : :
— (VA4 V —1.011 A? amyp
ytryo=177—1.00-1| +1.0—1+ } :

Vr—1.6—14+V741.041 { ]17_1 .0-1 ——Ky{—l o+1
r-L.o-14V 1041

sm amy

ideoque

9
[ 231/77 —1.60—1.()/ y+1.0—14V7y—1.641) A amo do
N (Vr—1.0—1+ V1041 m Vi—1.0—1i—V7¥1.0+1 ,smm}z
]/3'-—1 d—1+Vy+1.04+

Quod integrale ut ad formam usitatam integralium ellipticorum tertii ordinis reducamus,
Vi—=1.0—1—VyF1.0F1
Vi—1.0—14Vy+1.0F1
ducimus, unde sin amh = Vir—1+4 V' — .___1
Vir—1 —Vidéi—1-
L
Samh = 2V —1.00—-1
Vi—1T.0—14+ Vy+1.0+1

Ex expressionibus pro & sin amh et sin amh obtinemus

1—Fk 1 ksinamh

novum parametrum k per aequationem

== k sin amh intro-

14k 1—k sinamh

r=l= e T mams . YT T T smamb
14k 1 ksinamh 11—k 1—ksinamh
I—1=— k1 sinamk ’ It1=— k1 sinamh
2i A amh
unde ]/}+1.6—1+1/;'—1.6+1=—_k_.m

Sic constanti factore integralis transformato, I hanc formam tractabiliorem induit

= —

id%amh { Adamy 2 - *
k cos amh (1 -} sin amh sin amy

Quod integrale ut ad functiones @ revocemus, hanc facimus considerationem. Posito

0 =f . A% amv

sin ame -}~ sin amo

dQ cos amee dame: 4% amo
fit == . -
(sin ame -~ sin amv)

sive faciendo @ ='h - iK'

3

dv
K =f 9
| V1—FFk sin*v

habemus dQ __ 'k damh cos amh 4*amo
: dh — J (1 k sin amh sin amv)?
,_ _ Bi A%amh_dQ
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Problema igitur ad investigandum integrale Q reductum est. Est vero

0= A*amo __ { Siname 4%amp dv j‘sin amv A%amy dv
sin amoc - + sinamo ./ sin? ame: — sin?® amo sin? ama — sin® amo

E theoremate fundamentali ill. Jacobi de integralibus ellipticis tertiae speciei

o
. -
fkk sin amea cos ame: Aame sin® amo do = dlog @(a) + 1 log O —a)

1 — kk sin® ame: sin® amo @(v + )
0
. 2K»
ubi O — =1 — 2¢%cos2v + 2¢*cosdv — 2¢° cos 6v +
logg = — ”I( , amK = }n, am(K', k") = 4m, statim sequitur, posito loco v et « resp.

o+ K+ Ki et a4+ K
sin amec 4* amo do dame dlog O(x-+ K) 1 1. H(e<v)
I _ dome i, PR

sin® ame — sin amp ~ cos ame de H(ae—v)
2Kv + 4y . Y .
—) = 21 ¢sino — 2}/ ¢°sin3v + 21/¢%5 sin 5o — .

Alterum integrale

f sin® amo 4% amo

sin® amee — sin® amv

quod ¢ pro sin?amo substituto, tantum radicem e polynomio secundi gradus continet, invenitur
post reductiones obvias

, dame sin coamv — sin coama k k sin coamv — 1
= — 1 : - + Flog """
cos ame: sin coamv -~ sin coama 2 k sin coamy + 1
ita ut jam
0= A% amv do __ dame @ (e K) 3l H (a-I—v) + sm coamy — sin coame
¥ T Jsinama--sinamo ~ cos ame % Otk '?® 9 H(z—0) (&— 2% Sin coamo -} sin caamas

k ! k sin coamp — 1
2% %k sin coamv -+ 1

Qua in expressione secundum o differentiata pro @ scribendum k4 iK'. Sic oritur respectu

aequationum

(2v+zlf)
O} iK) = H(v+K)e

o _im g
H(o + iK) = i@ (v) e - 4K(é+‘ )

i

11
40 kKK sivambh | H'(h—}-K) + 100 O (h -} v) k sin coamh sin coamo — 1
ah = Lamk T "HEFE) T 2 G (h—o) ksin coamh sin coamv I 1
kcosamh ddlog H(h--K) O (h-}-v O'(h— 'K si ]
+ Tmamhl o = +1 (A} )+ s (h—v) . kKK sin 'amh sin coamv
: : O(h—v)  (kksin? coamh sin® coamp — 1) 42amh

Bi A%amh dQ :
‘Jam cum sit [ = — W cosTamh b’ tandem evenit

g = p k¥ $k'K  sin amh H' (h4 K) + il O (h +v) _k sin coamh sin coamp — 1
"k cos®amh °H k+K T @ (h—v) ksin coamh sin coamv + 1
gt i damh —o ddlog H(h-+K) +1 O'(h+v) 11 @'(h—-v)_ kKK ___sin amh sin coamyp -}- 1 }
k cos amh dh? 20 (htv) " 2O (h—v)  Aamh kksin®coamh sin® coamo —1
=t—b, ‘ )

* Porro habemus

1) g5 + b: _f]/ a dqz = —f ag d colg g,
Aglg—

. 8in%q, V“saa — Q2Qq — QgQ, cot2q2

1/ " mas
= arccos ( cotg qg)

agag — azaz

Restat, ut tertiam constantem evolvamus hac aequatione definitam

a l/l +
by = 3 cc g, dq, /
Ve(a + 1)t no l/a aty — 20
1

919 sm‘qz

Primum est

ag dge ag dcos ¢ l/' aza,
f az as /i/asas ( aga, a2z cos Q'2)

— @203 — agag cos?® qq

"~ sin?ge
Deinde integrale

VH_EEE dg, ' ]/+50_1

fVZ (a + %% iz q‘

1 2.9,

d91

fl/i.l+2a a as—(l as"’s) 019,




12

; Q40 214
per substitutionem a—2 ccasds +

1
S
_VwiaTienn auan
cag
s —¢

Afye—m=1

dr = I,

=V 1A+ 2 M,-|-2a a,a, .2 et brevitatis causa p031to m =

Cum o contineatur inter limites —+ 1 et —1, atque ¢>1, formulis A4 I pag. 16 Fund. nov.

uti possumus. Ponimus igitur m = ]/gq —1
—1 1 m ,
=V9 +V9+ =2, wp=1—up
w= VL
dx

tgq(Q—{-amu)—Ml/ l+e
fit A:%du

—
Ve—e. .2z —1

=

o

et reductionibus rite perfectis

1— psin amu%
r—e= —Vee—l gl + p sin amu
ita ut ) )
_ ww — p sinamu

, L A]/QM 1 -+ w sin amu v

Integrale :
1— 1 —psind sin amy du ndet a valoribus sin amu du of f du
f 1} psin amu pendet & f 1 — pp sin? amu 1 — pw sin® amu

Primum integrale facile invenitur esse aequale

1 cos amu 1.
ey o = — —— Sin COaM U
pu damu w
Prlmum est altioris indaginis. Expressio
dd log @ (u + M) _ Ou+M0O"u+M — O'2(u+ M)
du® . @2(u -+ M)

bi ¥ =
b f]/—l——py/ sin® u

Fit infinita, ubi @ =0 Functio

sm2 u

¥4

2

periodis 2M et 2M'i; M’ f
. 0

, functio est monodroma dupliciter periodica gecundi ordinis cum

A*amu

13

dd log O (u - M).

- du?
Secundum theoriam functionum complexarum igitur altera per alteram exprimi potest. Qua
de re ponimus

easdem habet periodos atque evanescit pro iisdem valoribus, pro quibus

dd log ® (u -+ M) A
du? T d%*amu +

ubi. constantes 4 et B adhuc determinandae sunt. Posito v =0, » = M obtinemus
o _ /7 en0) (S m 4
— T @', ”] — —_ ” —
o) o @M = 4+ B, G, oum @0 = ow T8

unde ) A M‘" — \/ Q" 0) o
N -0 (M)}

— B =\ {00 ¥ — o]

quas expression'es ut simplificemus, bis differentiamus aequationem
Vi O@-+M) = Ou)damu

ponimusque # = 0. Ita respectu aequationis ©@(0) = ?i:;—l-" evenit

o) = -1—, t0"(0) — \/glf—_ﬂg

quo valore in expresmoue pro A illato, fit 81mp1101ter A = ww. Porro bis differentiamus
aequationem H(u = }/p ©(u) sin amu differentiationeque peracta statuimus v = M. Sic
invemtur

" r I 2 1" ”
B'(M) = — Wy \/—‘j,— + Vuo" (M)
Harum aequationum ope nanciscimur

M) — Vo) = Vus B (H)

n ”
ita ut tandem
dd log @ (u + M) \/ "
du? A2amu + uM B
ideoque
S \/ 1 dlog O+ M)
Aramu — wW 2,wM p~ du

RS 125 Gl st SO ey

ARl 11
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Singulis jam erutis integralibus, habemus
1-—u§in“amu - __21‘/& ' 2w cos amu 2 dlogOu—+M)
1 4~ p sin amu du = ww V 2uM ) —» + pw Adamu + ww du
4 \/ pp, . V' 2u cos amu (/2 dlog Ou 1 M)
L = M Adamu w du
denique

aza
by = 1, — arccos (\/___,_?»__é__,_ cosq,)
.o ) 03“8_(12“2 ]

Ut omnia absoluta habeamus, adhuc functionis ¥ expressio finita nobis quaerenda est

A asa,,% { \/ (lQ(Zz . -
4 =‘/‘\/{2 a'+q_1)—qqu 2 4, % 4 +f %s%s " sintq, dg, + @295 —ayt

Prius integrale iisdem quibus initio 8. 3 adhibitis transformationibus, transit in

, ubi 7, 0 significationem, illic iis tributam,

——1—yy.y+9 _ dy
Vﬂ?a‘f y+7r Vy—1.y+r.y+o

retinent. Quodsi porro ponimus

2777y —1.00—1 Ap—
! e s = V1—-Fkk
k= Vitl.o—1+Vet+i.r—" V1

. .

Vr+1.d—1—)Vd+1.y—1

r— 1.0 11—y
habemus
dy kK
= —do
: Vy—Tly+r.y+o
am? cos? amv

Vyi—=1.0—1 — Vy+1.041
Vyi—1.0—14 Vy+1.0+1
y+d_l/-d¢)‘—e1 1 — k sin amo
y+7r Viyr—1 1+ ksinamo

1*‘.’/?/=(1+M2)2{

2
1+ % sin amv}

Introducendo parametrum % aequatione

Vy—1.0—1—VdFi.7+41
k sin amh =
Vi—1.0—1+ Vr+1.0+1
Ko4nr Vei—1 _ . sin amh®—1 _

= ik cos amh 4amh —————— =
(1 4+ M*? ]/}7__1 .‘ sin amh + 1

fit

S Vi+1o—1+Vigl.r—1

15

atque integrale ad formam canonicam functionum ellipticarum revocandum

= 1%, cos? amo 1 — k sin amo
V—2a, Gj('l + k sin amh sin amo)? "1 + k sin amo do

=1V "%,6.3

cos® amv . (1 — k sin amo)

Est autem (1 + & sin amh sin amv)® (1 -+ k& sin amo)
_ A B c
= (1 + k sin amh sin amo)* + 1 4 k sin amh sin amo + 1 4k sin amo + D
) , _ A% amh  sin amh - 1
ubi A= — fsint ok sin amh — 1
0 = __KE.(k4-1) 1
- k® " (sin amh — 1)2

1=A+B+C+D

sin amh , sin amh — 1

Ita definitis 4, B, C, D, habemus

do do do
== A.[(l —+ k sin amh sin amv)? + B./i — k sin amh sin amo + C./‘l + & sin amo + Do

= A3 4 B3" + €3" + Do

Jam quodque integrale seorsim tractamus atque initium facimus a 3'. Quodsi ponimus

: k sin amh dv
P —ji - k sin amh sin amo

fit
dP k cos amh Aamh dv
@ = i = 4 amh =’
h — J(1+ & sin amh sin amo)? k cos amh 4am.
3= 1 dP
™ k cos amh damh dh
do sin amv do

P autem = k sin amh fi

— kk sin? amh sin? amy

— Kk sin®
— kk sin? amh sin® amv » Kk sin amhji

do . ..
ipsi ; i . bi jam supra
Valor ipsius ji R i gl s sequitur e theormate fundamentali cl, Jacobi j p

in usum vocato, ponendo laco © et & resp. v 4 iK', k4 iK .
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Ita evenit
‘ do _ 1 % H®) |y @0 —B)
1 — k* sin? amh sin® amo Aamh cotg amh " H(h)- ' * 90 (o + b)Y
Porro est
f sin amo do 1 [sin am (o 4 b B do
T &k sin® amh sin® amo 24 amh cos amh " ) - sin am (o — h)] dv
_ 1 » Adam (v + k) — k cos am (v 4 &)
= Ok Zamh cos amh " Aam (o — h) - k cos am (o — h)
quum sit

f sin amp do = -}; log [damv — k cos amo]

His substitutionibus factis, obtinemus

k sin® amh ; ‘(R) 11 @(v—h) Adam (v —h) — k cos am (v — h)
Aamh cos amh (" H (h) + iy @(v+h) dam (v+h ) 4+ kcosam (o -+ A).

P=

unde tandem
1 dP

SN= — . —
k cos amh 4amh dh
qua differentiatione supersedere possumus.

Valor ipsius =” in antecedentibus contentus est. Nempe

1

= —
k sin amh . P
. " . do k sin amv do
Demque == fl + ksinamp ~ J 4*amo - A?amo
Ut supra demonstratum, fit -
dv \/ " 1 d log @(v-l-K k sin amv dv __ k
fd%zmv = T KK Y 2kK 0" )+ atque f Aramv kK sin coamy
qua de re
1 dlog® (v—+ K) k
kk \/2kK /kr . dv + ‘—"— Sin coam?

Singulis jam erutis integralibus =, =", =’, habetur
S = A3’ 4+ B3" 4 CZ" 4 Dv

Alterum quod in ¥ exstat integrale

T
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. haud difficile invenitur

as a. 3
= a3 arc cos (\/ cos g) — ag arcc a2
as as — ag az 7 ? 08 as as — azaz COtg 7

V=1V—2u-63+ 8 + asqz — axt Q. E. F.

Tandem

8§ b
bwmﬁcatm astronomica illarum constantium mtegranonls quoad tempus atque situm orbl-
tae a corpore descriptae spectant haud difficile intelligitur. Ex aequatione 1) §.4

T %
cos (g3 + bs) = \/—__‘a.qns —cotg qz

(13 ("5 — a2 a2
. . a, .
sequitur, posito —~ = cos?
[42

cos (g3 -+ b2) = cotg i cotg go
unde videmus orbitam corporis moti esse simpliciter curvatam, denotare ¢ inclinationem orbitae

atque — b2 longitudinem nodi ; L . . .
q 2 long nodi ascendentis. Per %a, exprimi distantiam mediam a sole, quam

tamquam elementum orbitae introducere couvenit, jam supra diximus. Aequationes inter tem-
pus ra:dlum.que vectorem atque anomaliam veram radiumque vectorem, quibus definitur motus
corporis, in expressionibus pro constantibus inventis contentae sunt. Qualis est aequatio

i—b, = I, ubi b, pro tempore perihelii assumi posse perspicuum. Porro habetur, denotante
¢ anomaliam veram, dg = dt sive
91QI
——y
.ag \/1 d = =
g = f e dql

\/2 (al + i) _ Gsag 04,
9 919

_ V2l]/-ll+2a,a,3a8 gi{ E—H"(M) n pﬁiu . Vgﬁcosamu 2 dlog @u+ M)
cag wY M V ou damu TV " du

quae est aequatio orbitae a corpore descriptae.

Integrale &1 § anteced. igitur nihil aliud est nisi anomalia vera ¢. Qua de re habemus

ooty =) = T2 — iy — )

V2 . . . o s
unde 5 bs esse distantiam perihelii a nodo ascendente elucet, siquidem angulum ¢ a

3
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perihelio numeramus. Quodsi denique a3 sive @z, quae relatione @z = as cosi ab invicem
dependent, tamquam parametrum motum corporis definientem specftaznus , omnes sex const'a.n.tes
integrationis geometrice interpretati sumus. Motus ille hac .potlssnfmm re a motu ellfptlco
differt, quod perihelium corporis attracti non eundem locum in spatio obtinet, sed m’cn'culo
circa solem movetur. Posito enim in aequatione

1/21|/23.+2a1a3a3%u\/n " WW /g, 008 AmY 2 dlog O(u+M)
= 2\ eV |2 degBlt

¢+ P = 2 w Aamu u

—4 V—————M 200305 i est minimus valor ipsius habemus
=0 et @ = TR + e Q;, qui est minimus P q, )
cum sif amu=———721, w=—M,

_ _VAVA e (VA ) + LI
$o = cas w » Vo
— A —V A F 2a1asas .

Tum aequato ¢ maximo ejus valori V2a1+ UBDB — (Q, fiat @ = ¢1; cum sit

7 .
porro amu = 5, # = M erit

Vo1V ia + 2arasas (VM g W
¢+ 9o = @ 3{ p H(M)-I—VQMM%

cas

- atque igitur

2]@)7]/2.1-{—2(1103(13 {]/HMH”(M\ + w M%
= w Vo

P cas

qui valor a 7 diversus. Ut vero discamus, quantum a 7 differat, expressio in seriem evol-
venda est. Quem in finem ab aequatione primitiva integrali profiscimur

‘ 2 2
. 03\/1—{-;(;.61_ i‘ll_
‘P+‘Po =/\/2( 2 asa3q1§h
o+ E)_ @

. asas _ , e .
ponimusque —— —4 = Vi F 2a1asas cos 8, unde evenit

| o7 \/ 921/ % + 2arasas
9+ 9= \/1 + _/ gl + “ecasas + 222 0‘ @

ccasas

‘ 242 1 , 1 1 5 ‘o }d()
= \/1--{- {1 + %cosol ~ See cos? 0 + 1—6—9—500356 128¢¢ cost 0 ..

cecasas

ccasas -+ 242
0 = - = 1
2L)/ 24 + 2a1asas
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~ Valoribus ipsius g1, @z et Q1 quum respondeat resp. § = 0, 0 = 7, obtinemus valorem

ipsius @1, qui distantiam angularem peribelii ab aphelio denotat, si integrale inter limites
0 et m sumimus. Ita respectu aequationum

kd

E ot : . 1.3.5...(20— 1
cos zdz = 0 " _— ). =
[ ’ foc"s v = 546...2n 2
fit ‘ '
n=0o0
244 1.3.5....4n—3 1|
= 1 — il
# n\/ ccasas 1 2(2».2.4.6...21»)'9275}
. n=1

. 1 .. .
Quodsi potestates i altioresque propter magnitudinem quantitatis ¢ negligimus, habemus

f,01=7t(1+ 4 )

ccasag

unde distantia duorum periheliorum se consequentium

Al

ccas as

=2

Hac expressione ¢1 comparata cum supra inventa, cum sit @ = 1—;—!"—‘“, habemus adhuc
w

relationem elegantem

n=—

w .
1.3.5..4”"—-3 2”, 2n 2 _"g“‘;"‘ B

n=1 # l/.2l"’

)_l{_”——j-_l[ + (2.4

§. 6.

Problemate simplici de motu relativo duorum corporum in antecedentibus resoluto, ad
considerationem perturbationum a gravitatione aliarum massarum resultantium transeamus.
Sit @ functio perturbatrix, @i, as, as, b1, bz, bs systema elementarum canonicorum conditioni-
bus in § 1) explicatis satisfacientium, secundum theorema egregium ill. Jacobi formulae per-
turbatoriae prorsus ejusdem sunt formae atque aequationes differentiales motus; etenim

doy _ _ dR day = dQ dos 4R
dt —  dbi’ dt T dby’ at — T dbs’
dh _ 4@ dbs _ 4@ d _ 4@
dt = dm’ dt — da’ dt —  das’

ubi 2 tamquam functio elementorum @, b considerata. Designante m corpus, cujus motum
relativam circa M perscrutati sumus, denotantibus porro m’, m”, m" etc. massas perturbatrices,

3%
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r,r,r, etc. dlstantlas ipsarum m, m’, m"... ab M; g, r"o, vy distantias ipsarum m’,m”, m”

ab m; ¢, ¥, stc. distantias ipsarum m”, m” etc. ab m, et sic porro, ita ut sit m:k)) distantia -

corporis m® ab m(k), functio perturbatrix £ hanc induit formam
, rr+rr—-—roro ( ldr’z' 2 , ddr'y
hm ( ) =% T dtZ)
by frr 41—,y ___}*dr"2 cﬁf;
+ im ( ‘ T )(1 po T —|— dt2) -+ ete.

/4

. mm'A, 1 ar mm’”’ 1 dr”,
wioon="r (1= G+ 7 (%

m'm” 1 dr
cc’

Hic tantummodo perturbationes saeculares, quae e terminis non periodicis functionis £2
oriuntur, consideramus quum propter gravitatem earum, tum quia earum ope constantem ¢

determinari posse verisimile est.
Jam r...r,... ut functiones temporis constantiumque a,...b; exprimendae atque in £

substituendae sunt. Quem in finem expressionibus supra evolutis propter inextricabilem calculi
complicationem uti nequimus; evolutiones in series nobis adhibendae sunt, tertiis altioribusque
potestatibus ipsius ¢ neglectis.

Denotante ¢ longitudinem corporis in orbita, erat

]/ 7 2 2.1 A1
14 —-— ccq1 éc"

9+ 9o = /i/ d (lesas dql_.a,/ v = a‘:;‘il dg,
2 (a1, +—) Ch ) P
Quodsi angulum #» introducimus aequatione
'&’;—‘i—l = Vm cosu
ubi pro ¢, scripsimus r, hoc integrale abit in
9+ g0 = o(1 o =y B B GLY

AVk F 2a,a5a, A3)Ah F 2a,a4a,
+ ( ccag gy - ctaj ) sin
).2. (A4 + 2a1asa3)

i sin 2u
cta;

Angulum ¢ a peribelio computare convenit. Tum fit ¢, = 0. Porro erat

21
A1 a1

\/1+i' (+&7—ta s
d
f\/2(1+ Ok =/ 2(e+7) =% r

Ponimus 2+ 2a,r = |/24 4 2a, aza, cosE, fit

t—b, = ——— 1, )'__) ]/M—I—Za,aaaa sin E
' (— 2_“1)%‘ . %€ (—2a,)t (— 2“1)?
1 &%-larccslcosE — Vi3 ¥ 2a, aga,
c* @y l—]/l).—{—Qa ag6g cos E

sive ratione habita aequationis
AcosE — Ik + 2a,a5a,
A — V22 4 2a,a5a4 cos E

cos U =

qua anguli v et E inter se conjuncti sunt

t—b, =( + A )'E—Vu+2a‘?°aas€nE——- 13{.‘ 1
(—2a)t T o0 (—2a) (— 2a,)* ot @

Posito ¢ = 0O, formulae pro ¢ et ¢ erutae in formulas notas motus elliptici transeunt, si pro

Vi M+ 20,050, scribimus e, i. e. excentricitatem ellipseos, pro (t-—b,)( ‘) anomaliam

mediam $. A quantitate Va1 f a‘a"a’ etiam in nostro problemate pendere ellipticitatem

curvae elucet, qua de re pro ea significationem e retinebimus, Utique in hoc calculo approxi-
mativo ad interpretendas res pro a,, 4,, 6, elementa elliptica retinere convenit. Designat
autem

.. semiaxem majorem A, sive potius in nostro casu distantiam mediam a sole
... radicem quadraticam semiparametri p multiplicatam per cosinum inclinationis i

.. radicem quadraticam semiparametri p

s
]/l '
V'id 4+ 2a1as a5

- .

. excentricitatem e

Ita habemus hoc formularum systema, si pro 1 -4 Elé . % — 3 i’-ﬁ'—l- scribimus \/ 1+EE ;

quod ab eo tantum quantitatibus tertii ordinis differt
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q;zu(\/;—%—-%—’ >+(cc —p——iii-'-?% sinueg-g.;—;sin%
(1—}—00 A)E+esan— 2—53-7; g U
r=1—~.—*:—£m=A(1wecosE)
o = e 0 VTS

Motus igitur e lege Weberiana oriundus e motu elliptico derivatus concipi potest, siquidem
correctiones aliquot illis formulis expressas adhibemus. Atque etiam in formulis perturbatoriis
quantitates 4 et e sive p = A(1— ee), quippe quarum a variationibus maxime pendeat
stabilitas systematis mundi, retinere convenit. Si igitur per @ longitudinem nodi ascendentis,
per 7 distantiam perihelii ab eo, per ¢, tempus perihelii designamus, habetur

dA dQ dt dQ

= 2 - -0 _ 2 7°°

A a = %4 dt,’ g dt 24 dA
dn e d]/p - de
Vig= vy V'a =@

. de do d}/ p cosi an

Vlﬁ_ d)/ pecosi’ Va d = de

Quibus in formulis pro r et ¢ expressiones earum in ¢ aliisque constantibus sunt sub-
stituendae. Hoc in calculo e et ¢ tamquam quantitates perparvas primi ordinis concipimus,
id quod in systemate nostro planetarum bono jure licet, negligimusque tertias altioresque

. . . 1\ 1 . ..
dimensiones harum quantitatum. Neglecto (c—c) ' e ut perparva primi ordinis supponenda

est, ita ut producta hujus quantitatis in e et ¢ plus duarum dimensionum omnino sint rejicienda.
Notum est, # exprimi per E hac serie

@) v =FE + 2(y,sinE+ e sm2E+ sm3E+ el
?
; P pt? P(P+3) gt pe+H@+5) rte
ubi = 2P+ P+2e + P+4 + 9.3 oPts T

unde videmus, in ¥ pro u simpliciter scribendum esse E. Patet igitur, si pro

z 1 w1 . \/
+ —.— — 1 ek 1—4—2—17;; statuimus 1 + p A
esse ' \/ —{— 2 Z.E + esinE. Hinc fit, posito

23
b= &z 3’ ez 3
\/1+a‘z \/1+:c':i

. 3
E=06-4 esing + 5 sin2 + 5(3sin30 — sin) + ...

=8’

sinE = sin0 + o ® sin 26 + 2 8 (33m30 — sin0) 4 ..

sin 2E == sin20 -+ ¢ (sin30 — sin0) + s& (sin40 — sin 20) + ...

ete.

cos E = cos§ + —;—(cos20— 1) + 25(3 cos 30 — 3 cos 0) -+ ...

Quibus expressionibus substitutis in aequatione @), evenit neglectis negligendis

u==0 -4 (e ¢)sin0 -} 3 ee sin20
=0 | (e + ¢) sin @ } % ee sin29

y)
Hoc pacto e ¢ = u \/1 + 2 -,27 + — 3 sin u eruimus, quum pro sinu scribi possit sin 9,

S \/1-[—
necnonf)pro 0‘/1.‘.1.2_ c;g
cc p ‘/

cc A

A 1N . 24 e 5 on o
—_ Z.= —_ = 3
q>_,0+2e(l+cc p)sm& = Acos3+-_£ees:n2
Tandem r = A(1 — e cos E) invenitur esse

1

= A[l—e(cos I + o A5 $) — ¢ (cos 29 — 1))

§ T
Quibus omnibus rite praeparatis, ad evolvendam functionem £ procedamus; et quidem
primo partem ejus
0 = im ,rr-l-rr—roro(l 1 ar® 2 ddr) _ 1 dr

'8 e dif de? ~ cc

consideremus. Sint z,y, 5, «,, y,, 5, coordinatae orthogonales corporum m et m, fit

o= zx +yy s, r'r = a4 yy 55, g, = (:::——»-.'z:')2 + y—v9)* 4+ —75)
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Secundum formulas in opere celeberrimo Mécanique analytique evolutas habemus
z = r(a cosp -+ 68 sing)
y = r (e, cosp + 6, sing)
5 = r(a,cos ¢ + 6, sin )

ubi @ =  COST COS W — Sin 7 Sin @ cos i
¢ = — Sir 7T COS @ — COS 7T Sin @ COS 1
€ = oS Sin ® -+ Sin 7 CoS ® cOS i
. 6, = — sin 7 sin w -~ COS 7 COS @ COS i
o, = sin 7T Sin i
6 = cosmsini

Quantitates ad corpus m’ pertinentes ductibus * denotabuntur. Ita habetur

ro' 1y == 17+ 17— (A4 B)rr’ cos (p—¢") — (A— B,) rr’ cos (9 +¢') — (4—B) v sin (9 — ¢")
— (4,4 B) rr’ sin (9 + ¢)

aa +aa +an u’

a8’ + 28 -+ e 6,

a8 + /6 + /6,

B — 66’ + 6,6/ + 6,8’

4 e

ubi

Il

A
B
y: |

Quas quantitates Lagrange demonstravit ita exprimi posse

A = cosm, coswy — Sinmy sinw, cosiy
B = — sin m," cos o, — cosm, sinw, cosi,
A = cosm, sinw, -+ sinm, cosw, cosiy
B, = — sinm," sin @, - cos m,’ cosw, cos iy’

ubi 7, @,, i, significant resp. long. per., long. modi asc., inclinationem orbitae ab m’
descriptad planitie orbitae corporis m pro basi assumpta. Harum expressionum ope eruitur

rory = 1 41T —2rr cos (9 — ¢ — 0, — 7y) cos? } iy’ — 2r7’ cos(p+ @ —awy + 7, sin® Liy
unde

rrfrr —ryr,  reos(p—¢ —w—mn,)

+ rlcos(g—¢ —w, —mn, ) —coslp +¢'—w, +7
2r'8 r'r

r'y

Mginz1 -
sin*ii,

Porro neglectis tertiis potestatibus ipsius sin § ¢;" habemus
1

. 17 [cos(g+-g'— w0’ +710) — cos{p—g'— wo'—m’)]
re'  V[rr+rr=2rrcos\g—g— wo’— 759’ )

[rr 4+ 7" — 2rr cos (¢ — ¢ — w0’ — 70 JE

sin® L do’

Radicalia in denominatore hujus expressionis existentia in series secundum cosinus multi-
plorum anguli ¢ — ¢  — @’ —m’ progredientes evolvi possunt, ita ut sit retentis significa-

25 .,

tionibus ill. Lagrange, atque statuto @ = ¢ — ¢’ — @y’ — 1y’

(rr =11 — 21" cos @] = (r,r') 4 (r,1'); cos D - (r,1')y cos 20 + (r,r')s cos 3D -} etc.
-3 ,. , \ I3

(e -1 — 2rr cos D) = [r,F] 4[]y cos @ 4 [r,1']; cos 20 |- [r,r']s cos 3D + etc.

Habemus igitur

1 ;
o= () + (r,7)y cos D 4 (r,r); cos 2@ + ete.

+ ' {[rr]+ [rrhcos @ 4 [r r]s c0s 20 ...} fcos & — cos D} sin § i’

ubi ¥ = @+ ¢ —wo' + m'.

Qua in expressione valores ipsarum r,r, ¢ ¢’ in § 7 eruti
sunt substituendi. Erat ‘

y)
r = A[1——ecos&—c—é.%sin&~f2f(cos2z9—1)]

4 ’ o’

4 , . A€ . ., e ,
¥ = A[l—e cosx‘}—EE-Z,smﬂ——?(cos23—-l)] _

, A e y
¢ = I3 + 2esind +2;6-;sm3——252--zcos& + L ee sin 29

, /s e 2N }' e, : ’ ]' '
‘q) = ¥ +2e sin +2c—c-773m3—25~ A,cos& +§e’e’sm20

. 1 dro .
% ar In expressione polt s terminus

In functione 2 ;_1— exsistit multiplicatum in 1— 1  dro i
0 .

sin® 4 io’ continens, rejiciendus est, qua de re nanciscimur

1 dr’ 11 dr ,dr’ dr’ do
B rdt-|-r———r cos ® t—.-rcosfbﬁ——rrsmww)

In parenthesi tantum quantitates primi ordinis retinendas esse perspicuum.  Quodsi igitor
introducimus pro

dr ,dr — ———r
T + r Eri....el/_Alsmﬂ + e'VA'lsin#’

,dr .dr’ AY A
r(—ﬁ+rm.... 1}_/;«3 sin 3 4 V]./Z'esa'n&

A
Vl%(v VZ)(l——ecos&—-e cos&’)+2v_cos3—217:cos3

nec non pro cos @, cujus valorem exactius exhibemus,

€08 D = cos (9 — ¥ — w’ — m’) —
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s 2e (1’—{--2;-41—)35%3—2—:.20030—}—%” sm29)

— sin (& — & — a0’ —no) 2 ¢
23(1-{——— —)sz'n&'—-c .AcosS —|-¢ee sm29\

— ¢0s ($— 9 — @' — m’) { ee — ee cos 29 - e'e’— ¢'e’ cos 29' — 2ee’ [cos (9 — F) — cos (3 + 3')] }

invenimus
1 dr()’ V‘l 1 ’ ’ ’ 4 A’ o ’ ’ ’
c_0.7’1_—_——c—c—.r{e]/}ism&+ €y 4 sm&—-(VA,e sin 3 4 VAesm&) €08 (9 —F — wo'— m’)

_[(1}4_:4 VA’>(1 ecos&—-ecos&)—{-VAco& ]ﬁjcos&]sm(ﬂ—ﬁ—m——m)

Z) (e sin 3 — € sin 9) cos (9 — F — wo’ — m)')}

. , 1 dro . 7. . . 1 ..o 11 dry ..
In functione 2 T multiplicata invenitur per ) factor expressionis Pl igitur est
1 ’ T—cos®) ., .,
,1 _ _ ’ + 2rr (?o:*x 008 ) _sin? 4 io
ro'ro rr 41’ —2r cos @ ° (rr 4+ r'r’ — 2rr’ cos D)

cujus primam partem tantum retinendam esse patet. Illa autem hoc modo in seriem secundum
multipla ipsius @ progredientem evolvi potest.

Habemus ’ .
1 1 1
rr G — 20 cos DT p P e

denotante e numerum, cujus log. hyp. = 1. Porro
1 1 { r ey r'r e | 10 3 *
PR 1+ "e —|—;§e + ...
1

1 { v T e 1 s |
—_— = —1 —e —— e — € ree
Il e g + & 3 + g

Quae series modo tum convergunt, si r>>#. Quum vero r et r expressionem similiter in-
grediantur, modo r cum ¢ permutare licet, si contrarium locum habet. Quibus seriebus in
se ductis, revocatisque quantitatibus exponentialibus ad cosinus multiplorum ipsius @, obti-
nemus ‘

1
rr - v’ — 2rr' cos @

= {nr'l + {1} cos® + |1}, cos 20 + ..

ubi

> . . 1
(1), [r,r'] mox in usum vocandae. Expressionem pro —

1 r'y 1t 1
;(]+_1‘7+1I+) rr—op'r

, 2 (v s ’ r 1
{r’r%].: }7(7+1—‘?+'—3‘+....) —3 2— g

Crorr—or'y

, 2 9" r 1
r,r ———
{rrfe= + + + rrorr—r'r
etc.
Quae cum ita sint, tandem eruitur, neglectis negligendis
1 1 dn '
cc rodt

]{:c— { e}/ Asind+-e 1/ 4A'sind —[l_/% e'sind +]—}1—:A e szn\9+2(]—/£—_A - ]—/.{1:4-) (e sinﬁ-e’sin&')]cos (9 =9 =o' ")
A A , ~ 24 24 A . , .
+[ l—/—z—l—/-z,)(e cos 3 — ¢ cos&)_v.z cos&-—m—,e cos«?]sm(&—:—a — w0 -— 7o } X
%gA,A’} + {44} 008 (9 —F — o' — ) + {4, 4} 0082(F —F — a0’ — m) + }
) :
3
—_ ]/_. (]-—/_—Z— VA) sin (& — ¥ — @' — ) { {rr'l + {1l cos @ - fryr'ls cos 20 - }

ubt adhuc ponendum .
dja,4'}

frrl = {4,4') + ad (— Aecos&—iesm&—}—ﬂ—%cas?&j
4 UL ey g e2)
+ §A A'} (— A'¢ cos¥ —ci ¢ sin 9 +- ;e —%e—’f'cos 29)
+ ddgﬁif“’} v A’A’e'e'(1+ 2 cos 25)
+ d‘:lifdj,} [cos (& — 9) + cos (9 4+ 9]

similiterque pro {r,r’} 1 ete.  Valor ipsius cos @ jam supra propositus. Attamen tantummodo
quantitatum primi ordinis ratio habenda est propter factorem ]%—7'; functionem {r, ¥} ideo

exactius exhibui, ut ad ejus normam parenthesibus tantum commutatis formentur functiones

’

o7 dr propositam si accuratius
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‘examinaverimus, nullum eam continere terminum non-periodicum inveniemus, ita ut ad varia-

tiones saeculares planetarum inde nihil redundet.

. . . 1
Inquiramus in functionem . Erat
()

1 (r,r') 4 (r,r')n cos @ + (1) cos 2@ - ete.

o’
+ {[r,r’] + [r,r' cos @ + [r,r]e cos 20 + . } {cos i — cos (D§ sin? §éo
ubi m= q)_¢'_fw0r_n0r’ 'II=¢+¢,—0)0'+”0'

In termino, qui continet sin® §io’, jam quantitates primi ordinis excludendae sunt; pro r,r igitur
scribendum 4,4, pro @ et ¥ resp. 9— 8 —w’ —m, 3+ F—2 +m'. Quum porro
tantum terminos a & et & independentes retineamus, inde habetur nihil nisi
— LAA[A A, sin® iy
E (r,r") nanciscimur terminum non periodicum
, d(4,4) A | dd(4,4) AA d4,A) K | dd(4,A) 44

4,4) + { a3 T '71742—Z§ee+ { a3 T Taar 4{°°

E (r,)1 cos ©, multiplicatione recte instituta, restat

(4,4 A Ay 4 | dAE ALY )

, y: |
fay + =37 5 + =g 3+ “daar 1
Expressiones sequentes (r,r")2 cos 2@ ete. nihil contribuunt ad perturbationes saeculares. Ter-
mini inventi prorsus congruunt cum iis quas ill. Lagrange poposuit. — *
Jam procedamus ad alteram partem functionis Q
rr -’ —rry 1 dr'? 2 , ddr
2r'3 (1 cc

A — . hatuid
i cc di? cc dt?
E quantitate uncis inclusa facile invenitur restare
22 ¢
1 — . — cos &
-} polbrdi

Porro erat

r'r

e r'r—rirs _ rooslg—g—ov—m) | rlooslg—g'—ar'—m)—coslgtg—an tm) pay i
= 2z

2r 3 r'r

Inde sequitur
rr—1'r'—ro 1o (1 1 ar? + —2~rd—dﬁ) .
2r'3 cc  df? cc dit/)

r cos (g — ¢ — ' — 7o) r [cos (¢ — @’ — wo’ — 7o) — cos ( f— o’ + )] . .,
¢ q;,r, 4 rleoslp—g — o ),',« 9+9 ) gin2 1 io

24 ¢ rcos(p— ¢ — @) — o)

-, — cos F
cc A 'r

29
Duo termini posteriores neglectis quantitatibus tertii ordinis, abeunt in hos

Afcos (9 — F — w0’ — m') — cos (§ 4 ¥ — w0’ 4 )]
AA

sin® L o’

2 ¢ ' , .
+ E.A—e—wAcos(ﬂ—x? — o — 70’} cos 9

patetque nullos inde fluere terminos constantes. Substitutionibus factis pro r et r, fit

r A A1 . , , . A 1 .
ﬁ=ﬁ{1-—-e(cos1?+c—c.13mﬁ)+2e (cos«?—l—za.z—ism&)

+ e—; (1 — cos 29) + ?2i (145 cos 29) — eé’ [cos (% — F) + cos (9 + 9]

Quodsi hunc valorem ducimus in valorem ipsius cos @ supra exhibitum, videmus terminos
constantes tertium ordinem non egredientes se invicem destruere. Fit enim

’ ’

A ee , ., ee , ,
T (—-§-——ee +—2—+ee)cos(mo —m) =0
Si igitur per [2] designamus partem constantem ipsis £, habemus

4 ! ’ ’ 4 '. .7 ’ dAA’ A ddAAI AA; .
(@) = dn {— g ax [ a) st 3 + () + (SFE 5+ SR ) e

d(4,4) & | dd{A,4) A4 ,,

+ (GGt 1)
, dA Ay A , dAAn A& | ddAA) AL\ , .,
+ ((A,A)1 -+ ————d’A—-§ +r————.d’A, o -——-——dA‘;A, . 4)ee cos(mo—no)}

qua cum expressione ill. Lagrange comparata, eas omnino congruere videmus, id quod valde

memorabile. Functio 2 = 2 + 2" 4 2”7 + ..., ubi 2 definitur vis perturbatrix massa m’

erercita etc.; igitur [R] = [@] + [R"] + [£"] 4 ... ,
Omnia, quae Lagrange de perturbationibus saecularibus protulit, etiam hic valent.

Ex aequatione
da d[L]
A= == 242 -
a = 24 dt,
sequitur d4 = 0, quum {, functionem [2] omnino non ingrediatur. Mediae distantiae plane-
tarum a sole, etiamsi valeat lex electrodynamica, loco Neutonianae, variationibus saecularibus

non afficiuntur. Secundum Lagrange est simplicius
 (8(4,4") + A4’ [A4, A1 (ee €€ i’
0] — 11 ) , L, A cingd 147
[9] = §4my ~ 244' [A4,A4): e€’ cos {w) — ' } 4 AL [4, 4] sin® §io
+.é.lm” 8 (A,AII) + AAI/ [A’A”]l (ee + ellell lmil " " . .
— 244" [4,A"]: ee” cos (@’ — m")} -1 A4 [4,47] sin® Lo

+ ete.
5
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