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TRAITÉ

D'ÉNERGÉTIQUE.

CHAPITRE XII.

LE MOUVEMENT DES SYSTÈMES DE TEMPÉRATURE UNIFORME. 1. Définition et
propriétés générales du travail virtuel de viscosité ( ).

Nous avons étudié la Statique générale. Les systèmes dont elle donne les
conditions d'équilibre ne sont pas, sans doute; absolument quelconques;
cependant, ils sont susceptibles d affecter des formes très dis erses.
Nous allons aborder la Dynamique générale. qui a pour objet les lois du
mouvement de ces mêmes systèmes. Le mot mouvement prend ici, bien
entendu, le sens très général que nous lui avons donné au Chapitre 1,
paragraphe 9 (t. J, p. 4H i; (') Les lois de la Dynamique fiént-rale.
telles qu'elles sont exposées ici, nul. été indiquées par nous dans
l'écrit suivant.:

Commentaire aux principes de la Thermodynamique. Troisième Les équations
générales de la Thermodynamique, Chap. Il (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, '\K série, t. X. iHo.4. PP- ̃i"-1- seqq. ). Voir,
sur le même sujet

Ladislas Natanson, Sur' les lois des jiliénomènes irréversibles (
Bulletin de l'Académie des Sciences de Cracovie, mars i8y(S. p. 117:
Zeilschrift fur physikalische Chemie, Bd. XXI, 1S9O'. p. io.3). -–
Ladisias Nataxson. Sur les propriétés llier nwcinétiq ues des potentiels
thermodynamiques ( Bulletin de i Académie des Sciences de Cracovie.
1B97, P* 24t Zeifschrift fur p/tysilatische Chemie, Bd. XXIV. 1897, p.
?i:). – C.ews Hklm, Oie Energelik nach ihrer geschichtlichen
EnUvickelung, VIlIler Theil, IIter Abschniil, Leipzig, iSq^, pp.
343-347). ).

I). – 11 t
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il rie désigne pas simplement le mouvement local, bien  -i/ o, :J)
à$(e, 2rj -o.

d) G = *3(e,3) – ûJ,

E étant le travail virtuel des actions extérieures.
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Cette égalité (i i résume toutes les lois de l'équilibre du système que
nous étudions; peut-on l'étendre de manière a obtenir une formule qui
résumerait toutes les lois du mouvement de ee même système ?

Pour les systèmes très particuliers qu'étudie la Mécanique rationnelle,
nous connaissons (Cliap. ï; 8 t I p. rJ\'x i un principe qui nous
permet de passer ainsi de la Statique à la Dynamique; c esl le
Pi!ii\criE nu iVAi.kmbiokt consiste en ceci Pour Hier des lois de
L'équilibre d' 'un système les lois du mouvement de ce même système, il
suffit de remplacer les actions extérieures qui sollicitent ce système
par V ensemble des actions extérieures et des actions d inertie

La première idée qui se présente à l'esprit est d'étendre aux systèmes
généraux que nous voulons étudier le principe de d'Alembert que nous
savons être exact en un cas très particulier. Faisons donc cette
extension, et voyons si elle est légitime. En vertu de cette extension,
on devra avoir, pour toute modification virtuelle imposée au système à
partir de l'état qu'il présente à l'instant t, l'égalité

(̃.) E + t = 3J(e.Si -7 ( e. Sr i Sîr,

•: étant le travail virtuel des actions d'inertie.

Cette égalité peut se mettre encore sous une autre forme. Pour maintenir
le système en équilibre dans l'état considéré, il faudrait lui appliquer
certaines actions extérieures; en la modification virtuelle à laquelle
se rapporte l'égalité (2), ces actions-là effectueraient un certain
travail G', et l'on aurait, d'après l'égalité (1), ̃m? àtf ““

î;' ô

riz

en sorte que l'égalité (a) peut s'écrire

(3j ç-e'-+-T = o.

Nous nommerons, en toute modification virtuelle, travail des actions
efficaces l'excès du travail g des actions extérieures qui agissent
réellement sur le système sur le travail des actions extérieures qui
seraient capables de le maintenir en équilibre.
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i* chaîne (o peut alors s énoncer ainsi

En toute modification virtuelle imposée au système à par til- de l'un
quelconque des états qu'il traverse au cours de soli mouvement, le
travail des actions efficaces et le travail des actions (V inertie
donnent une somme égale à o.

Parmi les modifications virtuelles dont il s'agit se trouve la
modification réelle infiniment petite que le système subit, en quittant
l'état considéré cette modification, la proposition précédente est
applicable. Or, en une modification réelle, le travail des actions
d'inertie est égal [Chap. 111, égalité (3); t. I, p. i 16] à la
diminution de la force vive

–

(!¡) clt clt.

L'égalité (3 ) devient alors

C- dfi

.) ) il- dt.

En une modification réelle et infiniment petite quelconque, le travail
des actions efficaces est égal à 'accroissement de la force vive; cette
proposition s'étend d1 elle-même à une modification réelle finie.

Supposons, en particulier, que le mouvement du système soit un régime
permanent périodiquement, chacune des masses élémentaires qui composent
le système repasse par la même position, et elle y repasse avec la même
vitesse la période de ce retour est la même pour toutes ces masses;
périodiquement, donc, la force vive reprend la même valeur, en sorte que
l'on peut énoncer la proposition suivante

Pendant une période de marche d un système en régime e permanent, le
travail des actions efficaces est égal à o. Il est des systèmes pour
lesquels on peut admettre l'exactitude d'une telle loi tels sont, en
particulier, tous les systèmes dont le mouvement peut ètre représenté
par la Mécanique rationnelle pour de tels systèmes, cette loi est un
corollaire de la loi de la conservation de la force vive. Mais il est
également un grand
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nombre de systèmes auxquels cette loi n esl. cerlainemeul pa-i
applicable telles les machines-outils qu emploie l'Industrie pour
représenter les propriétés d'une telle machine eu régime permanent, on
est obligé d'admettre que le travail des actions efficaces, au cours d
'une période de marche, est positif et non pas nul. L'égalité (2) ne
saurait donc être conservée comme loi générale du mouvement; elle doit
être modifiée Nous lui substituerons l'égaillé

(6; S + ^^J^a,

~(e, à:~

dans laquelle le terme A prendra le nom de travail virtuel de la
viscosité. Une série d'hypothèses va (ixer la forme de ce terme. Nous
commencerons, d'abord, par préciser de quelle manière la modification
virtuelle du système sera définie.

Le mouvement du système est déterminé (Cliap. I, §9; t. I, p. 5a) parla
connaissance de vitesses générales, en nombre limité ou illimité; soient
u, v, u, les valeurs qu'ont réellement ces vitesses à l'instant t.

Soient L', V, W, d'autres vitesses, quelconques d'ailleurs, que l'on
pourrait imprimer au système, pris dans l'état qu'il présente à
l'instant l, sans contrarier les liaisons qui lui sont imposées à ce
même instant; ces vitesses U, V, W, prendront le nom de vitesses
virtuelles du système à l'instant

Soit s un temps infiniment petit quelconque posons (7) Uô = tp, Ve = 4-,
We = Si le système était, pendant le temps 1, animé des vitesses L, V,
W, il subirait un certain changement d'état; ce changement d'état est
déterminé par des quantités infiniment petites, en nombre limité ou
illimité, a, b, c, Ces quantités a, h, c, sont déterminées quand les
quantités a», -i, y, le sont; elles sont, au sens général que nous
donnons à ce mot (t. I, p. '!), (onctions linéaires et homogènes des
quantités es, à, y, Ainsi. an ensemble de vitesses virtuelles détermine
une modification virtuelle dit. système, et il est bien évident i\u une
modification virtuelle quelconque peut toujours être, au moins d'une
manière, déterminée de la sorte. On dit alors que celte modification
virtuelle est. définie par un ensemble de vitesses virtuelles.
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Lne remarque est ici nécessaire Si l'on se donnait simplement une
modification virtiielle du système, ne suffirait pas toujours d y
joindre 1 indication d'un temps infiniment petit pendant lequel cette
modification serait censée accomplie pour en déduire un ensemble de
vitesses virtuelles; nous avons vu ( (iliap. I, Sj «): I. I, p. ;; en
eflet, que la connaissance des vitesses générales entraînait la
connaissance des dérivées par rapport au temps de toutes les grandeurs
dont dépend 1 état du système, mais que la réciproque de cette
proposition n'était pas toujours exacte. Si les vitesses virtuelles U,
V, W, sont choisies de telle sorte que l'ensemble U, – V. – W, soit
encore un ensemble de vitesses virtuelles, on dit que L V, W, forment un
ensemble de vitesses virtuelles renversables. La modification virtuelle
que déterminent les quantités cp, 6, y, est alors une modification
virtuelle renversable.

Si le système, de température uniforme, a reçu une définition normale,
nous supposerons que la dérivée par rapport au temps de la température,
– =£?', est une des vitesses générales, les autres vitesses générales,
que nous continuerons à désigner par M, r, ne, étant indépendantes de
celle-là et de la température !J; cela est toujours possible,
puisqu'aucune condition de liaison ne renferme ni la température S ni sa
variation 32? (l. I, p. «5o). La connaissance d'un ensemble de vitesses
virtuelles déterminera alors la variation virtuelle SS? de la
température, et les quantités », 'b, y, d'où résulte la connaissance de
la modification virtuelle éprouvée par l'état e du système.

Ces préliminaires posés, nous formulerons l'hypothèse suivante Hypothèse
I. – Un système de température uniforme, normalement défini, est animé
d'un mouvement au cours duquel il ne se produit ni modification
instantanée ni changement brusque, dans la nature des liaisons.

On impose à ce système une modification virtuelle, déterminée au moyen
d'un ensemble de vitesses virtuelles renversables.

On a alors l'égalité

(6) S -+̃ t -+- SV = S 9{e, 5) é 7He; "rj) 55.
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i" Le travail [virtuel A de la ciscositi- est une Jonction Inicairr et
homogène des quantités o.cr. s. y, '/• ̃ ̃ ̃

̃i" II. dépend de l'état e dit système, de sa tempérai tire !i et des
vitesses générales "xj u. c. " II ne dépend pas de la position que le système oc.j="" potentiel="" interne="" puisque="" position="" occupe="" .fi="" sauf="" vitesse="" avec="" laquelle="" varie="" changement="" o.="" donc.="" cas.="" r-="" iie="" sri="" o="">3.

D'ailleurs, comme la définition du système est normale, cette
modification virtuelle n'entraine aucun travail externe £=u. Elle
n'impose aucun déplacement aux diverses masses élémentaires qui
constituent le système, en sorte que le travail virtuel des forces
d'inertie est nul -=o. L'équation ( t) exige alors que l'on ait ,fl=o.
D'où cette proposition En une modification virtuelle qui se réduit à une
simple variation de la température, le travail de la viscosité est nul.

La modification virtuelle la plus générale du système peut toujours se
décomposer en deux autres

Une modification, de durée s, pendant laquelle la température varie avec
une vitesse virtuelle quelconque, tandis que les autres vitesses
virtuelles sont nulles

Une modification, de même durée s, pendant laquelle la température
demeure invariable, tandis que les vitesses virtuelles autres que la
vitesse de variation de la température sont quelconques. Le travail
virtuel de la viscosité dans la modification totale est la somme des
valeurs prises par ce même travail en chacune des deux modifications
partielles. Or, d'après ce qui vient d'être démontré, le travail virtuel
de la viscosité est nul en la première modification; on peut donc dire
qu'r?// une modification virtuelle quelconque, le travail de la.
viscosité est indépendant du changement de température qui accompagne
cette modification
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:'l" Considérons un des systèmes sans résistance passive qu étudie la
Mécanique rationnelle. Pour toute modification virtuelle renversable
imposée ù un tel système, nous avoib j Chap. égalité (35 iis); t. I, p.
:.oi\

(7) k-T^SL,

U étant l'énergie interne du système.

La température n'entre point en considération dans !a définition des
systèmes qu'étudie la Mécanique rationnelle; le potentiel interne d'un
tel système ne dépend donc pas de la température .3 (t. I, p..Vi), en
sorte que l'on a

d 3(e,3)

dâ = o.

et que la relation générale [Chap. IX, égalité i i :. ) t. I. p. J(i8|
5 4 ( e 3 i – F( '3) ^– à ii e. 3) – \j\r. Z)

F (.7) j. 1.
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mouvement du système, et .jui a="" re="" le="" nom="" de="" i-om="" io.="" dissh="" du="" syst="" celle="" grandeur="" est="" d="" par="" la="" propri="" suivante="" soit="" l="" v="" vv="" un="" ensemble="" vitesses="" virtuelles="" renversables="" z="" temps="" infiniment="" petit="" les="" grandeurs="" suo-cc="" .="" une="" modification="" virtuelle="" correspond="" travail="" viscosit="" part="" nombre="" quelconque.="" liaisons="" qui="" assujettissent="" t="" demeureraient="" si="" prenait="" dans="" m="" qu="" pr="" cet="" instant="" et="" aux="" ir="" on="" substituait="" pens="" des="" h="" o="" i="" oc="" w-ow="" quantit="" oir="" ayant="" valeurs="" suivantes="" ou="XU," ow="XV," xw="" cette="" substitution="" fonction="" dissipative="" avait="" valeur="" prendrait="" c="" oi.="" entre="" relation="" e="" s="" il="" clair="" que="" ne="" pas="" enti="" premi="" en="" peut="" aussit="" irouver="" seconde="" suffit="" n="" quelle="" mais="" son="" mouvement.="" profiter="" ind="" pour="" poser="" convention="" ach="" nulle="" lorsque="" toutes="" g="" sont="" nulles.="" connues="" virtuel="" siscosit="" vont="" nous="" faire="" conna="" correspondantes="" accompli="" position="" occupe="" lors="" entra="" celte="" cons="" animent="" de-.="" inlinimenl="" petites="" quelconques="" sans="" vs="" cinc="" chang="" croil="" del="" or.="" dissipalive="" pris="" donn="" el="" anim="" mouvement="" regard="" vertu="" eon="" comme="" somme="" accroissements="" croissent="" degr="" petits="" leur="" actuelle="" demeurant="" constamment="" identique="" actuel.="" dune="" proposition="" ce="" consid="" y="" w.="" telles="" se="" r="" savons="" tni="" correspondant="" nui="" selon="" dissipaliw="" varie="" xu="" xv="" sip="/,W," termes="" changer="" alt="" adjoignant="" petites.="" raisonnant="" au="" deux="" circonstances="" trouve="" mouvements="" diff="" second="" obtenu="" composant="" avec="" premier="" certain="" ces="" valeur.="" encore="" mani="" absolu="" jointe="" nouveau="" corollaire="" suivant="" ffuclconque.="" mucosit="" anime="" imaginons="" impos="" variation="" temp="" vitesse="" changement="" leinp="" li="" osr="îT;" autres="" o.="" enseigne="" alors="" fait="" subir="" accroissement="" quelconque="" tout="" laissant="" invariable="" reste="" entraine="" prend="" plusieurs="" physiciens="" regardent="" tr="" arbitraire="" laquelle="" existe="" dissipativc="" refusent="" bien="" hypoth="" souvent="" commode="" aucune="" raison="" p="" impose="" rejeter="" conservant="" titre="" distinctes="" derniers="" corollaires="" avons="" suite="" expos="" aurons="" toujours="" soin="" distinguer="" propositions="" supposent="" celles="" seulement="" beaucoup="" moins="" restrictives="" dont="" venons="" parler.="" lll="" aim="" ati="" grand="" cas="" rendre="" compte="" suflisant="" ph="" ijuy="" admettant="" tous="" approximativement="" sens="" attribuons="" mol="" p.="">• n'"J
fonction linéaire et homogène des vitesses générâtes.

Considérons, en particulier, la modification réelle éprouvée par le
système dans le temps infiniment petit dl, et le travail de viscosité
qui lui correspond. D'après l'hypothèse précédente, ce travail est
fonction linéaire et homogène des vitesses générales qui animent le
système à l'instant l: il 1 est aussi, d'ailleurs, des quantités
infiniment petites qui déterminent la modification éprouvée par le
système dans le temps dl or, ces dernières quantités, à leur tour, sont
fonctions linéaires et homogènes des vitesses générales on peut donc
énoncer la proposition suivante:

Si, sans changer l'état du système à instant t, on multiplie par un même
nombre toutes les vitesses générales qui l'animent à cet instant, on
multiplie par le carré de ce nombre le travail que la viscosité
accomplit, réellement dans Le temps dt. (lest ce que nous exprimons
encore en disant que ce travail est fonction homogène et du second degré
des vitesses générales. Voyons maintenant à quelles conclusions on peut
être conduit si l'on combine la troisième hypothèse avec la seconde. La
troisième hypothèse, jointe à l'égalité (8). nous donne sans peine cette
proposition Si l'on maintient invariable l'étal d'un système, et si l'on
impose des accroissements infiniment petits aux vitesses générales qui
l'animent, la fonction dissipative de ce système éprouve un
accroissement qui, d'une part, est fonction linéaire et homogène des
vitesses générales de ce système, et qui, d'autre part, est fonction
linéaire et homogène des accroissements infiniment petits subis par les
vitesses.

Cela posé, considérons deux opérations imposées un même système.

lin ces deux opérations, le système garde un même étal invariable.
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hu la première de- ces opérations, les a leurs V, V. m. des liesses
généra lus crois se ut depuis des valeurs initiales I nu tes ('aies a o
j il s j n a des \aleurs finules it, s\ iv, \u cour» de celle
opération, la fonction dissipalne, qui part de la valeur , é promu un
accroissement total égal à hi \aleur que prend cette l'onction lorsque
l'état du système est l'état donné et lorsque les vitesses générales
ont, les valeurs a, c, w,

En la seconde de ces opérations, les vitesses générales partent
également toutes de la valeur o leur variation est réglée de telle sorte
du'eLleS prennent les valeurs Ivt), Iv\ K\l?', où K est un nombre fixe
quelconque, lorsqu'elles prennent, en la première opération, les valeurs
f), \M, W, leurs valeurs finales sont donc Km, K.r, Kcc, lin cette
seconde opération, la fonction dissipative éprouve un accroissement
total égal à la valeur qui convient à cette l'onction pour l'état donné
du système el pour les valeurs Km, Kv, Riv, des vitesses générales.

Lorsqu'en la première opération, les vitesses V\ \'», i£\ croissent de
oV, oK\ oW', en la seconde opération, les vitesses Kt), K, KW,
croissent de Kciy, KoÇ, Ko\^ Dès lors, la proposition qui vient d'être
démontrée nous apprend qu'a un accroissement infiniment petit pris par
la fonction dissipali\e en la première opération correspond, en la
seconde, un accroissement K- fois plus grand.

Vraie pour chacun des accroissements infiniment petits de la fonction
dissipative, cette proposition l'est encore pour l'accroissement total
elle justifie alors la conclusion que voici Lorsqu'on multiplie par un
même nombre toutes les vitesses générales qui animent un système, sans
changer l'état de ce système, la fonction dissipative du système est.
multipliée par le carré de ce nombre; c'est ce que nous sommes convenus
d'exprimer en disant que la fonction dissipative d'un système est une
fonction homogène el du second degré des vitesses générales qui animent
ce système.

Considérons un système dont les vitesses générales à l'instant t sont m,
v,w, La modification réelle que ce système éprouve dans le temps dt est
identique à la modification virtuelle que l'on obtiendrait 'si l'on
prenait, pour vitesses, virtuelles les vitesses
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réelles r, iv. elles-mêmes, et, pour temps iiilmmieul petit le temps dl

Proposons-nous (J évaluer If- travail A de la \iscosite pendant et* temps.

Dans ce bu l. sans changer létal, du Mstènie. imposons le^
accroissements AM, /.r. iv où A est un nombre abstrait mlinimenl petit,
aux vitesses générales c. ipative subit un
accroissement oc et, selon 1 égalité ( H), ,f\ =- %^dt.

i.

Mais l'accroissement imposé à chacune des vitesses u. c, ir. a été
obtenu en multipliant chacune d'elles parf'i ).), ce qui a pour effet de
multiplier  par (i + À )- ou bien, puisque a est înfimmeiil petit, par
(i +2).); on a donc oi = aÀi, et I , (,)«.

Si s est un temps infiniment petit, les («-f- i ) quantités infiniment
petites

eT = SSr, eQi =  = m~, t + 44- Qi H-+ 4-t-Q")5"

~~y, ~7"

Si le système éprouve une modification virtuelle

0= ET, q\' J" ̃Jg'n

Il résulte, d'ailleurs, de ces relations que les actions de riscosité
sont indépendantes de la ritesse d'échau Jj ement ?j' b'.n les
rapprochant d'une proposition démontrée il v a un instant, on peut en
tirer cette nouvelle conclusion

Si une valeur non nulle de la quantité qt, jointe à des valeurs nulles
de toutes les autres quantités q t, qn et de o.tï, correspond à ait
simple déplacement d' ensemble du système, la fonction dissipative et
les actions de viscosité sont indépendantes de la vitesse q't

Nous savons, en eil'et, que J'action de viscosité y, est nulle dans ce cas.

Notre troisième hypothèse peut se ainsi

On a

t /i = – Vn (e, Z)l\ ̃ – V, (e,"3 ),

on voit que cette fonction dissipative est donnée par l 'égalité ( 16) h
= [ V,(e, 5)q\ ̃ .-+- V,,(e, ^.iy' \«. Dans cette égalité, (2) représente
un carré symbolique tel que |V,-O,3-)p)=V«(e,20, [V/(e,2r)Vy-(e,SJ)J =
V//fe,S).
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Selon l'égalité ( i i ), le lr;n;jil réel accompli par la viscosité
durant le temps dl a pour valeur

= i/, ,f-f,,fj'nldt.

Selon les égalités (i/\) et (if)), ce travail réel de la riscosilé a
pour expression

( g bis ) .'H = – : C- dt

Eniin, en vertu (les mêmes égaillés (\) et i ifij, nous pouvons énoncer
la proposition suivante

La forme quadratique en X,, X,,

fV,(e,2r)X1 -+- \'n{e,'3)Xn[- ci

ne peut être que nulle ou positive.

Exkmplk. – Actions de niscosilé en un corps qui subit une déformation
homogène.

La modification virtuelle la plus générale il un corps susceptible
d'éprouver une déformation homogène se décompose, comme nous l'avons vu
(Chap. III. §3; t. J, p. i?"): en deux autres modifications.

La première, qui consiste en un simple déplacement d'ensemble, est
définie par les trois composantes a, jï, y d'une translation élémentaire
et par les trois composantes À, v-, v d'une rotation élémentaire.

La seconde, qu'accompagne une variation infiniment petite oS de la
température, consiste en une déformation pure que définissent trois
dilatations élémentaires e{,  *' ,u' v'

.J'

1

· ea, n'2' ~s~

Si nous appliquons ici ce qui a été dit en général, nous voyons que la
fonction dissipativedu corps est une forme quadratique des six variables
e\, e' e,v g\, g'2, g'3 elle dépend, en outre, de la température du
corps et de son état de déformation, mais nullement de sa position dans
l'espace.

Supposons, en particulier, que le corps soi toujours isotrope à
l'instant que l'on considère. C'est ce qui a lieu si ce corps est un
fluide; dans ce cas, en efl'et, son état, à chaque instant t, est
entièrement défini par sa densité p et sa température 3, et ces
propriétés n'impliquent aucune notion de direction. C'est encore ce qui
a lieu si ce corps n'éprouve jamais que des déformations infiniment
petites à partir d'un état initial où il est isotrope; dans ce cas, à
chaque instant, il est non pas isotrope, mais infiniment voisin d'être
isotrope.

Posons alors, en désignant par m le volume du système, ('7) 5:0 = Zm,

et proposons-nous de déterminer la forme de la fonction
z(e\,e'i,e'3,g'l,g'.i,g'3)

en un milieu isotrope.

Si nous remarquons que les six vitesses

e'i, e'j, e'3) g\, g' g'3

obéissent, en un changement de coordonnées, aux mêmes formules que les
six composantes d'une déformation infiniment petite, nous voyons que le
problème que nous nous proposons de traiter est algébriquement identique
à un problème que nous avons précédemment examiné (Chap. X, § 1, premier
exemple; t. I, p. 4o8); ce problème est la détermination, en un corps
isotrope très peu déformé, de la partie du potentiel interne qui est
quadratique par rapport aux déformations infiniment petites.

Rappelons-nous l'égalité (26) du Chapitre X, et aussi l'éga-
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lité (11) du Chapitre XI (t. I, p. 464 )j sans qu'il soit besoin de
reprendre des calculs déjà faits, nous pourrons énoncer la proposition
su i vanle

Soient à et p. deux coefficients qui dépendent uniquement de l'état du
corps isotrope à l'instant t on a

(18) JI Z = '(e\ -+- e', -s-e'j2

:.

-+- [lié? -+- eV' m- e'32 •ig'f ̃£ -i- ̃i.g'f )

ou bien encore

( “ 3 X H- 2 M

(19) /=, g_(e'1+e'îH_e'3)!

-h:| pe'2 – e', )2-+- ( e'3 – e ,)'(-( e', e'2 )2-+-C^V2 -4-6^ -+- G^
|. Pour un fluide, l'état du système a l'instant t est défini par sa
densité p et sa température 2r; X et [^ sont donc des fonctions de ces
deux variables

(20) X = X(p, 2r), jjl = jx(p, S).

Pour un corps primitivement isotrope très peu déformé, l'état du système
à l'instant t diffère infiniment peu de celui qu'il présenterait s'il
était porté sans déformation à la température S? qui est la sienne à
l'instant t, en sorte que X et pt. sont des fonctions de la seule
variable 2r

(21) X=.X(2f), -Jt= ap).

La fonction dissipative ne doit jamais être négative il en est de même
de la fonction Z. Pour cela, il faut et il suffit que l'on ait (22) ) |X
ri o, 3X-4-2UÎO. o

Que ces conditions soient suffisantes, cela résulte évidemment de
l'égalité (19). Nous allons, au moyen de la même égalité, prouver
qu'elles sont nécessaires.

Admettre que l'on a

(23) e'| + e'j + cj = o,

c'est admettre que le corps n'éprouve aucune dilatation cubique entre
les instants 1 et t,-+r dl.
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Admettre que l'on a

l2:i) ) et e,~ es,

é'i – gï = Si °

c'est admettre qu'entre les instants t et t-dt, le corps se dilate en
restant semblable à lui-même.

Admettre enfin que l'on a à la fois les égalités (u3) et (24), c'est
admettre qu'entre les instants t et t ̃+- dt, le corps se déplace sans
éprouver aucune déformation.

Cela posé, montrons d'abord que u. ne peut être négatif. S'il était
négatif, en effet, on pourrait imaginer que le corps fût, à l'instant t,
animé d'un mouvement qui vérifiât l'égalité (28) sans vérifier toutes
les égalités (24); alors, selon l'égalité (19), Z serait t négatif, ce
qui ne peut être.

Montrons de même que (3 ). -+- « ,u) ne peut être négatif. En effet, si
cette quantité était négative, on pourrait attribuer au système, à
l'instant t, un mouvement qui vérifiât les égalités (24), mais point
l'égalité ('.3) dès lors, l'égalité (19) montrerait que Z a une valeur
négative.

Le travail réel de la viscosité durant le temps dt a pour valeur, selon
les égalités (9) et (17),

O.5) ,'A =– -iixsdt.

Dès lors, l'égalité (r 9) conduit sans peine aux conclusions suivantes

1" Si l'on a lés deux inégalités

( 26 ) [A  o, 3 X -4- ̃}. UL  O,

le travail accompli pur la viscosité entre les irzstunt.s ẽ-) jjl = o, xo,

le travail accompli par la riscosité entre les instants t et t+dt est
négatif, à moins que le corps ne subisse, pendant ce temps, aucune
dilatation cubique

3" Si l'on a

(aS) \x 'if- w = o, ,|

------------------------------------------------------------------------

le travail de viscosité entre les instants l et est négatij, à, moins
que, pendant ce temps., le corps ne se en restau l. semblable à lui-même

4° Enfin, si Von a

(2(j) [JL = 0, \– 0,

le corps est exempt de toute viscosité.

Considérons une modification virtuelle définie par les trois dilatations
e,, e2, e:i et par les trois glissements g,, g2, g^. Si nous posons

[ Z ~Z 9 cïL y ùZ y

( 3o) i ] de. de,, i àe,

,) 1 2 ri~2 ~~y~;

le travail de viscosité en cette modification virtuelle aura pour valeur

( 3 1 ) ffi = ( Ci e, + C2 Ci ̃+- t3 e3 -+̃ (ji gx -+- 1 M. \'2l'iJ', çj,jl'iJ'

sont, ici, les actions de viscosité.

Les égalités ( 18) et (3o) donnent

i Ci = – À  e\ h-  -h é'3 ) – a nje'i.i 2 ~t cj'i = – 4 f*#i

(3a) •; £l = –\(c\ -h (%4- é'3) – ai-tëj, 1 (j'2 = – 4n^'2,

J i;(e'+-é'j-eâ) -zf~e' ~s=-4N-s~

( £.3.=-- – Xfe^ + d'j-l-e')– a[xe'3, (,3 = – 4 jj.

Soient o.r. oy, oz les composantes du déplacement virtuel d'un poinl du
système; nous aurons [Chap. III, égalités (4o bis); t. 1, P. ,38] 0 î.r
«i oy 1 à 8.3 1

V p x' oy r) Ô.~

ox L ày C os

I el = 1 à àz à 5y

(33J -2 ~2 ()y V,I..

(33) l, Jôx ih' dô~ oz )' ),

a d,~ Ox y

r/i)oy it) 8a?\

3 dx ày J
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Soient Uf r, (v les composantes de lu vitesse réelle du même point; nous
aurons de même

dit ov dw

'3 dz'

(34) I I dw dv i du dw\ i I ov du 2 d dz Posons

| oi-– Vj, oj = – Vj, iL:j = – 71i

)Çi=– -2Ti, C,'s=:2tj, Ç)'j=– ax3.

Les égalités (3i), (34) et (35) nous donneront

du Ov dw du

V ox Oy Oz ) dx

\c'a' t~ ~3/ o~

(du dv df dw dv

dx t(y Oz j dy

n v /(^/ dv ,dv 0w\ + 2 dw

̃ – A – -+̃ – ) -t- 2 u –

(,6) V^ ^K «yW OZ z

( 36; dw Ov

\ày oz}

{du dw

= P\ûï te)'

dv dv du

̃ z*{dx- +jp,r

La déformation subie par le corps entre les instants t et [t-dt) étant
homogène, les six quantités v,, v. v3, :T|, ~2, "a ont des valeurs
indépendantes de x, v, z.

Les égalités (3i), (33) et (35) permettent de donner la forme suivante
au travail virtuel de la viscosité

,n CI dix dèx à Sx

(37) ,ft. – – I v, – – -t- T3 – h T2 – 7^–

J àx dy ôz

d oy (J ûy à oy

dx dy d~

d 8= ô~ d r,z d Ss\

-i- ~1 -j- .~z -T- ~a _àa' an~,

~dx~ "2 ~dy~ 'r^3~d7/ OT'

l'intégration s'étendant au volume entier du corps.

Cette formule, à son tour, peut se transformer comme nous avons
transformé la formule analogue {\\ ) du Chapitre lll (t. I, p. i'Sg).
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Soient

dS un élément de la surface du corps,

n la normale à cet élément, dirigée vers l'intérieur du corps. «, b, c
les cosinus des angles que cette normale fait avec les trois axes de
coordonnées.

Posons

p = v, a -4- z3 b -+- "• c,

(38) ~.=-T3~-t-r-,C,

P~ = T2« +X|4 + V;;C,

et nous pourrons écrire

;( 3g) Si = i (p.c ôx •+- /v 3j -4- ?- ) rfS

• D'après cette formule, les actions de viscosité équivalent a une
pression, de composantes px, py, pz, appliquée en chaque point de la
surface qui limite le corps.

En vertu des égalités (34), les égalités (18) et (19) prennent les
formes suivantes

“ X' [du ùv dwy 2

(~0) Z = a dx dy àz ]

2. d.ï- 0~ (~~

[[àuy [ch'Y [dw\*

+(~.I Cau (1,IP)\ 2 )2

r_ dx i),y' + dz

[ dw :àt [du 'àa'Y 2 • ( àv tiuY'

j 'J :7J'

:\Ul) 7 3X:H- dP àwy

(4r) Z° E; Cdx'oly~üz~ 2

nr/de': àwy 2 [dw àuy /du àv y [(.. \` ~y, dz r +(. d d.r 2 + r3x ` d,y· l

̃ ^J^~ Iz) +\Jz~ lx)"r'\lx'~ ày) Ï [dw àvy 3 [du àaY = 3 /£p_ '2'

+ r \d?'

Les égalités (36) et (J\o) permettent encore d'exprimer Z,, en fonction
de v(, v2, v», t:, ,.t2, t3, sous la forme que voici :.. z=
4!(aV|H"Vt+vf

̃ .1 'i j ̃ • ̃ ̃ _)- ;/j 1 u, ̃ (v j 1 v g V*^ – ïij i -î- ̃ i « :-r- S"| ̃
)̃ ':̃'̃:̃: -ss :•
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3. Les équations du mouvement d'un système de température uniforme. La
relation supplémentaire. L'énergie utilisable. L'égalité

(~~(e.~)~

((il (j A =o,l (a. 3 ) oZ

~.7

représente lu loi générale du mouvement d'un système normalement défini.
Voyons quelle forme prend cette équation lorsqu'on l'applique aux
systèmes dont la viscosité a été étudiée au paragraphe précédent.

La modification virtuelle la plus générale d'un tel système est
déterminée par la variation oSf de la température et par les n
variations indépendantes q,, q2, r/n; on a alors

i G = Ai^, -+- A.2qi-h.+- A,,«,

(43)  X – J, q,-h J2 92-t-4- l,, qn,

I A =/, q\-+-.fi ^î-H.i-fn qn-

Ap, Jp, fp sont, respectivement, l'action extérieure, l'action d'inertie
et l'action de viscosité relatives à la variable q p l'action d'inertie
1P peut toujours se mettre sous la forme indiquée par M. Appel!
[Chap.IH, égalités (12); t. I, p. i 19].

D'autre part, la modification virtuelle que subit l'état e abstraction
faite de la température est entièrement déterminée parles n variations
indépendantes qt, 2, q, en sorte que l'on a ~~t~)~ h~8,·=
~S~(3')yt+.+~(e~)?, (44) 3^(e,37) d (!' J) 53r -r- -1t(e, 2r y, + .+
, ̃ ̃ c/«, et nous trouverons les n égalités suivantes

A J -t- .-=0,

(45) 

~i.. rA.t-~t-r't–n=o. o.

Ces /i égalil(;s sont, en général, des relations entre les n vitesses
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fl\i ̃̃̃̃ 'l'ai ^es n accélérations q' q"n, l'état e du système et la
température 2r.

Au cas que nous venons d'étudier, substituons un cas encore plus
particulier. Supposons que le système étudié soit un système holonome
dont l'état se trouve entièrement défini par la température ? et par les
n variables normales indépendantes a,, a2, a. supposons, en outre, que
le mouvement du système soit entièrement déterminé par la connaissance
des (n + 1 ) vitesses e., d'S; d% du.

•* =U' *i = dï' ̃ dt'

Nous pourrons écrire

J – jfai, «h, )

et, dans ce qui précède, substituer à  qn les quantités Sa,, oaH nous
aurons

d-f i= –  ̃̃•̃ r «I'h = – -•

0'7.1 rc

Les égalités (15) prendront alors la forme

f~ da W

"-) ̃̃^••̃

(47 ) .d~

f A “ -4- .}“ -“ r~ = °-

d x,~

Dans ces égalités (47)) les actions extérieures A, A,, sont des
fonctions de a,, a, dont la forme dépend de l'état où se trouvent, à
l'instant les corps étrangers au système étudié. Les actions d'inertie
J,, .)“, -4|, dépendent, en général, des
.»«̃ variables a,, a, a'(, a;j', a", a, Toutefois, dans le cas
particulier ou la variable a;, serait une variable sani inertie,
l'action ip serait identiquement nulle, elles autres actions d'inertie
seraient indépendantes des variables a/M a' a.'

Les actions de viscosité dépendent des variables S, a,, a, «',» ̃ ̃•. V

Knlin les dérivées partielles du potentiel interne sont, comme ce
potentiel, des fonctions des variables S, et, aH.
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De ces égalités (47) se peut conclure la proposition suivante Si l'on se
donne

t" Les valeurs des variables normales a,, %n à un instant initial tlt,

2" Les valeurs, au même instant, de celles des vitesses a'  •• – du potentiel interne.

X1 ~x,~

Pour que ces dérivées soientindépendantes de la température.1^, il faut
et il suffit que le potentiel interne § soit la somme d'une fonction de
la seule température 2f et d'une fonction des seules variables a,, n.
Or, c'est précisément la forme du potentiel interne qui caractérise un
système isothermo-isentropique | Chap. IX, égalité (a3); t. I. p. 3-(i
On peut donc énoncer la proposition suivante

Soit un système holonome, isothermo-isentropique dont les actions de
viscosité sont nulles ou indépendantes de la température; à partir d'un
état initial et d'un mouvement initial donnés, on peut, sans le secours
d'aucune relation supplémen- taire, déterminer le mouvement que prend le
système sous l'action de corps extérieurs dont l'état est à chaque
instant donné; exception EST FAITE, TOUTEFOIS, DE LA LOI SELON LAQUELLE
VARIE LA tkmi'éhature la relation supplémentaire intervient seulement
pour déterminer cette loi.

On pourra étendre celte proposition à un système non holonome si l'on
suppose les quantités q\, q. q'n fonctions analytiques de t, à condition
d'user d'un raisonnement que nous avons autrefois employé [Chap. V, § 3,
second cas; t. 1, p. 208].

(') P. Duiihm, Sur l'équation des forces vives en Thermodynamique et les
relations de la Thermodynamique avec la Mécanique classique ( Bulletin
de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, séance
du a3 décembre 1897). L'intégrale des forces vives en Thermodynamique
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5« série, l. IV, 1B98, p.
5).

1
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Pour un système isothermo-isentropique, le potentiel interne ne diffère
de l'énergie interne que par une fonction de la température seule (t. I,
p. 37G) on peut donc, dans tes équations (47), rernplacer les dérivées
partielles du potentiel interne par les dérivées partielles de l'énergie
interne. Si l'on compare les équations ainsi modifiées aux équations
(45) du Chapitre V (t. 1, p. 207), on reconnaît l'exactitude de la
proposition suivante

Si un système isothermo-isenlropique holonome, est exempt de viscosité,
les équations qui régissent le mouvement de ce système, sauf la
variation de sa température, ont même forme que les équations données
par Lag range pour les systèmes purement mécaniques.

D'une mâpière analogue, on voit très aisément qu'a» cas ou le système ne
serait pas holonome, les équations du mouvement auraient la forme
indiquée par M. P. Appell pour les systèmes purement mécaniques [Chap.
V, équations (52); t. 1, p. 209]. Ces derniers théorèmes justifient la
proposition suivante: Au point de vue de la Dynamû/ue, les systèmes qu'
étudie la Mécanique rationnelle peuvent être regardés comme des cas
particuliers des systèmes isothermo-isen tropiques dénués de viscosité;
mais les opérations qui suffisent à achever l'étude du mouvement des
premiers doivent être complétées, pour les seconds, par la détermination
de la loi selon laquelle varie la température cette dernière
détermination repose sur l'emploi de la relation supplémentaire.

Reprenons maintenant l'étude de l'un quelconque des systèmes auxquels
l'égalité (6) est applicable; écrivons cette égalité pour la
modification réelle que le système éprouve entre l'instant et l'instant
t-flt, et intégrons-la entre deux instants quelconques £0, t,. Si nous
nous rappelons [Gliap. 111, égalité (3); t. I, p. 116] qu'en toute
modification réelle, le travail d'inertie est égal à la diminution (Ko–
K, ) de la force vive, nous voyons que le résultat obtenu pourra être
mis sous la forme suivante

(~8) S+o,

(5))~ '• '?j'dt'U). Le signe d'égalité est réservé au cas où le système
est dénué de viscosité ou bien au cas où la viscosité du système, bien
que subsistant, n'effectue aucun travail en la modification considérée;
c'est ce qui a lieu, par exemple, si cette modification se réduit à un
simple déplacement d'ensemble.

Supposons qu'il existe une grandeur A (e, 2?) telle que les égalités et
inégalités (4%), (49), (5°), (5«) puissent être remplacées par les
égalités ou inégalités

(57) V.-hA -+-K0-K,-t- .\r0) A(e,,3r,) = o,

(V5) Uo – fi, -h A Ko– K,-h A(e0, 0) – A (ej, 2r, ) – o,

(5.1) K- Ku--K|-t-A(e(,,2r0) – A («!,,) î o,

(55) Qo– iîi-t- Ko– K, -f- A(c0, ju) -i- A(e,, 2r, ) £ o.

Nous dirons que le système admet une énkrgie utilisable e£ ^mc A (e,2s)
est cette énergie.

Voyons d'abord quelle est la raison de cette détermination. Un certain
nombre de systèmes sont employés par l'industrie en vue d'obliger les
actions extérieures à effectuer un travail négatif; telles sont les
machines qui servent à soulever un fardeau; l'effet mécanique, utile à
l'industriel, qu'un tel système produit en se transformant est la
quantité – G.

D'autres systèmes sont employés afin que leurs transformations
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augmentent la force vive de quelqu'une de leurs parties; telles sont les
diverses machines balistiques; l'effet mécanique utile d'une semblable
modification est alors l'accroissement (Kt – Jv0) de la force vive.

On est ainsi amené à donner le nom J'effet mécanique utile d'une
modification à la somme

(56) s ™ – fc ~f- K] – Ko

du travail externe changé de signe et de l'accroissement de la force vive.

Les égalités ou inégalités (5a) et (54) peuvent s'écrire (57) e = A(e0,
“)– A(e,, Sf,) -w«

(58) e  A(e,) – A -t- K = const.,

que l'on nomme Ikoiation or. LA kohck vive.

Les divers termes qui figurent en cette équation dépendent de l'état du
système et de son mouvement, c'est-à-dire de ses vitesses générales;
mais ils ne dépendent pas des accélérations; on peut t L D. 11. 3
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donc dire que l équation de. la jorec vive cous

donc dire que l'éc~ucr,tioiz .s="" ces="" divers="" th="" mettent="" en="" importance="" de="" utilisable="" ils="" cette="" question="" dans="" que="" cas="" un="" swt="" admet-il="" une="" la="" comparaison="" des="" ou="" in="" aux="" montre="" que.="" pour="" qu="" existe="" a="" e="" il="" faut="" et="" suffit="" puisse="" r="" .5="" d="" termes="" soit="" int="" sans="" ait="" besoin="" etiectuer="" conna="" sous="" forme="" finie="" les="" du="" mouvement="" syst="" tir="" peutarriver="" tout="" expression="" simplement="" vertu="" cela="" .1="" suifr="" i="" quantit="" nulle="" fonction="" temp="" seule.="" dire="" est="" nul="" c="" le="" potentiel="" interne="" ne="" pas="" par="" cons="" notion="" n="" comme="" arrive="" m="" rationnelle.="" si="" effet="" ind="" ce="" capacit="" calorifique="" normale="" postulat="" helmholtz="" p.="" positive="" u="" condition="" s="">0.

r),j'  o.

L'égalité [Chap. IX, égalité (12); t. I, p. 368]

U { .r (" ~r) F (::1) ~):~F(e.j

U( e~ 3~ ~,(e' ~i_ _.w~
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transforme cette inégalité en celle-ci

F"(S?) 0 ${e, ?j ) iP i(e, 3 j

~¿;  f,

F'

̃ f. rfrf ( e S- l

(lui ne saurait être vérifie si ̃* était. constamment nul. 'A?

Si le potentiel interne est indépendant de la température. on vérifie
l'égalité (60) en posant

A = -1

Mais, dans ce cas, le potentiel interne est identique à l'énergie
interne Ll(e)', on peut donc aussi poser

(6c) A. = U(e).

Pour qu'en vertu de la définition du système, – soit une fonction de la
température seule, il faut et il suffit que le potentiel interne soit la
somme d'une fonction de la température seule et d'une grandeur qui
dépende seulement de l'état du système, abstraction faite de la
température; en d'autres termes, il faut et il suffit que le système
soit isotliermo-isentropique (t. T, p. H77). Si l'on pose alors

(lia; -f(, ) = •]() – W(e),

on pourra satisfaire à l'égalité (60) en prenant

(63) :V = W(C).

En résumé, les systèmes qui, en vertu de leur définition, admettent une
énergie utilisable sont

i° Les systèmes, tels que les systèmes étudiés en Mécanique rationnelle,
dont l'état est défini sans que la température entre en ligne de compte;
ces systèmes admettent leur énergie interne pour énergie utilisable.

2" Les systèmes isolkermo-isen tropiques; ces systèmes admettent pour
énergie utilisable la, partie indépendante de la température de leur
potentiel alterne oii, ce qui revient au même, de leur énergie interne.
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Il peut arriver que la quantité

(/ î I C. ï I

2 dt

soit intégrable non point en vertu de la définition même du système,
mais en vertu de la condition supplémentaire qui doit être adjointe à
l'égalité (6) pour achever la détermination du mouvement du système.

C'est ce qui arrivera, en premier lieu, si la condition supplémentaire
consiste à exprimer que la température demeure constante pendant toute
l'a durée de la modification; en une telle modification isothermique,
2?' sera identiquement nul et l'égalité ((j) sera vérifiée si l'on prend

(64). .V(e,:2r) = $.(e, %')̃

Si la modification n'est, pas isothermique, £?' n'est pas nul alors,
pour que – – r~- d'à soit intégrable, il faut et il suffit que la
condition supplémentaire transforme r' en une fonction de la seule
température Sf; on a, d'ailleurs [Chap. IX, égalité (16); t. I, ia" a,
os à$(e,?S)

en sorte que la condition précédente peut encore s'énoncer ainsi Il faut
et il suffit que la relation supplémentaire soit de la forme (-̃)),
(10) A(e,27)^U(e,Sr).

En résumé, tout système peut admettre une énergie utilisable pourvu que
la relation supplémentaire ait tune des deux farines suivantes:

1" La température du système demeure invariable pendant toute la durée
du mouvement en une telle modification isothermique, le rôle d'énergie
utilisable est joué par le potentiel thermodynamique interne (f).

20 Pendant toute la durée du mouvement, V entropie demeure égale à une
fonction de la seule température. En ce second cas, se trouve compris ce
cas particulier Pendant, toute la durée du mouvement, l'entropie du
système demeure invariable; en une telle modification isentropique,
c'est l'énergie interne qui joue le rôle d'énergie utilisable, Des
systèmes où il existe une énergie utilisable au sens précis que nous
venons de donner à ce mot, il convient de rapprocher des ( ) Al.-i x. cl
I semble avoir montré le premier que l'effol ni i le d'une modification
isollmrmiqiic ne pouvait jamais surpasser la diminution (l'uni- crrlaine
grandeurqu'il appelait à ion Entropie (.1. (Ii.khk .Maxwm.i.. Theory uf
ffeal, p. i8lj, Londres. 1^71). La notion gcni:rali- et le nom d'énevçie
utilisable (Available Energy) ont été introduits en Physique par
i!ibs. sans qu'il donnât, d'ailleurs, la définition analytique de
cette grandeur |J. ii.t.aiii Cir.n.s, On ci Représentation Uy Surface*
nf Ihe Tlierniorlynnmic f'ro/ier/ies nf Substances ( Transactions of
llte Conneeticut Xe.ndenty of Arts niul .Suences, vol. II. lH7:'i p.
'|O'')J- Maxwell, en la quali-ièiiie édition de sa Tltcoi y nf Ileat, a
adopté le nom d' Ava'dable. Energy; d'une nianierr scinlilalilc. Hermann
von Helinholtz a donné à l,i grandeur -T =-. l l-fSr)S le nom (l'énergie
libre (frète Energie) et ta grandeur U – -T – h" (jj) S le nom .="" tandis="" externe="" accompli="" f.="" t="" chap.="" fv="" q="" u="" ix="">3{ e. Z

V Q~e j J ) ,) r ( e, d:J en sorte que l'égalité (71) peut s'écrire

 'F (Co) 'F"( Co r~ (t,j~( c..) 1;' (Co d Co :~) (  = (, 4. o .r ( e 5
) -4- 1 1 – o3 -r – 0 ~– ̃ h 'I! L' : C f I2 I ILJ '1"(5-) I
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Si l'on observe qu'en la même modification virtuelle l'égalité (() est
vérifiée, on voit que l'égalité précédente peut s'écrire ( .],

1 daï-1e.:5~

'̃̃̃ !?'() te

en sorte (jue l'égalité (-a) peut s'écrire

( ;'i) , 3r)y,,H-r'(c, S) 82?].

\m quantité .="" si="" donc="" on="" pose="" i="" ei="" y="" p="" ce="" r3="" .q=""> ;•; ̃ ̃;̃;
h,,(e, , J', 7,, .“)= o,,C.e, .?) -+-/“(«, J, 7 7»), la quantité de
chaleur dégagée dans la modification réelle ou virtuelle du système en
mouvement pourra s'écrire

(7:) Q "– LKiVi-t- 1^72 + ̃ •;– li«^«+ c(e, "3) l~h\. Les quantités E|,
E.2, E,, sont les coefficients calorifiques du système en mouvement.

On peut alors énoncer les propositions suivantes

La capacité calorifique normale d' un système en mouvement est la même
que la capacité calorifique, normale du même système pris 'à l'état
d'équilibre. Tout autre coefficient calorifique du système en mouvement
s'obtient en prenant le coefficient calorifique correspondant du système
en équilibre, et en y ajoutant l'action de viscosité correspondante un
tel coefficient dépend donc non seulement de Cétat du système à l'
instant considéré, mais encore des ri/esses générales qui en définissent
le mouvement à cet instant.

E\kui»j.k. – Système qui a subi une déformation homogène infiniment
petite. – \ppliquons ce lliéorème ;'i un système qui soit infiniment peu
déplacé et qui aitsulji 11110 déformation homogène infiniment petite à
partir d'iiu état initial également homogène.

La modification virluelh: la plus "énéralo d'un lel système est définit*
par

1" Les trois composantes d'une Iran^hilioii élémentaire a" Les trois
composâmes d'une rotation élémentaire

."" La variation o.:7 de la température;
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4" Les trois dilatations infiniment petites e,, , e,;

5" Les trois glissements infiniment petits g,, #̃ g3.

Les six premières variations entraînent seulement un déplacement
d'ensemble, en sorte qu'elles correspondent à des coefficients
calorifiques égaux à zéro; dans une modification réelle ou virtuelle
quelconque, le système en mouvement, dont M est ta masse, dégage une
quantité de chaleur donnée par l'égalité

(;'») Q – M(Eie,-H E2e2~t- E3e3+ G, Ui -+- G2£'. G3#3-f- y y étant la
chaleur spécifique normale du corps en équilibre. Si la même
modification virtuelle était imposée au corps pris en équilibre dans le
même état, elle dégagerait une quantité de chaleur donnée par l'égalité
[Chaip. X, égalité (61); t. 1, p. 420] q =̃_ M(e, e,+ e2:e2+ e,e, -+- gi
£̃+- £t#î+ g3^3-^ oSr j.

D'autre part, en la modification virtuelle du système en mouvement, le
travail de viscosité a pour valeur

̃ (cil) ̃  = (o,e,H- ^2e,-+- £3e3~i- (/i^i-+- ^l'a^-1- (l'a ^3)», ra
étant le volume du système.

M

Ce volume est égal à –, étant la densité du corps dans son état actuel
d'ailleurs, le second membre infiniment petit de l'égalité (3i) ne sera
altéré que d'un infiniment petit du second ordre, si l'on remplace m par
–  où p0 est la densité initiale du corps. P"~

Si l'on observe que l'égalité -/S) donne ici

 ?0

imag,itions en Po (itie po d,-il)oi-ci isoti,ope

?0 ?0

Imaginons, en particulier, que le système soit d'abord isotrope; les
quantités e,, e2, e.i, i; g^, g:i seront alor.s données par les
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égalités (6'î) du Chapitre X (t. [, p.fao), tandis que les quantités
(L"j, £3, iL';1, (j' (|'2, (j3 seront données par les égalités (3u) du
présent Chapitre.

Soient , s3,
y«Tai Y3i qui figurent dans l'égalité (G f) du Chapitre X, auront pour
valeurs

d ç r, fJÇ

£' f £i~^ ÎJ=di'

vy a 1, lz + a 2 `` dx -1- t^-Ajp^àï)' ^iXdï^tej' {i-~z\dï^~ôï)'
D'ailleurs, les composantes u, v, w de la vitesse de ce point seront ̃'̃̃'̃
 v –  w = –,

ct dt v dt cv Ot

en sorte que les égalités (34) pourront s'écrire

0 dl 1 à n ,) oi

e'~dtdx' e'l-oto~ï' e*~o~tTz

'– ~Y '– d~\ d~\ ̃. ot \oy OzJ' ̃ a y + Os I

\(?j) 1) I 0\ dr, _^dt,\ •M'Z) £2|

(7~ l oQ dt t dx dy JSZ J ?" dl'rkz·

("x ) çi~ M dx ~d}' dy dz ) pu ôTdx'

,f F't ) d~ `; dy + dz ) p~ dt dy ~+ cJH

p,, F'(S) rf \rtr .syst="" uniforme="" pouvons="" les="" deux="" in="" q="" jt="" dt="">

( 80 ) – ^– h – – dlo.

v(%) dt

Le signe, d'égalité est réservé au cas où, la modification élémentaire
n'entraîne aucun travail de viscosité.

Revenons à l'égalité ( -3) prise dans sa généralité. Après en avoir
divisé les deux membres par F" ( 2? ) appliquons-la à chacune des
modifications élémentaires dont la suite constitue une modification
réelle quelconque, et sommons membre a membre les résultais obtenus; si
ta modification considérée conduit le système de l'état t initial (en,
2?0)  l'état final («,, 3r(), nous aurons l'égalité (8i) 2fïf =
Sic*'ï)-S(*"i)7-2f^- Dans le cas particulier où la modification est un
cycle fermé, cette égalité se réduit à

~y

( $ ) ) ~~(~- 2..F~) l

Clausius a donné au rapport pj^r le nom d'élément de transJonnation
relatif à une modification infiniment petite; /t est la transformation
relative a une modification finie. La diminution d'entropie, qui se
réduit à zéro si la modification est un cycle formé, a reçu du même
auteur le nom de transformation compensée, relative à cette
modification, tandis qu'il a donné le nom de transformation non
compensée à la quantité (su tf=,_V_4-. .oIiÍoooi l'(
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Eu chacun des éiémeuts d'une modification réelle, la viscosité effectue
un travail nul ou négatif; l'égalité (8,5 ) nous apprend alors que, pour
toute modification réelle, la lion compensée est nulle ou positive, en
sorte que l'on peut, pour une telle modification, écrire. V inégalité

(84) f 2 F^7" -+-S('ei^ – S (e«,Sr« );̃t = 0.

Le signe d'égalité est réservé au cas où aucun élément de la
modification réelle coàsidérée n'entraîne de travail de viscosité..

Les inégalités que nous venons d'obtenir sont les célèbres ijné–0 ALITÉS
.DE ClAX'SIUS (').

Le nom de modification adiabatique a été donné à une modification
élémentaire, réelle ou virtuelle, qui correspond à un dégagement de
chaleur égal à o. Nous avons donné (p. 38) le nom de système adiabatique
à un système dont toute modification réelle élémentaire est
nécessairement adiabatique un système isolé dans l'espace sera
nécessairement un système adiabatique; mais il 1 pourra se faire qu'un
système soit adiabatique, bien qu'il ne soit pas isolé.

Appliquée à un système adiabatique, l'inégalité ('84) conduira à la
proposition suivante, qui est également due à Clausius Aucune
modification réelle d'un système adiabatique de tkmpékature UNIFORME ne
peut faire décroître V entropie de ce système; en une telle
modification, cette entropie croit, à moins qu'aucun élément de cette
modification n'entraîne de travail de viscosité; dans ce dernier cas,
l'entropie garde une valeur invariable.

(') M. Clvsics. Sur /'i//j/it:afi»n ilu prinri/ir de /(̃t/uivalencr
(/es transformations au travail intérieur ( l'ntfp. 7, Théorie mécanique de, la chaleur, tr.i'l.
(liit1 I". l'oln". i-t'is, pp. -n seq) -+- xV(e),

la grandeur W dépendant des états ea, eb, e/ des parties a, b, de leur
position relative, mais nullement des températures Sff|, Sffl. ?3t\ la
connaissance des états ea, et,, el et de la position relative des
parties a, b, l constitue ce que P) Commentaire aux principes dé la
Thermodynamique. Troisième partie. Les équations généra/es de la
Thermodynamique, Chcip. Il, 6 {Journal de Mathématiques pures et
appliquées, (j* série, Ù Xs 1894, \. ib).
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nous nommons Yétat du système, abstraction faite des températures Sfa,
2ta, S/ de ses parties, et ce que nous désignons par la lettre e.

Considérons une modification virtuelle quelconque de la partie a; en
cette modification, les actions extérieures auxquelles cette partie est
soumise effectuent un certain travail; ce travail peut se décomposer en
deux parties; l'une, S,o provient des actions exercées sur la partie «
par les corps étrangers au système que composent les parties «, b, l;
l'autre, 'a) provient de l'action exercée sur la partie et par les
autres parties b, du système. En cette même modification virtuelle de la
partie u, le travail virtuel de l'inertie de cette partie a pour valeur-
le travail de la viscosité est ika; si nous désignons par ia (ea, Ï3a)
le potentiel interne de cette partie considérée isolément, nous pourrons
lui appliquer l'égalité (6) et écrire

~+e~r-=e~i ~f/ (ei, ;1';

e,+~4-=s:j,(~)-~L~

03,

Observons que la modification virtuelle la plus générale du système
étudié s'obtient par la coexistence des modifications virtuelles les
plus générales de ses diverses parties; nous pourrons dire qu'en toute
modification virtuelle de ce système, on a l'égalité suivante, obtenue
en ajoutant membre à membre les diverses égalités que nous venons d'écrire:

(«7) f5a+t~4-4-G,i-i-iC;L- ?-+- G',)

̃+̃ ( -a-r- Té -H -r- -.i ) H- ( cltl a -H M -h -(- A i )

– 'l-ta(ea,'3a)-+-3/(et»'3/,)-+-i-$/(e,,?J,)\ J ~rs(ea,~a)~ oa~-
dTb(ey,·~b~ ô~r, ~r~r~Qr·~y), o~ – 7: ^fi ^^fr-- ̃ -J – -j^- odf/.

~. cette="" va="" se="" transformer="" par="" les="" remarques="" et="" d="" suivantes="" i="" la="" somme="" p="" repr="" le="" travail="" effectu="" dans="" modification="" virtuelle="" consid="" actions="" qu="" sur="" syst="" corps="" qui="" lui="" sont="" on="" a="" l="" k="" .r="">" Si Ton pose ~CL v~lT _L `

z sera le travail d'inertie pour le système tout entier.

4" Par définition, la somme des travaux virtuels accomplis par les
viscosités des diverses parties indépendantes qui composent un système,
en une modification virtuelle de ce système. .'rta– .U - -l-R/= l'A.,

sera dite travail virtuel de la viscosité du système.

5" Nous dirons que la quantité

(88,) ,f(e, a, Z/?j/')

= i*(ea, 3a) ~H -f*(£'é, 3/,) -+-̃ ̃ -H- ^/(e/, S/) 4- lF(e)

est le potentiel interne du système que forment les parties
iudépendantes a. b. 1 portées aux températures 3;a, Stj, 2r^. Cette
définition est permise, car, au cas où les diverses parties a, b, l se
trouveraient toutes portées à la même température, elle coïnciderait
avec la définition du potentiel interne du système que donne alors
l'égalité (/f") du Chapitre IX (t. 1, p. 388). 6° Cette égalité (88)
permet d'écrire

d~o(ea, °~) d:`~h(en,) e.

– – £ à^a -] ti.jh -s-

I/»'o 03/,

àj /( 3/)^ di à§ ùi

TS V/= -557- ^«- -ë-O_)6-+-f- -^oJ/. ¡.

/ ~a h d:y

F/égalilé (87) peut donc enfin s'écrire

d~ r d~ 1h l~oT b.:

(89) 6+T + A = 3.f-8«- .^L^L-iJs^.

h! ~x,, ~.?/
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Cette égalité, généralisation Je l'égtililé ((')}, est la loi générale
du mouvement d'un système formé de parties indépendantes dont chacune
est portée à une température unijonne.

Avant de développer aucune considération au sujet de cette loi, revenons
à la définition que nous avons introduite par l'égalité (88). Elle nous
permet d'écrire les égalités

~Tffa, ~~)

1 .ô. ~Wa

j à£= 09(eb,5b)

(90) dSr6 tfcb

(go) l'

f; à$_ t#(ev, 5/)

-) S,,feu, 2rti j-t- SA(«'6, 2v.)-t-+ S/u; S/) = S

des entropies des parties indépendantes a, b. dont chacune est portée à
une température uniforme, est V entropie, du système que composent ces
parties. ÎNous sommes libres de poser cette définition, car, dans le cas
où les parties a, 6, sont toutes portées à la même température, elle
coïncide avec la définition donnée par l'égalité (48) du Chapitre IX (t.
l, p. 388).

Les égalités (91) et (92; donnent alors la relation

/“,) A. __J _J_^i='_s ( Qj –––––––– -––– -i- i ,r'~ .L. Q

– ~(~)~T~F'(~)^8 j à ( c-
l''C~3a) à^(f'a,3a)

3a\Va; •Ja) – r – ̃ – – = *- a ( (-a, -J a )i

l ( 3a ) I 03, t

c Í

~II~ei77'JI7J b t ––~– –––~––– = ")(7~eIl,·JII~,

b (3 h) 03i, 1)

c." !) ~/ ) f1 f .-3/ ) . – II. 'l • ,̃̃̃
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Si la définition de chacune des parties qui composent le système ne fait
aucun état de la température de cette partie, les équations ainsi
obtenues suffiront à déterminer le mouvement du système, pourvu que l'on
connaisse son état initial et son mouvement, initial. Hors ce cas, il
faudra joindre à ces équations un nombre de isklatioas si ppléaientaires
égal au nombre des parties indépendantes qui composent le système ou, en
d'autres termes, au nombre des températures séparément variables qui y
sont ci considérer.

Ces relations supplémentaires pourront dépendre de l'état du système,
des températures de ses diverses parties