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COMMENTAIRE AUX PRINCIPES DE LA. THERMODYNAMIQUE. 20~

6~z/<?~ r~.r de 7~<?/'7~<7/7?/~c (');

PAR M P. DU-HEM.

TROISIÈMEPARTIE.

LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA THERMODYNAMIQUE.

CHAPITRE I.

PiROPRtÉTÉS D~UN SYSTÈME EN ÉQUILIBRE (~).

1. ~c~e/?M<z<x/Mc~c/7~. Soient

(') Voir t. VIII, p. 269, et t. IX, p. 293.

(~) Nous avons développé en détail les propriétés thermodynamiques des sys-
tèmes en équilibre dans un Mémoire récent ~M/' les équations générales de

77!C/'woc(//M~M<yMe (Annales de l'École 7Vb/?t~ 3° série, t. VII, p. 281).

Pour éviter autant que possible de reproduire ici ce Mémoire, nous avons limité

le présent Chapitre à l'exposé des propriétés indispensables pour l'intelligence
des Chapitres suivants.
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tendu, soumis aux restrictions indispensables pour la dénnition de

l'entropie; en particulier, la température a la même valeur en cha-

cun de ses points.
Posons

La fonction sera, comme les fonctions U et S, une fonction M/

/b/e et continue des variables 0:~j~, comme les fonctions

U et S, elle sera indépendante de celles de ces variables qui servent

seulement à fixer la position absolue du système dans l'espace.
Les deux quantités U et S étant chacune déterminées à une con-

stante près, la fonction est deLerminée à une fonction près de la tem-

pérature, cette fonction de la température étant de la forme

où C et C' sont deux constantes arbitraires.

Cette fonction est une généralisation de l'une des/b/o~ c~c-

téristiquesde M. Massieu; c'est l'available energy de M. Gibbs et de

Maxwell, la/y'c~ ~c de M. H. von Helmhoitz. Nous lui donne-

rons le nom de po/c/~<~ <Aeywo~/KX/m<yMe~~e~ du ~<e~c.
Entre les actions A, B, L, 0, qui maintiennent le système en

équilibre et les coefucicnts calorifiques du système en équilibre 1~,

Rp, R)) C, nous avons les relations [IP Partie, Chap. III, éga-
lités (2)~
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D'autre part, nous avons [IIe Partie, Chap. III, ëgaUtés (ï6)],

Les égalités (t), (2)et(3) donnent sans peine

Si à ces équations on joint la condition que les corps étrangers au

système aient la même température que lui, on obtient les co7!~<o/~

~ece~M <?<~M~M~/M ~e /~M!~r<? du ~c.
La dernière èg'aUté (~) donne
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Les égalités (3) et (5) donnentt

Ainsi donc, si ~o~ co/~a<<

Z~'c~c~fo~ du ~o~c/~M/ /Ac/o~Mc ~~cr/~ du

~/?!
2° Z/C.rDr<?.M<0~

de la quantité 0 re~e au système c/x équilibre,
On peut ~e~cr.'

Z~/2C/~7'<?interne et l'entropie du systènze C~/M M/XC~/ ~M~

conque;
2" Les conditions /ccM~j!c~ et suffisantes de l'équilibre du sys-

lènze;
3° Les coefficients ca/or~~M~ du système en cy~c~c.

C'est la généraUsadon d'une proposition bien connue de M. Massieu.

2. Propriétés d'un ~C/0/V~~ de plusieurs parties !/ï~e~C/
dantes qui o~/ ~c/~c température. Pour ne pas compliquer les

raisonnements sans avantage au point de vue de la généralité, nous

supposerons que le système soit seulement formé de deux parties dis-

tinctes, indépendantes Pune de l'autre, que nous désignerons par les

indices i et 2. Chacune de ces deux parties sera supposée à la même
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température en tous sespoints; sera la température de la partie t et

la température de la partie 2; pour le moment, nous supposerons ces

températures quelconques; tout à l'heure, nous leur imposerons la

condition d'être égales entre elles.

Soient oc,, les variables indépendantes qui déter-

minent l'état du système i, y compris sa position absolue dans l'espace;
Féner~ie interne, l'entropie, le potentiel thermodynamique interne du

systèmej i seront des fonctions uniformes de ces variables, ou, du

moins, de celles d'entre elles qui ne servent pas uniquement à déter-

miner la position absolue du système dans l'espace; désignons respec-
tivement ces trois fonctions par

Soient, de même, o:~ P~ '") ~a) ~2 les variables Indépendantes qui
définissent l~état du système 2. Soient

l'énergie interne, l'entropie et le potentiel thermodynamique interne

du système 2.

L'état du système complexe (i, 2), formé par l'ensemble des deux

systèmes < et 2, et sa position absolue dans l'espace sont détermines

lorsqu'on connaît l'ensemble des variables

X,~ étant une fonction uniforme des variables mises en évidence, ou,
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du moins, de celles de ces variables qui ne servent pas uniquement à

fixer la position absolue du système (t, 2); en outre, ou peut conve-

nir de prendre cette fonction égale à o lorsque les deux systèmes t et 2

sont infiniment éloignés l'un de l'autre.

Si nous désignons par U' l'énergie interne des corps étrangers au

système (i, 2), l'énergie interne du système formé par le système

(1,2) et par les corps extérieurs aura pour valeur

La fonction ~dépendra des variables o(,, j~ <x~

X~ ~2~ et aussi des variaMes qui déterminent l'état des corps exté-

rieurs au système (i 2 ).
Les actions extérieures exercées sur le système (r, 2) auront pour

valeurs [r" Partie, Chap. 111, égalités (~)],

D'autre part, les corps extérieurs au système i se composent
1° Des corps extérieurs au système (~ 2);
2° Du corps 2.

Dès lors, il est facile de voir que les actions extérieures apptiquées
au système i ont pour valeurs
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De même, les actions extérieures au système 2 ont pour valeurs

Tout cela est général. Supposons maintenant que le système (i; 2)
soit en équilibre, et appliquons ce principe, qui ressort évidemment de

la définition de l'équilibre pOM~que le système (t, 2) soit en équi-
libre, /a!M~et il suffit que chacun des deux systèmes i et 2 soient

en équilibre.
Pour que le système i soit en équilibre, il faut et il suffit que l'on

ait, en premier.lieu,

étant la température commune des corps extérieurs au système
('-a);

En second lieu, en vertu des égaUtés (4) et (; t),

Pour que le système 2 soit en équilibre, il faut et il suffit que
l'on ait

En premier lieu les égalités (12);
7oMr/ de Math. (4* série), tome X. Fasc. II, 189~. 28
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En second lieu, en vertu des égalités (4) et (i t bis),

Lorsque les égalités (12) sont satisfaites, le système (i, 2) a un po-
tentiel thermodynamique interne que nous désignerons par et une

entropie que nous désignerons par S.

En général, le travail virtuel des forces extérieures appliquées à ce

système est exprimé par

~j, 5,, ~) ~2) -(2~~2 étant donnés par les égalités

(<o). Dans le cas particulier où les égalités (12) sont constamment

vériaées, ce travail virtuel devient

e étant défini par l'égalité

Dès lors, pour l'équilibre du système (i, 2), il faut et il suffit que
l'on ait

En premier lieu, les égalités (12);
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En second lieu, en vertu des égalités (4), (ic) et (i4), les égalités

Le principe énoncé il y a un instant exige que, moyennant les éga-
lités (12), l'ensemble des égalités (15) soit équivalent a l'ensemble

des egalités(i3) et(i3 ~); cette condition s'exprime par les égalités

La fonction dt ne dépend pas des variables 0:2, ~2! la fonction

~ne dépend pas des variables M,, ~< les égalités (16) peuvent
donc s'écrire
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En vertu des égalités (~), on a

En vertu de ces mêmes égalités, X~ peut être regardé comme une

fonction des variables

/(~) étant une fonction arbitraire de la température l'égalité (ig)
donne alors

Si ~o~ co/~e/ï~ de prendre pour potentiel thermodynamique
interne d'un système formé de deux parties à la même <e/M~<x-

ture, infiniment éloignées l'une de l'autre, la somme des potentiels

thermodynamiques internes des deux parties, on aura identique-

ment, d'après régalité (20),
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Lorsqu'unsystème est forméde plusieurs parties indépendantes,
toutes à la même ~T~o~re~ potentiel ~er/Moo~/KX/Me in-

<cr~<?du système s'obtient en faisant la ~oy/ï/~edes jDo~e~~e~ther-

modynamiques internes des parties, et en y ajoutant l'une des dé-

terminations du potentiel des actions mutuelles de ces parties,
ce~e qui s'annule lorsqu'on éloigne t~/n~e~ ces parties les

unes des autres.

L'entropie du système est égale Œ somme des entropies des

6~~6~~jp<ïr< ïe~.

Ces théorèmes ont de fréquentes applications en Thermodyna-

mique on peut les rapprocher d'un théorème analogue, relatif à

l'énergie interne, démontré dans la 1~ Partie (Chap. III, n° 2); mais

ce dernier était général, tandis que les théorèmes que nous venons

de démontrer supposent que les diverses parties du système sont à la

même température, et que chacune d'elles vérifie les conditions indi-

quées au Chapitre III de la IP Partie.

Inégalité (21 ~~) entraîne une nouvelle conséquence importante:
Les coefficients calorifiques du système i en équilibre sont

Les coefficients calorifiques du système 2 en équilibre sont

Les coefficientscalorifiques du système (i, 2) en équilibre sont
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Si l'on tient compte de rëgaHté (21 bis) et si l'on observe que

Ces remarquables égalités (22) sont soumises aux mêmes restric-

tions que l'égalité (21 bis).

5. j~o~~e/oyx~x~/e/M~/xo~ Nous allons

maintenant invoquer une hypothèse fondamentale qui, en général est

admise implicitement dans les traités de Thermodynamique.
Soit un système indépendant t, ayant la même température en tous

sespoints, défini par des variables o~, )~, soit ensuite un

autre système indépendant quelconque n'ayant pas forcément la

même température en tous ses points, défini par des variables o~,

[~ ~2) formé des corps étrangers au système i
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L'énergie interne U du système (i, 2) pourra s'écrire

Y, étant l'énergie interne du système i et Ygl'énergie interne du sys-
tème 2.

L'hypothèse que nous voulons énoncer est la suivante

On peut choisir les variables K,, j3,~ de telle sorte

Que lorsque varie, c~, j~ gardant des valeurs con-

stantes, aucun point matériel du système i ne sedéplace dans l'espace

la force vive du système i est alors indépendante de et de

2~ Que la fonction ne dépend pas de la variable et cela

quels que soient les corps qui composent le système2.

Lorsque les variables <x~ ont été choisies de la sorte,
nous dirons que le système o~, j~, forme un système de

~a7~'<x~ normales définissant le système i.

Le travail virtuel des actions extérieures auxquelles est soumis le

système t est une expression de la forme

Diaprés les égalités (4) du Chapitre III (1'~Partie), on a

Si donc le système de variables M, est un système de

variables normales, on a

Si un système, ayant la même température en tous ses points,
est défini par des ~~M~~ normales, quels que soient les corps

étrangers à ce ~e~ actions qu'ils exercent sur ce système

~c~c~M~/x~aucun %<~ lorsque la température du système varie

seule.
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Cette proposition ne suppose pas le système en équilibre.

Que deviennent les propriétés d'un système en équilibre lorsqu'il
est défini par des variables normales?

Pour un tel système, la quantité

est identiquement nulle.

Dès lors, les équations (~), (5), (6) et (7) deviennent

Z<oy'~donc qu'un système est défini par des variables ~o~Ma/e~
il suffit de co/ï/xa~re potentiel thermodynamique interne de ce

~s/c/Me~OMr~oMpo~ ~e~e/?2!~er les équations ~M~~rc~ l'éner-

gie, l'entropie et les coefficients c<ï~o~~yM~. C'est la proposition
bien connue de M. F. Massieu.

Dorénavant, lorsque nous considérerons un système dont tous les

points sont à la même température, nous le supposerons définipar des

variables normales.

4. Z~ problème de l'équilibre. Comment, en général, le pro-
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blême de l'équilibre d'un système se pose-t-il, lorsqu'on connaît

l'expression du potentiel thermodynamique interne de ce système?
On suppose donné l'état des corps extérieurs a ce système ces

corps sont portes à une température uniforme 6. On se propose de

déterminer l'état pris par le système sous l'action de ces corps.
La fonction ~P*,considérée au numéro précédent, devient, puisque

l'état des corps extérieurs au système est supposé déterminé, une

fonction des seules variables oc, en désignant par a,
les variables normales qui dénnissent le système.

En vertu des égalités (4) (1"~Partie, Chap. III) et des égalités (/; ~)
du présent Chapitre, on a

Si l'on y joint l'équation

qui exprime l'égalité entre la température du système et celle des

corps extérieurs, on aura un nombre (T équations égal au nombre des

variables <x. X, 5', dont on veut déterminer la valeur. Ces équa-
tions permettront donc de déterminer l'état d'équilibre du système,

pourvu que l'on connaisse l'expression des quantités

en fonction de a, c'est-à-dire pourvu que l'on sache com-

ment les actions extérieures appliquées au système varient avec l'état

de ce système. D'ailleurs, si les variables oc,[3, Xy sont des va-

riables normales, ces actions ne dépendent pas de la température du

système.

Journ. deMath.(~'série),tomeX. Fasc.H, t8~. 29
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Une fois Fêtât du système connu, les équations (5 bis), (6~~),

(~ bis) en feront connattre l'énergie, l'entropie et les coefficients calo-

rinques.

CHAPITRE IL

PROPRIÉTÉS D'UN SYSTÈME EN MOUVEMENT.

i. Sens du mot ~!OM~e~<. Nous prenons, dans ce Chapitre,
le mot mouvement pour désigner non seulement un changement de

position dans l'espace, mais encore un changement d'état quelconque,
lor$ mêmequ'il ne serait accompagné d'aucun déplacement. Ainsi, il

y aurait mouvement si les variables que nous avons désignées par

l (Ire Partie, Chap. III, n° 4) variaient seules, les variantes

oc,p, .) gardant des valeurs fixes. De la sorte, le mot ~~('~??~7

suppose non pas au mot r~oo~ mais au mot équilibre.

2. Mouvement ~~M~système qui a la /?~e/?xc<e/?z~cr<ï<M/'cen tous

6'M/)o~7s. Imaginons un système qui ait la même température en

tous ses points, cette température n'étant pas forcément celle des corps

extérieurs; ce système n'est pas en équilibre; il s'agit de déterminer

les lois de son mouvement.

A chaque instant t, l'état des corps extérieurs est supposé donné.

Les actions extérieures qui agissent sur le système sont, en général,
des fonctions des variables <x, qui définissent le système, et

des variables qui définissent les corps extérieurs; ces dernières étant

des fonctions données de t, les actions extérieures sont, en définitive,

des fonctions données de a, X, t; nous les désignerons par
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Posons, pour abréger,

Lorsque le système est en équilibre, on a [Chap. t, égalités (23)],

Lorsque le système n'est pas en équilibre, il n'est pas certain que ces

é~auLcs soient vérifiées; les premiers membres pourront avoir des va-

leurs différentes de o; désignons par /a~ y~ ces valeurs
nous pourrons écrire, sans aucune A~~o~~c~

Les quantités /<x, fa seront nommées les/~M~cM pàs-
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Mp<?.s'que le système a a surmonter; la quantité

se nomme le /M'/ J/c~c/c des résistances ~<x~

Jusqu'ici, nous l'avons dit, les équations (2) n'ont rien d'hypothé-

tique elles ne prennent un caractère hypothedque qu'à partir du mo-

ment où nous assignons une forme particulière auxrésistances passives

or, voici, à cet égard, quelles suppositions nous ferons

PREMiÈHEcoNVENTïON. Les résistances passives fa, /p,

dépendent uniquement des variables

relatives au système, et des variables analog'ues relatives aux corps
extérieurs.

DEUXIÈMECONVENTION.Les résistances passives ne changent pas
de valeur, si l'on change la position absolue ou le mouvement absolu

du système complexe formé par le système étudié et les corps qui lui

sont étrangers; elles ne dépendent que de la ~o~~o~ re/c~c des par-
ties du système et des corps étrangers, du mouvement /'<?/~y des par-
ties du système et des corps étrangers.

Comme toutes les hypothèses que nous faisons, ces suppositions,
bien que très naturelles, n'ont rien de logiquement nécessaire; elles

ne peuvent être vérifiées qu'en constatant l'accord des conséquences
des équations (2) avec les faits d'expérience.

Lorsque l'état des corps extérieurs est donné à chaque instant les

résistances passives deviennent des fonctions des variables

Les équations (2) deviennent alors des équations différentielles du se-

cond ordre, qui détermineraient les valeurs des variables o~ j~, )~



ÛOMMEKTAtHE AUX PRiNCi)?E§ DE LA THERMODYNAMIQUE. 22~

en fonction de e~ partant, le mouvement du système, si elles

étaient en nombre suffisant; mais le nombre des ï~M~ dont il

faut c~<?F'/?~ la valeur à chaque instant excède d'une unité le

nombre des équations du mouvement fournies par la y~6'/VMOÛ~

7?!~MC;il faudra donc, pour compléter la mise en équations du pro-

hicmc, emprunter une dernière équation à une théorie physique étran-

gère à la Thermodynamique; telle serait, par exemple, l'équation

qut ferait connaître a chaque instant la température du système

5. Coe~c/c~.s c6~or~~M<?~d'un système en /yzoMpe/M<?/ï<.Les

coefficients calorifiques d'un système animé d'un mouvement quel-

conque sont defmis par les égalités [Ire Partie, Chap. HI, égali-
tés (12)], 1 ~tï
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ou bien, en tenant compte des égalités (2) du présent Chapitre et de

Feg'aHté(5 bis) du Chapitre I,

Soient Ra, Rp, R~, C les coefficients calorifiques du système en

équilibre dans l'état (o(,À,~). Si nous comparons les égali-
tés (4) que nous venons d'écrire aux égalités (3) du Chapitre I, nous

aurons

La chaleur spécifique d'ma système pris dans un état ~c~«/~

est la même, que le système soit en t~M~e ou en /~o~~c/~e/ si

l'on CO/C une variable autre que la <<?/~<<~M/~ CO<?~C~

calorifique CO/'rC6~0~< à cette ~a/~a! n'a pas la même valeur,
selon que le ~C est en équilibre ou en /MOMP<?~ZC/la seconde

valeur surpasse la première d'une yM<x~ e~M~<2~<?/~e /M-

tance passivc qui correspond à cette variable.

4. jP/'o~c~ yb/~<x~<?/<? des ~'e.?~c~~<xM~M. Soient A~

B, L les actions extérieures qui maintiendraient le système en

équilibre dans l'état (o:, ~); ces forces sont données par les

égalités (4 bis) du Chapitre I.
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Les égalités (2) peuvent s'écrire

Nous donnerons aux quantités (A' A)~ (B~ B)y (L\– L)
le nom d~c~o/~s e~cac~ exercées sur le système à la cfuandte

le nom de travail efficace.
Les égaUtes (6), multipliées respectivement par c~, et

ajoutées membre à membre, nous donnent

Cette égalité obtenue, voici l'hypothèse fondamentale que nous

ferons

HypoTHÈsE. Le travail efficace des actions extérieures à un

~Me est, dans toute /r<x/z~07'o~ y'~e~ au moins égal à
l'accroissenzenl de force vipe.

D'après cette hypothèse, on a, dans toute transformation réelle,

L'hypothèse précédente équivaut donc à la proposition suivante

Dans ~OM<<?~/M/b/<x~o~ /'ce~e ~~M/x~e~ ~r~p<x~des ré-

N~C~ ~<Pe.9 est nul ou ~e~'Œ/Ï/



228 P. DTJHEM.

Multiplions de même par CM,~p, ~À~<0 tes deux membres

des équations (4) et ajoutons membre à membre les résultats obtenus;

nous aurons

ou bien, en désignant par dQ la quantité de chaleur dégagée par le

système dans une transformation élémentaire,

Ecrivons une semblable égalité pour tous les éléments d'un cycle
fermé et ajoutons membre à membre toutes ces égalités, après avoir

divisé les deux membres de chacune d'elles par F(~); comme l'mté-

grale

étendue à un cycle fermée est égale à o, nous aurons

La quantité (/a da + A -t- +/ 6~) ne pouvant jamais être

positive, on voit que, pour tout cycle fermé réel, on a

Cette inégalité célèbre est due à Clausius.

Clausius a donné à la quantité

qui est égale au travail des résistances passives changé de signe, et

qui, par conséquent, n'est négative dans aucune modification réelle

du système, le nom de ~'<xt~/ non compensé accompli d~~nt ce~e~
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modification. La quantité EF(~) dS est au contraire, pour lui, le tra-

vail compensé accompli durant cette même modification.

D'après les égalités (2), on a

ou bien~en désignant par o~ele travail des actions extérieures au

système,

Pour calculer le travail non compensé accompli dans une 7?XO~-

~c~o/~ isothermique, ~e~<?~ le ~<xpa~ <?.r/er/xcet retranclzez-en

la somme des acci-oissenteizts de la force vive et du potentiel <Aey-

/~o6~m~Mc interne. Ce théorème a de fréquentes applications.

Appliquons l'équation (()) aux transformations d'un système isolé

dans l'espace pour un pareil système, nous avons, par définition,

L'équation (<))devient donc

Le second membre ne peut être négatif pouraucune transformation
réelle du système; donc, <xMCM/~m/2~~z~o~(?'e//e~'M~ système
isolé ne peut faire ~ecro~re l'entropie de ce système. On sait que
cette proposition est due à Clausius; il l'avait démontrée seulement

dans le cas où la force vive du système est égale à c.

Jo«r/t. de Math. (~' sér!c), tome X. Fasc. HI, 1894. 3~
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5. 6~2~ sans ~~co~~e. Dans chaque cas particulier) on

devra ajouter aux hypothèses déjà faites sur les résistances passives
d'autres hypothèses propres à déterminer la forme des fonctions fa,

"').A'
Parmi ces hypothèses, la plus simple que l'on puisse faire, et qui est

celle que l'on essayera toujours, au moins comme première approxi-

mation, consiste à faire

Lorsqu~on suppose satisfaites ces égalités ('2), on dit que l'on sup-

pose le système dénué de viscosité.

Pour étudier les propriétés des systèmes dénués de viscosité,

distinguons les variables a, j3, X, dont dépend la force vive des

variables a, qui n'y ngurentpas; à ces dernières, doit être

adjointe la température

Moyennant les égalités (12), les égalités (2) deviendront

Ces équations sont moins -nombreuses que les variables à détermi-

ner pour achever de déterminer le mouvement du système, il faut

leur adjoindre une dernière équation fournie par des hypothèses spé-
ciales.

Ces équations appartiennent à deux types bien distincts. Les équa-
tions (13 bis), qui correspondent aux variables a, sont des

équations au sens ordinaire du mot. Les équations (i3), au contraire,

qui correspondent aux variables <x,j3, sont des équations aux

dérivées partielles du second ordre du type donné par Lagrange.
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Inéquation supplémentaire, qui correspond à la variable 9, peut évi-

demment appartenir à un troisième type.
Dans le cas où cette équation supplémentaire fait connaître la tem-

pérature en fonction du temps, ce qui a lieu, en particulier, dans le

cas où la température est constante, on peut traiter de la manière sui-

vante le problème du mouvement du système.
On résoudra les équations (i3~~) par rapport à <x, on

connaîtra ainsi a, b, l, en fonctions de xi 9r, t et,

puisque est connu en fonction de t, en fonctions de (x, j3, t.

Si l'on reporte ces valeurs des variables a, b, l dans la fonction

~(<x, <x,b, .), celle-ci se transformera en une fonction des

variables <x, t, que nous désignerons par

qui ont la forme la plus générale des équations classiques de la Dyna-
mique.
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La méthode que nous venons d'indiquer est celle qui sert à étudier

le mouvement des corps bons conducteurs électrisés, des corps parfai-
tement doux aimantés, etc.

Dans le cas du problème classique de la Dynamique, la question
se présente sous une forme encore un peu plus simple. En Dyna-

mique, on n'introduit pas la variable c'est supposer implicitement

que la température garde une valeur invariable; les autres variables

introduites figurent toutes dans l'expression de la force vive; le pro-
blème est donc ramené à l'intégration des équations

qui diffèrent des équations (14) en ce que la fonction d ne dépend

pas explicitement du temps, tandis que la fonction S'en dépend.
Le problème classique de la Dynamique se trouve ainsi rattaché

d'u.ne manière logique, a titre de cas particulier, à la Thermodyna-

mique. Nous avons signalé (i~ Partie, Chap. III, n~ 4) une méthode

qui s'offrait pour opérer ce rapprochement et nous avions marqué en

quoi cette méthode laissait place au doute. Nous voyons maintenant

que cette méthode conduirait, en général, à des résultats inexacts; en

effet, elle conduirait à remplacer, dans les équations (t5),le potentiel

thermodynamique interne ~par le produit EU de l'énergie interne et

de l'équivalent mécanique de la chaleur; et ces deux fonctions ne

sont pas ordinairement égales entre elles.

Il est cependant un cas, particulier en théorie, mais à peu près le

seul que l'on traite dans la Dynamique classique, et principalement

dans la Mécanique céleste, où les deux méthodes conduisent à des ré-

sultats identiques.
Concevons un système formé d'un certain nombre de parties indé-

pendantes t, 2, n, dont chacune peut se déplacer dans l'espace,

mais en gardant un état invariable. Soient T,, Y., ~H?les éner-

gies internes de ces diverses parties, qui sont des constantes; soient

') les potentiels thermodynamiques internes de ces parties,
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qui sont également des constantes. Nous savons que nous avons d'une

part (I" Partie, Chap. III, n~2),

E~* étant l'une des déterminations du potentiel des actions /?tM-

tuelles des parties 1,2, celle qui s'annule lorsque ces parties
sont infiniment éloignées les unes des autres. Les trois quantités

EU, E~F, ne dînèrent donc les unes des autres que par des con-

stan tes.

Ainsi, pour ccr/e les c~M<~o/~ du mouvement d'un système

/oy'/?ïc de p<xr~c.? indépendantes qui se déplacent sans c/t<x/?~c7'

d'étal, on peut sz<Mcr les unes aux autres, dans les équations
da La~a/e~ les /roM~'o/ïc~o/M .?M~<?~

Le potentiel ~<?/v~o6~~<x/?z~M<?interne;

Le JO/'O~M~de ~C/«? ~XC par ~C~M~a/C~ mécanique de

la cA<x/<?Mr
Le potentiel des actions y~M<M<?Mc~des ~~ey~M Da/s du ~y~-

<e~c.

En dehors de ce cas particulier, une pareille substitution entraîne-

rait en général une erreur; cette erreur a été commise fréquemment.
Revenons aux propriétés générales des systèmes dénués de visco-

sité. Pour.un semblable système, les équations (4) deviennent

Dans un systènie dénué de viscosité, les coe~cte/x~ c~/or~

fiques ont la /e valeur, que le système soit en équilibre ou en

/~OMPC/?ZC/
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pe ces équations (t6), on déduit

ou, en désignant par ~Q la quantité de chaleur dégagée dans une mo-

dification élémentaire,

En intégrant cette équation pour un cycle fermé, on trouve la pro-

position suivante

Lorsqu'un système dénué de viscosité ~coM/~ /'ee~c/~e/~ un

cycle ~c~ on a, pour ce cycle e/c/~

Appliquons les équations (16) à un système formé de /< parties in-

dépendantes qui se déplacent les unes par rapport aux autres en gar-
dant un état invariable. Désignons par S,, les entropies
de ces diverses parties, qui sont des constantes. Nous aurons [Chap. I,

égalité (2t1 &~)j,

l'entropie du système sera aussi une constante; les équations (16)
nous donneront alors la proposition suivante

jLor~M~M~ système est /oy'~e de parties indépendantes qui se

û~e~~ceyï<sans cA~~e?' d'état, tous les co<?~C!e/ ca~o/MM de

ce ~M<? M/ égaux à o.

Ce théorème nous fait comprendre pourquoi la méthode indiquée
dans la Ire Partie (Chap. III, n~ 4) pour relier le problème classique
de la Dynamique à la Thermodynamique devient légitime dans ce

cas particulier.
Pour terminer ce qui concerne les systèmes dénués de viscosité,
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énonçons une CONJECTURE.Il nous semble probable que F onpourra,
dans tous les phénomènes physiques, admettre la supposition sui-

vante:

Les /<X~C<?y~<XM~<?.yyMtC077'<?~O~C~<XM~~a!/7a!a, &

l, qui /Mre/~ pas dans ~<?.r~<?M!0~de la force vive, ~0~ /OM-

yOM/C~'0/M0 o.

On pourrait alors, en toutes circonstances, remplacer les égalités (2)

par les égalités

Ce serait la forme générale des équations de la Thermodynamique

pour un système de température uniforme; nous le répétons, nous ne

donnons cette hypothèse qu'à titre de conjecture; les développements

qui suivent en sont indépendants.

6. Système formé de parties indépendantes qui ont des <<?/~c-
/'<~MrMdifférentes. Nous allons maintenant examiner un cas beau-

coup plus général que tous ceux qui précèdent; nous allons étudier

un système formé d'un nombre quelconque de parties indépendantes
les unes des autres; nous supposerons que la température de chacune

de ces parties soit uniforme à chaque instant, tout en étant suscep-
tible de varier d'un instant à l'autre; nous ne ~M~9(Me/M pas que
celle température ait à chaque instant la /e valeur pour toutes

ces parties..
Pour ne pas compliquer.inutilement les écritures, nous considérerons

seulement deux parties indépendantes, que nous désignerons par les

indices i et 2.
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Soient <x,, j~, X,, les variables normales qui définissent

l'état de la partie i, y compris saposition absolue dans l'espace soient

c~, les variables normales qui définissent l'état de la

partie 2, y compris sa position absolue dans l'espace.

L'énergie interne du système aura une valeur

le travail virtuel des actions extérieures qui agissent sur le système.
Chacune des deux parties r et 2 peut être regardée comme un sys-

tème indépendant. Le travail virtuel des actions extérieures à chacun

de ces deux systèmes est représenté par les expressions

La partie J forme un système indépendant, de température uni-

forme, cette température n'étant pas forcément la même que celle des

corps étrangers; on peut appliquer à ce système les considérations

exposées dans les paragraphes précédents; il admet un potentiel ther-

inodynamique interne et l'on a, à chaque instant,
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On a de même, en désignant par le potentiel thermodynamique

interne du système 2,

Tenons compte des égalités (20); observons que ne dépend pas
de <Xg,pg, non plus que de<x, ~;que~ ne dépend

pas de o~ .3, ?“ j~ nonplusque~,deM,, .<,

.posons

Ces égalités (2~) sont tout fait de même forme que les égalités (2)

qui régissent le mouvement d'un système de température uniforme;
leur nombre est inférieur de deux unités (de n unités, si le système se

compose de parties indépendantes) au nombre des variables dont les

valeurs doivent être détermmées en fonctions du temps. On devra

donc leur adjoindre deux équations empruntées à des considérations

étrangères à la Thermodynamique; telles seraient, par exemple, les

Journ.deMath.(4*série),tomeX. Fasc~III, 1894. ~1I
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deux équations

qui feraient connaître, a chaque instant, la température de chacune

des deux parties indépendantes dont se compose le système.
Calculons la quantité de chaleur dQ dégagée par le système durant

une modification élémentaire.

Nous avons (Ire Partie, Chap. IM, n° 5)

dQ, et ~Qg étant les quantités de chaleur dégagées par les parties i

et 2, durant la même modification.

Soient S~ S2les entropies des parties i et 2. Nous aurons [é~-
lité (9)],

Nous déduisons de ces égalités (26)

Intégrons cette égalité (2~) pour un cycle fermé, et nous aurons celle

généralisation du théorème de Clausius, due à M. H. Poincaré

jLor~M~~ syslème yo~/?z6de n ~~r/~ indépendantes, dont cha-

cune a une température ~~<~c/c, /~c~ M~cyor/~c~~c/ un c/c~c

fermé, on a

Dans le cas particulier OM système est dénué de viscosité, le

signe C~6 0~a~a~.
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On voit ainsi comment plusieurs des propriétés d'un système de

température uniforme s'étendent à un système composé de parties

indépendantes, portées des températures différentes les unes des

autres.

CHAPITRE III.

LES H.USONS.

i Liaisons bilatérales et lia isons unilatérales. Imaginons un

système formé de parties séparées, indépendantes les unes des autres.

Pour simplifier et préciser les raisonnements, sans d'ailleurs nuire

à leur généralité, réduisons le nombre de ces parties à deux et dési-

gnons-les par les indices i et 2.

Supposons chacune de ces parties de température uniforme et défi-

nie par des variables normales; soient ex,, j~
les variables normales qui définissent la partie i et o~, j~, a~,

~3,~2 les variables normales qui définissent la partie 2.

Imaginons que, par un déplacement continu, on amène ces. parties
au contact. Tandis que ces parties tendent à se mettre au contact, les

variables

tendent vers des valeurs limites, et nous admettrons que la connais-

sance de ces valeurs limites suffit à déterminer l'état du système au

moment où le contact est établi.

Cela revient à faire l'HYPOTHÈSEsuivante: L'état du système au

moy?~ où les parties i et 2 sont contiguës ~r<? !?/c~< peu
de ~a~ du système ait moment où ces parties sont infiniment près
de se ~oMc~r. Ce qui va suivre ne pourrait s'appliquer à un système

pour lequel on ne supposerait pas vérifiée cette hypothèse.
En général, une fois le contact établi, les parties i et 2cessent d'être

indépendantes.
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En premier lieu, il est parfois possible d'imposer au système, une

fois le contact établi, des modifications virtuelles dans lesquelles l'état

de chacune des parties i et 2 éprouve des variations qui seraient incon-

cevables si ces parties n'étaient pas contiguës.

Si, par exemple, les parties i et 2 sont des corps électrisés, la dis-

tribution électrique peut varier sur chacune d'elles, mais, tant qu'elles
sont séparées, la charge totale de chacune d'elles demeure forcément

constante; au contraire, lorsque le contact est établi entre elles, la

charge totale de l'une peut diminuer, pourvu que la charge de l'autre

augmente d'une quantité égale.
De même, lorsque les parties i et 2 sont au contact, il peut se faire

qu'elles se mélangent l'une à l'autre, modification inconcevable tant

qu'elles sont séparées.
Laissons de côté ces cas où le contact des diverses parties introduit

de nouveaux modes de variation dans le système; supposons que, dans

toute variation virtuelle du système, chacune des deux parties ï et 2

éprouve une modification qui serait encore une variation virtuelle de

cette partie si elle était isolée; ces deux parties ne seront pas, néan-

moins, deux systèmes indépendants.
En effet, une foisle contact établi, les déplacements virtuels de cha-

cune de ces deux parties ne sont plus absolument arbitraires; ces dé-

placements virtuels peuvent ou bien maintenir le contact des parties,
ou bien faire cesser ce contact soit en certains points, soit en totalité,
ou bien encore établir de nouveaux contacts; mais, puisque nous

excluons l'hypothèse du mélange, ils ne doivent pas tendre à faire pé-
nétrer les deux parties l'une dans l'autre, à amener en un même lieu

une portion de l'une et une portion de l'autre.

Cherchons une méthode analytique propre à exclure les déplace-

ments qui amèneraient les deux parties à se pénétrer.

Imaginons que la surface S, qui termine la partie i et lasurface 52,

qui termine la partie 2, soient en contact en un certain point p. Soient

p, le point matériel de la partie i et ~2 le point matériel de la par-
tie 2 qui se trouvent en p. Soient N,, N2 les normales en p aux sur-

faces S~, 82, dirigées respectivement vers l'intérieur des parties i et 2.

Pour qu'un déplacement (~, ~,) du point p, et un déplacement

(~g, §v~ §~) du point ps amènent les parties ï et 2 à se pénétrer au
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voisinage de ces points, il faut et il suffit que l'on ait

On exclura donc les déplacements qui tendraient à faire pénétrer les
deux corps l'un dans l'autre en imposant aux déplacements virtuels la

condition

Or §~ 8z, s'expriment en fonction linéaire et homogène de

~<x,, ~3, ~a s'expriment en fonction linéaire et homo-

gène de ~0:2, ~a [P" Partie, Chap. I, égalités (2)]. La condition

précédente peut donc s'écrire

MI N,, P, étant des fonctions des variables o~, etM~,

N~ P~ étant des fonctions des variables o~, ~2,

Ainsi, les déplacements virtuels d'un système formé de diverses

parties au contact sont soumis à un certain nombre de conditions de

la forme

que Fon nomme les conditions de liaisons du système.
Si l'on voulait conserver seulement les déplacements virtuels qui

n~altèrent pas le contact des parties i et 2, on devrait remplacer les
co/K~:o~M(ï) par les ~M~o/M
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Lorsqu'on exclut les déplacements virtuels qui feraient cesser un con-

tact, lorsque, par conséquent, on suppose tous les déplacements vir-

tuels soumis aux équations (2), on dit que le système est soumis seule-

ment à des ~MM~/Mbilatérales; dans ce cas, si

est un déplacement virtuel du système,

est aussi un déplacement virtuel du système, en sorte que tous les dé-

placements virtuels du système sont r<?/~e~<x6~.

Lorsque, au contraire, on laisse libres les déplacements qui peuvent
faire cesser des contacts, les liaisons du système, exprimées par les

conditions ('), sont dites liaisons unilatérales; les déplacements vir-

tuels ne sont plus tous r~e/M.

2. jE'/xer~:e interne d'un système à liaisons. Imaginons un

système formé de deux parties i et a, susceptibles d'être séparées ou

au contact. Désignons par u l'énergie interne du système lorsque les

deux parties ï et 2 sont au contact.

Séparons infiniment peu ces deux parties; l'énergie interne du sys-
tème prendra la valeur

les variables ayant des valeurs infiniment voisines de celles qui assurent

le contact des parties ï et 2.

Mais la modification que nous venons de considérer change infini-

ment peu, par hypothèse, l'état du système; par conséquent, l'oeuvre

accomplie dans cette modification est infiniment petite par conséquent
aussi l'énergie interne du système varie infiniment peu; la quantité t)

est égale à la limite vers laquelle tend la quantité (3) lorsque les par-
ties i et 2 tendent à s'appliquer l'une contre l'autre. D'où la proposi-
tion suivante

L'énergie interne d'un système formé de plusieurs ~<x/ en
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co~c< est ~a~ a ~M~e vers ~yM<?/~tend /er~:e ~er/tC du

~~c/~c ~Mg ses 0~M ~or~e~~ ~e~a!7~~les M/ des aM~r~,

<<?~< s'appliquer les unes CO/X~~les 6~M<r~.

Prenons un systèmeisolé formé de plusieurs parties, dans un état où

ses diverses parties i et 2 sont innniment près d'être au contact; cal-

culons les quantités

Calculons les valeurs /7~c.y vers lesquelles tendent ces quantités

lorsque les parties i et 2 tendent à s'appliquer l'une contre l'autre

~a/' ~e/x~o~~ les limites des quantités A~ L,
seront les actions que la partie 2, appliquée contre la partie i, exerce

sur cette partie i; de même, les limites des quantités A2, L~,

c~, ~2 seront les actions que la partie i exerce sur la partie 2.

Les travaux virtuels de ces actions auront pour valeurs respectives

$o~, §Xa, ~a étant d'ailleurs soumis aux conditions de

liaisons.

Ce que nous venons de dire constitue une définition; en effet, les

actions mutuelles de deux systèmes i et 2 n'étaient définies jusqu'ici

qu'autant que ces systèmes étaient indépendants et ce n'est pas ici

le cas.
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5..E'op:e <?~o<e~e~ ~er~oc~/ïa/Me
c~~M~

~e
à ~ûn-

~o/~y. Imaginons encore un
système

formé de
plusieurs parties,

deux par exemple, les parties i et 2, et supposons que ces parties

soient toutes à la même
température

ce
système aura alors une en-

tropie et un potentiel thermodynamique interne, que les parties qui

le
composent soient ou ne soient pas au contact. En raisonnant

comme dans le cas
précédent,

on prouvera que re/~y'o~e
<?<

~o<<?~-

<!<?~ ~e/oc~/Kx/M~Me t~er/M c~M~ s/e de ~~c7'a<MF'c M/n-

/'o/ formé /?~~M/~ pa~xe~ co/c~ .yo/~ d~Ma? ~~oec~t-

~y~e~~ aux ~~e~ /c~M<?~M ~e~x~ ~e/op~ ~o<eyx~c/

<A~~7~06~~a/Me ~M ~e ~O~~MC les ~~r~M parties, MO/eM,

tendent a s~cco~er les M~M aux e~M~*<?~.

Si nous conservons nos notations habituelles, cette entropie § et ce

potentiel thermodynamique interne seront les valeurs limites des

quantités

4..ëyKï~r<? d'un système soumis à des liaisons bilatérales.

Imaginons un système formé de deux parties i et 2, entre lesquelles
existent des conditions de liaisons

Supposons que nous soyons assuré d'une manière quelconque que
le système ne peut prendre aucun mouvement durant lequel quel-

qu'une des inégalités

serait satisfaite.
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Dés lors, en remplaçant les conditions de liaisons (i) par les équa-
tions de liaisons (2), nous sommes assurés de ne rien modifier à l'état

d'équilibre ou de mouvement du système; nous pouvons donc consi-

dérer le système comme soumis uniquement aux liaisons bilatérales

Supposons que les deux parties r et 2 soient à la même tempéra-
ture Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équi-
libre du système que forment ces deux parties.

Donnons à ce système un déplacement virtuel, isothermique, compa-
tible avec les égalités (2). Les actions extérieures effectuent un travail

virtuel <~5 le potentiel thermodynamique interne subit une variation

S~; d'après ce que nous avons vu au Chapitre I, les conditions néces-

saires et suffisantes que nous cherchons s'obtiendront en écrivant que,

pour tout déplacement virtuel isothermique du système, on a
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Légalité (4) peut donc s'écrire

Mais cette égalité doit avoir lieu non pas quelles que soient les va-

riations

mais seulement lorsque les égalités (2) sont satisfaites.

Il faut et il suffit pour cela qu'il existe des facteurs II, II, en

nombre égal à celui des équations (2), ces facteurs dépendant uni-

quement des variables ot~ ~o <X2,.) ~2) tels que l'égalité (5)
ait lieu quels que soient

En d'autres tenues, pour que le système soumis aux liaisons bilaté-
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raies (2) soit en équilibre, il faut et il sufËtque l'on ait

Examinons les conséquences de ces égalités (6), (y), (6 bis),

(7&M).

D'après la définition des actions exercées par la partie 2 sur la

partie i, nous pouvons dire que

sont les actions exercées sur la partie i par les corps étrangers à cette

partie. Nous voyons alors que les égalités (6) et (~) conduisent à

l'important théorème que voici

Les conditions d'équilibre d'un système qui, au ~A d'être indé-

pendant, présente des liaisons bilatérales avec les corps qui l'envi-

ronnent s'écrivent comme les conditions d'équilibre d'un système
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indépendant, pourvu qu'aux forces ea?~K?Mr~ auxquelles ce sys-
~e estsoumis on adjoigne ~o~cMj~c~<?~

Cesforces fictives, ~o/roRCES DELIAISONS~ne o~ey!e~ que
des variables ~Mt~cc~~ la position relative du système et des corps
extérieurs, et non des variables qui changeraient l'état du ~s~/Me
ou des co/~ extérieurs sans faire varier ~Mr~o~~xo~ relative.

Le travail virtuel des forces extérieures de liaisons appliquées au

système (ï) a pour valeur

Le travail virtuel total des forcesde liaisons qui s'exercent entre les

deux systèmes i et 2 a pour valeur
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Si l'on tient compte des égalités (2), on peut énoncer le théorème

suivant:

Le travail virtuel de toutes les forces de liaisons qui s'exercent

entre les deux systèmes (i) et (2) est nul pour tout déplacement
virtuel qui respecte les liaisons bilatérales existant entre les deux

systèmes.

Les conditions d'équilibre d'un système qui est assujetti aux corps

étrangers par des liaisons bilatérales diffèrent en un point essentiel

des conditions d'équilibre d'un système indépendant.

Supposons que l'on donne à un système indépendant une modifica-

tion virtuelle S<x, ~<x, l'état des corps étrangers demeu-

rant invariable le travail virtuel des actions extérieures sera, dans ce

cas, la dinérentielle totale d'une fonction des variables c:, ."3

a, (~o~rChap. I, n° 4). Considérons au contraire un système

assujetti à des liaisons bilatérales avec les corps extérieurs; le travail

virtuel des actions extérieures et des forces de liaison, qui doit, dans

cecas, remplacer le travail des seules actions extérieures, ne sera plus,
en général, une différentielle totale. Comme nous avons eu soin de ne

jamais supposer, dans nos démonstrations, que le travail virtuel des

actions extérieures fût une différentielle totale, les résultats de ces

démonstrations s'appliquent aux systèmes qui présentent, avec les

corps extérieurs, des liaisons bilatérales.

5. Équilibre d'un système sournis à des liaisons unilatérales.

Pourquoi, en traitant, au numéro précédent, de Féquilibre d'un

système soumis à des liaisons, avons-nous dû ajouter cette restriction

que cesliaisons étaient bilatérales? La raison en est simple. Nous avons

fait usage des lois de l'équilibre des systèmes telles qu'elles ont été

établies au Chapitre I. Or, tout, dans l'établissement de ces lois, sup-

pose que le système soit défini, au voisinage de l'état étudié, par un

système unique de paramètres, variables arbitrairement d'une manière

continue. Cette condition n'est pas réalisée dans un système soumis à

des liaisonsunilatérales. Prenons un système formé de diverses parties

qui, dans l'état étudié, sont au contact; deux systèmes différents de
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variables devront être employés pour dénnir les états du système voi-

sins de celui-là, selon qu'en ces états le contact sera conserve ou sup-

primé. On voit donc bien que nos raisonnements tomberaient si le

système présentait des liaisons unilatérales.

Les raisonnements précédents supposent que l'on soit assuré de la

proposition suivante Le systèmene peut, à partir de l'état considéré,
et les vitesses des diverses parties étant toutes égales à o, prendre un

mouvement dont le premier élément représenterait un déplacement
virtuel non renversable; nous aurons donc les conditions nécessaires

et suffisantesde l'équilibre du système si, aux conditions établies dans

le numéro précédent, nous joignons des conditions nécessaires et suf-

fisantes pour que tout mouvement de ce type soit exclu.

Malheureusement, nous ne pouvons établiravec une entière rigueur
ces conditions nécessaires et suffisantes; nous ne pouvons indiquer
d'une manière assurée qu'une condition qui est suffisante pour rendre

impossible tout mouvement du système débutant, sans vitesse initiale,

par un déplacement non renversable.

Cette condition est la suivante

Si, pour /<~e modification virtuelle non re~er~e~ on a ~/ï~-

~<x~<'
"P.

on est assuré que le système ne peut ~r~e~ sans vitesse initiale,
aucun mouvement commençant par un déplacement virtuel non

/rM~e.

Imaginons, en effet, que le système puisse prendre un semblable

mouvement. Soit <ol'instant initial de ce mouvement. Soient ~<x,

< c~x,) dl" <~Ks, da2, da2, le premier élément de
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ce mouvement. Supposons que Fon ait

Le premier membre de cette inégalité varie d'une manière continue

durant le mouvement du système; nous pourrions donc déterminer un

instant postérieur à <oet'assez voisin de to, pour que, entre les in-

stants to et ce premier membre demeure constammentpositif; nous
aurions certainement alors

Mais, le système ayant rompu à l'instant <ocertaines liaisons uni-

latérales, on peut toujours supposer l'instant t, assez voisin de l'in-

stant to pour que, entre ces deux instants, le système soit soumis

exclusivement à des liaisons bilatérales. Pendant ce temps, son état

sera défini par un système unique de paramètres, variables arbitraire-

ment d'une manière continue; sa température étant uniforme on

pourra lui appliquer les lois du mouvement d'un système de tempéra-
ture uniforme, telles qu'elles ont été établies au Chapitre II; ces lois

nous donneront immédiatement l'égalité

Les vitesses initiales étant toutes égales à o par hypothèse, il en est

de même de et l'égalité précédente nous donne l'inégalité

qui est en contradiction avec la précédente.
Cette contradiction démontre Inexactitude de la proposition énon-

cée.

La condition précédente, suffisante pour entraver tout mouvement

qui débuterait par un déplacement non renversable, est-elle en même

temps nécessaire à cet objet? Fourier, Gauss, Cauchy et, depuis,



P. DUHEM.a5a

beaucoup d'autres géomètres l'ont pensé; mais il nous semble diffi-

cile de le démontrer rigoureusement en s'appuyant uniquement sur

ce qui précède.

6. Mouvement d'un système, de <e/~era<Mre M~ï/br/Mp,soumis

à des ~<xMo~~bilatérales. Pour ne pas allonger outre mesure le

présent travail, nous n'étudierons le mouvement d'un système qu'au-
tant que les liaisons entre ses diverses parties demeurent bilatérales.

Considérons un système formé de deux. parties i et 2, entre les-

quelles existent des liaisons bilatérales; supposons les deux parties i

et 2 à la même température L'ensemble de ces deux parties for-

mera alors un système auquel on pourra appliquer les lois générales
du mouvement exposées au Chapitre II.

Nous pouvons, sans avoir besoin de connaître explicitement les va-

riables indépendantes qui définissent ce système, énoncer les lois du

mouvement de la manière suivante

Soientt

6~ële travail virtuel des actions extérieures
la variation isothermique du potentiel thermodynamique interne;
le travail virtuel des forces d'inertie;

~<Dle travail virtuel des résistances passives.

Pour tout déplacement virtuel du système, nous devons avoir
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fItrr. C\r. AI n,

Mais, dans cette égalité (g bis), les quantités ~x,, n'ont pas
des ~a~eurs arbitraires; elles sont soumises aux écfuations de liaison

Dès lors, il existe des facteurs 11, 11', tels qu'en multipliant

par TIle premier membre de la première équation (2), par M'le pre-
mier membre de la seconde, etc., et en ajoutant les résultats obtenus

au premier membre de Féquation (~ bis), celle-ci ait lieu quelles que
soient les quantités ~<x,,

Les facteurs II, IT, dépendent uniquement des variables o~,

o~, ~2 et de leurs dérivées premières et secondes par rapport
au temps et point des variables < ag, /a, ni des dérivées

de ces variables par rapport au temps.
On doit donc avoir, à chaque instant du mouvement,
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< t~

Si l'on joint à ces équations une dernière équation indiquant de

quelle manière la température du système varie avec le temps, on

aura toutes les équations du mouvement du système.
Les équations (10) et (10 ~) conduisent à la conséquence suivante

0/~ peut <~<?/<? a M/ï~e/?ïc qui jo/'M<?/~ o~ec /c~ Mr~ cj.

~c~ ~aMo~~ ~<?~~ ~OM/c~les lois du y~oM~<?~~A~

~c/?xc !epc/z~ des co/ c~c/'xcMy~~ jco~r~M que ~o~ <ï/o~
a~j? /'orc<?~e~~M~'CN ~M~o/'c~~c/~es

Ces forces de liaison dépendent M/nyMe~c/M~ay'c.? <x~

tx~, qui fixent la position du ~y~c/~c et des co/p~ exté-

7'!<?M/ et des dérivées ~y'c/c~ secondes, par rapport <xM/c//?~
de ces variables.
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Cette proposition, toutefois, n'est démontrée qu'autant que l'en-

semble formé par le système et les corps extérieurs a, à chaque instant,

une température uniforme.

Considérons une modification infiniment petite quelconque du sys-
tème dont les deux parties t et 2, à la même température, ont entre

elles des liaisons bilatérales; le travail total des forces de liaisons qui
s'exercent entre ces deux parties aura pour valeur

Mais les équations de liaison (2) doivent être vériûées si l'on pose

Le travail précédent est donc égal à o.

7. AfoMP<?/?2<?/~d'un ~e C~07~les ~C/~Mp<Xy'~M~ portées à
des <<?/~e/~<Hr<?.ydifférentes, sont ŒMM/eMtesà des liaisons bilaté-

rales. Tout ce que nous avons dit jusq~ici sur les liaisons a été dé-

duit de ce qui a été établi dans les deux Chapitres précédents, sans

que nous ayons eu besoin d'invoquer aucune hypothèse nouvelle. Il

n'en sera pas de même de ce qui va être exposé au présent numéro.

Nous avons traité, au Chapitre II, n° 6, le mouvement d'un sys-
tème formé de diverses parties indépendantes portées à des tempéra-
tures différentes. Les équations que nous avons obtenues peuvent être

condensées dans la proposition suivante

Supposons que le système soit formé de deux parties i et 2. Soit
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dt et étant les potentiels thermodynamiques internes des parties i

et 2, supposées isolées. Si nous donnons au système un déplacement
virtuel quelconque, nous aurons

les divers symboles ayant le même sens qu~en Fégalité(g).
Cela posé, voici l'hypothèse que nous admettrons

HYPOTHÈSE. Le /~M~<X<précédent demeure exact ~C7?~Cdans

le c<xsoMles diverses parties qui coyïs<~MC7ï<le système ~o~~joo/M à

des ~~c/'<x<My~s ~~crc7t<<?s et prM<?~ entre elles des /m/.yo/~

~/<ï~y'<x~.

Cette hypothèse admise, il suffit de reprendre les considérations

exposées au numéro précédent, pour être en droit d'étendre tous les

résultats obtenus dans ce numéro à un système dont la température

n'est pas uniforme.

8. C'oc~c: cc~o/Mc;? d'un N/~c/~c soumis à des /o/<

~c/'a/ Nous ne connaissons jusqu'ici le sens du mot quantité
de chaleur dégagée par un ~y/c/M<? qu'autant que ce système est

indépendant des corps étrangers. S'il s'agit d'un système présentant
avec les corps étrangers des liaisons bilatérales, nous ne pourrons pas

employer ce mot avant d'en avoir donné une définition.

Considérons donc un système soumis à des liaisons biLatéraIes avec

les corps extérieurs; soit U l'énergie interne de ce système; soient

F~, F~ les forces de liaisons.

Posons
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La somme

sera, par définition, la quantité de cAa/<?M/*dégagée par le système
durant la modification réelle ou virtuelle 3<x, ~<x, S/.

Il résulte évidemment de cette définition, qui renferme comme cas

particulier <;elleque nous avons donnée pour un système indépendant

(I'* Partie, Chap. lit, n" 5), qu'une 7~o~/?c<o~ réelle ou

~e//c d'un systèrne isolé c/ï/<? un ~c~<?~<?/ de cA~e~ e~
à 0.

Considérons un système formé de deux parties < et 2. Soient <x~

ai les variables qui définissent la première partie; <x~

les variables qui définissent la seconde partie.
Ces deux parties présentent entre elles des contacts qu'expriment les

équations de liaisons

En outre, elles présentent avec les corps extérieurs des contacts qu'ex-

priment les équations de liaisons

a, 1 étant les variables qui définissent la position des corps exté-

rieurs.

L~énergie interne du système formé par l'ensemble des deux parties
sera désignée Dar

Les actions extérieures appliquées au système formé des deux parties
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seront désignées par A,, LI, Ag, L2, ~,3, ~a.
Dans une modification quelconque du système, la partie i dégagera

une quantité de chaleur dQ, donnée par l'égalité

De même, la partie 2 dégagera une quantité de chaleur ~Qa donnée

par F égalité
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Les deux égalités précédentes donnent alors sans peine

Si l'on désigne par dQ la quantité de chaleur dégagée dans la modi-

fication considérée par le système que composent les deux parties i

et 2, le second membre de l'égalité précédente représente la quantité

E dQ on a donc

Si donc M~~e~ qui peut présenter des liaisons bilatérales

avec les coy'POMt/KX~ est /or~c de ~<?7'e~ yz~~e~pe/c~-
ter entre elles des liaisons bilatérales, la quantité de cA~~CM/'que
le ~~c/~c ~e~~c clans une woc~c~/M~ quelconque esl la ~o~c

~~c~M~ <~ ~M<x/ de c~M/' que ~e~e/ï~ dans la F~c/?t~

/~o~~c<x~o~, ses r~p<?/c~ ~<x/<

Si l'on rapproche cette proposition de la précédente, on obtient

celle-ci

Lo/M~~ ~9~C MO~ est yo/?ZC de deux JO~e~ ayant C/C

elles des ~o/~s bilatérales, la ~M~<c de c~CM~ dégagée jo<x/'
/xe de ses ~a/ dans une modification réelle ou virtuelle du

système, est e~c quantité de chaleur absorbée ~~M<

Nous avons étudié (1~ Partie, Chap. III, n~ ~) les procédés calori-

métriqiles; nous avons considéré trois systèmes S,, S2, S3' que nous

avons supposés indépendants; les propositions qui précèdent permet-
tent d'étendre la théorie de la calorimétrie au cas où les systèmes S,,

S~ S~ présentent entre eux des liaisons bilatérales; c'est ce cas qui

est, en général, réalisé dans la pratique.
Des égalités (i3), on déduit aisément la conséquence suivante

Soient, dans une modification réelle ou virtuelle d'un système qui
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présente, avec les corps extérieurs, des liaisons bilatérales, ~e le tra-

vail des actions extérieures et des forces extérieures de liaisons; ~? le

travail des forces d'inertie; nous aurons

Ces ég'alités expriment le principe de l'équivalence de la chaleur et

du travail pour un système soumis à des liaisons bilatérales de la part
des corps qui l'environnent.

Tout ce que nous venons de dire demeure vrai lors même que la

température du système n'est pas uniforme. Supposons maintenant

que cette température soit uniforme. Les égalités

qui définissent les coefficients calorifiques du système, joinLes aux

équations du mouvement t

et aux identités
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donnent

égalités semblables à celles que l'on obtient pour un système indé-

pendant.
On déduit de là, pour une moditicadon réelle quelconque,

Lnaginons un système formé de n parties i, 2, indépen-
dantes ou offrant entre elles des liaisons bilatérales; chacune de ces

parties a une température uniforme, mais cette température n'est

pas forcément la même pour toutes ces parties; le système lui-même

peut présenter avec les corps avoisinants des liaisons bilatérales.

Pour chacune de ces parties, écrivons une égalité analog'ue à l'éga-
lité (17) et ajoutons membre à membre ces diverses égalités. Si nous

posons
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Intégrons cette égalité pour un cycle fermé, en observant que
l'on a

Cette inégalité est ainsi étendue aux systèmes que forment des par-
ties portées à des températures différentes et présentant entre elles

des faisons bilatérales.

CHAPITRE IV.

STA.BIHTE ET DÉPLACEMENT DE 1/ËQUIHïmE.

i. D~ ~o<<?M~/ <r~od~~n'gMe total. Le travail virtuel des

actions extérieures à un système (en y comprenant, au besoin, les

forces de liaisons extérieures)

A §(x-t- B -{-<- L §A+ ~<o<x-t- +.)- .~o/

n'est pas, en g'énëral, la différentielle totale d'une fonction uniforme

des variables normales a, À, Cependant s'il n'en

est pas ainsi en général, il en est ainsi dans un grand nombre de cas

particuliers importants.

Lorsque existe une fonction uniforme telle que l'on ait

( t) A <~K -<- B +.)- L ~X -<- ~<x + +.+ =

on dit que les ac~o/9 <?.r~r/cMre~ au ~.y~f a~<?//<?~/ un potentiel
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et que est ce potentiel. Ce. potentiel, lorsqu'il existe, est évidem-

ment déterminé à une constante près.

Lorsque les actions extérieures admettent un potentiel, nous don-

nons le nom de potentiel ~e7'/?zoc~<X7?~Mc<o~ du système a la

somme

du potentiel thermodynamique interne et du potentiel des actions

extérieures.

Voici un cas important où un système admet un potentiel thermo-

dynamique total

Imaginons les variations réelles ou virtuelles des corps extérieurs

tellement liées aux variations réelles ou virtuelles du système que les

actions extérieures A, B, L, A, gardent des valeurs

invariables. On pourra alors écrire

et le système admettra pour potentiel thermodynamique total la quan-
Ltle

Nous donnerons à cette quantité, que l'on a souvent à considérer

da.ns les applications, le nom de ~o~K~ <Ae/o~/Mwz~M<? sous

actions constantes.

2. Stabilité de /~<~7~e température constante. Il nous

est désormais inutile de distinguer les variables a, ~7 des varia-

bles <x, X. Considérons donc un système dont la température
soit uniforme et qui soit défini par les variables normales oc,8,

Pour tout mouvement réel de ce système, nous aurons [Chap~II,

équation (n)],
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Si les actions extérieures admettent un potentiel cette égalité,

jointe aux égalités (t) et (2), deviendra

Si wo~~c~~o~ est Mo~e/Mc~ cette égalité deviendra

Il suffit alors d'observer que la quantité

ne peut jamais être positive, et de répéter presque textuellement la

démonstration, devenue classique, de Lejeune-DIrichlet ( ) pourpar-
venir au théorème suivant

Un système dont la <c/~cr<~Mr<' est /~<<?~Me constante est

a~M/'e7?!<?7z/en e~M~e stable dans un état où son potentiel ~cr-

/~o~~<x~~Me total présente une valeur /?~/n/??~~?x/ ~M/c.?celles

qu'il peut prendre à la même ~~C/M/?.

Il n'est pas du tout certain qu'il n'y ait, pour un système, d'autre

état d'équilibre stable que ceux qui correspondent à un minimum du

potentiel thermodynamique total.

Dans ce qui va suivre, lorsque nous parlerons d'un système en

équilibre, nous entendrons désigner abréviativement par là un sys-

(1) LEJEUNB-DIRICHLET,~e~e/'o~e ~7(~<~e.sG~etcA~e(~'cA~(yo«/e

C/'e~ t. 22, p. 85; t846).
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tème dont le potentiel thermodynamique total a une valeur minima

parmi toutes celles qu'il peut prendre à la même température.

5. D<c<?/~e/~ de l'équilibre par une ~a/o/x de ~e~pc/
Un système est en équilibre, a une température donnée S',

lorsqu'il est soumis aux actions A, B, L; les variables normales

<x,j~, qui, avec la température achèvent de déterminer ce

système, ont, dans cet état, des valeurs données par les équations

Supposons que les actions A, B, L admettent un potentiel f),

qui sera une fonction de a, [~ mais point de 9 (Chap. I, n" 5)
et posons, conformément à l'égalité (i)~ === -<- Les équations

précédentes pourront s'écrire

il s'établira un nouvel état d'équilibre, dans lequel les variables nor-

males qui définissent l'état du système auront les nouvelles valeurs

Les équations d'équilibre (5), différentiéespar rapport à ~r,donnent
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le système d'équations

Multiplions les deux membres de la première de ces équations

par –< les deux membres de la seconde par les deux membres

de la dernière par et ajoutons membre à membre les résultats ob-

tenus nous obtiendrons Inégalité suivante

D 1" d ..b l, 1
dlCDdtLdv

1Dans cette égalité, on doit attribuer au
symbole

!<~

signification suivante

On considère toutes les valeurs, distinctes les unes des autres, de la

<)~ t~ i
quantité -E- que l'on peut obtenir en remplaçant et par,àli ai d' d2rque on peut 0 tenir en remp ~~çantfi. et 'J pm'

deux lettres, distinctes les unes des autres, prises dans l'ensemble x,

et l'on fait la somme de toutes ces valeurs distinctes.

Par hypothèse, les valeurs de <x, que définissent les éga-

lités (5), donnent à une valeur minimum parmi toutes celles qu'il

peut prendre à la température Dès lors, si l'on donne a oc, 7.

ces valeurs, on est assuré que la forme quadratique
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est positive, quelles que soient les valeurs, différentes de o, que l'on

attribue aux quantités a,
Il en sera ainsi, en particulier, si l'on fait

L'me~dité que nous venons d'obtenir pourra s'énoncer de ia ma-

nicrc suivante

La quantité

est de signe contraire à o~9'.

Les actions extérieures A, B, L, égales au signe près aux déri-

vées partielles de la fonction jQpar rapport à (x, sont indé-

pendantes de la température S~;on a donc

Dès lors, en vertu de Inégalité (i), le résultat que nous venons d'ob-

tenir peut s'énoncer ainsi

La quantité

est de signe contraire a ~?.
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En vertu de l'égalité (5 bis) du Chapitre I, la quantité (8) peut
s'écrire

p</&
La quantité p.'

étant assurément positive, on voit que la quantité

Ra<~K+ Rp -t- + Ra~X

est de mcme signe que ce qui exprime la loi suivante

Cû/~C~'0/M M/~~~C/?ZC soumis à des actions qui ~ZC~f/~

un ~o<e~ Ce ~?zc est eiz équilibre à une ~/?~c/'a~c f~o~-

~ec. Si l'on élève celle ~c/M/'e~ il s'établit un ~M/c
r< du ~<ey'/ les ~a!a! /M/?za~ qui car-aclérisent

du ~<C~<? subissent certaines !<X/M~ si elles ~M~.M<~<?/~C~~

~M u~r~~o~.? à /e/oc/M/~ co/c~ niodification virtuelle

t/~0.9C~ au ~M<? <?/Z~<C/ M/~ ~~O/'Z~/Û~ de chaleur.

Cette loi, entrevue par Lavoisier et Laplacc, a été énoncée par
M. J.-H. Van t' Hoff.

4. D~~cc/~c/z/ Mo/Ac/?z~Mc de /M~e. Un système est

soumis à des actions constantes -A, B, L, et porté à la tempéra-

ture il prend un certain état d'équilibre stable rendant minimum

le potentiel thermodynamique sous les actions constantes A, B, L.

Les variables normales <x,P, ont des valeurs définies en fonc-

tions de A, B, L, par les équations

Laissons à la température la valeur et donnons aux actions A,
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B, L, de nouvelles valeurs, voisines des précédentes, (A-t- dA),

(B -t- dB), (L -t- dL); le système prendra un nouvel état d'équi-
libre défini par des valeurs (a -h ~K), (~ -+-~), (~+ <~) des

variables normales o:, en posant pour abréger

Les égalités (g), différentiées, nous donneront

Multiplions la première de ces égalités par c~, la seconde par
la dernière par et ajoutons membre à membre les résul-

tats obtenus; nous trouvons

Proposons-nous de déterminer le signe du premier membre de l'é-

gaHté(io).
Considérons le potentiel thermodynamique sous les actions con-

.stantes A, B, L.

VoMr~. de ~t<A. (4" série), tome X. Fasc. III, tSgj;. 35
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Par hypothèse, les valeurs de <x,j3, que définissent les éga-
lités (g), font prendre à ce potentiel une valeur minima parmi toutes
celles qu'il peut prendre à la température Si donc on donne à <x,

ces valeurs, la forme quadratique

sera positive quelles que soient les valeurs non nulles attribuées aux

quantités a, b, elle le sera, en particulier, si l'on pose

qui exprime la proposition suivante

Un système est en e~M:~6/'e~à une température donnée, sous

c<?/'<<x~<Mactions e<c~cr~M7" a ces actions extérieures, on ajoute

certaines actions perturbatrices infiniment petites, la ~/M~)e~Mre

~eMr<x/ï<Me; l'équilibre primitif est ~roM~~ un nouvel
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état d'équilibre s'étal;lit; dans le passage de l'ancien état c~Mï-
libre au nouveau, les <XC~O/Ï~~e/~Mr~a~CM <?~<?C~M<?/~<toujours un

travait positif.

Un cas particulier de cette loi avait été énoncé par M. H. Le Cha-

telier.

5. Stabilité isentropique de l'équilibre. On nomme, d'après
M. Gibbs, modification isentropique une modification durant laqueUe

l~entropie du système demeure invariable; dans une semblable modi-

fication, les variations c~<x~~y c~, des variables normales

sont liées par la relation

Les modifications isentropiques sont intéressantes à considérer en

ce que si le système qui décrit une modification isentropique est à

chaque instant en équilibre sous Faction des corps extérieurs, la modi-

fication isentropique qu'il décrit est ce que nous avons nommé une

/~o6~c6~M/~ ~M~a~Me réversible; réciproquement, toute modifi-

cation adiabatique réversible est isentropique.

Imaginons un système soumis à des actions extérieures qui admet-

tent un potentiel 1~, et supposons ce système en équilibre. Nous

avons
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Joignons-y l'identité

qui peut encore s~ëcnre~puisque~ peut toujours être pris indépen-
dant de

Multiplions les deux membres de la première égalité (i3) par ~oc,
les deux membres de la seconde par les deux membres de la

dernière parc~, les deux membres de l'égalité (!36M) par c~&,~<x,
~dénnissantunc modification isentropique; ajoutons

membre à membre les résultats obtenus en tenant compte de léga-
lité (12) et nous trouverons

Ainsi toute /7ïo~M~M/~ ~e/o~t~Me t~o~c un ~e

partir d'un d<<7~e~~M~~e ocy'c~<xf~(i4); du reste, cette

égalité exprime simplement que la modification considérée est adia-

batique.

Reprenons l'égalité générale [(Chap. II, égalité (i i)],

Elle peut s'écrire
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permet de la transformer en

Pour une modification isentropique, cette égalité se réduit à

ne pouvant jamais être positive, on peut, à partir des égalités (i4)
et (i5), construire une démonstration semblable à celle de Lejeune-

Dirichlet, et obtenir le théorème suivant

Z/~M~~re c~M~~s~e est a~My'e/?ïc~<~jf~e pour /oM/<?~

/~Û~~C~~O/~M~/t~Op~Meyque ~0'~J'?eM<~Mt:~p0~<?rsi la ~M<X/<~

(EU + ~) a une ~e~r m~~a parmi ~M<MccMes y~c~e ~CM<

~re~'e sans c/e~e/~ de ~Mr 7~(?~<ropfc.

Ce théorème a été énoncé par M. J.-W. Gibbs. On peut dire avec

lui que si la quantité (~-+-~) est le ~o~e/x~~ <A~o<ïa/y~crMe d!

~~e/M/'e co~ï~ la quantité (EU -t-H) est le ~o/e/c~ <Ae/

/~o~/ï<x/?z~MCà e/op~ co/ï~/a~~e.

Considérons un système en équilibre. Si l'équilibre de ce système
est stable pour toutes les modincadons isothermiques qu'on peut lui

imposer, est-il stable aussi pour toutes les modifications isentropi-

ques? En d'autres termes, s'H est stable lorsqu'on suppose le système
entouré de sources de chaleur qui en maintiennent la température

constante, est-il encore stable lorsqu'on suppose le système entouré

d'une enceinte imperméable à la chaleur?

Pour répondre à cette question, il nous faut invoquer un postulat

fondamental, que nous nommerons Po~M~c~Tfe~~o~ M. H. von

Helmholtz étant le seul physicien, à notre connaissance, qui l'ait

explicitement énoncé ('). Ce postulat est le suivant

(~) H. VONHELwnoLTz,ZM/*77!e/'7MO~/ï<x/M!'A'c~e/M~cAcrYor~o~c. I.

(~~M~~e/'ïc~e~er2~r~e~A'~e/7M'~ 1882,j~ semestre,p. 12et ï~).
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POSTULATD~HELMHOLTZ.Lorsqu'un ~?Ze est rapporté à des

variables /!or/7~~ capacité ca~o/Me de ce système est posi-
tive.

Ce postulat s'exprime par l'inégalité

Il faut bien observer que cepostulat pourrait cesser d'être conforme

à l'expérience si le système n'était pas défini par des variables nor-

males c'est ainsi que la capacité calorifique de la vapeur d'eau sous

<e~o~ de vapeur M~M/~eest négative. Cette remarque montre en

outre que le postulat qui précède, pour naturel qu'il paraisse, n'est ni

évident, ni nécessaire.

Ce postulat admis, nous allonsmontrer que la stabilité isothermique
de l'équilibre entraîne la stabilité isentropique.

Conservons le symbole d pour désigner les variations isentropi-

ques et servons-nous du symbole pour désigner les variations iso-

thermiques. La proposition à démontrer se ramène évidemment à

celle-ci Sachant que, pour un système en équilibre, on a
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</d~oy~e~ que l'on a

Dans une modification isothermique, les quantités §o:, ~X

sont absolument arbitraires; l'inégalité précédente (17 bis) aura donc

encore lieu si l'on remplace §K, $\ par les variations o~

c~ qui correspondent à .une modification isentropique. Nous

aurons par conséquent, pour toute modification isentropique,

D'autre part, l'identité

Ajoutons membre à membre Finégalité (ig) et l'égalité (20), cette

dernière ayant été au préalable multipliée par E F(~) tenons compte,
en outre, de l'identité
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peut s'écrire, en observant que 1~est indépendant de

L'identité
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Les quantités E, F(~), 1~(~)3 sont essentiellement positives; d'après

le postulat (THeljNhoItz, il en est de même de la quantité C; rine~a-

lité précédente exige donc que Fon ait

C'est l'inégalité (18) que nom voulions démontrer.

6. Déplacement isentropique de ~~M:c. Prenons un sys-
tème en équilibre stable, pour les modifications isothernnques~ sous

les actions constantes A, B, L. La quantité
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dans laquelle les quantités A, B, L sont' indépendantes des va-

riables a, a une valeur minima parmi celles qu'elle peut

prendre à la même température 9\ On a donc, en premier lieu,

Cette dernière inégalité a lieu quelles que soient les valeurs non

toutes nulles de

Donnons aux actions A, B, L des variations infiniment petites

dA, dB, o~L,tandis que le système ne peut échanger de chaleur

avec l'extérieur. Le système éprouvera une modification isentropique
et parviendra a un nouvel état d'équilibre. Dans cet état, les variables

normales qui définissent le système auront les nouvelles valeurs
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T~I~T~ t- ~l-. J-- 't' y v

Multiplions la première des égalités (29) par la dernière

par 6~ et ajoutons membre à membre les résultats obtenus; nous

trouvons
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Cette inégalité (3i) équivaut au théorème suivant

Un système est en e~M~~yc sous certaines actions extérieures; il
ne peut cpr<?M(~ que des y~o~~c~~o~~ isentropiques,. on ajoute
aux actions extérieures des actions perturbatrices ~e/z~c-
lites; le ~<?~e ~<x/'p~ un nouvel c~/ ~~yM~e/ dans le

~<ï.M<x~ede l'ancien état ~'e~M: au nouveau, les actions per-
turbatrices effectuent ~OM/OM/~un trapail positif.'

Ce principe du déplacement isentropique de l'équiHbre est utile

dans la discussion de certains' problèmes relatifs à la détente des

vapeurs.

7. La cAc~M/' spécifique sous ac~o~~ co~M. Imaginons
un système maintenu en équilibre par des actions extérieures con-

stantes A, B~ L. Il passe d'un état défini par des valeurs x,

des variables normales, à un nouvel état défini par des valeurs

(<x+D<x), (~+D~), (~+D~), (9-+D~) des variables nor-

males.

Les équations d~équilibrc

Ces égalités nous donnent pour Do~ Dj~ D~ des valeurs pro-

portionnelles à D3', les coefficients de proportionnalité dépendant des

variables <x,j~
Il en résulte que la quantité de chaleur absorbée dans la modifica-

tion précédente,

peut s'écrire FD~r, F étant une fonction de o:, 2r.
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r est ceque nousnommerons lacapacité <?a/o/M6 sous les actions

constantes A, B, L. C'est la capacité calorifique relative au sys-
tème de variables (~) non normal A, B, L,

On a donc, par définition,

Si le système est en équilibre stable lorsque les actions extérieures

A, B, L sont maintenues constantes, la quantité

est, comme nous l'avons vu au n° 4, positive quels que soient

~X. L~ë~alité (34) nous donne donc l'inégalité

(*),Au sujet de .ce système de variables, t?o/7'notre /tfe/~o/~ sur les équa-
<M~ générales de la T~er~oa~/ïa'M~ Chap. V (.Annales de l'École ~o/

male, 3e série, t. Vil, t8<)i).
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Par conséquent, un ~~e/726 est en ~~z/t~c stable lorsqu'on
maintient constantes les actions <?.yj{e~eM/'e~qui le sollicitent, sa

capacité ce~'t/~MC ~'ya~~c lorsqu'on maintient constantes

les actions A, B, L, que lorsqu'on /?!~X/Ï~<?/CO/M/ les ~<-

/xoy~M~<x,j~X.

Imaginons que l'on veuille imposer aux variables o:, les

variations Dac,Dj~ D~~ la température étant maintenue con-

stante. Il faudra adjoindre aux acdons extérieures A, B, L des

actions perturbatrices 3A, ~B, 3L. On aurait, d'après Inéga-
lité (10),

Imaginons que l'on veuille imposer aux variables a, 7. les

mêmes variations Dc~, D~par une modification isen tropique; la

température variera alors d'une quantité~ dcSnie par Inégalité

Pour accomplir cette transformation isentropique, on devra ad-

joindre aux actions extérieures des actions perturbatrices c~A~B,

dL, et l'on aura, d'après Pénalité (3o),
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On déduit de là

Cette relation, où D~vcriuc les égalisés (82) ct~ l'égalité (36),
est la généralisation de celle par laquelle Laplace a expliqué l'expé-
rience de Desormes et Clément.

CONCLUSION.

Les physiciens qui ont traité de la Thermodynamique ont placé
cette science, vis-à-vis de la Dynamique, dans deux positions dis-

tinctes.

Les fondateurs de la Thermodynamique ont presque tous incliné a

faire de cette science une application de la Dynamique regardant la

chaleur comme un mouvement très petit et très rapide des particules

qui constituent les corps, la température comme la force vive moyenne
de ce mouvement, les changements d'état physique comme des mo-

difications dans les éléments caractéristiques de ce mouvement, ils ont

tenté de déduire les théorèmes de la Thermodynamique des théo-

rèmes de la Mécanique rationnelle; leurs tentatives ont été aisément

couronnées de succès dans le domaine du principe de la conservation

de l'énergie; elles ont été moins heureuses lorsqu'elles ont abordé le

principe de Carnot; malgré les essais audacieux de Clausius, de

M. Boltzmann et de M. H. von Helmholtz, le principe de Carnot n'a

pu, jusqu'ici, être déduit d'une manière pleinement satisfaisante des

propositions de la Dynamique.

Beaucoup de physiciens ont cherché à rendre la Thermodynamique

indépendante de toute hypothèse sur la nature de la chaleur; ils ont

essayé de l'établir non sur des théorèmes empruntés à la Mécanique

rationnelle, mais sur des principes qui lui soient propres; Clausius

avait déjà été guidée dans la rédaction de ses plus beaux Mémoires,

par le désir de faire de la Thermodynamique une science indépen-

dante G. Kirchhoff, comme en témoignent ses Leçons récemment

publiées, avait montré, dans son enseignement, que ce désir pouvait
être réalisé; élève de G. Kirchhoff, M. G. Lippmann a préconisé en
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'1 '1 1.
France cette tendance qui domine, aujourd'hui, dans l'enseignement
de nos Facultés.

Nous avons essayé, dans le présent travail, d'indiquer une troisième

position de la Dynamique par rapport à la Thermodynamique; nous

ayons fait de la Dynamique un cas particulier de la Thermodyna-

mique, ou plutôt, nous avons constitué, sous le nom de y~c/o~~a-

w~Mc, une science qui embrasse dans des principes communs tous

les changements d'état des corps, aussi bien les changements de lieu

que les changements de qualités physiques.
Les principes de cette science sont les lois ~expérimentales que Sadi

Carnot, Mayer, Joule, Clausius, W. Thomson, Helmholtz ont établies

ou éclaircies. Sa mise en équations, ébauchée par Clausius, perfec-
tionnée par Massieu, Gibbs et Helmhoitz, nous ramène à une forme

analytique semblable à celle que Lagrange a donnée à la Mécanique;
ainsi se trouve maintenue, au travers des évolutions de la Science,
cette continuité de tradition qui en assure le progrès.

Il nous semble qu'une conclusion générale se dégage de cette étude

si la science des mouvements cesse d'être, dans l'ordre logique, la

première des Sciences physiques, pour devenir seulement un cas par-
ticuler d'une scienceplus générale embrassant dans ses formules toutes

les modifications des corps, la tentation sera moindre, pensons-nous,
de ramener l'étude de tous les phénomènes physiques à l'étude du

mouvement; on comprendra mieux que le changement de lieu dans

l'espace n'est pas une modification plus simple que le changement de

température ou de quelque autre qualité physique; on fuira dès lors

plus volontiers ce qui a été jusqu'ici le plus dangereux écueil de la

Physique théorique, la recherche d'une explication mécanique de

l'Univers.

Tbw/t. de ~fo~/t. (4' série), tome X. Fasc. 1894. 0~




