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POTENTIEL THERMODYNAMIQUE
ET LA

PRESSION HYDROSTATIQUE,

P A R P. DU H E M .

I N T R O D U C T I O N .

N o u s avons i n d i q u é a i l l e u r s ( ' } de q u e l l e maniè re on p o u v a i t dé-
te rn i ine r la fo rme générale du p o t e n t i e l L l ï e r i ï t o d y n a n l i q a e i n terne d ' un
système dont la n a t u r e var ie d 'un po in t , à l 'autre d'une manière con-
t i n u e . Mais , préoccupé sur tou t des app l i ca t ions à l 'électricité et au
magnét i sme, nous avons dû glisser rap idement sur que.lq:ues questions
qu i a u r a i e n t nécessité une discussion rigoureuse; d 'a i l leurs cette dis-
cussion exigeai t l'examen préalable d'un grand nomhre de d i f f i cu l tés
relat ives aux principes de la Tliermodyrïamiciiie, et cet examen n'était
pas a sa place dans n,n Ouvrage qu i n 'é ta i t pas consacré à cette branche
de science-

Depuis l 'époque on a paru l'Ouvrage dont nous parlons, nous avons
repris l 'étude dé t a i l l ée de la Thermodynamique ( 2) ; les 'résultats
obtenus dans 'cet te étude nous permettent a u j o u r d ' h u i d'aborder avec
toute la r igueur et toute la généralité désirables la détermination du
potentiel thermodynamique interne d'un système hétérogène.

, Moyennant certaines hypothèses, que nous avons cherché à mettre

( l ) .Leçons w l'Électricité et le Ma^/iéllmKî, 1.1, Lîv* 111, Chap, II.
( 2 ) Commentaire wx principes de la Themwdynwnique (Journal de Mathém(Ulques

pures et appliquer y t. VIII 0l t. I X ) -
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clairement en évidence, on trouve que la forme générale (le ce poten-
liel est la suivante :

;f== /"(,</v"~hh rrFc/vr/\\
f '•t * ' ' '

Chacune des intégrations s'étend au volume entier du système; G dé-
pend des variables, telles que la température*, la densité, etc., qui
déf în issent les propriétés du sysl:,éme en un point de l'élément ^/V;
F dépend des propriétés de la matière en un point de l'élément d\ et
en un point de l'élément dV ; toutefo is , les teîrrpératures Te tT en ces
deux points n'y figurent pas.

Ce théorème domine l'étude do la Capillarité, de l'Ehxîtrostatique,
do .Magnétisme; nous en avons déjà tait de nombreuses appl icat ions et
nous espérons en donner d'autres encore dans de prochains Mémoires.
l);ms ce Mémoire-ci, nous en faisons l'application a l'étude de l'équi-
libre des fluides.

Le cas le plus simple de l'Hydrostatique est celui où l'on suppose
nulle la fonction F- Si. l'on désigne par p la densité du fluide en un
point de l'élément r/V, la. fonction G devient une simple (onction de p
et d.e T, ç(p,T) et le potentiel tliermodynamiquf.i interne prend la
forme

j"::j"o(p/r)./v.

Dans ce cas, les divers éléments du fluide n'exercent les uns sur les
autres aucune action. La plupart des propositions relatives à ce cas
simple sont bien connues; nous en avons donné ailleurs (r) un exposé
complet et rigoureux.

Un autre cas, plus général que le précédent, est celui ou l'on a

EF^ipp^r),

p et p' étant les densités des deux éléments ^V, ^"V7 et r leur distance.
Dans ce cas, doux éléments, de masses dm et dm\ pris au sein du
f lu ide , exercent l 'un sur l'autre une action répulsive, soumise à la loi

i l ) Hfdrotfynwniqua, ÉUi^ûdtû, Acoustique, Cours professé à, la1 Faculté des Scionecs'
(io Lille en Ï890 1891. T. ï^.yv. îî .
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de l'égalité entre l'action et la réaction, et ayant pour grandeur

^^'/(/•) [/(r) =-^}

C'est à ce cas que se rapporte, en particulier, la théorie de la figure
des planètes. La plupart des théorèmes généraux, vrais pour le premier
cas, le sont également pour ce cas plus général.

Mais ce cas n'est pas le plus général qui se puisse concevoir; dans
le cas le plus général, on a

EF^pr/ i^p.fAr) . ,

Dans ce cas, la force qu'exercent l 'une sur l'autre deux particules de
masses dm et dm! ne s'obtient plus en multipliant le produi t de leurs
masses par une fonction de leur seule dis tance; celte force est de la
forme

dm dm' /(p, p',/*) /(p,p^") =— j^^(p, p\ r) .

On sait que M'. Paye attribue précisément à une force de ce genre la
formation de la queue des comètes.

Mais, et c'est là ce qui distingue le cas général des cas particuliers
précédents, cette force ne représente pas, à elle seule, l'action totale
de la particule drnf sur la particule drn : i l faut. y jo indre une autre
action qui est non plus une force, mais qui est ce que nous avons appelé
ailleurs ( ^ ) une w/ïuence; cette influencs, qui tend à accroître la den-
sité de l 'élément dm, sans tendre à déplacer le centre de gravité de cet
élément, a pour grandeur — — ^ ( ^ ^ r ' ^ d m d m ' .

La masse dm exerce une in f luence analogue sur la .masse dm', en
sorte que, pour avoir le travail total des actions mutuelles de ces deux
masses, il faut ajouter au travail — — ^ ( p , p', r^dmdm^r de la force

mutuelle le travail — — ^(p» p\ r)Sp + — ^(p, p', r) âp' \drn dm' des

influences réciproques. , ,

( 1 ) Commentedre ÛMX priftcipcîf de Ut Thermodynamique, Ï^ Partie, Chap. ïiï.
Ann. de l 'Éc : , Normale. S" Série, Tome X.. "—.JtJlî( ï89311. ., • . ^
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L'introduction de ce nouvel élément, que ne connaît pas la Méca-
nique rationnelle, montre que le problème de l'Hydrostatique, a ins i
généralisé, échappe aux prises de la Statique classique; en revanche,
il peut être abordé par la Thermodynamique, et l 'étude de ce problème
se montre féconde en résultats imprévus.

Le plus important de ces résultats, que nous avions dé jà entrevu
ailleurs (^ ) , est celui-ci :

Dans le cas général, la densité du fluide en un point nest pas détermi-
née par ta seule connaissance de la pression au même point.

Cette proposition fondamentale : A une température donnée, la den-
sité est une fonction déterminée de la pression, proposition que les
Traités d'Hydrostatique présentent comme une hypothèse première et
universelle, n'est vraie que pour les deux cas particuliers que nous
avons signalés tout d'abord,

Le résultât précédent peut encore se mettre sous la forme que voici :
Les surfaces d'égale 'pression ne coïncident, pas, en générale aw les

surfaces d'égale densité.
A ce résultat, on peut en jo indre deux autres :
Les surfaces éyuipolentielles ne coïncident pas, en général, avec les

surfaces d'égale pression.
Les surfaces équipotentielles ne coïncident pas', en générale wec les sur-

faces d'égale densité.

Deux de ces trois familles de surfaces : surfaces d'égale pression,
surfaces d'égale densité, surfaces équipôtentielles, ne coïncident que
dans les deux cas particuliers énurnérés tout d'abord, et alors' elles
coïncident toutes trois,

.Des théorèmes fondamentaux de l'Hydrostatique classique, un seul
demeure vrai pour le cas général; c'est celui-ci :

Une surface d'égale pression est normale en chaque point à la force,
tant intérieure qu'extérieure y CjUt agit en ce point.

(i) Leçons sur V Électricité et le Magnétisme ) U I, pp» 355-359»
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CHAPITRE I.
LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE INTERNE D'UN SYSTÈME CONTINU»

Considérons un corps, dont les propriétés varient d'un point à
l'autre d'une manière continue ou discontinue, les discontinuités se
produisant le long de certaines surfaces. Divisons ce corps en n par-
ties, de telle façon que la nature de chacune de ces parties varie d'un
point à Fautre d'une manière continue, les surfaces de discontinuité
se trouvant au nombre des surfaces de divis ion qui découpent le corps
en ces n parties. Imaginons, en outre, que chacune de ces n parties a i t
une température uniforme, cette température n'étant pas forcément la
même pour les diverses parties ï , 2, ...,11^.

Nous supposerons que ces n parties puissent être considérées isolé-
ment et que chacune d'elles soit divisible à l ' in f in i en parties qui puis-
sent, elles aussi, être considérées isolément.

'Considérons isolément la partie :r. Supposons qu'elle admette un
potentiel thermodynamique interne. Ce potentiel est susceptible d'une
infini té de déterminations; soit ^ une de ces déterminations; c^est
une quantité dont la valeur est donnée lorsque l'état de la partie x est
donné. L'énergie interne et l'entropie de cette partie î seront déter-
minées par les égalités

r)i, , r? v -< ••rl/w î( î ) LÏi=^-I^

.,, ̂  <^1
(a) Eli=-^r-

Au sujet des parties 2, ..., n, nous pouvons répéter des considéra-
tions analogues.

Considérons simultanément les parties 1,2,.. -, n, en ne les suppo-
sant pas en contact. Leur ensemble admet pour potentiel thermodyna-
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mique interne, pour énergie interne et pour entropie les quan t i t és c^,
o, <§, déterminées par les égalités

( 3 ) S == ̂  + ̂  +.. .-+- ^/ + E¥,
(4) : ^^=r,+r,+...+r,+1y,
(5) .S :=2i+I^r...+^

dans lesquelles W est une quant i té dont la valeur est donnée lorsque
l'état des diverses parties 1 ,2 , ..., n et leur position relative sont don-
nés; cette quanti té W tend vers zéro lorsque les diverses parties s ,
r?, ..., n s^éloignent indéf in iment les unes des autres.

Lorsque les diverses parties i , 2, ..., n sont au, contact, le poten-
tiel, thermodynamique interne, l 'énergie in t e rne et l 'entropie ont des
valeurs qui son'Hes limites respectives vers lesquel les tendent les
quan t i t é s ^, t), ^, déterminées par les égalités (3), (4), (5), lorsque
les parties ï , 2, . . - , n, pr imit ivement isolées, tendent à se mettre en
contact.

Ce que nous venons de dire est très général; nous al lons m a i n t e n a n t
particulariser davantage, en in t roduisan t quelques hypothèses*

La PIIEMIÈKE HYPOTHÈSE que nous ferons est une hypothèse sur la na-
ture de laquelle nous avons déjà appelé Ina t t en t i on dans un autre tra-
vail (1) ; elle consiste à supposer que l'on a

- ]+" t^^â3+-•^¥„,

+ . . . 4- . . < .
< îîf4. Vni-•"•ll)?'^

V^ étant la fonc t ion , analogue à W, qu i se rapporte au système que
composeraient les deux, parties i ctj\ si, on les prenai t seules; en
sorte que le potentiel thermodynamique interne de ce dernier système
aurait pour valeur

^"+»^4-E¥,y.

L'égalité (6) peut encore se mettre sous la forme su ivan te» 'don t nous

( 1 ) Comme fttfure cw,x principes- de la1 Therrn(Hlyn..arniqw, P10 Partio (/ûurncd de Ma-1

thématiques de €» Jordan,, L YIIÏ, p. 3 1 5 ; î8y%),,



LE POTENTIEL THEnMODYNAMïQlîE ET LA PRESSION HYDROSTATIQUE. ] 8q

aurons à faire un f réquen t usage

(6 bu} ^ r = ^ n -4- ¥13 4" . .. -+- ¥„

^F^y^...^1!^
-4- * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+IV„+V„+...-^V^l,..

Dans cette égalité, W,j et y^ ont identiquement le même sens.
Le système ayant été décomposé en un certain nombre de parties,

divisons celles-ci, en parties plus petites, ces dernières en nouvelles
parties, et ainsi de suite, do telle sorte que le système se trouve divisé
en parcelles dont toutes les dimensions tendent vers zéro; admettons
qu'à aucun moment ces diverses parties ne cessent de remplir les con-
ditions qui permettent d'attribuer à chacune d'elles un potent ie l ther-
modynamique in terne.

Soit i une de ces parties dont le volume V^ tend vers %éro ; soit M/ le
point vers lequel tondent tous les points de la surface qui la l i m i t e ;
nous admettrons, et c^est la DEUXIÈME HYPOTHÈSE que nous ferons, que
Von peut toujours choùir la fonction Si de telle manière gué le rapport —v /
demeure fini et tende vers une limite déterminée lorsque la partie i tend
vers zéro par un mode déterminé de subdivision du système, La valeur li-

Smite du rapport — demourc-t-elle la même lorsque la particule i tend
à se réduire au point M^- par des modes différents de subdivision du sys-
tème? Ce dernier point sera l'objet non d'une hypothèse, mais d'une
démonstrat ion,

Cette hypothèse peut n'être pas réalisée dans certains systèmes;
ainsi, dans un système électrisé, si Fon considère une partie ^terminée
partiellement par une surface qui, porte une distribution électrique
superficielle, lorsque cette partie i décroîtra, on verra tendre vers une

il i m i t e déterminée et finie le r a p p o r t — ? S; étant l'aire de la 'surface
'électrisée qui termine cette partie; en sorte que, dans ce cas, le rap-

Tf

port — pourra croître au delà de toute limite. Nous laisserons de coté
ce cas et d'autres du même genre; d'ailleurs tous ceux d'entre eux
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qu'il est intéressant de considérer donneraient lieu à des raisonne-
ments semblables à ceux que nous allons développer.

La fonction ̂  étant déterminée, quel que soit i, de manière à satis-
faire à l'hypothèse précédente, nous admettrons que la fonction T^
satisfait à une TROISIÈME HYPOTHÈSE que voici :

Soient, autour de deux points déterminés M^, M'y du système, deux
lF/•particules i et j qui tendent à se réduire à zéro. Le rapport ——- demeure

fini et, de plus, il tend very une limite déterminée lorsque les deux vo-
lumes V,, Vy sont obtenus1 par un m/ode déterminé de subdmsion du sys-
tème. Nous laisserons en suspens, pour le moment, la question de sa-
voir si cette limite est la môme quel que soit le mode de subdivision
du système.

Enfin, nous ferons une OIIATHIÈMK HYPOTHÈSE.
Soit M/ un point du système; soit S une surface qui entoure le

point M,; prenons un volume quelconque intérieur à cette surface et
contenant le point M,-; divisons ce volume d'une manière quelconque
en un nombre quelconque de parties i, a, b, ... /, dont l 'uney /, ren-
ferme le point M^. On peut toujours prendre la surface S asses voisine eu
tous ses pointff du point M ^ pour que l'on soit assuré d'avoir

(7) |W^^•^+...+V//|<•ÊV I I/,

£ étant une quantité positive^ aussi petite que l'on voudra^ donnée d'à»
vance.

Voyons quelles sont les conséquences de ces quatre hypothèses-
rf"Nous allons prouver en premier lieu que le rapport — tend toujours

•vers la même limite, quel que soit le mode de division du système qui/ait
tendre vers zéro la particule entourant le point M^

Imaginons d'abord que Pon divise le. système en cubes in f in iment
petits, qui ont leurs arêtes respectivement parallèles aux axes de coor-
données 0<r, Oy, 0^, et dont la longueur d'arête décroît suivant une

<T?
progression géométrique de raison 1. Le rapport w tendra alors vers
une limite finie et déterminée, qui dépendra uniquement de la posi-
tion du point Ml/. Si donc nous désignons par// et u les valeurs de ^/
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et V^ relatives à un tel petit cube, nous aurons

lim^ : = G ( ^ y / , ^ ) = G / ,

G étant une fonction uniforme et continue des coordonnées .̂ , y/, ^
du point M^, si, au voisinage de ce point , les propriétés de la matière
varient d'une manière continue.

En vertu de notre quatrième hypothèse, autour de tout pointM/ d'un
certain domaine I) dont fait partie le point M^, on peut tracer une
sphère qui jouisse de la propriété suivante :

Si, à l'intérieur de cette sphère, on prend un volume contenant le
point M y, et si on le divise en diverses parties j\ a, &, ..., /, dont
l 'une, j\ contient le point M,, on sera assuré que l'on a

|V^^^4..^4,.V^[SeV^

Le rayon de cette sphère dépend, en général, du point 'Mj que Fon
choisit dans le domaine Ï); mais, pour les divers points du domaine!),
il admet une limite inférieure R, différente de zéro.

Du point M/ comme centre, décrivons une sphère de rayon inférieur
ï"t

à — A l'intérieur de cette sphère, prenons un volume quelconque V^,
renfermant le point JM^ et divisons ce volume en parties quelconques
a, p, ..., À. Nous serons assuré d'avoir

11I^ap+T l raY+•-+ lPaX|^Va,
IT^+^r^-.+^lS^Vp,

l^a+^P^-.^-^I^V^

et, en remarquant que
1 Va4"Vp4".-+IV),=IV„

1 Tap+¥ay+—+"y^
^w^+w^+^^'^
4- . . . . . , . , . , , * . . * * . . . . .
^W^^W^.^^W^^BV^ . 1 ,

Ainsi, (.facile que sou la forme du. wlii'me V^ yai entoure le poini M^ et
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<7^?/<fe y^<? soit la manière dont on Fa subdùnsé en parties a, (3, ..., À, on
peut toujours prendre le volume V/ assez petit pour c/ue l'on ait

(8) |rap+^ay4-.. .4- 'raA
+XFp^....+ll^

4".... . . . . .

-^ ^v,,

£ êïa/^ ^/2<? quantité posiiwe, aussi petite que l ' o n veut y donnée
d'avance.

Prenons un tel volume V,. Soit ̂  son potentiel thermodynamique
interne. Si nous traçons les petits cubes considérés, il renfermera
certains de ces petits cubes a, p, . . . , À , et, en ou t re , des parties
résiduelles, p., v, .... Nous aurons, d'après l 'égalité (3),

(9) ^,=/o,+/p4-.. <+/),4-^4"^v4-.. .-hïî^r.

Le volume V, ayant été pris assez petit pour que l ' inégal i té (8) soit
satisfaite, nous sommes assurés d'avoir

( ïo ) IKV^nV,,

jetant une quanti té positive, aussi petite que l'on veut, donnée
d'avance.

En vertu de' la deuxième hypothèse, on aura

| ̂ 4-^+.. . 1 = K(V(,4-V^ ,.),

K. étant un rapport qui demeure fini lorsque les volumes Vp., V^, ...
tendent vers zéro; mais on peut pousser assez loin la division en cubes
pour que le volume de la partie résiduelle (V^+Vv-h . . - ) soit une
fraction, aussi petite que l'on voudra,1 du volume V,- On peut donc
prendre les éléments cubiques assez petits pour que l'on soit assuré
d'avoir

( ï0 l^+^+.. , |5yîV/.

En vertu de la deuxième hypottiese^ on peut prendre les cubes a,
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3, ..'., X assez petits pour que l'on soit assuré d'avoir
. |y^—^(;^ \ ' ^ - f ] u ,

(,.) '^T:"^!^.";
1 | f^ ̂  n {^ 1 1 r j^,

C'a» GA, • • • - » ^x étant les valeurs do la fonc t ion G0r",y,^), en des
points M'a, M'p, ..., M), des cubes a, [3, . . . , \.

La fonc t i on G(.r,y,.s) étant con t inue et les points M^, Ma, Mp, M)^
étant tous i n t é r i eu r s au volume V/, on pourra tou jours prendre celui-ci
assez pe t i t pour q u e l'on soit assuré d'avoir

S
' j (^— { y ^ \'^'n^

^ 'GP-.Gd;!':
( !<•;,— ̂ ,\i'n.

Les inésalités ( 1 2 ) et (i '5) perînettent d'écrire l'inégalité

L/a^/p - h 1 . . . -4-"-,/).~N//fi(,y/,y/, 5,) | '^'n N ̂ ,

N étant le nombre des volumes cubiques que contient le volume V/.
Mais la somme N^ des volumes cubiques que renferme le volume Y/

ne pouvant surpasser ce volume V 1 /» l'inégalité précédente entraîne
l'inégalité

04) lya+./p-i-,. .-h.A"-N^(î(^^,y,, ̂ ) | .:^V",,

L'égalité C()1)1, j o in te aux. inégali tés (10), ( t i ) e t ( i 4 ) » nous montre
que l'on peut toujours prendre le volume V'/ 'assez petit et pousser
assez loin la subdiv is ion en cubes pour que l'on soit assuré d 'avoir

( 1 5 ) | J/ ~ N // G ( ̂ f, y i , Z{) \ <^ Y] V/.

' On peut toujours aussi pousser la subdivision en cubes assez loin
pour que le v o l u m e résiduel Vp, + 'Vy 4" . . . =^ 'V, — N^ soit une
frac t ion aussi, petite que l'on voudra du volume V<?; assez lo in , par
conséquent pour que l 'on soit assuré d'avoir

( î 6 ) V/-N^ , ri 1

"''''''''''V/" "•[(^( '^^y/rï /1 1)1 1) '
/tun. dff l ^ É c . AWw//^. 3* S-éric. 'l'orne X. — JI'IN 1^93. 1 ^'•>
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Le? inégalités (T5) et (16) nous mont ren t que l 'on peut toujours

prendre le volume V/ assez peti t et, pousser la subdiv i s ion en cubes
assez loin pour que l'on soit assuré d'avoir

( 1 7 ) l^-V,(,(.^,r/,.^)|^5rïV,.

Mais I-a va l eu r des deux membres de cette inéga l i t é ne dépend plus
que du volume V/ et n u l l e m e n t du de^t'é auque l a été poussée la d iv i -
sion en cubes. Nous arrivons donc à la conclus ion su ivan te :

Quelle que soit la forme du volume V/ , q u i entoure le p o i n t
M/(,^,y/, ^), nous pouvons toujours assigner à ce v o l u m e une l i m i t e
supér ieure telle que, pour t o u t v o l u m e i n f é r i e u r a cette l i m i t e , nous
soyons assuré d'avoir

( 1 7 te) ^"(.(.^y^^) <^
i ' ^

Y] étant une q u a n t i t é posit ive, aussi petite que l 'on voudra , donnée
d'avance.

Cette proposit ion ent ra îne , à t i t re de conséquence, le théorème que
nous vo u 1 i o n s d é m o n t rer :

Lorsque le. volume^f terri à s épanouir au point M'/ en passant PAU UNE
'Tt

SUÎTE QUELCONQUE DE KHUïEs, le rapport —• tend vers une limite finie et dé-
terminée, qui'dépendd'une manière uniforme des coordonnées du point M/,
et c/ui varie d'une manière continue avec ces eoordon fiées, lorsc/ue le
point M/ se déplace dans une région ou les propriétés de la matière va"
rient d'une manière continue.

Ce théorème en t ra îne imméd ia t emen t cet autre :
Lonque l'on augmente indéfiniment le nombre des parties en lesffuelleK

le système est diçisé, de manière (fue les dimensions de chacune de ces
parties tendent vers zéro, la somme (^ -h ̂  -h ... 4- ̂ ) tend vers une
limite finie, dont la râleur est-indépendante de la loi de subdwision
adoptée, et l'on a

W , I î m ( ̂  4" ̂  4-.. . 4- ̂  ) =:- f G ( ̂  j, s ) d 'V ,

dV étant un élément de volume du système, (a^ y, z ) un point de cet élé-
ment, et l'intégrale s étendant -au volume entier du système.
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Nous allons main tenan t , par u n e analyse semblable, prouver que, si
deux volumes V/, V, t enden t à s 'évanouir l 'un au po in t M/, l 'autre\y.. i <
au poin t My, le rapport ^ — ten(ll v<^ une l i m i t e dont la valeur dé-

1 J
pend. de la posi t ion des deux poin ts M/, M/, mais ne dépend pas des
formes par l e sque l les passent les volumes V/, Vy , en se contractant.

Supposons, t ou t d'abord, quje l'on a i t adopté un mode par t icu l ie r
de subd iv i s ion du système, par exemple la s u b d i v i s i o n en cubes déjà
considérée. Deux de ces d iv i s ions cubiques , toutes deux de v o l u m e u,
entér inent l ' u n e le po in t M/ , Faatre le po in t M';. Soit ^/; la valeur de
la q u a n t i t é ana logue a W,j p o u r ces d e u x cubes. En vertu de la troi-
sième 'hypothèse, lorsque ces deux cubes tendront à s'évanouir l 'un
au p o i n t M/ , l ' aut re an p o i n t Mp le rapport iu tendra vers une l imi te
f i n i e et dé te rminée , et l 'on pour ra écrire

( 1 9 ) l in» •̂  ::" F ^ / , y h =;/; •^ .r^ z / ) -' F/./?

F é t a n t u n e f o n c t i o n u n i f o r m e des coordonnées «r/,;y/, ,s/ du point M'/ et
des coordonnées Xp y j , zj d u p o i n t M'y; de plus , si les propriétés de la
matière v a r i e n t d 'une m a n i è r e con t inue a u t o u r d u po in t M/, F estime
f o n c t i o n c o n t i n u e de ,r,, ;y/, ^ / ; si les propriétés de ta, ma t i è re var ien t
d 'une man iè r e con t inue a u t o u r du p o i n t M,/ , F est une fonction con-
t inue de x j , y y , ^y.

Cela posé, prenons , a u t o u r des p o i n t s M/ , IVl/, deux volumes quel-
conques V1/, Vy, a u x q u e l s correspond la (onct ion W/j. Divisons-les
en cubes de v o l u m e a. Le volume V/ r e n f e r m e les cubes a, [Ï, . . * , ^,
et les vo lumes résiduels V^, Vy, . * . , V^ Le volume V/ renferme les
cubes a, b, . . . , / , et les vo lumes résiduels V/^, y/^, .. * , V^. Nous au-
rons évidemment
( ̂ o) H^ •••:-:, ,̂ ....i.- •p^ .....h1. . . 4- ^a/ •+• V^ + '^^n 4- . .. . 4- Va/.

..„(.„„ ̂ ^ ^ ^p^ 4,.. . . . ...4«. ̂  ...̂  \V^ ..4-. 'q:̂ ^ 4-. . . ...-i- '<F ,̂

4- '^, "I- ^U 4-- . . . "-h- ̂  -h ̂ \m ^ ̂ .n 4~ . . . + 'F,/,

4- W^ -t" V^ 4- . . . 4- <F(V -^ ¥^ 4- 'V^ 4». . . 4- ^F^

.-..h W^ 4- ll(!v// 4- . . 4- ''Fv/ 4- Vy /. 4- ̂ n 4- . . . 4- Vy/,

-h . . . . . - . . . . , . . . . . . . . . . . » . . * . . . • - - . * • . . . • • - - • •

4- l(̂ ., '-h ^F^, ..-h . . . 4- W^ 4" V ,̂. + Vrï/. 4" ... 4- ̂ /,
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w w.
^ 'I ... ....... .. i • i f .. «• OLin A iChacune des q u a n t i t é s -—^ • • • ? -^ tend vers une l imi te f i n i e lors-1 //-V//, uV^
que les volumes u^ . . . , u^ V,,/, . . . , V/, t enden t vers zéro, la v a l e u r
de cette l i m i t e dépendan t peut-être de la, man iè re d o n t ces vo lumes
tendent vers zéro. On p e u t donc^poser

W^ 4-. . . 4- T^ :::.-:- KN u ( V,, 4-.. . 4- Y,. ),

N étant le nombre des cubes que renferme I f * vo lume Y/, et K. un rap-
port qui demeure fini que lque l o i n que l'on pousse la d i v i s i o n du sys-
tème.

De même, on pourra poser

¥^ + . . . 4.-. W^ r. KW // ( V^ 4- . . . 4- Vrr ),

w^ 4-... -h <r^ :-: K •' ( v,, 4 - . . . h Vn ') ( v / . 1 - i 1 1 - . . . 4- v , } ,

N' étant le nombre des cubes que renferme le vo lume V / , et K', K^
étant des rapports analogues à K.

» y ' N^ ' N ' U , , . 1 1 Ï 1 ,Mais ^ 3 ^1- sont des rapports dont la valeur ne peut surpasser i ;y /. \ y
on peut , d 'autre part, pousser assez loin la d i v i s i o n en cubes pour que
les deux. rapports

V^,.,,,hVv4-...4-Vn.
- 1 ' 1 - 1 1 - " I V / 1 ! 1 1 1 1 ' 1 1 - 1 ;

'V,/,-!... V / / 4 - . . , 4 - " V ^
' i l - v^

soient aussi voisins de zéro que l'on voudra,
Donc, les deux volumes V^, Y/ étant donnés d 'une man iè re que l -

conque, on pourra pousser la d i v i s i o n en cubes assez loin pour q u e l'on
soit assuré d'avoir

l^,//4-^..4-•-• lr),, I ^ V / V ^
(^} ! |lp^4.•.-..-.•..^y(v i;.^v/Vy,

|<^ ] lp.4..-....4••.V^|<.^V/Vy,

7) étant une quan t i t é positive., aussi petite que l'on voudra, donnée
d'avance.

D'autre part, en vertu de l 'égalité1 ((9), on peut toujours pousser
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la division en cubes assez lo in , pour que l 'on soit. assuré d'avoir

1 4^— Faa^2 ^'nu^
(22) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

! ^>./ •— F)./^ 1 ^ r i ( / \

Mais la fonction F(*r/,y^, ^; .z?pj'^ ^) est une fonction c o n t i n u e
de 00}, y/, ̂  et de ;ry, yy, -s^-. Comme les points Ma, ..., M>, M/ sont tous
intér ieurs au vo lume V/ et que les po in t s M/,., . . . , M/, M, sont tous in-
térieurs au v o l u m e V,, on pourra toujours supposer que, avant tou te
divis ion en cubes, on a i t pris les v o l u m e s V/, Vy assez pet i t s pour que
l'on soit assuré d 'avoir

1 Vff.a •'- ^ij\ ï 'n ,
(23) . . . . . . . . . . . . . . .

^/

Les inégalités (2^) et (^3) donnent l'inégalité

| '{^ 4-.. .-4- 4^/ -- NN^/^F/y | •:': -^'nWu^

Comme on a d'ail leurs
N u < V/ 'N'// < V/

cette inégal i té en t r a îne ra cette au t r i t
^4.-...4^^-NN ///«F/y|^

Cetle inégalité, j o in t e a l 'égalité (20) et à l ' inégal i té ( ^ ï ) , entraine
le résultat s u i v a n t :

On peut toujours prendre les deux volumes V/ , V, assez petits, puis ,
une fo i s ceux-ci choisis, pousser la subd iv i s ion en cubes assez l o i n ,
pour que l'on soit assuré d'avoir l ' inéga l i té
(a5) 1 IV/.-NN^^F^Ii^^V/Vy.

D'ailleurs, les volumes V/, V, étant donnés, on peut toujours pousser
la division en cubes assez lo in pour que l 'on soit assuré d'avoir

Vr-N^/ , ̂
V.' ^ ̂

Vy"N7//,. \/'n..,..,.,̂ -...-.,,....,̂ ^

et, par conséquent,
(26) V / I V / F / / . . . - . N N / ^ F / / | ? Y ] V • , V / ,/ / V j V i j tj \
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inégalité qui, j o i n t e à l ' inégal i té ( '2 ')). donnera

(,7) [¥ /^-V/VyF, / |^6r ]V/V, .

Ainsi , on peut toujours, au tou r des deux poin ts M/, My, tracer deux
volumes V/, V; assez petits, pu is , une (bis ces volumes choisis, les dé-
couper en cubes assez petits pour que l ' inégalité^^) soit assurément
satisfaite.

aîais la d iv is ion du système en cubes i n f i n i m e n t petits et le degré
auquel cette divis ion est poussée n ' i n f l u e n t en a u c u n e façon sur la
valeur des deux membres de l ' i néga l i t é ( 27 ) ; nous pouvons donc
énoncer le théorème s u i v a n t :

Quelle que soit la fo rme des volumes V/, V/ q u i e n t o u r e n t respecti-
vement deux points donnés M/, Mj, nous pouvons tou jours assigner à ces
volumes une l i m i t e supé r i eu re te l le que, pour tous les ^vo lumes V/, Vp
in fé r i eu r s à cette l imi te , nous soyons assurés d 'avoi r l ' i néga l i t é

\V.. !
(^7 bis) Y^- — F(,^, j/, s/.; .r/, ̂ y, Zj ) ^ 6ïj,

y] étant une q u a n t i t é posit ive, aussi pe t i te q u e Fon voudra , donnée
d'avance.

De co théorème découle la proposition que nous voulions démontrer.

Lorsque les deux volume V/, V/ tendent respeelwemeni à s'emnouir
aux poirUs donnés M,/, ,My, e/z passant. PAU ( Î N E SUITE OUELCONQIÎE J D E F O Ï Î M K S ,
le rapport —— lend vers une limite finie et déterminée; cette limite dépend

V / v /
d 9 une manière (ini forme des coordonnées du point M/ et des eoordon.nées
du point M^; elle mrie d'une "manière continue a^ea ces coordonnées^
pourvu que les propriétés de la matière varient d'une manière continue
dans le domaine du point ,M/ et dan^ le domaine du point My.

Ce théorème é tabl i , nous a l lons nous proposer de démontrer la
proposi t ion suivante :

La fonction F(,r, y, z; x\ y\ z ' ' ) est d'une nature telle que l'inte^faie

ÇVi.c^.^^^y1^1)^'
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ait un sens même lorsque le point (.r, y, z) fait partie du volume auquel
s'étend l'intégration.

Cette proposition n'est nul lement , évidente de soi, car, si nous
savons que la fonc t ion F(^, j, z ; x\ y, z 1 ) est finie et dé te rminée
pour tout couple de points lM(.x", y , z " ) et W(x\ y, ^), i l n'est nulle-
ment démontré ni assuré que cette fonct ion tende vers une l i m i t e f in ie
et déterminée lorsque le po in t M' tend vers le point M par un trajet
quelconque.

Autour du, point M < (a-, j, z " ) (/^". i ) , on peut toujours, en vertu de

Fig- i .

notre quatrième hypothèse, tracer une surface S assez petite pour que
l'on ait

(7 bis) l^^+W^^-.-^hW^J^Vi,

V< étant un volume intérieur à la surlace S et contenant le point M< ;
Va, Vp, * . . , V>. des volumes connexes avec le volume V^ , qui, avec le
volume V,, remplissent en tout ou en parlie l'espace intérieur a la
surface S, et E une quantité positive, aussi petite que l'on voudra,
donnée d'avance»

A l'intérieur de la surface S, traçons une autre surface quelconque S'.
Nous pourrons toujours prendre le volume '\\ assez petit pour qu'il
soit en entier contenu dans la surface S^ Soient Va» • - • ^ ^ d'autres
volumes qui, avec le volume V ^ , achèvent de remplir la surface S',
Soient Vp., ..,, V^ des volumes qui remplissent l'espace U compris
entre les surfaces S et S', l/inégalité précédente nous donnera

. »F,^-t-... + ̂ i)^- r .̂,.. ••+" ''l̂  | ̂ Vi

et aussi
(ijr^4..,,..^4,,,'iy^^eVp
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Ces deux.inégali tés nous permettent d'écrire

(9,8) [¥^+ . . .+V^ |^25V\ .

M'ais, en vertu de la proposition exprimée par l ' inégal i té (27), et en
désignant par 0 la quan t i t é positive -, nous pourrons toujoursprendre
les volumes V,,, V^ . . < , V^ assez pet i ts pour que nous soyons assuré
des inégalités

|^t."-F,(,V,V(J^V,V^

[T^^F^V/V^I^V/V^.

De ces inégalités, nous déduisons

|V^-^...-4-¥^-V,(F,^V^^...4" FmVrn) ^U'V^

ou b ien , puisque 0 est égal à . ,?

09) | y^+ .. .4" Virr- V,(F^V(,+. . .4- S^V^) l 'eVi.

Mais le po in t M, ne f a i t pas partie de l'espace II; que l le que soit la
position du poin t ( x ' , y\ z 1 ) dans l'espace U, la f o n c t i o n

'V(^^ jî,» ^i; ^ /»./» ^ )

demeure f i n i e et cont inue. Lors donc que les d imens ions des vo lumes
Vy,, ..., VCT tendent toutes vers %éro, la somme ( P i ^ V ^ •+".. .4" F , iwVw)
tend vers l ' intégrale

fF(.ri,y^^;^,y,sQrfV7.
^ii

En d'autres termes, une fo i s les deux surfaces S et S'1 choisies, on peut
toujours prendre les volumes V^, .../V^, assez peti ts pour que Pon a i t
l'inégalité

(3o) J F^V^4-1-. . . 4- F^VCT— ( ^(^^ y i , 5i ; .̂ , y ' , z') rW ^.
\ ^l!

Les inégalités (^8), (29) et (3o) donnent l ' inégali té

(SQ . |VlfF(^. l.rl^l;^/^r/^/)^V/ '^Vn
I ^ïj
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Ainsi , autour du point M^ on peut toujours tracer une surface fer-
mée S asse% pet i te pour que la propriété su ivan t e soit vérif iée :

Quelle que soit la surface S^, in tér ieure à la surface S, dont on en-
toure le point M^ on pourra toujours prendre les volumes V ^ , V^, ...,
VCT assez petits pour que l'on ait

(3i bis) | J'F (.r,, y,, ̂ , .̂ , /, ̂ f)dVf | :;;, 4 c,

l'intégrale s 'étendant à l'espace U compris entre les surfaces S et S',
et £ étant une quant i té positive, aussi petite que l'on voudra, donnée
d'avance.

Mais r ien, dans la, valeur du premier membre de l ' inégal i té (3,ï. bu),
ne dépend des d imens ions des volumes "V,, Vp., .. .„ '¥„; nous pourrons
donc remplacer l 'énoncé précédent par celui-ci :

Autour du point M'i, on peut toujours tracer une surf ace fermée S
assez petite pour (/ue Von ait l9 inégalité (3i bis')^ E étant une quantité
positive, aussi petite r/ue //on voudra-y donnée d'avance^ et l'intégrale
s étendant à l'espace compris entre la surface S et n importe quelle autre
surface S'1, intérieure à Ut surface S et enveloppant le point Mi.

C'est le caractère général, ind iqué par M. du Bois-Reymond, pour
reconnaître que l ' intégrale

Jl^^j-,^^,/^')^7

a un sens, même dans le cas où , le p o i n t (^,j,s) fa i san t partie du
domaine auquel s'étend l ' intégrat ion, la fonct ion F pourrai t cesser
d'être, en ce point , déterminée, f inie et continue. La proposition
énoncée est donc démontrée.

Proposons-nous ma in t enan t dévaluer la l imi te vers laquel le tend
la somme

W^+V^^-'^^^

lorsque le nombre des parties en lesquelles le système a été divisé
augmente au delà de toute l imi te , les dimensions de chacune de ces
parties tendant vers %éro. ! 1 1 1

Soit "M^ ( x ^ y ^ s ^ " ) le point où le volume 'V\ tend à s'évanouir- En-
^an, de l'Éc. Normale. 3" Sono, Tonuî X. »- Ji;t(.u';T 1893. ^6
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tourons le point M^ d 'une surface fermée S (,/î^. ^). Soient V'i, Va, ...,
V^ les parties qui composent l'espace U in té r ieur à la surface S; soient

V\K. a

"V/^, ..., V^ les parties en lesquelles est divisé l'espace E extérieur à la
surface S. Nous aurons
(3a) 11^4-.^^ ...^ XF^^ y^. . .-4-. x-r^ lŷ i.,,,.. . .,4^1^.

En vertu, de la quatr ième hypothèse, nous pourrons toujours prendre
la surface S assez petite pour avoir
(33) , |x.r^^...^..xïj^]^v^

£ étant une quant i té positive, aussi petite que l'on voudra, donnée
d'avance; et cela, quelles que so ient les part ies V,,, V^ , » . . , V/, en
lesquelles le volume U a été divisé.

D'autre part, nous pourrons toujours rendre les vo lumes V ^ , ' V ^ , . . . ,
V^ asse/4 petits pour avoir

r^i/.-Fî/.ViV/J^IViV,,,

!^/.--Fi//V,V, |^V,V,,

E == (V^ -h.. . •4- V/,) étant le volume occupé par le système en dehors
de la sur face S. Ces inégal i tés donnen t

(34) 1 y^+-. ..4~¥^- Vi(F^V^ 4",. ...-h F^V/,) (: ,£¥,.

On peut aussi rendre les volumes Y,,,, ..., V^ assez peti ts pour avoir

( 35 ) Fi rn y m ̂  • .. + F^ „ V,— ( F ( .Z-,, ̂  , S,, ̂ , ̂ /, ̂  ) d^'
^K

l 'intégrale s'étendant à la partie E du système q u i est extérieure à la
surface S.
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Mais, d'après le théorème que nous venons de démontrer, lorsque
la surface S tend, par une sui te quelconque de formes, à s'évanouir
au point M\, l 'intégrale

rF^^y^^^^y^^^dV
*Ai

tend vers une l i m i t e f in ie et déterminée qui est, par définition, l 'inté-
grale

( F(.T,,yi,^^y,^)^,
JtV,^\\\^E+lî)

étendue au volume entier du système. Cette intégrale est une fonction
des coordonnées (^, y^ ^) du point M'i, variable d'une manière
continue aveco^.j^, z^ si les propriétés de la matière varient d'une
manière cont inue au voisinage du point M ^ . Si donc nous posons

(36) ' 'W(^i,y^ z,) =y"F(^, y,, ̂ , ,^,y, z 1 ) dV,

l 'intégrale s 'étendant au vo lume ent ier du système, nous serons
assuré que l'on peut prendre la surface S assez peti te pour avoir

(37) W(.^y^,)- fv^y^z.^r^y^^d^ ^.
«Aï̂

L'ensemble des égalités et inégali tés (S^), (33), (3/i), (3^5) et (37)
condui t au résultat su ivant :

On peut toujours prendre assez petites, d 'une part, la surface S qui
entoure le point M.i et, d'autre part, les d imensions des parties en les-
quelles le système est divisé pour avoir

(38) ^,+ ¥„+. . .4- V^- V, W-(^, y,, ̂  | 5 f,e Vi,

£ é tant une quant i té positive, aussi, petite que l'on voudra, donnée
d'avance.

Mais les valeurs des deux membres de l'inégalité (38) sont entière-
ment indépendantes des dimensions attribuées1 à la surface S. Nous
pouvons donc énoncer le théorème suivant :

II est toujours po-s$ible de pousser assez loin la division du système pour
que l'inégalité ( 38 ) soit vérifiée.



204 P. DUÏIEM.

Ce théorème équivaut à celui-ci :
Lorsque l'on divise le système indéfiniment, suivant une loi quelconque,

le rapport —12--.....---—-^ tend vers la valeur limite W(.x^, y^ ^A

II nous est maintenant facile de calculer la va leur l im i t e vers
laquelle tend la somme

2= V^V,3+...4-Ti,/
+"^t+¥,3+...4-^.

-4- W , 4. W ,, -..L. .«.L. W-] A ^i ""T- A ^2 r • • « t .1 n^t^i

lorsque l'on pousse à 1/infini la division du système.
Soit s une quant i té positive, aus s ipe t i l e que l'on voudra, donnée

d'avance; soit U = V^ + Va + ...+ Y,, le volume total du système.
On pourra toujours pousser assez loin la division du système pour

avoir
|¥^+V,3+.. .+V^ -V,W(^ y,, .̂ ) |;.:: .̂  V,,

(38^) , |^r+¥^+... 4.-^. -- V,'W(..^ j, ̂ ) |; ̂  V,,

1 V,r.+. r^+... + <.I^.,,,.,.,̂ •~ V1, W(^, y^ ^) | <: ̂  V,,

qui donnen t
(39) 1 ^ ~ W'(^,, y,, ̂  ) V, -,., - W^r,, y,, ^J'V/, | :: s.

Mais on peut aussi pousser la d iv is ion du système assez loin pour être
assuré d'avoir
( 4o) | W^^ y,, ̂  ) V, •4..-. . . 4- W (^, y,,, ̂ ) V/, - ̂ ]" W (.̂  y, .^) ̂ V j ̂

l 'intégrale s'étendant au système entier.
Les inégalités (3()) et (4o) nous montrent que l'on peut toujours

pousser la division du système assez loin pour avoir

( 4 ï ) 12-/W(^y^)rfV|^,

Estant une quantité positive, aussi petite que l'on voudra, donnée
fravance.
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Cette inégalité (4°) nous montre que, lorsqu'on pousse à l'infini la
division du système^ on a
(4s) l im( ¥^+¥,3+..,+¥t,,

+^^^^^...^^

-h....................

+ XF,,+T^+ . . . -r^n^i) ==/W(^ J, Z) rfV.

Les égalités (3), (6 te), 18 et (42) conduisent alors au théorème
suivant .

Le potentiel thermodynamique interne d'un système continu peut se
mettre sous la/orme suivante

(43) S =^G(^ y, z) riV 4- ^/WC^-y, s} rfY;

E est l'équivalent mécanique de la chaleur; G et W, deux fonctions finies,
qui varient d'une manière continue avec x, y et -s, si les propriétés de la
matiêm varient d'une manière continue dans le domaine du point (.-r, y, z).

En vertu de l'égalité (36), cette égalité (43 te) peut encore s'écrire

(43te) ^= /"(; (.̂  y , s)dV + ̂ /JF^ r, ^ ^r,./, ^ / ) d V d ^ ' ;

F ^l/ une ̂ fonction symétrique de x, y , z et de x^ y', z ; si les deux points
(x , y, zj et (^/,,/, .^) demeurent à distance finie, elle demeure finie et
déterminée; elle varie d'une manière continue avec x, y , s, n les pro-
priétés de la matière sont continues dans le domaine du point {oc^y, s).

Ces résultats sont déduits de l'égalité (3). Des considérations ana-
logues, appliquées aux égalités (4) et (5), fourniront les expressions
suivantes pour l'énergie interne etpour l'entropie d'un système continu

(44) EU -: fK(^ y, ̂  dV 4- ̂ /yi^^ y» ^ ̂  ̂  ̂ ) dv dvr-

(45) ^ ES=J<H(^,y^)^IV.

K et H. sont des fonctions analogues à G; elles ont avec G des relations
que nous allons approfondir.
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CHAPITRE II.
EXPRESSION DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE EN FONCTION

DES PROPRIÉTÉS DE LA MATIÈRE EN CHAQUE POINT.

La matière qui forme un système peut être isotrope ou non isotrope.
En tout point M d'une matière non isotrope, un trièdre trirec-

tangle (M,^, MY], IVTC) est donné, q'ui, définit Vorierucuion de la matière
en ce point ; cette or ientat ion peut d'ailleurs varier d 'un p o i n t a l 'autre
soit d'une man iè r e cont inue , soit, le long de certaines surfaces, d'une
manière d i scon t inue . Si une portion de matière se déplace de manière
que ses divers points gardent des posit ions relatives invar iab les , et
que ses propriétés demeurent invariables , 1(3 t r îèdre qui marque l 'orien-
tat ion de la matière en chaque poin t est entra îné dans ce mouvement

L'état de la matière au, po in t M est défini par un certain nombre,
que nous supposerons f i n i , de variables algébriques et de grandeurs
géométr iques; chacune décès dernières in terv ient , dans la dé f in i t ion
de cet état, non seulement par sa valeur, mais encore par sa direct ion
par rapport au trièdre ( M ^ M ^ M O ; en d'autres termes, chacune
d'elles intervient par ses trois composantes s u i v a n t Ml;, M:r], ft'l^

Lorsqu'on^aura affaire à une substance isotrope, on pourra a t t r ibuer
à chaque po in t un trièdre d ' o r i e n t a t i o n ; maîs11^ choix de ce trièdre
sera arbitraire et, parmi les conséquences auxquelles on parviendra,
on ne devra retenir que ceux qui sont indépendantes de l 'orientation
attribuée en chaque point à ce Irièdre.
^Imaginons -une portion de matière. Vêlât de cette portion de la ma-

tière est défini par son orientation en chaque point "et par la valeur
qu'ont, en chaque point, un certain nombre de variables parmi les-
quelles est la température absolue T. Les autres variables seront dites
normales^) si elles possèdent la propriété suivante : la portion consi-

emL lamatièrc ayaîu la même ^P^turc en tous'ses points, et
( I) P_DimiïM, Commentaire aux principe de la Thermodrnami^^^^^^^^^

wl de Mathématiques pures et appliquée L IX ),



LE POTENTIEL THEHMODYNAMÏQUE ET LA PîŒSSION HYDROSTATIQUE. 207

étant placée en présence de corps étrangers quelconques, une varia-
tion in f in iment pet i te de température que n'accompagne ni change-
ment de forme de la portion considérée, ni changement des variables,
autres que la température, qui définissent son. état en, chaque point,
n 'entraîne aucun travail des actions extérieures. Nous admettons que
l'on peut toujours déf in i r l 'état de la matière au 'moyen de variables,
normales et nous supposons que l'on a i t toujours fa i t choix de telles
variables; c'est à celte condi t ion seulement que les équations (i)
et (2) sont exactes.

Ces principes brièvement posés, nous allons énoncer deox hypo-
thèses qui se présentent pour ainsi dire d'elles-mêmes.

PREMÏÈHE HYPOTHÈSE. — Mi est un point donné du système, situé dans
une région de température u n i f o r m e ; 'V\ est un volume qui enferme le
point Mi ; ce volume, considéré isolément, admettrait un potentiel
thermodynamique in terne ^ ; si on le supposait rempli d 'une matière
homogène ayant en chaque po in t l 'o r ien ta t ion et les propriétés qu'a. la
matière considérée au point M,, il admet t r a i t un potentiel thermody-
namique interne ^ ; on peut toujours prendre le volurneN^ assez petit
pour que l'on au
(46) |^ i -^ j2£Vi,

£ étant une quantité positive, aussi petite que F on voudra, donnée d'avance.

DEUXIÈME HYPOTHÈSE. — M,, Ma sont deux points donnés du système;
chacun d'eux est s i tué dans une région de température uniforme; V,
est un volume qui entoure le point M^ et Va un volume qui, entoure le
poin t M y ; à l 'ensemhkî de ces deux volumes correspond une fonc-
tion "V^- Si l'on supposait le volume V^ rempli d'une matière homo-
gène ayant, en chaque point , l 'orientation et les propriétés qu'a, au
point Mo la matière qu i rempli t réellement le volume V ^ ; si l'on sup-
posait ,1e volume Va rempli d'une matière homogène ayant/en chaque
point, l 'orientation et les propriétés qu'a, au point Mg, la matière qui
rempli t réellement le volume Vg:, la fonction T^ prendrait une valeur
nouvelle W^. On peut toujours prendre! les deux volumes V ^ , V^ assez
petits pour que l'on au
(47) . ! [^n-^\ÏeV,V,,
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£ étant une quantité positive, aussi petite que l'on voudra, donnée d'a-
vance.

Pour déduire les conséquences de la première hypothèse, don-
nons au volume V^ la forme d'un, cube ayant son centre au po in t M^ et
ses arêtes parallèles aux arêtes M< ^ , M ' ^ Y ] , , M/Ci, qui m a r q u e n t
l 'or ientat ion de la matière au point Mi ; supposons ce cube homogène ;
le potent ie l thermodynamique interne 5\ de ce cube, considéré isolé-
ment , doit être indépendant de la posit ion de ce cuhe dans l 'espace;
il ne peut donc dépendre que des variables qui , avec la position q u ' i l
occupe dans l'espace, achèvent de le faire connaî t re entièrement. Or i l
est évident que ces variables sont :

i° Le volume V^ ;
1° La grandeur des paramètres algébriques a^ f^, . . . » X ^ , T., qui

définissent l'état de la matière au po in t Mi ;
3° La grandeur des trois composantes a^, a,^, a^; . . . ; ^ç, /,^, /^

de chacune des grandeurs géométriques a,, . . . , /,, qui déf in i ssen t
l'état de la matière au point M'<.

On doit donc avoir

^i "^^i (a!» ' • • » ^i? Ti, a^, a^ cf.^ ..., l^ l^ f-i^ Vi).

M,ais on peut prendre le volume V^ assez pet i t pour que l'on soit
assuré d'avoir

( 1 7 ) l ^ ~ « i V i | ^ V , ,

et, par tant , en vertu des inégali tés (17) et (46),

t
————GI ':%£.
v 1

G, ne dépendant pas du volume V ^ , cette inégali té montre que, lorsque
^

le volume V^ tend vers zéro, — tend vers une limite qui ne dépend pas
de V^ et qui ne peut dès lors dépendre que des variables a ^ , . * , , A ^ ,
i < , <2^, <Z^, Ci ̂ , . , < , /^, /\^y /,(Ç.

Par conséquent» la fonction G ^ dépend seulement : î° ̂  grandeurs
des paramètres algébriques qui entrent dans la définition de l'état de la
matière au point M|; et 2° des trois composantes (suiçant les axe^ qui
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indiquent F orientation de la matière au point M^) des grandeurs géo
métriques qui défi/rissent relut de la matière en ce point.

Dans le cas particulier on la matière est isotrope, le choix des axes
M.,^(, Miïji, M/C, est arbitraire, et les variables que nous venons
d'énurnérer ne doivent entrer dans l'expression de G, que par des
combinaisons indépendantes dii choix de ces axes; donc, dans le cas
ou la matière est isotrope au point M|, F état de la matière en ce point
èlant défini par certains paramètres analytiques et par certaines gron-
deurs géométriques, G i dépend, seu-lement de lu valeur de chacune de ces
variables et des angles que les grandeurs ^é{)m.étrtquesfont deux à deux.

Pour déduire les conséquences de la deuxième hypothèse, prenons
le volume V'., comme nous venons de le faire, et formons le volume Y^,
autour du point AL, par un procédé semblable.

La fonclion W\,, relative au sys tème des deux cubes homogènes V ^ ,
V^ ne doit pas dépendre de la posit ion absolue dans l'espace du sys-
tème (orme parées deux cubes; el le doit dépendre seulement des va-
riables qui, jointes a, cette position, achèvent de déterminer entière-
ment le système formé par ces deux cubes; encore les températures
ï^, T.^ des deux cubes n'y doivent-el les pas figurer.

Les variables qui déterminent ̂ \,, sont donc :
1 ° Les volumes V^, V^ des deux cubes;
2° Trois paramètres 0, ^, ^ ("par exemple, les trois angles d'Kuler),

permettant d'orienîer les deux tr ièdres

(M^,, M^i, :MiÇ,) et (M,^ M1,-^, M,Ça)

1/un par rapport a l ' au t r e ;
3° La distance / '"des centres des deux cubes;
4° Les variables a lgébr iques a^ ..., Ai (mais non pas la tempéra-

ture 1.\) don t dépend l 'é tat de la mat iè re au point M^ ;
5° Les composantes a^, a^ a^ . . * , ^s, l^r^ t^ su ivan t M^i,

M^, M,^ , des grandeurs géométr iques a^ ..., ^, dont dépend
l 'é ta t de la matière au p o i n t M., ;

60 Les variables a lgébr iques a^ .. ^ Àa (î'nais non pas la tempéra-
ture Ty) dont dépend l 'é ta t do la matière au po in t M^;

7° Les composantes a^, Oy^ a^ .... 4^» 4-^» 4ç» suivant My^ ,
Ânn. de l'' É€ . ^^rmalc. 3* Séru:î, Tome X.— 3riLLET iSf^. ^
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Maï]^ M^Ca. des grandeurs géométriques <^, . . . , 4» ^.mt dépend
l 'état de la mat ière au point . Ma.

Autour des points M,, Ma, on peut t ou jou r s tracer deux volumes Y\,
V^, assez pet i t s pour avoir

(27) [y^-F^VVVâl^VYV,.

Cette inégalité, jo in te à l ' inégali té (47)» mon t r e que nous pourrons
toujours prendre nos deux cubes assez petits pour avoir

w1 1 2 ^.,,̂  g ^
T 1 V n

9. e.

De cette inéga l i t é , on d é d u i t sans peine la, proposi t ion su ivante .
La fonction F^ 3 dépend seulement :
i ° !)e la distance r des deux points M1,, M^ ;
2° Des trou paramétres 0, y, ^, qui fixent lamentation mutuelle des

deux triêdres ( 'M ̂ , M' i T| < , M /(, ) et ( M i ̂ , .M, y; y, IVÎ, ̂  ) ;
3*'* /̂ .y variables algébricfues y^, ..,, À^ (mais non pas de la tempéra-

ture T\ ) dont dépend F état de la matière an. point M, ;
^4° .Des composantes a^, a^, a<ç, . * . , /^, /^, /^, suimnt M^), M^TJ),

M'^i, ̂  grandeurs géométriques a..^ ..., /^ r/^/// dépend ré fat de lu
matière aupoini M.i;

5° Deff variables cdgéhrùfues a^, ... » A^ (mais non pas de la tempéra-
turc Ty) dont dépend F état de la matière au point M^î

G0 .Des composantes a^, a.^ a.^ .. » , 4h 4ys» 4^ suivant M^^» M y ^ y »
Ma^i (̂  grondeurs géométriques a.^, . .., 4^ ^^^ dépend l'état de lu.
matière au point 1VL.

Le lecteur verra sans pe ine comment ces variables se réduisent
dans le cas ou la mat ière est: isotrope soit au tour de l 'on des points
M , , My, soit a u t o u r de tous deux.

Supposons que la quan t i t é — soit une fonc t i on de , (a',;y, s ' ) f i n i e
dans toute l 'étendue du système, et con t inue dans toute région où
les propriétés du1 système varient d 'une manière cont inue , JL/intégrale
f j^dV aura un ' sens ; de plus, .si le système1 est partagé en parties î ,
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2, . . . , fi, ayant chacune une température uni forme, nous aurons

(48) /^V-= ̂ (-/V, 4- ̂ /G^ 4-...+ ̂ /^/V,,.

Mais , d 'autre part, en désignant par ,̂1 le potentiel, thermodynamique
interne de .la p a r t i e i considérée i so lément , nous aurons [égal i té
03^)1

î := f G dV, + h f f'V dV, dV[.
Ji 2 Ji J\

I.a tbnction F est indépendan te de la température commune T^ des
deux éléments d'V^ d'N\. Nous aurons donc

M 'ê.-W.f'•••"•'•

ou bien, en vertu de l'égalité (2),

E^=-^ f(.dV^(/ * i t/i
On a , d e même,

,,:,,-,..̂ ,;.v,,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ï,? v „.„,. ^/ / /"i /7t7'l^/'~-^^;^(rrfv/'-

MoyennanI, ces égalités, l 'égalilé (48) devient

C^dV „=- E(2,+ 2,+...•+- -S,, )

ou bien, en vert,» do l'égalité (5),

(5o) E,s^,-.f^rfV.

L'égalité (i) donne, en tenant compte de l'égalité (49)1

EY,~^--T,^G^..
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On a , d e même,
EÏ^^-Ïti— fc^,

^ i 2 »..Â»

Er,=^-T,— /(i^y, .
VhiJ,,

Ces égalités, ajoutées membre à membre, dorment

E(ï,+Y24-...4-"r//)
= ̂  ̂ ... -4- ̂  - (T. ̂  ̂  G ̂ ..,., T. ̂  JG ./V. 4-.. . 4.... T. ̂  ̂  G ̂

ou bien

E ( Y, + Y, +... + Y, ) = J, + J, 4-.. . + ̂ // - ̂ ï ̂  dY.

Cette égalité, jointe aux égalités (3) et ( 4 ) » d o n n e

,«,=,-/T;;';.V

ou. bien, en vertu de Fégalité (43 bu),

( 51 ) E v = ̂ G - T ̂  ) ̂ V 4- ^ ^' y" 1^ ./V ./V.

Les égalités (5o) et (5i) nous redonnent , les résultats contenus dans
les égalités (44) tit (4 / )); mais, de plus, elles nous enseignent que les
fonctions K et H, qu i figurent dans ces équat ions , sont liées a la fonc-
tion G par les rela l ions
^ , ., ^G11
(3.) il^^

(53) K , = G « . T ^ -

Ce que nous avons dit dans ce Chapitre ot dans le précédent n'exige
pas que la température du, système soit un i fo rme; mais1, du. moins,
cela exige que le système soit décomposable en un nombre l imi t é de
parties ayant chacune une température u n i f o r m e ; c'est, en ef let , seu-
lement dans ce cas que sont définies les fonctions ^ et rf (Comm^niairc
aux principes de la Thermodynamique, HP Partie, Cbap. Il, § 6 et
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Chap. llî, § 7). Mais, si nous considérons maintenant un système dont
la température varie (F un point à l'autre d'une manière continue, rien
n'empêche de former, pour un tel système, les fonctions ^, §, •Ç), données
par les égalités

(^3 bu) .1 =. ( G dV + ̂  ( FF dV dN',

(5o) E^-y^/V,

et de leur étendre les propriétés des fonctions .T', .S, t), relatives à un sys-
tème que l'on peut diviser en parties de température uniforme.

Cetle extension, qui, permet de traiter des systèmes dont la tempé-
rature varie d'un pointa l'autre d'une manière continue, constitue une
nouvelle hypothèse; mais celte hypothèse se présente si naturellement
et les conséquences en sont si aisées à déduire que nous n'insisterons
pas sur elle.

CHAPITRE III.
DE LA PRESSION DANS LES FLUIDES.

Les considérations précédentes sont très générales; nous allons
maintenant nous occuper d'un cas plus restreint, qui aura l'avantage
de nous fournir l'a|')pli.cation a. un. exemple simple des théorèmes que
nous venons (..réiahlir*

Imaginons une substance isotrope, définie en chaque point par deux
variables nor.maks seulement, la température Têt la densité p; celle-ci
variera d'une manière continue à l'intérieur de certains espaces; mais
ces espaces pourront confiner les uns aux autres par des surfaces de
discontinuité; la matière remplissant chacun de ces espaces prend le
nom de fluide.
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Pour un f lu ide donné , la fonct ion G relative à un point (.r, y, z ) dé-
pend seulement de la densité p et de la température T en ce point ;
nous pouvons poser

W) G=Ç(p ,T ) .

La forme de la fonc t ion '(dépend de la na ture du f l u ide .
La fonction F relative à deux po in t s ( x , y , s ' } et ( a - ' , y ' , z ' ) dépend

de la densité p au po in t ( x , y , -s); de la densité p' au point , (,z/,y, s^);
enfin de la distance r des deux points (.p, y , z) et ( x ' , y, z ' ) ; nous
pouvons poser
(•53) ^gpp'^W,/'),

La forme de la fonction ^ dépend de la nature du f lu ide auquel appar-
t i en t le point (,v,y, s) et de la nature du (luidc auquel appar t i en t le
poin t (a/, y, z ' ) .

Si nous désignons par r//ra==prfV et par dm' •— •p' dY les masses
des deux éléments de volume dV, d^\ le potentiel thermodynamique
interne d'un fluide pourra, en vertu des égalités (/i3 hi.v'), (T)/)) et (f>t>),
s'écrire

(5f>) 'f =,/'?(?, T) dm -+- |j_'/'^(p, p', /•) dm. dm'.

Considérons deux éléments de masses dm et dm', dont M(.r, y, s) et
^'C^'''./'s/) sont deux points, si tués à une distance f in i e r; l'en-
semble de ces deiiK éléments forme un système dont le potentiel ther-
modynamique in terne S est donné par l'égalité

'7 •== Ç(p, ï) dm. + ̂ (p/, T/) dm' 4- ^(p, p ' , /•) rf/», rfm'
et l 'énergie interne <•) par l 'égalité

Eî^. [ 'Ç(p,T)- ï ̂ 1) "'^,

+ [^D-r ̂ .Dj ̂ '-.^(p, p', ,.)^An'.

Si le système des deux éléments éprouve une modification infiniment
petite, le dernier terme de l'expression de Eo éprouve une variation

[̂ -^ '̂ o'-^^-^^-^(-.^^-,^,/j„ „,
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Par dé f in i t ion (1), le travail des act ions exercées par l 'élément dm'
sur l 'é lément dm a pour valeur

(37) ""<Xp far ^ àr , àr ^ \ M "}
^ = »,. ^ ̂  ̂  + ̂  ,y ^ ̂  ̂  .., ̂  ̂ J ̂  ̂ ^

Le t ravai l des actions exercées par l ' é lément dm sur l'élément, dm!
a, de même, pour valeur

(5^) ^=-[^(^o,.'+^^-^^)-.^op/]^^.

La f o r m u l e (57) nous montre que les actions de l ' é l ément dm' sur
l 'élément ^/m se composent :

i° D'une force, d i r igée de M' vers M, ayant pour g randeur

(58) V^-^^^^\r}dindn^

2° D 'une influence ( a ) , tendant, à accroî tre la. densi té de l'élé-
ment rJ//?,
(5y) A =.̂  — , ^(p, p', /•) dm dm'.

Les actions de 1/é.Iérnent dm sur réiément r/m'se composent , d'après
ïa formule (.^ bi^) :

1° D'une^/brcr?, diris^^ <1^ M v<^'^ M\ ayan t pour grandeur

( 58 //^v) 1^ ,:r -- ,.̂  ^ ( p, p', r) ^//n dm' ;

cette force est égale et d i rec tement opposée à la force F, donnée par
l 'égalité (58);

2° D'une influence, t endant à accroître la dens i t é de l ' é l émen t dm',

(5<) bU) A^:.:— ô ^(p, p\ r ) drndm'.

( 1 ) Commc/itaire cnw principeK de la Thermodyncmuque, I*"" Partie, (\\\ï\\}. III, n0 ^
{Journal cîo Mathématiques, t. V.UÎ, p< 3 H; ïH9%).

(2)) Sur la dônniiioîi do CO n'iot, voir CotwruïnUlire cuw principe de' Ici Thennodf/fa-
nilque, loc. eu.
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Les deux influences A et A' ne sont pas nul les en général; elles ne '
disparaissent que dans le cas pa r t i cu l i e r où, la fonct ion ^(p, p\ r)
devient indépendante de p et de p7 et où, par conséquent, elle se ré-
d u i t à une f o n c t i o n de la seule var iable r\ Si l'on pose alors

(60) ^,)^_^),

la force répulsive qui s'exerce entre les deux masses élémentaires^,
dm' aura pour valeur, d'après les formules (58) et (58 hù\

( 6 1 ) F-=:^md/n'f(r),

/é tant u n e fonc t ion dont la forme dépend de la n a t u r e des deux f lu ides
auxque l s a p p a r t i e n n e n t les é léments dm, dm. C'est dans ce cas parti-
cul ier , très i m p o r t a n t , que se rangent , à t i t re de cas plus pa r t i cu l i e r s ,
les hypothèses fa i tes par Newton lant sur les forces ({(H délermmeni la
grcmiaUon u./werselle que wvies actions moléculaires; nous nommerons
ce cas part iculier le ccu de l'îypolhêse mwlonienne.

Un cas p lu s p a r t i c u l i e r encore est celui où la fonc t ion ^ dev i en t i n -
dépendante non seu lement des densités p e t p ' , ma i s encore d e l à dis-
.tance r; dans ce cas, comme la (onc t ion ^ d o i t , par son or ig ine même,
être égale à zéro pour deux pa r t i cu le s i n f i n i m e n t éloignées, e l lo sera
i d e n t i ( ) u e m e n t n u l l e ; le po ten t i e l l l n^modynamique i n t e r n e d ' u n e
masse 1:1 u i de prendra non (dus la (orme générale (5(>)1, ma is la f o r m e

( i(^) ^ ̂  /'Ç(p, T)^;

deux éléments (/m, dni! du fluide, n'exercoront plus l'un sur l'autre
aucune act ion; c^st le casque nous avons étudié en détail dans un
autre Ouvrage (').

H e von on s ma in t e n a n t au casgénéral auqiKîl correspond l 'égalité (50)
et proposons-nous de chercher, dans ce cas général, les condi t ions
d ' équ i l i lm 1 d u f l u i d e .

La première condi t ion sera que la température ait , ou tous .les points
du système, u n e même va leur égale à la température dos corps exté-

^1) lï•j)UiîKAl,/y/•^/Y;4)7/^w^^^Ato//'rô^ Àconsuffua; cours profo^é à IaF<)cu î lé des
Bciencos de Lillo 0131 ïH9o"î 891. Livre II : Lofes corps Ouîdos.
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rieurs- Cette première condition nous faisant connaître la température,
nous pourrons ne plus faire figurer explicitement la lettre T dans l'ex-
pression de la fonction < p ( p , T).

Les conditions d'équilibre que nous cherchons s'obtiendront en ex-
primant que, dans toute modification isothermique virtuelle du sys-
tème, on a

(63) ^e^

d^^, étant le travail des forces extérieures appliquées au système.
A Regard de ce dernier travail, nous supposerons qu'il puisse être

mis sous la forme

( 64. ) ctë, == f ( X,, o.j; 4- Y<, ôy "•"I- Z,. cb ) d/n

+ ̂  P [ ces ( F, x } Ô.r -h cos ( P, y) 07 -h ces ( P, z ) cb ] dS,

la première intégrale s 'é tendant aux divers éléments de niasse du f l u i d e
et la seconde aux divers éléments de la surface qui le l imite; les fonc-
tions X^, Y^, 7^, peuvent dépendre non seulement des coordonnées
(^,y, z " ) de la particule dm^ mais encore de sa nature, de son état, de
sa densité.

Nous commencerons par donner au ( lu ide toutes les modifications
virtuelles qui laissent invariables le volume et, partant, la densité de
ses divers éléments. Pour ces modif icat ions, nous traiterons la con-
d i t ion (03) comme nous l 'avons f a i t dans notre Cours d'îlydrodyna'
fnùfue (Livre I I , Chap. I, n^ 1, 2 et 3). Mais, dans ce cours, le poten-
tiel thermodynamique interne étai t donné par l'expression (62), en
sorte que, dans les modificat ions dont i l s'agit, on avai t

Ici, au contraire, où le potentiel, t l iermodynamique interne est donné
pari/égali té générale (^6), on aura

(65) oÏ =: |-o f\Ç 'Hp, ̂  /') dm dm'.

Pour pousser plus avant la détermination de ce .terme, nous' nous
appuierons sur trois hypothèses rendues nécessaires par ce fai t que ta

^tnn, de l'Éc, ^tir/nu le, 3<' Sér-u;** Totne X* -"•" SVI'LWÏ iS^S. 1 ^o
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i ' i ' ^i î i-t\ _i..quanti té — ne demeure pas en général dans un rapport f i n i avec h
quant i té ^(p , p\ r), au voisinage du p o i n t r ;:::: o.

PREMIÈRE HYPOTHÈSE. — Soit M(,r, y, z ) u n p o i n t du f l u i d e ; soit r la
distance du point {x,y\ ,^) au point M ; soit Af-r^y, ^ /) une fonc-
tion quelconque de ( x ^ y , ^ ) qu i demeure f i n i e dans le voisinage du
point (.2', y, ^) ; quelle que soil celle fonction,, o'/z peut toujours entourer
le point M d'ime sur/ace S cissez petite pour que l'on. ait

(}'bfUa^y'^na^/^')^^
<)r

l'intégrale s étend à l'espace IJ compris entre fa surface S et une surface
quelconque S\ intérieure à S et enveloppant le point M ; £ eut une quanlùé
positive, aîud petite que ton voudra, donnée d'avance.

Faisons successivement:

^r\ y'^'}:-:•: ùr
"^

()r
•y

et appl iquons le théorème f o n d a m e n t a l de M. du Bois -Raymond; nous
parviendrons au résul ta t s u i v a n t :

.l^es trois intégrales

(66)

s'^<-^ f^, /•) ' . d m ^

JY/- ' '1 1-1^^

z--:••-^/l;

ont un senff alor^ même que le point (.x,y, ^ ) fait partie de la nume à
laquelle détendent les intégrations.

Entourons Je po in t (^,j, z ) d ^ u n e surface S et supposons que, dans
les formules précédentes, les intégrations at tendent seulement a la
masse extériem^ à cette surface; les intégrales prendront alors des
valeurs X^, Y^, Z^; les composantes de la force exercée sur la parti-
cule dm par le f lu ide , extérieur à la surface S auront pour valeurs,
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d'après l'égalité (58),
'K.'fcl/rt, V/dm, Z^ dm.,

Si Fon suppose que la surface S, se contractant, v ienne s'évanouir
au point (.'x^j,^), ces quant i tés tendront respectivement vers les
limites

X, / dm, Y / dm, Z/: dm.

C'est pourquoi, nous donnerons aux quantités X./, Y/, Z/, déf in ies par
les égalités (66), le nom de composantes, au point (^J, ̂ ), de la force
intérieure.

DEUXIÈME HYPOTHÈSE. •—" On peut t ( ) u jours entourer le poini M d9 une sur"
"ace S assez pe'/Me pour que l ' o / i ai!-/<

f^^^r}drn'

l'intégrale sélend à l'espace II compris enire la surface S et une surface
(fuelco/'ufue S', inférieure à S el ewefoppaM le point M,; £ est une (fuan-
tité positive, aussi petite (/ue F on voudra., donnée d'avance.

Le théorème (bmiamerîtal do M. E. du îîoi^-Reyrnond nous montre
alors que Vinté^rale

(67) .1.-=:-- f—^(^^r)dm1

a un wu lors même r/ue le point ( x , y , z ) faù partie de la niasse à
laquelle s étend l'i/ilégrcition.

Une raison analogue à cell(ï qui nous a f a i t nommer les quantités X/,
Y/, Z/ les composantes, au point (x, y , s) de la force intérieure, nous
fera nommer la quant i t é X l9 influence qui tend à accroître la densité au
point M(^y y, s " ) .

Considérons la (onction

(68) M { x , y ^ ) - : f ^ { ^ ^ r ) d r n 1 ,

rintésration s 'étendant à la masse entière du fluide; cette fonction
existe assurément, car elle n'est autre chose que le produit par ^ de
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la fonction W(..r,j, z ) définie en l'égalité (36"). Au sujet de cette fonc-
tion, nous ferons l 'hypothèse suivante :

TROISIÈME HYPOTHÈSE. — Sou M'o(^o» y^ ,^0) un point situé dans une
région où la densité p varie d'une manière continue; on peut toujours
entourer le point M. d'une surface S assez petite pour que Von ait

(Q \ ^^ ̂  y^ ^ '~" Y1 ( •roî y ^ z { } ) i -{ 9 / " '"—— -j^^——^^^^^ ,
£ est une q'ucintité positive, aussi petite c/ue l'on voudra, donnée d'avance;
V^ est défini par une égalité analogue à F égalité (68), mais où. l'intégra-
tion s étend seulement à l'espace intérieur à la surface S; (.2", y, z " ) est
n importe que/point de cet espace.

Des trois hypothèses que nous venons d'énoncer, nous allons dédu i re
la conséquence suivante :

Si, au Dolsinage du point ( a ^ y , z ' ) , la densité p admet des dérivées
partielles du premier ordre , 1 ? - ' ï ^ï la fonction "V admet, elle aussi.
des dérivées partielles du premier ordre, et l'on a

^^-....-x. a (h
^ ........ A<——4,.^^,

(,0) ^^..^^.^^^^^^^^^^à y ^y
^^y. ^^^„ L, -^^

Prenons un point Mo (^o, y,,, ^o) ^t» autour de ce point , traçons une
surface S asse% pet i te pour que l ' inégali té ((>()) soil s a t i s f a i f ^e quel que
soit le point M'(^,j, s) à l ' in tér ieur de celte surface. Nous prendrons
le point M sur une parallèle à Faxe des x menée par le po in t M(,, et
nous poserons

x — ./'(, -,:;:.:j A.r,

MMo^|A.r[.
en sorte que nous aurons

Nous pouvons poser
VC^,, yo, ^o) ̂  Vi (^(h Jo» ^») -4- VaC^o. Jo, ^o)»

V(^o4-" A.r, ̂ y, ̂ o)1^ Vi (.ro + A^, y», ^o) 4- V@(^ 4" A^, ̂ (.,
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la fonction Va(^-,j,^) étant définie par une égalité analogue à l'éga-
lité (68), mais où l'intégration s'étende à l'espace 2, extérieur à la
surface S.

Les égalités précédentes nous donnent

(71 )

4-

V(^o+ A,r, y^ ^) — V(,T,, yo,,So),̂_^^^^ _._

V i ( ,ro + Ar, y,,, ,so ) ̂  Vi ( ̂ o, y,, ,j=o )._.,...,̂  _,„„ _„_ _

Va(.z-(,+ A.z, yo, ^») —• V'aC.rt,, yo, ,So)
A.r

Or, nous avons, par hypothèse,

V, (.ï<,4- A^y,,, ,^0) — V, (.ro, yo, ^o) | <(69 bis) : Ê."""""A^

La fonction V'^.fo^yo» ^o) admet, par rapport à ^p une dérivée par-
tielle du premier ordre qui peut être obtenue par la règle de la difïe"
rent ia t ion sous le signe / ; on peut donc choisir A^ assez petit pour
que l'on a i t

(72) V'a ( ̂ o "-^1111" A/y, yo ̂ o ) — Va ( ,̂ , yo » ^o ) /r< ^ ^.:-V.^,y«,..0.,J^^p^^^

-^ r-^po,p'./-)^ .̂
^^•'O J») ^p()

Mais la dé:fijïifciûn môme des quant i tés X, et ju montre que l'on peut
toujours prendre la surfaces S assez petite pour que l'on ait

(73)

(74)

j ^ ̂  ( P<^ p^ ^) ̂  ̂ l' •-•H X, ( ̂ o» Jo> -()r

)po r ^^ f^^p,p^,)^,^^4,(.ro,^ ^.
^••^o »./»> ^po ^^'o

L'égalité (7:1), jointe aux, égalités (69 bis), (7^)» (7^)» (74)^
montre qoe l'on peut toujours prendre Lx assez' voisin de zéro et la
surface S assez petite pour avoir

V (.2-0 4- A.y, y^ ,5(, ) — V ( .r,,, jo," • O î ./'(')» •*'« ,

à.r
4- X,/(.ro,yy, ^0) + ̂ (.z"o,yo, ^o) ̂  i ^.e,^AÊSl <

€'Q



222 P. DUHE'M.

£ étant une quant i té positive, aussi pet i te que l'on voudra, donnée
d'avance.

Comme la valeur du premier membre de l 'inégalité (75} ne dépend,
en aucune façon des dimensions attribuées à la surface S, on voit, que
cette inégalité entraîne l'égalité

rV(,r^^',y,,z,)-V(x^:y^.z,)' ,„,„,. \. / ,, „ / , , ( ) p o ~1]^ ———————__.——,...„.—————.———__—————„———_ ,_ „„.,...,„.. ^ ^ ^ j,̂  ^ y^ ^ ^ ̂  ^ „„}.„„ ,^ ^ j,̂  ^ ^y^ ̂  ̂  l.,,,

L ww ... A.rs'.o ... ^^'l»,

II sufÏit de supprimer l ' indice zéro, désormais inu t i l e , pour retrouver
la première des égalités (70): les deux autres s'établissent de même.

Calculons la q u a n t i t é

( 76 ) ,! = (\ X / ôx + Yi âr 4- Z/ ck 4- ̂  ôp ) dm,

àz-, oy, ôz, op étant des fonct ions continues de a?,;/, z, et l ' i n t ég ra l e
s 'étendant à la masse f l u ide tout entière.

Nous aurons évidemment

/ . ., f / C\à^{^ p' , r } for .,. {)r , or , \ ^'Hp. r/, / • ) .„ / /
(77) .1 ——J drnj ].«^^^^^^^^^^ ^Y ̂  ̂ z) 41-i" • 1 1 - 1 1 1 1 1 1 - •^ i111 ' --^ ^

.̂.» f f [̂ P.̂ ,,.̂  f^ ,, „„, ̂  à, ,. ̂  8.) „., -^(PiP^^ ^11'" .,, ,„,.
J J |,,. ^/' \()x ôy •' ^.j / ^p • 1

Mais l 'égalité (76) peut aussi s'écrire

J -: /CX;(î.r/+ YHr^-l" Z;â3f411- ̂ / ̂ ^ dm\

en sorte q i i f» l^oîi a aussi

(^\ i f rr^H.0»^'7")/'^ ̂  ^t ̂  ^. ;\ àHp,?^/-) , ," ' , , ,w j .^j j ^^^^^^ ^^,. ̂ o/,,,.. ̂ ^ ̂  .j^^^^^^^^^^ ̂ ^ ̂  ̂ ^
Les égalités (76), (77), (78) mont ren t que l'on a

(79) a f(Ki A'f +1 Y/ oy + Z/ Ss 4- nA» âp) ̂ /

'--^''"^^fê^---^-'-^--^.-'-^
4-^(P^^r)5p4.•^.(o•p^

^P ' rfp' ' J
quels que soient o,z', Sy, Ss, op.
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Supposons maintenant ces quanti tés in f in iment petites; nous aurons
<)^(p,f/, /•) / àr „ àr ,, /}/• ^ /)/• ^ <)r ^ ^ \
-——^^^^^ ^ a.. + ̂  y 4- ̂  a. 4- ̂  ̂ + ̂  0/4- ̂  o./)

4-^^

et l 'égalité (79) deviendra

2 /'(X, a.z- -h Y, o)' •+• Z/ 8,; 4- 4. fîp) ^/m ̂  — / '/ 'o 'J;(p, p', r) dm dm',

ou encore, en remarquant que chacun des éléments de masse dm, dm'\
auquel s'étend l ' intégrat ion double, demeure nécessairement inva-
riable,

(80) /"(X/ Sx 4- Y, oy 4- Z/ o-s 4- 4. 5p) dm =.......-.- J,o f'f^(p, p^ r) ̂ w dm'.

Cette égalité, jointe à l 'é^alilé (GS), montre que, fou les les Ibis que
l'on déplace les divers é léments du iluide sans f a i r e varier la densité,
on a

AT -..,.: — / ' (X / o.r 41-" Y / oy 4- Z/ àz) d i ï i .

Les ra isonncmcïnts exposés dans noire Cours (r/.tydrody/iam.u/ue
(Livre I f , Chap. 1, n0*' 1,, 2 et 3) conduisen t alors aux- résul tats s u i v a n t s :

II exùle une. fonction 1.1 (.r, y, ̂ ), uniforme^ finie (H cofitiflue w ious
les po'inis de Ici //"uu\vc J'luide, telle que l'on ait

. (81) p [(X,^- X,) d^ -h. (Y, 4- Y,) dy 4" (Z,4~ Z,) dz} := 1̂,1.

Celle fo ne lion, n'esl né^at'we en aucun poini clé la masse Jluide. En tout
point de Ici surface du jîuide, on a

( 1^COS(P, .Z-) :r:lI.COs(///, ^),
(8-^) Pcos(P , j )=I Icos(^^ j ) ,

( P COS(P, Z ) = H COS(/^, 5),

^/ <//a/^ la normale à la surface du fluide dirigée vers l'intérieur du
/luide.

Ces résultats ohlenus, nous écrirons que l ' inégal i té (63) doit être
également vérifiée par une modification virtuelle dans laquelle la
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densité varie; dans ce cas nous aurons, en vertu des égalités (56)
et(8o),

6S = r-,' ôp dm — /"(X/ Sx + Y( ôj 4- Z, cî^ -4- ̂  ôp) drn.

I5n raisonnant comme nous l'avons fait daa's notre Cours d/Hydro-
dynarnique (Livre II, Chap. I, n° 4 ) nous trouverons que F on doit cwoir,
en tous les points de la masse fluide,

(83) p^^L^II^p2^.

L'ensemble des conditions (81), (82), (83) représente l'ensemble des
conditions nécessaires et su/fîsantes pour l'équilibre de la masse-fluide.

Partageons le fluide en deux niasses A et B; soit a la surface nou-
velle qui, soit seule Ç/ig. 3), soit avec une partie de l 'ancienne surface
terminale du fluide, l imite la masse A,,.

Fig. 3.

Supprimons l'obstacle que la présence de la masse B apporte au dépla-
cement de la masse A, SANS SUPPRÏMEH A U C U N E DES ACTIONS (FOBCES oiî
INFLUENCES) QUE LA, MASSE B EXEUCE SUR LA MASSE A- Pour parler d 'une
manière plus explicite, supprimons la masse B, de manière que la.
masse A puisse, sans déplacer, aucune masse étrangère, f ranchi r la
surface cr$ mais, aux corps étrangers qu i exercent déjà :

i° Sur tout élément dm, de la masse A, une force dont les compo-
santes sont X^d/n, "Y^dm, Z<, dm;

2° Sur tout élément dS de la, partie de la surface S qu i peut confiner
à A,, une force dont les composantes sont

P eos(P, .r) dS, P cos(P, j) ̂ S, P coft(P, z) ^/S,

adjoignons1 des corps étrangers qui, sans loucher le corps A y exerccnl
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3° Sur tout élément dm de A, une force dont les composantes sont
X^///2, Y^r/m, 7^. dm, Xp Yp Z\ étant définis par des égalités, analogues
aux égalités (66), mais où les intégrations s'étendent à la masse B
seulement;

4° Sur tout élément dm de A, une influence dont le travail élémen-
taire est A / ê p d m , Jl/ étant défini par une égalité analogue à l'éga-
lité (67), mais où, l ' intégration s'étend seulement à la masse B.

En général, la masse A ne sera plus en équilibre; mais on en
rétablira certainement l 'équilibre en adjoignant aux forces extérieures
précédentes :

5° Une force, appliquée à chaque éléments/a de la surface o", et ayant
pour composantes

(84) II ces ( v/-, ,r ) elcr, II cos ( z»/:, y ) ^/cr, II cos ( ̂ /, z ) c/cr,

^ étant la, normale à l 'élément da vers l ' intér ieur de la masse A.
Ces forces sont les forces de liaison équivalentes à l'obstacle que la

présence de la masse B apportai t aux mouvernents de la masse A.
C'est pour celte raison que ll(x, y, z ) se nomme la pression, an

point (,T, y , z ) .
I l f a u d r a i t bien se garder de suppr imer la masse B en remplaçant

seulement les forces X^.r/w, Y^//n, 7^ dm, que la masse B exerce sur
chacun des éléments dm de la masse A, sans remplacer en même temps
l ' influence Ji/rf/n, t endan t à augmenter la densité de l 'élément dm, que
cette même masse B exerce sur l 'élément dm; les pressions (84) ne
suffiraient plus alors à rétablir l 'équilibre de la masse A.

11 ne sera permis, en général, d'opérer ainsi que dans le cas part i -
culier où l ' influence .V serait égale à zéro pour tout élément dm de
la masse A. Cette condi t ion ne sera pas généralement remplie, à
moins que l'on n'ait

^(p^r).:::o.

Si cette condi t ion est réalisée, ^ est indépendant de p» et aussi de p\
car ^ dépend symétr iquement de p et de p'. C'est donc seulement dans
le cas de Hypothèse nwtonienne que l'on peut opérer de la sorte.

A 'plus forte raison ne pourrait-on pas, e.o général, supprimer la
Aiw» de l'Éa^ Normale. 3* Série, 'ï onn; X. — JIIH-LET 1893. ^ ^
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masse ,B sans remplacer ni les forces ni. les influences qu/elle exerce
sur les divers éléments dm de A; les pressions (8.4) ne rétabliraient
pas l'équilibre de la masse; il, n'est permis d'opérer ainsi que dans le
cas où la masse B est sans action sur la masse A. Ce cas, où la fonc-
tion ^ est égale à zéro, et où, par conséquent, toutes les actions inté-
rieures disparaissent, est celui que nous avons traité en détail, dans
notre Cours cF Hyelrodynarnùfae.

Dans un fluide dont les éléments n'exercent les uns sur les autres
aucune action, ou bien encore dans un f lu ide dont les éléments exercent
les uns sur les autres une action soumise à rbypothèse newtonienne,
on a Jlo == o, et l 'équation (83) devient

p^^^-ïlp ̂  ....„.„.., IA,

en sorte que la densité en un point est, pour un f l u i d e détermine, une
fonction de la seule pression au même point ; mais ce théorème n'a pas
lieu dans le cas général; en de/ion du ca^de F hypothèse newionienne,
la densité du fluide en un point ne dépend pas seulement de la pression
en ce point. Cette proposition, qui l i m i t e à un cas part icul ier une loi
que presque tous les physiciens regardent comme universelle, nous
paraît mériter l 'attention (1).

Supposons que les forces extérieures :X,,, Y,,, Z,, admettent une
fonction potentielle U; nous aurons

X, d,r -h Y<; dy 4- %, dz "h dV :::-.., o.

D'autre part, les égalités (70) donnen t
X/ dx 41-1-1 Y/ dy -h Z, dz 4-- dV -h 4.. r/p ,::•':: o,

Si l'on désigne par
^ =,: V .4- IJ

la fonction potentielle totale de toutes les forces, tant extérieures
qu ' intér ieures , qui agissent sur les éléments fluides, ' les deux égalités
précédentes, donneront l'égalité

( X., -h X, ) dx -h ( Y, 4" Y^) dy .4- ( Z, 4" 7n ) d§ 4" dU 4~ Jl. dp == o.

(1) P. Bmw, Leçwis mr l'Électricité et le Mc^nétUm.€y t î, p. 355, 359.
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Cette égalité, j o i n t e à l'égalité (8ï) , devient

( 86 ) p d^ 4- cil,, p dp 4- dïl == o. -

Les surfaces d'égale pression auront pour équation différentielle

dH -h ni. dp = o,
ou bien

/^ „ <}p\ , /(m ^p\ , /^2 ., ()D\ .4-. 4.» L d.f 4- -7~ -l- ̂  -J- ^y + -,"- -+- -il» "ç1- ^s == o.\àa; ( ) ; r } \<)y (jy j J \ ().z < ) z j

En vertu des égalités (70) cette égalité devient

( 85 bà) ( X/ "41- X,) d,r 4- ( Y/ -4- Y,) cly 4-- ( Z/ .4- %,) dz == o.

Cette équation nous montre qu''une sur/ace d'égale pression est nor-
male en chaque poini à la farce, lant intérieure €fu'extérieure, (fui agù
en ce point.

D'autre part , l'égalité (83), dif ïerentiée, donne

p "",r/^:) „,„„. p ̂ ,)1 ,/p ....... ,^p ̂  . p. ,/.,. -..,-..-.. ./.IldÀ ̂ f^ | dû — ^A^ dû — ^ d^. — dÏl ^. orr ' . i •

ou, en posant ^.rw^.,,,•^(p)
111.4, |;-"-̂- p..

( 87 ) p [W 0 ( p ) --:1- ^ "A., ^/p — p d^ ] — dît •:^i. o.

Ajoutons membre à membre les égalités (85) et (87), et d iv isons
par p les deux, membres de l 'égalité obtenue, nous trouverons

d i l - d ( p ^ ) - h r f^p ) ="o.

Cette égalité sintegre immédiatement et donne
( 88 > ^ — p ̂  4~ © ( p ) ̂  consL

Dans le cas de rbypotbèse newtonienne, on a ,
e/t.» ;r=, <.),

en sorte que l 'équation précédente se rédui t à ! ,
^ 4" © ( p ) := consi.
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I l en résulte que les deux équations

Q == c o n st., p = c o n s t,.

définissent la même famille de surfaces; niais cela n^a pas lieu, en
général, lorsque rhypothèse newtonienne n'est plus vérifiée.

Ainsi, hors de l'hypothèse newtonienne, les surfaces équipotentielles ne
coïncident pas» en général, avec les surfaces d'égale densité.

Dans le cas de l'hypothèse newtonienne, l'équation (85) se réduit a

pdQ+ /•/î!== o.

Elle nous apprend que l'égalité dTl==o entraîne l'égalité r/Ûi==o et
inversement, en sorte que les surlaces équipoten (telles sont en même
temps surfaces d'égale pression. Mais, lorsque x est difTérent de zéro,
il n'en peut être de même, car il faudrait que l'égalité dp == o eût lieu
en même temps que les deux précédentes, ce que nous savons cire im-
possible; ainsi, hors le cas de l'hypothèse newtonienne, les surfaces équi-
potentielles ne sont pas surfaces d'égale pression.

Donc dans le problème général de F Hydrostatique, les /.rois familles de
surfaces

^ .=; c o n si., p =s ( • o n s 1, *, II :.,-! c o i11 s i.

sont essentiellement distinctes; pour que deux de ces familles se confon-
dent en une seule, il faut que l'hypothèse newtonienne soit vérifiée; mais.
dans ce cas, elles se confondent foules trois en une seule famille.

Ces divers résultats montrent quelles précautions minut ieuses on
devra prendre lorsqu'on voudra é tud ie r l ' équi l ibre d 'une masse f l u i d e
dont les divers éléments exercent les uns sur les autres des actions
non soumises à. l 'hypothèse newtonienne .

11 est un problème de Mécanique céleste auquel il y aura i t l i e u d'ap-
pliquer les remarques précédentes; M'. Paye, pour expliquer la forme
de la queue des comètes, a imaginé de remplacer la loi de la gravita-
tion universelle par la loi su ivante ; Entre deux particules de masses
dm, dm!, de densités p et p', situées à la distance r, ^exercerait une
force répulsive
/Q/ , \ -^ (l/n clf'ri' ...,(89) ^--.-•-^—[^p.P'î-K],
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K étant une constante positive, le coefïïcient de l'attraction universelle,
et 0(p, p') inie fonction toujours positive, sensiblement égale à zéro
lorsque les densités p et p' ne sont pas très faibles, mais prenant une
valeur notable lorsqu'une de ces densités devient comparable à la den-
sité des gaz qui forment la queue d 'une comète.

L'égal i té
^(p^, r) _ K — ÉKp, f/)... ̂  ̂  _., .., __^.._. .

nous donne
^^^^^^^^^^(p^/).

D'ailleurs, comnie la fonction ^ doil tendre vers zéro lorsque r croit
au delà de toute l imi te , on aura

^(p, p ^ ) = = o
et, par conséquent,<„„, ^^,,•^^-K.
Cetl.ci fonction vérifie bien les diverses hypothèses que nous avons
admises au sujet de la fonc t ion ^ et des diverses autres fonctions que
l'on peu t former avec celle-là.

L ' inf luence que nous avons désignée par A [égalité (5(1))] aura
pour valeur

( 9 « ) Ar: , , , , - .^—0(p,p /)rfm^m / .

La quan t i t é 4., [égalité (67)] aura pour valeur

(„,, .,,.-_y^ )̂.»..
L'équation des surfaces é^uipolenlielle^ s 'obtiendra en écrivant que

l'on, a

(93 ) ^ :.::::: / \ [ 0 ( p, p' ) — K ] dW== const.

L'équation des surfaces d'égale densùé s 'obtiendra, d 'après, l'éga-
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lifcé (88), en écrivant que l'on a

(94) Q -p.il = f ^ 1 0 ( p , p^) + p^^^- - K J rf̂ r:: consi.

L'équation différentielle des surfaces d'égale pression sera, en vertu
de l'égalité (85),

dû + A) dp ̂  o

ou bien, en vertu de l'égalité (85 bu) et des égalités (66),

(95) ^/|:0(p,p/).-K,]^

+rfyj[0(p,p^-K]^^^^

+dz f[n^^)-Ï^'^^^^

On voit bien que ces trois familles de surfaces, définies par les éga-
lités (9?), (<)4) et (()5), sont essentiellement distinctes.

Ces diverses remarques ne doivent pas être oubliées, si l'on veul,
avecE. Roche et M, Resal (1 ) , déduire de la considération de seinhia-
blés forces la figure de la queue des comètes.

Ces considérations montrent l'intérêt qui rattache à la (ionception
nouvelle ^influence, qui doit prendre place à côté de la notion de
ff'me, dans l'étude des actions mutuelles des corps.

( î ) E. KESAL, Traité élémentaire de Mêcwdqw ceinte, ^ édition ('Cimpiire VI, ^ 2 ) .


