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POTENTIEL THERMODYNAMIQUE

PRESSION HYDROSTATIQUE,

Psr P. DUHEM.

D e St e LR

INTRODUCTION.

Nous avons indiqué ailleurs (') de quelle manitre on pouvait dé-
terminer la forme générale du potentiel thermodynamique interne d'un
systeme dont la nature vavie d’un point i Pautre d’une manitre con-
tinue. Mais, préoceupé surtout des applications a 'électricité et au
magnétisme, nous avons din glisser rapidement sur quelques questions
qui auraient nécessité une discussion rigoureuse; d’aillears cette dis-
cussion exigeait Pexamen préalable d’un grand nombre de difficultés
relatives aux principes de la Thermodynamique, et cet examen n’était
pas & sa place dans un Ouvrage qui n’élait pas consacré a cette branche
de science.

Depuis 'époque ot a para 'Ouvrage dont nous parlons, nous avons
vepris Pétude détaillée de la Thermodynamique (*); les résultats
obtenus dans cette ¢tude nous permettent aujourd’hui d’aborder avec
toute Ia rigucur et toute la généralité désirables la détermination du
potentiel thermodynamique interne d’un systeme hétérogene.

Moyennant certaines hypothéses, que nous avons cherché d mettre

(Yy Lecons sur U Electricité et le Megnétisme, t. 1, Liv. 111, Chap. II.
(2) Commentaire aux principes de la Thermodynamique (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, t. VI el t. [X).
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clairement en évidence, on trouve que la forme générale de ce poten-
tiel est la suivante :

= e B

F :/ G dV 4 5 // FdV dV'.
Chacune des intégrations s’étend au volume entier du systemes; Godeé-
pend des variables, telles que la température, la densité, ete., qui
définissent les propriétés du systeme en un point de élément oV
[ dépend des propriétés de la matiere en un point de Pélément oV et
enun point de élément dV'5 toutefois, les températures T etT en ces
deux points n'y figurent pas.

Ce théoreme domine 'étude de la Capillarité, de I'Electrostatique,
du Magnétisme; nous en avons déja fait de nombreuses applications e
nous espérons en donner d’autres encore dans de prochains Mémoires.
Dans ce Mémoire-ci, nous en faisons application & 'étude de Péqui-
libre des fluides.

Le cas le plus simple de PHydrostatique est celui ot Pon suppose
nulle la fonction F. Si lon désigne par g la densité du {luide en un
point de Uélément £V, la fonction G devient une simple fonction de g
et de T, o(p, T) et le potentiel thermodynamique interne prend la
forme

F #‘:'/'(p(p,'l‘)//\".

Dans ce cas, les divers ¢léments du fluide n’exercent les uns sur les
autres aucune action. La plupart des propositions relatives i ee cas
simple sont bien connuess nous en avons donné ailleurs (*) un exposcé
complet et rigourcux.

Un autre cas, plus général que |

s précedent, est celui ol ’on a
BF = o' §(r),

o et o étant les densités des deux éléments dV, dV' et r leur distance.
Dans ce cas, deux éléments, de masses dm et dm!/, pris au sein du
fluide, exercent 'un sur autre une action répulsive, soumise i la loi

1) Hydrodynamique, Elasticité, dcoustique. Cours professé a la Facult des Sciences
de Lille en 1890 8gr. T. I, Liv. Il
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de 'égalité entre I’action et la réaction, et ayant pour grandeur
dmdm' f(r) [f(l)::——%(—ﬂ]

C’est & ce cas que se rapporte, en particulier, la théorie de la figure
des planttes. La plupart des théoremes généraux, vrais pourle premier
cas, le sont ¢galement pour ce cas plus général.

Mais ce cas n’est pas le plus général qui se puisse concevoir; dans
le cas le plus général, on a

EF =pp’ b (p, ¢/, ).

Dans ce cas, la force qu’exercent 'une sur 'autre deux particules de
masses drm et dm’ ne s’obtient plus en multipliant le produit de leurs
masses par une fonction de leur seule distance; cette force est de la
forme

! i 4 )
dmdn! [(pp's7) | S(pog/sr) == o bl )]

On sait que M. Faye attribue précisément & une force de ce genre la
formation de la queue des cometes.

Mais, et ¢’est Ia ce qui distingue le cas général des cas particuliers
précédents, cette force ne représente pas, a elle seule, Iaction totale
de la particule dm’ sur la particule dm : il faut y joindre une autre
action qui estnon plus une force, mais qui est ce que nous avons appelé
ailleurs (') une influence; cette influence, qui tend & aceroitre la den-
sité de I’élément dm, sans Lcndre a déplacer le centre de gravité de cet

élément, a pour grandeur — ) 4/(9, o', rydmdm!'.

La masse dm excree une influence analogue sur la masse dm, en
sorte que, pour avoir le travail total des actions mutuelles de ces deux

masses, il faut ajouter au travail — (_)()7,4/(9, o, rydmdm/Sr de la force
mutuelle le travail — [5} Y(p, ¢, 1) Op + (7(;;, b(p. g’y 1) 39’] dm dm’ des

influences réciproques.

(1) Commentaire aux principes de la Thermodyramique, I Partie, Chap. 1.
dnn.de I’ Ec. Normale, 3¢ Série. Tome X. — Juin 18g3. 2[4
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L'introduction de ce nouvel élément, que ne connait pas la Méca-
nique rationnelle, montre que le probleme de I'Hydrostatique, ainsi
généralisé, échappe aux prises de la Statique classique; en revanche,
il peut étre abordé par la Thermodynamique, et I'étude de ce probleme
se montre féconde en résultats imprévus.

Le plus important de ces résultats, que nous avions déja entrevu
ailleurs (*), est celui-ci :

Dans le cas général, la densiié du fluide en un point n’est pas determi-
née par la seule connaissance de la pression au méme point.

Cette proposition fondamentale : A une température donnée, la den-
sité est une fonction détermince de la pression, proposition que les
Traités d’'Hydrostatique présentent comme une hypothese premiere et
universelle, n’est vraie que pour les deux cas particuliers que nous
avons signalés tout d’abord.

Le résultat précédent peut encore se mettre sous la forme que voici :

Les surfaces d’égale pression ne coincident pas, en géncéral, apec les
surfaces d’égale densité.

A ce résultat, on peut en joindre deux autres :

Les surfaces équipotentielles ne coincident pas, en géncral, avec les

surfaces d’égale pression.
Les surfaces équipotentielles ne coincident pas, en général, avec les sur-

faces d’égale densite.

Deux de ces trois familles de surfaces : surfaces d’égale pression,
surfaces d’égale densité, surfaces équipotentielles, ne coincident que
dans les deux cas particuliers énumérés tout d’abord, et alors elles
coincident toutes trois.

Des théoremes fondamentaux de I’Hydrostatique classique, un seul
demeure vrai pour le cas général; c’est celui-ci :

Une surface d’égale pression est normale en chaque point a la force,
tant intérieure qu’extéricure, qui agit en ce pount.

(1) Legons sur I Electricité et le Magnétisme, t. 1, pp. 355=35¢.
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CHAPITRE L

LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE INTERNE D'UN SYSTEME CONTINU.

Considérons un corps, dont les propriétés varient d’un point a
I'autre d’'une maniere continue ou discontinue, les discontinuités se
produisant le long de certaines surfaces. Divisons ce corps en z par-
ties, de telle fagcon que la nature de chacune de ces parties varie d’un
point & Pautre d’une maniére continue, les surfaces de discontinuité
se trouvant au nombre des surfaces de division qui découpent le corps
en ces n parties. Imaginons, en outre, que chacune de ces » parties ait
une températurc uniforme, cette température n’étant pas forcément la
méme pour les diverses parties 1, 2, ..., 2.

Nous supposerons que ces n parties puissent étre considérées isolé-
ment et que chacune d’elles soit divisible a Uinfini en parties qui puis-
sent, elles aussi, étre considérées isolément.

‘Considérons isolément la partic 1. Supposons qu’elle admette un
potentiel thermodynamique interne. Ce potenticl est susceptible d’une
infinité de déterminations; soit &, une de ces déterminations; c’est
une quantité dont la valeur est donnée lorsque I'état de la partie 1 est
donné. I’énergie interne et entropie de cette partie 1 seront déter-
minées par les égalités

Y ¢ 71()"7'
(1) Y= —1 -;)—l'f,
Y ()If'i.
(‘2) L—q—-—» ()rl\

Au sujet des parties 2, ..., n, nous pouvons répéter des considéra-
tions analogues.

Considérons simultanément les parties 1, 2, ..., n, en ne les suppo-
sant pas en contact. Leur ensemble admet pour potentiel thermodyna-
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mique interne, pour énergie interne et pour entropic les quantités &,
0, 8, déterminées par les égalités

(3) F=% +F+...+F, +EV,
(4) .O:Y‘l"*"r‘l'i"---"*—YIL"{"'IF)
(5) 3 :5};1"“23-?~...+E,L,

dans lesquelles W est une quantité dont la valeur est donnée lorsque
I’état des diverses parties 1, 2, ..., n et leur position relative sont don-
nés; cette quantité W tend vers zéro lorsque les diverses parties 1,
2, ..., » s’éloignent indéfiniment les unes des autres.

Lorsque les diverses parties 1, 2, ..., 2 sont au conlact, le poten-
tiel thermodynamique interne, I'énergic interne et 'entropie ont des
valeurs qui sont’les limites respectives vers lesquelles tendent les
quantités ¥, ©, s, déterminées par les ¢galités (3), (1), (5), lorsque
les parties 1, 2, ..., n, primitivement isolées, tendent & se meltre en
contact. .

Ce que nousvenons de dire est tres général; nous allons maintenant
particulariser davantage, en introduisant quelques hypotheses.

La prEMIERE myPoTHESE (ue nous ferons est une hypothese sur la na-
ture de laquelle nous avons déja appelé Pattention dans un autre tra-
vail (*); elle consiste 4 supposer que I'on a

(6) WUy - Wy o= Ty,
e Wog e o= U7,
T S

+ l[f'" =1,

U’;; étant la fonction, analogue & W', qui se rapporte au systeme que
composeraient les deux parties ¢ et j, si on les prenait seules; en
sorte que le potentiel thermodynamique interne de ce dernier systeme
aurait pour valeur

jzﬂ‘— J‘Qj—k E‘V,-/.

I’égalité (6) peut encore se mettre sous la forme suivante, dont nous

(1) Commentaire anx principes de le Thermodynamique, 1I® Partie (Journal de Ma-
thématiques do C. Jordan, t. VI, p. 315; 1892.).
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aurons 2 faire un fréquent usage

(6 bis) oW W, W4+ Wy,
+ Wy 4+ Wy 4. - Wy,

-+ l[I‘m -t “F112+' - l["n-—i,n-

Dans cette égalité, W,; et W';; ont identiquement le méme sens.

Le systeme ayant été décomposé en un certain nombre de parties,
divisons celles-ci en parties plus petites, ces dernitres en nouvelles
parties, et ainsi de suite, de telle sorte que le systéme se trouve divisé
en parcelles dont toutes les dimensions tendent vers zéro; admettons
qu’a aucun moment ces diverses parties ne cessent de remplir les con-
ditions qui permettent d’attribuer & chacune d’elfes un potentiel ther-
modynamique interne.

Soit ¢ une de ces parties dont le volume V; tend vers zéro; soit M; le
point vers lequel tendent tous les points de la surface qui la limite;
nous admettrons, et ¢’est la pruxiime nyeomuise que nous ferons, que

Ion peut toujours choisir la fonction §; de telle manicre que le rapport 3+
;

demeure fini et tende vers une limile déterminée lorsque la partie i tend
vers zéro par un mode déterminé de subdivision du systéme. La valeur li-

o

. 5 \ . .

mite du rapport i~ demeure-t-clle la méme lorsque la particule 7 tend
i

a se réduire au point M; par des modes différents de subdivision du sys-

téme? Ce dernier point sera I'objet non d’une hypothese, mais d’une

démonstration.

Cette hypothese peut n’étre pas réalisée dans certains systemes;
ainsi, dans un systeme électrisé, sil’on considere une partie Z terminée
partiellement par une surface qui porte une distribution électrique
superficielle, lorsque cette partie ¢ décroitra, on verra tendre vers une
limite déterminée et finie le rapport —S—‘7 S; étant I'aire de la surface

i
électrisée qui termine cette partie; en sorte que, dans ce cas, le rap-
port = pourra croitre au dela de toute limite. Nous laisserons de coté
i

ce cas et d’autres du méme genre; d’ailleurs tous ceux d’entre eux
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qu’il est intéressant de considérer donneraient lieu & des raisonne-
ments semblables & ceux que nous allons développer.

La fonction &, étant déterminée, quel que soit ¢, de maniere a satis-
faire & I'hypothese précédente, nous admettrons que la fonction W,
satisfait & une TROISIEME HYPOTIESE (ue voicl :

Sotent, autour de devux points déterminés M;, M; du systéme, deux

'l[;"’.

particules i et j qui tendent a se réduire @ séro. Le rapport V—m{— demeure
iV

fini et, de plus, il tend vers une limile déterminée lorsque les deux vo-
lumes NV, V ; sont obtenus par un mode déterminé de subdivision du sys-
téme. Nous laisserons en suspens, pour le moment, la question de sa-
voir si cette limite est la méme quel que soit le mode de subdivision
du systeme.

Enfin, nous ferons une QUATRIEME 1YPOTHESE.

Soit M; un point du systemes; soit S une sarface qui entoure le
point M;; prenons un volume quelconque intérieur a cette surface et
contenant le point M;; divisons ce volume d’une maniére quelconque
en un nombre quelconque de parties i, @, b, ... L, dont I'une, ¢, ren-
ferme le point M;. On peut toujours prendre la surface S asses voisine en
tous ses points du point M; pour que l'on soit assuré d’ avoir

(7) | Wik Wiyt W] <V,

e dlant une quantilé positive, aussi petite que U on voudra, donnée d’a-
vance.

Voyons quelles sont les conséquences de ces quatre hypotheses.

Nous allons prouver en premier lieu que le rapport 5«’{ tend towjours
vers la méme limite, quel que sou le mode de division du systéme qui fail
tendre vers séro la particule entourant le point M.

Imaginons d’abord que I'on divise le systeme en cubes infiniment
petits, qui ont leurs arétes respectivement paralleles aux axes de coor-
données Oz, Oy, Oz, et dont la longueur d’aréte décroit suivant une

: on céombtr: fon ! % v ‘
progression géométrique de raison 5. Le rapport v, tendra alors vers

une limite finie et déterminée, qui dépendra uniquement de la posi-
tion du point M;. Si donc nous désignons par f; et u les valeurs de 7;
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et V; relatives & un tel petit cube, nous aurons
l“n{i =G (.Z‘,', Yis ,’3,‘) = (},‘,

G étant une fonction uniforme ct continue des coordonnées x;, y;, s;
du point M;, si, au voisinage de ce point, les propriétés de la matiere
varient d’une maniere continue.

Envertu de notre quatrieme hypothese, autour de tout pointM; d’un
certain domaine D dont fait partie le point M;, on peut tracer une
sphere qui jouisse de la propriété suivante :

Si, 4 intérieur de cette sphere, on prend un volume contenant le
point M;, et si on le divise en diverses parties j, @, b, ..., [, dont
'une, /, contient le point M;, on sera assuré que U'on a

(RUPECR PR ER) U RS
Le rayon de cette sphere dépend, en général, du point M; que 'on
choisit dans le domaine D3 mais, pour les divers points du domaineD,
il admet une limite inférieure R, différente de zéro.
Du point M; comme centre, décrivons une sphere de rayon inférieur
R

a—- A lintéricur de cette sphere, prenons un volume quelconque V;,

renfermant le point M;, et divisons ce volume en parties quelconques
«, B, ..., A. Nous scrons assuré d’avoir

| ‘Iraﬁ“F Woy ..o We | e Vs
‘ Ilrﬁu -t ‘Irﬁy B P e u ‘lrﬁ)‘ ] : EV[;,
[ Wig-+ Wip+. ..+ s, | TeVa,
et, en remarquant que
Vo V..o Vy== V,,

| Wop+ Woyt. ..+ Wy,

= Wy~ Wy . . .+ Wiy

= Wi+ Wig-. ..+ Wy [Ze Ve

Ainsi, quelle que soit la forme du volume N ; qui entoure le point M; el
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quelle que soit la manicre dont on I'a subdivisé en parties a, B, ..., k, on
peut toujours prendre le volume V; asses petit pour que I'on ail

(8) | Wop 4+ Way—+. .. 4+ W,
-+ llfﬁ,{+ . )
LR

e dlant une quaniité posilive, ausst pelite que l'on veul, donnée
d’avance.

Prenons un tel volume V,. Soit F; son potenticl thermodynamique
interne. Si nous tragons les petits cubes considérés, il renfermera
certains de ces petits cubes @, B, ..., A, et, en outre, des parties
résiduelles, w, v, .... Nous aurons, d’apres I'égalité (3),

(9) Fr==fa-tJo+. . ot Tt Fyte B

Le volume V; ayant été pris assez petit pour que I'inégalité (8) soit
satisfaite, nous sommes assurés d’avoir

(10) B[~ 0V,

7n étant une quantité positive, aussi petite que I'on veut, donnée
d’avance.
En vertu de la deuxieme hypothese, on aura

| Fot Ty | = K (V4 Vy. .0,

K étant un rapport qui demeure fini lorsque les volumes Vy, V,, ...
tendent vers zéro; mais on peut pousser assez loin la division en cubes
pour que le volume de la partie résiduelle (V,+V,+...) soit une
fraction, aussi petite que I’on voudra, du volume V,. On peut done
prendre les éléments cubiques assez petits pour que 'on soit assuré
d’avoir

(11) |Fpt+Fy+... [Sn Vs

En vertu de la deuxieme hypothese, on peut prendre les cubes o,
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8, ..., A assez petils pour que U'on soit assuré d’avoir

| /o

| fe—wGg|Zna,

( wGy| - nu,
(r2) ?
[ /o wGylZnw,
Gy Ggy ---» Gy étant les valeurs de la fonction G(a, y, z), en des
points Mo, Mg, ..., M, des cubes o, 3, ..., A
La fonction G(ux,y, =) ¢tant continue et les points M;, M,, Mg, M,

étant tous intéricurs au volume V;, on pourra tounjours prendre celui-ci
assez pelit pour que I'on soit assuré d’avoir

Les inégalités (12) et (13) permettent d’éerive Pinégalité
| JatJSo + oot Lr—=NuG(eyyi, 50|~ 20Na,

N étant le nombre des volumes cubiques que contient le volume V.

Mais la somme Ne des volumes cubiques que renferme le volume V;
ne pouvant surpasser ce volume V,, Pindgalité précédente entraine
Pinégalité

(14) [ Sau+Spd o= fo—=NuG ey o 3i)| 20V

Légalité (o), jointe aux inégalités (10), (11) et (14), nous montre
) RIPLN 8 : : A

que Pon peut toujours prendre le volume V; assez petit et pousser
assez loin la subdivision en cubes pour que Uon soit assuré d’avoir

(_l'_>) l j,- —— Nulx (:l'f,‘}'j, 3,') I ‘/lﬂ \,

On peut toujours aussi pousser la subdivision en cubes assez loin
pour que le volume résiduel Vi, -V, + ... =V, — N« soit une
fraction aussi petite que Pon voudra du volume V3 asscz loin, par
conséquent, pour que I'on soit assuré d’avoir
Vi Nuw . 0
A (R

Ann. de e, Normale. 3* Séric. Tome X. — Juiy 1893, 20

(16)
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Les inégalités (15) et (16) nous montrent que 'on peut toujours
prendre le volume V; assez petit et pousser la subdivision en cubes
assez loin pour que I'on soit assuré d’avoir

(17) 250V,

Mais la valeur des deux membres de cette mégalité ne dépend plus
que du volume V; et nullement du degré auquel a é1é poussée la divi-
sion en cubes. Nous arrivons donc & la conclusion suivante :

Quelle que soit la forme du volume V;, qui entoure le point
M;:(2;, yi» 5;), nous pouvons toujours assigner i ce volume une limite
supérieure telle que, pour tout volume inféricur a cette limite, nous
soyons assuré d’avoir

F— V.G (2, Yir 5i)

NS

(17 bis) ,'\7’— —~ Gy yo 50)| %5,
iV
7 étant unc quantité positive, aussi pelite que Pon voudra, donnée
d’avance.
Cette proposition entraine, a titee de conséquence, le théoréme que
nous voulions démontrer :

Lorsque le volume N ; tenl @ § évanowir aw point M; en passant pAr UNe,

SUITE QUELCONQUE DE FORMES , le rapport - tend vers une limile finte et de-
;

termance, quidépend d’une manicre uniforme des coordonnées du point M,

et qui varie d'une maniére continue avec ces coordonndes, lorsque le

pont M; se déplace dans une région ow les propriétes de la maticre va-

rient d’une maniére continue.

Ce théoreme entraine immédiatement cet autre :

Lorsque U'on augmente indéfiniment le nombre des parties en lesquelles
le systéme est divisé, de maniére que les dinensions de chacune de ces
parties lendent vers zéro, la somme (F, -+ 3y, ...~ F,) tend vers une
limite finie, dont la valeur est indépendante de la loi de subdwision
adoptée, et U'on a
(18) T (F A= Ty 4= F)) = / G(x, y,5)dV,

dV étant un élément de volume du systéme, (x, y, 3 ) un poinl de cet éle-
ment, el Uintégrale s'élendant aw volume entier du systéme.
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Nous allons maintenant, par une analyse semblable, prouver que, si
deux volumes V;, V; (m;uﬂlent 4 s’évanouir 'un au point M;, lautre
au point M;, le rapport V%—’V’— tend vers une limite dont la valeur dé-
pend de la position des deux points M;, M;, mais ne dépend pas des
formes par lesquelles passentles volumes V;, V;, en se contractant.

Supposons, tout d’abord, que I'on ait adopté un mode particulier
de subdivision du systeme, par exemple la subdivision en cubes déja
considérée. Deux de ces divisions cubiques, toutes deux de volume u,
enferment 'une le point My, Pautre le point M;. Soit J;; la valeur de
la quantité analogue & U, pour ces deux cubes. En vertu de la troi-
sieme hypothtse, lorsque ces deux cabes tendront & s’évanouir I'un
au point M, Paulre au point M;, le rapport i";l"_f tendra vers une limite
finie et déterminée, et on pourra éerive

bij
:

(rg) lim o

Ve, yi, 503 Ly Vs 5j) F,'/-,

F étant une fonction uniforme des coordonnées xy, v;, z; du point M; et
des coordonnées w;, v;, =; du point M;; de plus, si les propriétés dela
matiere varient d’'une maniere continue autour du point My, F estune
fonction continue de g, vy, 55 80 les propriétés de la mativcre varient
d’une maniere continue autour du point M;, I est une fonction con-
tinue de x;, y;, ;.

Cela posé, prenons, autour des points My, M;, deux volumes quel-
conques V,, V;, auxquels corvespond la fonetion Y. Divisons-les
en cubes de volume «. Le volume V; renferme les cubes o, 8, ..., A,
et les volumes résiduels V,,, V,, ..., Voo Le volume V; renferme les
cubes @, b, ..., {, et les volumes vésiduels V,,, V,, ..., V,. Nous au-
rons évidemment
(20) ll[if/ k Yo =Dy b oo =Dy A= W 4= Wop .o Wy,

B !‘Pf‘fﬂ - 'JH,"H: I "P{ﬂl e llrfim ~t= IV{"IL kI ‘[rﬁ/:

Fde b oy o W o W, -+ T,
e W = Wi b vt Wy o W+ Wy o+ Wy,
*_ ‘erlt WF lll'.V/I ‘} L + ll;"Vl ‘l— ‘]‘lv n - }' ‘I"'/II f‘- LA ‘I_ ‘p“/p

= Wt W b ook Wy o= W = W= W
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. U S

Chacune des quantités —*s - -5 =22 tend vers une limite finie lors-
: .,

que les volumes t,, ..., w, V,, ..., V, tendent vers zéro, la valeur

de cette limite dépendant peut-étre de la manicre dont ces volumes
tendent vers zéro. On peut done poser

n

l,lrwn o R B lp’).ll = KN ”( m ek v/' s

N étant le nombre des cubes que renferme le volume Vi, et K un rap-
port qui demeure fini quelque loin que Pon pousse Ta division du sys-
teme.

De méme, on pourra poser

Wi .- = K'1 \Jl"(vy"---'!‘vm),
llrp‘”,»-IM,__ = ll ap ‘ (V.[l»‘*"'-- }‘VFT.)(\//// b~ oot V/:)-

N’ étant le nombre des cubes que renferme le volume V;, et K, K”
étant des rapports analogues a K.

Nu Nu
Mais V'V,

on peut, d’autre part, pousser assez loin la division en cubes pour que
les deux rapports

sont des rapports dont la valeur ne peul surpasser 1;

Vi b Vo el Vg

soient aussi voisins de zéro que 'on voudra.

Done, les deux volumes V;, V; étant donnés d’une maniore quel-
conque, on pourra pousser la division en cubes assez loin pour que ’on
soit assure d’avoir

llp'a/u e ’I’ l /[\ \,/’
(21) ] ‘y‘gm SIS IVW A V,/y
L 'l‘"l,,,,, 4 Ip.rr/: [ =nuV:V,

7 Gtant une quantité positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
d’avance.
D’autre part, en vertu de I'égalité (1g), on peut toujours pousser
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la division en cubes asscz loin, pour que Uon soit assuré d’avoir

S [ H’sz - Fcta.uzf .:_ i 1(‘:7
(22> .................. ’

? [y — w2 onut.

Mais la fonction ¥ (&, yi 505 @5, v;, 5;) est une fonction continue
de @, y;, 5; et de x;, ¥;, z;. Comme les points M, ..., M, M, sont tous
intérieurs au volume V; et que les points M, ..., M,, M; sont tous in-
térieurs au volume V;, on pourra toujours supposer que, avant toute
division en cubes, on ait pris les volumes V;, V; assez petits pour que
I'on soit assuré d’avoir

(23) ; ............. ,
RSV i = 0.
Les inégalités (22) et (23) donnent Pinégalité
| Do A= oo b — NNTw By | = e NN w2,

Comme on a d’ailleurs
Nu =V, Nu™V,,
cette incégalité entrainera cette autre
(24) [ Do =t oo oot gy = NN F | 2o Vi V.

Cette inégalité, jointe i I'égalité (20) et a inégalité (21), entraine
le résultat suivant :

On peut toujours prendre les deux volumes V;, V; assez petits, puis,
une fois ceux-ci choisis, pousser la subdivision en cubes assez loin,
pour que I'on soit assuré d’avoir Vinégalite
(25) [ W — NN"w*Fi | 250V, V,.

Dailleurs, les volumes V;, V; étant donnés, on peuat toujours pousser

la division en cubes assez loin pour que 'on soit assuré d’avoir

Vi Nu . /n V,~Nu_ n
Vi iEy \ VIFE;
et, par conséquent,

(26) | ViV, By NNk | 2V V,
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inégalité qui, jointe a U'inégalité (25). donnera
(9.7) { l[f‘,_j —_— V,' Vj F,‘j [ (;‘I) ‘/r,' \,/-.

Ainsi, on peut toujours, autour des deux points M;, M;, tracer deux
volumes V,, V; assez pelits, puis, une fois ces volumes choisis, les dé-
couper en cubes assez petits pour que 'inégalité (27) soit assurément
satisfaite.

Mais la division du systéme en cubes infiniment petits et le degré
auquel cette division est poussée n’influent en aucune facon sur la
valeur des deux membres de I'inégalité (27); nous pouvons done
énoncer le théortme suivant :

Quelle que soit la forme des volumes V,, V; qui entourent respecti-
vement deux points donnés M, M;, nous pouvons toujours assigner i ces
volumes une limite supérieure telle que, pour tous les volumes V, V,,
inférieurs a cette limite, nous soyons assurés davoir 'inégalité

i [ ro
(27 bis) {ix‘\l/ =K (s yiy 50504, Vi 37) : Gy,

i

7 étant une quantit¢ positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
davance.

De ce théoreme découle la proposition que nous voulions démontrer.

Lorsque les deux volumes N,, V; tendent respectivernent & s’ évanour

aux points donnes M, M;, en passant pAR UNE SUITE QUELCONQUE DE FORMES
iy e , ., .. , ;
le rapport v ’V’— tend vers une lmate finte et déterminde; cette limile depend
ivy )

d’une maniére uniforme des coordonnées du point M; et des coordonnées
du poirnt M;; elle varie d’une maniére continue avec ces coordonnées,
pourvw que les proprictés de la matiére varient d’une maniére continue
dans le domaine du point M; et dans le domaine du point M.

Ce théoreme établi, nous allons nous proposer de démontrer la
proposition suivante :

La fonction ¥(x, y, z; 2/, y', 5 ) est d"une nature telle que {'integrate

[¥Ce, y, 550, ', ) dV!
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au un sens méme lorsque le pount (x, y, =) fail partie du volume auquel
s'étend l'intégration.

Cette proposition n’est nullement évidente de soi, car, si nous
savons que la fonction F(x, y, 55 2/, y/, z') est finie et déterminée
pour tout couple de points M(x, y, =) et M'(x’, »', z'), il n’est nulle-
ment démontré ni assuré que cette fonction tende vers une limite finie
et détermince lorsque le point M’ tend vers le point M par un trajet
quelconque.

Autour du point M, (=, y, =) (fig. 1), on peut toujours, en vertu de

Fig. 1.

notre quatricme hypothese, tracer une surface S assez petite pour que
'on ait

(7 bis) [Wyt Wgetn =W | Ze Yy,

V, étant un volume intéricur i la surface S et contenant le point M, ;
Voo Voo ooy Vi des volumes connexes avee le volume V., qui, avee le
volume V,, remplissent en tout ou en partie Pespace intérieur a la
surface S, et & une quantité positive, aussi petite que Pon voudra,
donnée d’avance.

A lintéricur de la surface S, tragons une autre surface quelconque S'.
Nous pourrons toujours prendre le volume V, assez petit pour qu’il
soit en entier contenu dans la surface . Soient Vg, ..., Vy d'autres
volumes qui, avee le volume V,, achevent de remplir la surface S,
Soient V,, ..., V, des volumes qui remplissent I'espace U compris
entre les surfaces S et 8. L’inégalité précédente nous donnera

MWt W= Wy Wi [ 2V

et aussi
Wiyt W] Ze Vo
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Ces deux inégalités nous permettent d’écrire
(28) I+ Wiy [Z2e V.

Mais, en vertu de la proposition exprimée par I'inégalité (27). et en
désignant par 0 la quantité positive %, nous pourrons toujours prendre
les volumes V,, V,, ..., V5 assez petits pour que nous soyons assuré

des inégalités o
[ Wi —Fu ViV |20V Vy,

| Wig -~ Fi ViV [2OV Vi
De ces inégalités, nous déduisons

[

Wyt e Wiy — Vi (F iy Vi By Vi) | 20UV,
; ; b 5 &
ou bien, puisque 0 est égal & 0’

(‘-"9) | llrlu.‘*‘ cete ‘lrﬂn"'” Vl ( FIU.V[J- -t th Vm) IV{E Vx .
Mais le point M, ne fait pas partie de Uespace U; quelle que soit la
position du point (', y', ") dans Pespace U, la fonction
Fey yo 00y, 3)

demeure finie et continue. Lors done que les dimensions des volumes
Vis --.s Vg tendent toutes vers zéro, la somme (1, Vi, ..o 1 Vo)
tend vers Pintégrale

/ F(.I‘“ Y1s 515 "',7 }"7 5’) v’
YU

En dautres termes, une fois les deux surfaces S et 8" choisies, on peut
toujours prendre les volumes V, ..., Vg, assez petits pour que Pon ait
Pinégalité

1 .
(30) l Flp.Vyriw ot B Vo — /l“(.lfxv Y s xl, ¥ 5 dV | Ze.
H u
Les inégalités (28), (29) et (30) donnent I'inégalité

! |
(31) VB yimsal, V| eV,
| U
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Ainsi, autour du point M, on peut toujours tracer une surface fer-
mée S assez pelite pour que la propriété suivante soit vérifice :

Quelle que soit la surface §, intérieure i la surface S, dont on en-
toure le point My, on pourra toujours prendre les volumes V,, V, ...,
V assez petits pour que 'on ait

(31 bis) {./'F(.rl, Y sna,y, s dV |7 e,

intégrale s’é¢tendant & Pespace U compris entre les surfaces S et 8,
et & étant une quantité positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
d’avance.

Mais rien, dansla valeur du premier membre de Uinégalité (31 bis),
ne dépend des dimensions des volumes V,, V. ..., V53 nous pourrons
done remplacer 'énoncé précédent par celui-ci :

Autour du point M,, on peul toujours tracer une surface fermée S
assez pelile pour que Uon ait Uinégalité (31 bis), e ctant une quantite
positive, ausst pelite que Uon voudra, donncée d’avance, el Uintégrale
s'étendant & U espace compris entre la surface S et n'importe quelle awtre
surface §', intéricure a la surface S et enveloppant le point M,.

Cest le caractere géndral, indiqué par M. du Bois-Reymond, pour

’

reconnaitre que intégrale
/“F(m, Jsal, vy, sy dv!

aun sens, méme dans le cas ol, le point (x, y, z) faisant partie du
domaine auquel s’é¢tend Uintégration, la fonction F pourrait cesser
d’étre, en ce point, déterminée, finie ¢t continue. La proposition
¢noncée est done démontrée.

Proposons-nous maintenant d’évaluer la limite vers laquelle tend

la somme
Uyt Wig . o= YT,

lorsque le nombre des parties en lesquelles le systeme a été divisé
augmente au deld de toute limite, les dimensions de chacune de ces
parties tendant vers zéro.

Soit M, (z,, ¥,, z,) le point ol le volume V, tend & s’évanouir. En-

dnn. de UEe. Normale. 3 Série. Tome X, ~- Junier 18g3. 26



202 P. DUNEM.
tourons le point M, d’une surface fermée S ( fig. 2). Soient V, V,, ...,
V, les parties qui composent I'espace U intérieur a la surface S; soient

Fig. a.
¥
S
Vi - o> V,, les parties en lesquelles est divisé espace E extéricur A la
surface S. Nous aurons
(32) L T | L P (A U R o L

En vertu de la quatrieme hypothese, nous pourrons toujours prendre
la surface S assez petite pour avoir

(33) [ Wig=+. . .-+~ Wy | ZeVy,

¢ étant une quantité positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
d’avance; et cela, quelles que soient les parties V,, V,, ..., V,, en
lesquelles le volume U a été divise.

D’autre part, nous pourrons toujours rendre les volumes V,, V,,, ...,
YV, assez petits pour avoir

a P
[‘]Flm— F 1m Vl an l i} vl Vnn
Y
...... Cevetsosenevscanceanny
[0, —Fy ViV, |7 SV, v
I 1 77 Nan 1V ’ = F‘ 1 Yo
-

E=(V,,+...4V,) étant le volume occupé par le systeme en dehors
de la surface S. Ces inégalités donnent

( 3/1) [ l“.lm R o lp‘ln" v1 ( Flm v/n i PR & Fln Vrz) f - E Vi-

On peut aussi rendre les volumes V,,, ..., V, assez petits pour avoir
(55) Flm Vm e Fin V,,———‘/ F(-f"'lr,yh Sy '7",1 .7', :’I) dv’ i =
E

intégrale s’étendant & la partic £ du systéme qui est extéricure a la
surface S.
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Mais, d’apres le théoréme que nous venons de démontrer, lorsque
la surface S tend, par une suite quelconque de formes, 4 s’évanouir
au point M,, I'intégrale

/\F(Ih Y1+ St ~75,9_)/ ,SI) dV'
L V]

tend vers une limite finie et déterminée qui est, par définition, Pinté-
grale

/ F(xy, yi, 22, ¥, 5')dV,
(E4-1)

étendue au volume entier du systeme. Cette intégrale est une fonction
des coordonnées (x,, y,, z,) du point M,, variable d’une maniére
continue avec @, y,, =, si les propriétés de la matiere varient d’une
maniere continue au voisinage du point M,. Si donc nous posons

(36) \V(‘I"H.ylﬂ ;1) ’:./'F(wh .)'17 LT -Z'Jv.}/ls 51) dv’;

Pintégrale s’étendant au volume entier du systeme, nous serons
assuré que 'on peut prendre la surface S assez petite pour avoir

(37) W (xy, yi,5,) ~-—/l"(.r,,y“:,,.n/,y', sHdV' | “e.
/1

L’ensemble des ¢galités et indgalités (32), (33), (34), (35) et (37)
conduit au résultat suivant :

On peut toujours prendre assez petites, d’une part, la surface S qui
entoure le point M, et, d’autre part, fes dimensions des parties en les-
quelles le systeme est divisé pour avoir

(38) [ Wiyt Wiy ten s - Wy, — VW (2, Yis 51) | ZheVy,

¢ élant unc quantité positive, aussi petite que I'on voudra, donnée
d’avance.

Mais les valeurs des deux membres de U'inégalité (38) sont entitre-
ment indépendantes des dimensions attribuées a la surface S. Nous
pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

1t est toujours possible de pousser asses loin la division du systéme pour

’

que Linégalité (38 ) soit vérifice.
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Ce théortme équivaut a celui-ci :
Lorsque ['on dipise le systéme indéfiniment, suivant une loi quelconque,
LU P O T .
le rapport ~~‘~'—~_—t~~’-»3vt-~~ 20 gond vers la valeur limite W (2, y,, =, ).
1
Il nous est maintenant facile de calculer la valeur limite vers
laquelle tend la somme
3= Yu+Ty+...+W,
= Wy -+ Way .= Wy,

-+ l-lrnl -+ llrnﬂ R lIrn,n~l

lorsque 'on pousse a I'infini la division du systeme.

Soit € une quantité positive, aussi petite que Uon voudra, donnée
d’avance; soit U=V, + V,+ ...~ V, le volume total du systeme.

On pourra toujours pousser assez loin la division du systéme pour
avoir

» . . &
Wiy -+Ty 4. =W = ViW (2, yy, 50) | U Vi,
y - €y
(38 bis) [ Wy =Woy-t-. oo =Wy, = VW (i, vy, 54) | U Ve
l ‘prn"{ [r/t;»,“’t‘“ .o llrn,n»«l"“‘ vn VV (""/u ynv :u) l 8 le‘, V/n
qui donnent
(39) I X Wy, Y1 Sl)vl e W (2 1y Y 5,)V, I g.

Mais on peut aussi pousser la division du systéme assez loin pour étre
assuré d’avoir
(4o) | W (s, 1, 50) Vator oot W (2, Yu 50) Vo [W (i, v, 35)dV | e,
I'intégrale s’étendant au systéme entier.

Les inégalités (39) et (40) nous montrent que V'on peut toujours
pousser la division du systeme assez loin pour avoir
(41) [2— (W (z,y,2)dV|"ae,

e étant une quantité positive, aussi petite que 'on voudra, donnée
(I'avance.
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Cette inégalité (40) nous montre que, lorsqi’on pousse a Uinfini la
dwision du systeme, on a
(42) lim( Wyu+Wy+... .+,
Wy + Wy ..+ Wy,

W+ Wt W, ) = fW(T, ¥, 3)dV.

Les égalités (3), (6bis), 18 et (42) conduisent alors au théoreme
suivant.

Le potentiel thermodynamique interne d’un systéme continu peut se
meltre sous la forme suipante

_ , . E ,
/¢ - Yl o ot . - .
(43) ,’fw(/ G(x, v, .,)dV+2./W(x,y,,.,)dV,

E est I equivalent mécanique de la chaleur; G et W, deux fonctions finies,
gut varient d’une manicre continue avec x, y et s, s les proprictes de la
matiére varient d’une maniére continue dans le domaine du point (z, y, 5).

b

En vertu de Pégalité (36), cette égalité (43 bis) peut encore s’éerire

(43 bis) ’F~~/G (2, ¥, 3)dV ll://l"(l, v, 3, &,y 5 dVdV';

F est une fonction symétrique de z, y, z et de &', y', 3’5 si les deux points
(z,y,z) et (2, ¥, 3) demeurent « distance finie, elle demeure finie et
détermince; elle varie d’une manicre continue avec x, y, =, si les pro-
priétes de la maticre sont continues dans le domaine du point (x,y, 5)-

Ces résultats sont déduits de U'égalité (3). Des considérations ana-
logues, appliquées aux égalités (4) et (5), fourniront les expressions
suivantes pour 'énergie interne et pour entropie d’un systeme continu

T o E e i '
(44)  BU= [K(z, y, 5)dV v 5 [ [ ¥ (@, 3, 5 @', ', ') dV AV

(45)  ES= [H(w,y,s)dV,

K et H sont des fonctions analogues i G; elles ont avec G des relations
que nous allons approfondir.
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CHAPITRE 1L

EXPRESSION DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE EN FONCTION
DES PROPRIETES DE LA MATIERE EN CHAQUE POINT.

La matiere qui forme un systeme peut &tre isolrope ou non isotrope.

En tout point M d’une matiere non isotrope, un triedre (rirec-
tangle (M%, Mn, M) est donné, qui définit lorientation de la mativre
en ce point; cetle orientation peut d’ailleurs varier d’un pointa autre
soit 'une maniere continue, soit, le long de certaines surfaces, d'une
maniere discontinuc. Si une portion de matiere se déplace de maniere
que ses divers points gardent des positions relatives invariables, et
que ses propriétés demeurent invariables, le triedre qui marque Uorien-
tation de la matiere en chaque point estentrainé dans ce mouvement.

L’état de la matiere au point M est défini par un certain nombre,
que nous supposerons fini, de variables algébriques et de grandeurs
géométriques; chacune de ces dernibres intervient, dans la définition
de cet état, non seulement par sa valeur, mais encore par sa dircction
par rapport au tricdee (MZ, M7, M{); en d’autres termes, chacune
d’elles intervient par ses trois composantes suivant MZ, M, MT.

Lorsqu’on aura d”dll'(, a une substance isotrope, on pourra attribuer
a chaque point un (riedre d’orientation; mais le choix de ce triedre
sera arbitraire et, parmi les conséquences auxquelles on parviendra,
on ne devra retenir que ceux qui sont indépendantes de orientation
attribuée en chaque point i ce trivdre.

Imaginons une portion de matiere. L’é¢tat de cette portion de la ma-
titre est défini par son orientation en chaque point et par la valeur
qu’ont, en chaque point, un certain nombre de variables parmi les-
quelles est la température absolue T. Les autres variables seront dites
normales (*) si clles posstdent la propriété suivante : la portion consi-
dérée de la matiere aydnt la méme tempu‘aturc en tous ses pomts, et

(1) P. l)[.um Commentaire awx principes de la 1 /14/1/:0({}/:((/111(/410 II[" P.mw ( Jou/'
nal de Mahématiques pures et appliquées, L. 1X).
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étant placée en présence de corps étrangers quelconques, une varia-
tion infiniment petite de température que n’accompagne ni change-
ment de forme de la portion considérée, ni changement des variables,
autres que la température, qui définissent son état en chaque point,
n’entraine aucun travail des actions extérieures. Nous admettons que
I'on peut toujours définir PPétat de la matitre au moyen de variables
normales et nous supposons que I'on ait toujours fait choix de telles
variables; c¢’est & cette condition seulement que les équations (1)
et (2) sont exactes.

Ces principes bricvement posés, nous allons énoncer deux hypo-
theses qui se présentent pour ainsi dire d’clles-mémes.

Premnire nyrortnise. — M, est un point donné du systeme, situé dans
une région de température uniforme; V, est un volume qui enferme le
point M,; ce volume, considéré isolément, admettrait un potentiel
thermodynamique interne &,; si on le supposait rempli d’une matiere
homogéne ayant en chaque point Uorientation et les propriétés qu'a la
maticre considérée au point M, il admettrait un potenticl thermody-
namique interne F,; on peut toujours prendre le volume V, asses petit
pour que l’on ait

(46)

Fi— 30" eVy,
¢ élant une quantité positive, aussi petite que I’ on voudra, donnéde d’avance.

Druxitme nypormise. — M,, M, sont deux points donnés du systeme;
chacun d’eux est situé dans une région de température uniforme; V,
est un volume qui entoure le point M, et V, un volume qui entoure le
point My; & Pensemble de ces deux volumes correspond une fonc-
tion W,. Si 'on supposait le volume V, rempli d’'une matiere £omo-
gene ayant, en chaque point, orientation et les propriétés qu’a, au
point M,, la matiere qui remplit réellement le volume V,; si 'on sup-
posait le volume V, rempli d’une matiére homogene ayant, en chaque
point, Porientation ¢t les propriétés qu’a, au point M,, la matiere qui
remplit réellement le volume V,, la fonction ¥,, prendrait une valeur
nouvelle W',,. On peut toujours prendre les deux volumes V,, V, asses
petits pour que l'on ait

(47) lllrm““ ‘l"'”}:sVlVZ,
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¢ étant une quantité positive, aussi pelite que L’on voudra, donnée d’a-
pance.

Pour déduire les conséquences de la premiere hypothese, don-
nens au volume V, la forme d’un cube ayant son centre au point M, et
ses arétes paralleles aux arétes M,E,, M,n,, M,{,, qui marquent
I'orientation de la matiere au point M,; supposons ce cube homogene ;
le potenticl thermodynamique interne &, de ce cube, considéré isolé-
ment, doit étre indépendant de la position de ce cube dans I'espace;
il ne peut donc dépendre que des variables qui, avee la position qu’il
occupe dans'espace, achevent de le faire connaitre enticrement. Or il
est évident que ces variables sont :

1° Le volume V,;

2° La grandeur des paramétres algébriques oy, B, ..., A,, T, qui
définissent I'état de la matiere au point M ;

3¢ La grandeur des trois composantes @, @y @z «. o5 Ly Ly, Ly
de chacune des grandeurs géométriques «,, ..., {,, qui définissent
I’état de la matiere au point M,.

On doit donc avoir

Fo= T (g, ooy Ay Ty, ays, Uy Gty - ooy by gy gy Vi)
Mais on peut prendre le volume V, asscz petit pour que Pon soit
assuré d’avoir
(17) I'-’T’l—(;l\”il:)ievlr

et, partant, en vertu des inégalités (17) et (46),

T:'/
o — (3, ’ " ae.

v,

G, ne dépendant pas du volume V,, cette inégalité montre que, lorsque
le volume V, tend vers zéro, G tend vers une limite qui ne dépend pas
1
de V, et qui ne peut des lors dépendre que des variables o, ..., A,
],, Aty Lygy A4ty v o [|g, IM’ l,c.
Par conséquent, la fonction G, dépend seulement : 1° des grandeurs
des paramétres algebriques qui entrent dans la définition de ' état de la

matiere au point M,; et 2° des trois composantes (suivant les axes qui
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wdiquent Uorientation de la muticre au point M,) des grandeurs
métriques qui definissent U état de la maticre en ce point.

Dans le cas pavticulier on la matiere est isotrope, le choix des axes
M,%,, M,7,, M, est arbitraive, et les variables (que nous venons
d’énumérer ne doivent entrer dans Pexpression de G, que par des
combinaisons ind¢pendantes du choix de ces axes; done, dans le cas
ot la maticre cst isolrope aw point M|, {'état de la matiére en ce point

g(.?()-

élant defini par certains paramélres analytiques el par certaines gran-
deurs géomctriques, G, dépend seulemnent de la valear de chacune de ces
variables et des angles que les grandeurs géométriques font dewx a dew.

Pour déduire les conséquences de la deuxieme hypothese, prenons
le volume V, comme nous venons de le faire, et formons le volume V,,
autour du point M, par un procédé semblable.

La fonction ", relative au systeme des deux cubes homogenes V,,
V., ne doit pas dépendre de Ta position absolue dans 'espace du sys-
teme formé par ces deux cubes; elle doit dépendre seulement des va-
riables qui, jointes i cette position, achevent de déterminer entiere-
ment le systeme formé par ces deux cubes; encore les températures
T,, T, des deux cubes 0’y doivent-elles pas figurer.

, sontdone :

19 Les volumes V,, V., des deux cubes;

20 Trois parametres O, o, b (par exemple, les trois angles ¢’ Euler),
permettant d’ortenter les deux triedres

Les variables qui déterminent 47,

(M &, Myn, MUZ) el (MyZe, Myny, MyEs)

'an par rapport a Pautre;

30 La distance rdes centres des deux cubes;

4° Les vaviables algébriques «,, ..., &, (mais non pas la tempéra-
ture T,) dont dépend I'état de la matiere au point M, ;

5° Les composantes @, @y, g, <oy Lo Lige Ly, suivant M, %,
M7, M,{,, des grandeurs géométriques «,, ..., £, dont dépend
I"état de la matiere au point M ;

6 Les variables algébriques o,, ..., A, (mais non pas la tempéra-
ture T,) dont dépend I'état de la mativre au point My ; ’

7° Les composantes duz, (yp @ugy - ovr bty bony Lo suivant M,&,.,

Ann.de ULe. Normale, 3» Série. Tome X.— Junier 1893, 2y
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M,7,, M,C,, des grandeurs géométriques a,, .... &, dont dépend
I’état de la matiere au point M,.

Autour des points M,, M,, on peut toujours tracer deux volumes 'V,
V., assez petils pour avoir

(27) (W —FpV Vo ZeV, V.

“ette inégalité, jointe a 'inégalité (47), montre que nous pourrons
toujours prendre nos deux cubes assez petits pour avoir

De cette inégalité, on déduit sans peine la proposition suivante.

La fonction ¥, dépend seulement :

19 De la distance r des deax points M, M, ;

2 Des trois paramétres ), ¢, b, qui fixent oricntation mutuclle des
deuwx tricdres (M &, M, vy, MG et (MG, My v, MG

3¢ Des variables algébriques o, ..., A, (mais non pas de la tempéra-
ture 'T,) dont dépend Uctat de la maticre are poine M ;

K0 Des composanles iz, @ gy Ay oo lizy Ly Lo suivant M5, M7,
M, C,, des grandeurs géométriques «, ..., L, dont depend Uctat de la
maticre au point M

5° Des variables algébrigues a,, ..., A, (mais non pas de la tempéra-
ture Ty) dont dépend Uétar de la maticre aw point M,;

(G0 Des composantes g, Uy, Qgge - oo lyry bygy L, sudvant My%,, My,
M.C,, des grandeurs géométriques ay, ..., L, dont dépend Uétat de la
maticre auw poinl M,.

Le lecteur verra saus peine comment ces variables se réduisent
dans le cas ol la matiere est isotrope soit autour de 'un des points
M,, M,, soit autour de tous deux.

. ., dG . . . -
Supposons que la quantité ?)T: sott une fonction de (x, y, z) finic
dans toute I'étendue du systeme, et continue dans toute région oi
les propriétés du systeme varient d’une maniere continue. L'intégrale

oG . . , .
f(T’f‘ dV aura un sens; de plus, si e systeme est partagé en parties 1,
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2, ..., n, ayant chacune une température uniforme, nous aurons

"()‘l ()
3 = dV i dV + y dV, - i xdV,.
(48) / ()'I‘ — “‘ [( dV, /( dVy . ()T,, f( dv,

Mais, d’autre part, en désignant par ¥, le potentiel thermodynamique
interne de la partie 1 considérée isolément, nous aurons [égalité
(43 bis)|

7 ~_/ GdV,+4 = £ /P AV, dV.

"1"1

La fonction F est indépendante de la température commune T, des
deux ¢léments &V, dV',. Nous aurons done

0%, ;
(49) aT, ()l‘ /Gd‘

ou bien, en vertu de 'égalité (2),

B3, —=—-0 (Gav,

JaTy ),
On a, de méme,

BY, = -2 [Gav,,
aTy ),

D 0

EY, = — — (:r/V,,
T, .

Moyennant ces égalités, I'égalité (48) devient

G . .
%l-',dv B3 Zar o )

ou bien, en vertu de I'égalité (5),

e {0G
(50) 18 == a,—[-,dv.

L’égalité (1) donne, en tenant compte de I'égalité (49).

‘P:Y} o ji - r'!’ ),rl [‘(] (NT'
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On a, de méme,

Ces égalités, ajoutées membre i membre, donnent
E(Y +Yy+...4+Y,)

=yt T Fumr ( 5T /(.{/\, Ty /(.//\",-u...--’l',, e (.(l\,,)
2 ey

ou bien
W . 3 o r - o 06
E(Yi+ Yoo -1 ) = 5 4 Ty +‘/‘ o’ll‘ Ay

Cette égalité, jointe aux égalités (3) et (4), donne

:S‘; /T ()(1 (lV

B0 = ;
J1

ou bien, en vertu de I'égalité (43 bis),

(51) lsz‘)r_-_-/((.—’l"j‘]’,) av -fi "/'v,/v na

Les égalités (50) et (51) nous redonnent les résultats contenus dans
les égalités (44) et (45); mais, de plus, elles nous enseignent que les
fonctions K et I, qui figurent dans ces équations, sont liées & la fone-
tion G par les relations

p .. oG
(1)2) ”~‘~‘” ;)‘;[,7
(53) K=6- 75 ""

Ce que nous avons dit dans ce Chapitre et dans le précédent n’exige
pas que la température du systeme soit uniforme; mais, du moins,
cela exige que le systeme soit décomposable en un nombre limité de
parties ay,mtchamm(* une température uniforme; ¢’est, en effet, seu-
lement dans ce cas que sont définies les fonctions s et & (Commentaire
aux principes de la Thermodynamigue, 111¢ Partie, Chap. 11, § 6 et
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Chap. I, § 7). Mais, st nous considérons maintenant un systéme dont
la température varie d’un point « Uautre d une maniere continue, rien
n’empéche de former, pour un tel systéme, les fonctions 7, 8, ©, données
par les égalites

(43 bis) F = /(‘. dV —+ I%f/ Fdvdv',
. _— JG
(J)O) ES = "'—f ;j’,‘i; (,ZV,

(51) EO .—:/(u T gil)(z\ +- '—//1 AV av',

et de leur élendre les propriciés des fonctions 5, s, ©, relatives & un sys-
téme que Uon peul diviser en parties de température uniforme.

Cette extension, qui permet de traiter des systemes dont la tempé-
-ature varie d’un pointa Pautre d’une manitre continue, constitue une
nouvelle Zypothése ; mais cette hypothese se présente si naturellement
et les conséquences en sont si aisées i déduire que nous n’insisterons
pas sur elle.

GHAPITRE 1L

DE LA PRESSION DANS LES FLUIDES.

Les considérations précédentes sont tres générales; nous allons
maintenant nous occuper d’un cas plus restreint, qui aura I'avantage
de nous fournir Papplication a4 un exemple simple des théoremes que
nous venons (’¢tablir.

Imaginons une substance isotrope, définie en chaque point par deux
variables normales seulement, la température T et la densité g; celle-ci
variera d’une maniere continue i Uintérieur de certains espaces; mais
ces espaces pourront confiner les uns aux autres par des surfaces de
discontinuité; la matiere remplissant chacun de ces espaces prend le
nom de fluide.
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Pour un fluide donné¢, la fonction G relative 4 un point (x, y, 5) dé-
pend seulement de la densité p et de la température T en ce point;
nous pouvons poser

(54) G=2(p, T)-

La forme de la fonetion { dépend de la nature du fluide.

La fonetion F relative 2 deux points (x, y, =) et (2, ¥, =) dépend
de la densité p au point (2, y, z); de la densité p" au point (x', ¥/, 5");
enfin de la distance r des deux points (x, ¥, =) et (&, ¥/, 5'); nous
pouvons poser

~ . 1
(55) F= g op § o 0y )

La forme de la fonction ¢ dépend de la nature du fluide auquel appar-
tient le point (&, y, ) et de la nature du fluide auquel appartient le
point (x, ', z').

Si nous désignons par dm=pdV et par dm'==p' dV' les masses
des deux elemenlh de volume dV, V', le potentiel thermodynamique
interne d’un fluide pourra, en vertu des ¢galités (43 bis), (54) et (55),
s'éerire
(56) Tr./g g, Ty dm // Y, o'y r)dmdm'.

Considérons deux éléments de masses dm et dm’, dont M(x, y, z) et
M (', y', 5") sont deux points, situés a une distance finie r; en-

semble de ces deux ¢léments forme un systeme dontle potentiel ther-
modynamique interne 5 est donné par I'égalité

=L(p, T)dm ' (o', T") dim’ 4+ L(p, ', r) dm dm’
et 'énergie interne © par 'égalité

E® = [C(p, T)—T er’— D ]f/”'

) . i ’(r’ T
“+ ":'<Plv Iy — T 2 )Jr’, )I(/m +=d(p, p's rydmdm'.
Sile systeme des deux éléments éprouve une modification infiniment
petite, le dernier terme de 'expression de Ev éprouve une variation

Oy /ar ar . or or or, . or., o
[W(EZO +()7 }’-+- O +;)-_°€ +d)/ o'+ PPy 05’( P }pop dm dm'.
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Par définition ('), le travail des actions exercées par I'élément dm

surI’élément dm a pour valeur

, - oL /or . ar . Jr " N
(57) AT == — 5,' (?}7‘ o —+ oy gy —+ (0’3 U:-) -+ %; apJ dm dm'.

Le travail des actions exercées par I'é¢lément dm sur I'élément dm

a, de méme, pour valeur
N . obor o 0r o 0r ) )

(57 bis) dE'=— L;;; o 0 Jy oy’ o 9s ) + e r)r/— dm dm’.

La formule (57) nous montre que les actions de Pélément dm’ sur

I'élément dm se composent :
1° D'une force, dirigée de M" vers M, ayant pour grandeur

. J
(58) Koz = i, o', 1) dindm';
Jr
2° D’'une tnfluence (*), tendant & aceroitre la densité de 'élé-
ment dm,
a | i \ ’
b(p, ¢y 1) dmedm!.

5 A i em -
(99) Y
Les actions de Vélément dm sur élément dm!’ se composent, dapres

Ta formule (57 bis) -
12 D’une foree, divigée de M vers M', ayant pour grandeur

v g \ 0 A
(58 his) Pl o o Yip, o'y r)dmdm';

o
cette force est égale et directement opposée a la force F, donnée par

égalite (58);
2° D'une influence, tendant a accroitre la densité de Pélément dm’,

Al e ;}{j bip, o'y r)dmdm'.
(J

(59 bis)
, n° 2

(1) Commentaire anx principes de la Thermodynamique, 1 Partie, Chap. 1

(Journal de Mathématiques, t. VIH, p. 3115 1892.).
(%), Sur la définition de e mot, voie Commentaire aux principes de la Thermodyna-

mique, loc. cit.
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Les deux influences A et A’ ne sont pas nulles en général; clles ne
disparaissent que dans le cas particulier ol la fonction b(p, o5 r)
devient indépendante de p et de p" et o, par conséquent, elle se ré-
duit & une fonetion de la seule variable 7. Si 'on pose alors

dy(r)
r)—m — ————
(60) Sr) T
la force répulsive qui s’exerce entre les deux masses élémentaires dm,
dm’ aura pour valeur, I’apres les formules (58) et (58 bis),

(61) F=dmdm' [f(r),

/ ¢tant une fonction dontla forme dépend de Ta nature des deux fluides
auxquels appartiennent les ¢léments din, dm’. Cest dans ce cas parti-
culier, trés important, que se rangent, a titre de cas plus particuliers,
les hypotheses faites par Newton tant sur les forces qui déterminent la
gravitation universelle que sur les actions moléculaires ; nous nommerons
ce cas particulier le cas de U’ hypothése nesvtonicnne.

Un cas plus particulier encore est celui ot Ta fonction 4 devient in-
dépendante non seulement des densités p et g/, mais encore de la dis-
tance 73 dans ce cas, comme la fonction 4 doit, par son origine méme,
étre dégale i zéro pour deux particules infiniment ¢loignées, elle sera
identiquement nulles le potentiel thermodynamique interne d'une
masse fluide prendra non plus Ta forme générale (56), mais la forme

(62) 5o /‘C(p, Ty ddm ;

deux ¢léments dm, dm’ du {luide, n’exerceront plus 'un sur Iautre
aucune actions ¢’est le cas que nous avons étudié en détail dans un
autre Ouvrage ().

Revenons maintenant au cas général auquel correspond Uégalite (56)
et proposons-nous de chercher, dans ce cas général, les conditions
d’équilibre du fluide.

La premiere condition sera que la température ait, en tous les points
du systeme, une méme valeur égale i Ia température des corps exté-

(1) P.Duues, Hydrody namique, Flasticité, deoustique; cours professé 4 la Facullé des
Sciences de Lille en 18go-18g1. Livee 1L : Les corps fluidoes.
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rieurs. Cette premiere condition nous faisant connaitre la température,
nous pourrons ne plus faire figurer explicitement la lettre T dans |’ex-
pression de la fonction ¢ (p, T).

Les conditions d’équilibre que nous cherchons s’obtiendront en ex-
primant que, dans toute modification isothermique virtuelle du sys-
teme, on a

(63) dG,~0F,

dg, étant le travail des forces extéricures appliquées au systeme.
A T'égard de ce dernier travail, nous supposerons qu’il puisse étre
mis sous la forme

(64) dC.= /'(X(,. da -t YeOy -1 7 05) dm
4= S Plcos(P, x)dr -+ cos(P, y) dy - cos(P, 5) 5] dS,

la premiere intégrale s’étendant anx divers éléments de masse du fluide
et la seconde aux divers éléments de la surface qui le limite; les fonc-
tions X.. Y., Z. peuvent dépendre non seulement des coordonnées
(, v, 5) de la particule dim, mais encore de sa nature, de son état, de
sa densité.

Nous commencerons par donner au fluide toutes les modifications
virtuelles qui laissent invariables le volume et, partant, la densité de
ses divers ¢léments. Pour ces modifications, nous traiterons la con-
dition (63) comme nous 'avons fait dans notre Cours d’Ilydrodyna-
mague (Livee 1T, Chap. I, n® 1, 2 ¢t 3). Mais, dans ce cours, le poten-
tiel thermodynamique interne était donné par Pexpression (62), en
sorte que, dans les modifications dont il s’agit, on avait

OF == 0.

lei au contraire, ol le potentiel thermodynamique interne est donné
par Iégalité générale (56), on aura

(63)

(o)

3o // Yip, ¢y r)dmdm!.

Pour pousser plus avant la détermination de ce terme, nous nous
appuicrons sur trois hypothises rendues nécessaires par ce fait que la

Ann. de U’ Fe. Normale. 3° Série. Tome X. — Junier 1893, 28
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. d L .
quantite 7{ ne demeure pas en général dans un rapport fini avee la
ar :

quantité Y (p, ¢, ), au voisinage du point r = o.

Previire nypormise. — Soit M(, v, z) un point du fluide; soit 7 la
distance du point (2, ', =') au point M; soit A(x/, ¥, =) une fone-
tion quelconque de (', ', &) qui demeure finie dans le voisinage du
point (x, y, 5);5 quelle que sout celte fonction, on peul towjours entourer
le point M d’une surface S asses petite pour que Uon ad

P ! Ve ’)j!{ e
l'//.(.l, , ¥ = )(),.//m f g;

Uintégrale s'dtend a Uespace U compres entre la surface S et une surface
quelconque S, interieure a S el enveloppant le point Ms ¢ est une quantité
positive, aussi petite que ['on voudra, donnce d’ avance.
‘aisons successivement
ar or ar

-‘." /G’i; ] 3
Lty vy 5" Dor oy 03

et appliquons le théoreme fondamental de M. du Bois-Raymond; nous
parviendrons au résultat suivant :

Les trots inlégrales
(66) DY /{;)I (g, ol r) :j’; dm',
ont un sens alors méme que le point (x, )y, ) fail partic de la masse a

laquelle s’étendent les intégrations.

Entourons le point (2, y, 5) d'une surface S et supposons que, dans
les formules précédentes, les intégrations s”étendent seulement i la
masse extérieure a cette surface; les intégrales prendront alors des
valeurs Xi, Y}, Z;; les composantes de la force exercée sur la parti-
cule dm par le fluide extéricur 3 la surface S auront pour valeurs,
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d’apres I'égalite (58),
Xidm, Y;dm, 71;dm.

Sil'on suppose que la surface S, se contractant, vienne s’évanouir
au point (x,y,s), ces quantités tendront respectivement vers les

limites
Xidm, Y;dmn, 71;dm.

(’est pourquoi nous donnerons aux quantités X;, Y;, Z;, définies par
les égalités (66), le nom de composantes, auw point (x, y, z), de la force
intéreure.

DEUKIENE 0YPOTIESE. — On petd lowjours entourer le point M d’une sur-
Jace S assez petite pour que lon ail

‘0
!/;;;"P(Py.o/s ")(/”l'/ '?E;
* ;J

Uintégrale s'étend a Uespace U compris entre la surface S et une surface
quelconque S', intérieure a S et enveloppant le point M € est une quan-
lie [m.s'/u'wf, @usst petite que Uon voudra, donnée d’avance.

Le théoreme fondamental de M. E. du Bois-Reymond nous montre
alors que Vintégrale

. )
oo ] LrYydm!'
(67) / o Vg, p's r)dm

a un sens lors méme que le point (x,y,s) fait partie de la masse a
laguelle s'élend Uintégration.

Une raison analogue i celle qui nous a fait nommer les quantités X,
Y, Z; les composantes, au point (z, y, z) de la force intérieure, nous
fera nommer la quantité & {influcnce qui tend a accrottre la densité au
point M(x,y, s).

Considérons la fonction

(68) Viz,y,s) ~rz~.'/r'(1b(lo, plyrydm!,

Pintégration s’étendant i la masse entiere du fluide; cette fonction

. . ) . E
existe assurément, car elle n’est autre chose que le produit par — de
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la fonction W (., y, =) définie en I’égalité (36). Au sujet de cette fone-
tion, nous ferons [’hypothese suivante :

TrROISIEME HYPOTHESE. — Soit M, (2., ¥y, 5,) un point situé dans une
région ou la densitd p varie d’une manicre continue; on peut loujours
entourer le point M d’une surface S asses petite pour que l'on ait

(69) IVx(!F,.)’, 5)"‘\/1(-""()» Yo, 50)] e
MM, ’

e est une quantile positive, aussi pelite que l'on voudra, donnée d'avance ;
V, est défini par unc égalité analogue al’égalité (68), mais o Uintégra-
tion s'étend seulement @ Uespace inicricur a la surface Sy (v, v, =) est
n’importe quel point de cet espuce.

Des trois hypotheses que nous venons d’énoncer, nous allons déduire
la conséquence suivante :

Si, aw vowsinage du point (x, v, %), b densité o admet des deéricées
. - ; Jde dp Odp .
particlles du premier ordre -I—)fc-‘, ; )r—}-,a ;)fu s la fonction N admet, clle aussi,
des dérwdes particlles du premier ordre, et l'on a

A% , o
dr T N ar
AY , . 4){,
(70) ay Ve
av. o, 00
Vs Li e ER

Prenons un point My (2, y,, 5,) et, autour de ce point, tracons une
surface S assez petite pour que Uinégalité (69 ) soit satisfaite quel que
soit le point M(z, y, 5 ) a I'intéricur de cette surface. Nous prendrons
le point M sur une parallele & I'axe des & menée par le point M,, ef

nous poserons
T A,(',

en sorte que nous aurons
MM, = |Ax].
Nous pouvons poscr

A ("I"(" Yos :“) — Vl (‘77(17 y(n :()) - Vg(-ro, .y(,, 3{,),
V(xg-+ Az, yy, 59) = V(2 Ay ¥4, 59) 4 V(g -+ A, Yar S0 )s
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la fonction V., (x, y, 5) étant définie par une égalité analogue a I’éga-
lité (68), mais olt I'intégration s’étende & I'espace 2, extérieur a la
surface S.

Les égalités précédentes nous donnent

\ (‘7’.0 -+ A{’;__,‘}’m 5(») -V (1"()9 Yo :n‘)

(71) Axr
. Vi (zy+ Az, Yo 5¢) — Vi (2, Yo, 59)
- Axr
- V.,_(.L'(,—}— Az, Yoy f’q) — Vo, Yos S0 ) .
Ax

Or, nous avons, par hypothese,

(69 bl's‘) A.I»’ = &

\vl (2y A, yy, ?_Q) — Vi (a0, Y0, 50) -

La fonction V,(y, ¥4, 5,) admet, par rapport & z,, unc dérivée par-
tielle du premier ordre qui peut étre obtenue par la regle de la diffé-
rentiation sous le signe /; on peut done choisir Az assez petit pour
que I’on ait

\ V(& -+ A, Yor 39) = Vy(ry, Yor S0) “d I ar P
(72) e 8 et b A A'” . A 7 ;.,_4'/2 ();' "P(P(" p s ) (_)Nl;; e

O / " ol ) dim! | .

. o

Mais la définition méme des quantités X; et A montre que ’on peut
toujours prendre la surface S assez petite pour que on ait

. ") )r , , .
(73) ‘ / “()(,E{J({lm (Jla /);;'f; dm' -~ Xi(“’oa,}’m S0) =8
L2 9 b
) ') ) -
(74) }i)i:q / o Y po, 'y 1) dnd Lo o (X9y Yor S0) | Z €
&y .,

dp daxy

Légalité (71), jointe aux égalités (69 bis), (72), (73), (74),
montre que on peut toujours prendre Az assez voisin de zéro et la
surface S assez petite pour avoir

J
- = X (s Yoo 30)"*"&1‘»(-73'07‘70’ 50)““89' She,

3 V (2t A""'v,'ym Sy) — V("’(,,.Vo, Sy)
(75) ! Vimock Ay o) — V(mue o 5a) geo
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¢ étant une quantité positive, aussi petite que I'on voudra, donnée

d’avance.
Comme la valeur du premier membre de Pinégalité (75) ne dépend
en aucune facon des dimensions attribuées i la sur’l‘(u.,u S, on voil que

cette inégalité entraine I'égalité

. V(g 4+=Ax, vy, 50) — Vg, Yo 5
lim (y y Yo 50) 0s,Y0 )
Ax

| o,
o l \,'(.’I‘",‘)‘“, 3p) -+ ‘l"("'uv_)'u, S0) - LEJ
Ar=o o,

[l suftit de supprimer I'indice zéro, désormais inutile, pour retrouver
la premitre des égalités (70): les deux autres s’établissent de méme.
Calculons la quantité

(76) J = /(\ 0+ Y0y ++ 1,05 -+ -\ dp) dm,

sz, oy, 05, 05 élant des fonctions continues de @, vy, 5, et lintégrale
s’¢tendant & la masse fluide tout entiere.

Nous aurons évidemment
Ob( f,o , or P Jar . dar . dblp, o r .
- —J~~ )( (el L i ri;) - -’Jv(")fl )rm dm'
3] !

(77 o ~—//lm [ /)1' . dy 03

// “()'1) 070,1)(0, 0.0 |*-()~I— 0z ) -+ ’)J(P ”‘/)fm dmdm!,
da !)’V A 4)p

Mais I'égalité (76) peut aussi s’éerive

Ve [(Xi02 <+ Yidy' 1 465 - A ') don,

en sorte que I'on a aussi

(78) //

Les égalités (76), (77), (78) montrent que Pon a

I)J o,o, )(()/\ dr ., dr . 4)4; pp
T B St - )}/7 Oy 4 = r)0> ; o r)( l(lm dm’,

(79) 2 /(X 0+ Y; Qy 705 = o ()p) dm

_____ ()J)(p,p’, ryfor . or . or ., ar .o ., .,
= [ [ G0 (Ge s G Ghiar it oy o)

L0V ) s OV )
Jp ' op'

¢

~N N
quels que soient ox, Jy, 63, op.

dm dn!,
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Supposons maintenant ces quantités infiniment petites; nous aurons

od(p,p'sr)/dr . , or . : Jar . ar ., ar ., ar
S (G 0 Gy e G B0 e Ay 07 )

Dblpplsr) » . ddlppsr)
I— ()P ()P { .(ET.

~ ~
o= 0 (p, ¢, ),

[ ’:\ 1 ’l g » 1 Al e
et 'égalité (79) deviendra
2 /'(xi oa - Yﬂ))’ A 7 03 - A r)‘p) dm — — //r} '*!J(Pv P” 1) ddm dm!’,

ou encore, en remarquant que chacun des éléments de masse dm, dm’,
auquel s’étend DPintégration double, demeure nécessairement inva-
riable,

(80) /( Xjow - Y 0y 47,05 - N dp) dm =~ %0 /'/"]J(p, o'y r)dm dm'.

Cette ¢galité, jointe a I'égalité (65), montre que, toutes les fois que
I'on déplace les divers ¢léments du fluide sans faire varier la densité,

on a ‘ _ '
(o) / (X;ow =4 Yoy 4= 1,03) dnm.

Les raisonnements exposés dans notee Cours d’Hydrodynamique
(Livee I, Chap. I, n* 1, 2 ¢t.3 ) conduisent alors aux résultats suivants :

Il cxiste une fonction U(x, y, =), uniforme, finie et continue en lous
les points de la masse Jlwde, telle que U on ait

(81) plX; -t Xy dae -t (Y- Yo dy -4 (L~ L) ds | == dlL.

Cette fonction n'est négative en aucun poind de la masse fluide. En tout
. 5 [ .
pownl de la surface du fluide, on «

( Pcos(P, z)==Ucos(n; &),
(82) S P cos(P, y)=Ilcos(n; y),

P cos(P, 5y =1l cos(n;, =),
n; élant la normale @ la surface du fluide dirigée vers Uwintereur du
Sluide.

Ces résultats obtenus, nous écrirons que I'inégalité (63) doit étre
également vérifice par une modification virtuelle dans laquelle la
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densité varie; dans ce cas nous aurons, en vertu des égalités (56)
et (80),

o ,{C ~ ‘ ~ ~ 7oa ~

oF = 7 9p dm — [ (X 0z - Y; 0y + Z; 05 -+ N dp) dm.

En raisonnant comme nous l'avons fait dans notre Cours d’Hydro-
dynamique (Livre 1I, Chap. I, n°4) nous trouverons que [’on doit ayoir,
en tous les points de la masse [fluide,

LA g
(83) Pz-?l{;@ == ]I -} rjz Ao

L’ensemble des conditions (81), (82), (83) represente Uensemble des
conditions nécessaires el suffisantes pour Uéquilibre de la masse fluide.

Partageons le fluide en deux masses A et B; soit o la surface nou-
velle qui, soit seule (fig. 3), soit avec une partie de 'ancienne surface
terminale du fluide, limite la masse A.

Fig. 3.

Supprimons Uobstacle que la présence de la masse B apporte aw depla-
cement de la masse A, SANS SUPPRIMER AUGUNE DES ACTIONS (FORCES OU
INFLUENCES ) QUE LA MASSE B exerce sur ra masse A. Pour parler d'une
manitre plus explicite, supprimons la masse B, de maniere que la
masse A puisse, sans déplacer aucune masse étrangere, franchir la
surface o; mais, aux corps étrangers qui exercent déja :

1° Sur tout élément dim de la masse A, une force dont les compo-
santes sont X, dm, Y, dm, 1, dm;

2° Sur tout élément S de la partic de la surface S qui peat confiner
a A, une force dont les composantes sont

Peos(P,x)ds, Pceos(P, y)dS, Pcos(P,z)ds,

adjoignons des corps étrangers qui, sans toucher le corps A, exercent
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3o Sur tout élément dm de A, une force dont les composantes sont
Xidm, Y;dm, Lidm, X, Y;, Z; étant définis par des égalités, analogues
aux égalités (66), mais o les intégrations s’¢tendent & la masse B
seulement;

4° Sur tout ¢lément dm de A, une influence dont le travail élémen-
taire est &' cpdm, A/ étant défini par une égalité analogue i 1'éga-
lité (67), mais ou 'intégration s’étend seulement a la masse B.

En général, la masse A ne sera plus en équilibre; mais on en
rétablira certainement I’équilibre en adjoignant aux forces extérieures
précédentes :

5° Une force, appliquée a chaque élémentdo de la surlace o, et ayant
pour composantes

(84) Heos(vy, x)ds, cos(v, y)de, Wcos(v;, s)ds,

v; étant la normale & I'élément dz vers Uintérieur de la masse A.

Ces forces sont les forces de lLiaison équivalentes i obstacle que la
présence de la masse B apportait aux mouvements de la masse A.

(Cest pour celte raison que Il(x, v, 5) se nomme la pression au
pont (x, v, 5).

Il faudrait bien se garder de supprimer la masse B en remplacant
seulement les forces X dm, Y. dm, L, dm, que la masse B exerce sur
chacun des éléments dm de la masse A, sans remplacer en méme temps
I'influence &' dm, tendant i augmenter la densité de I'élément din, que
cette méme masse B exerce sur I'¢lément dm; les pressions (84) ne
suffiraient plus alors & rétablir Péquilibre de la masse A.

Il ne sera permis, en général, d’opérer ainsi que dans le cas parti-
culier ou 'influence ' serail égale & zéro pour tout élément dme de
la masse A. Cette condition ne sera pas généralement remplie, &
moins que on n’ait

;3)5 Yps oy r) = o

Si cette condition est réalisée, P est indépendant de g, et aussi de ',
car Y dépend symétriquement de p et de p'. C’est done seulement dans
le cas de Uhypothése newtonienne que 'on peut opérer de la sorte.

A plus forte raison ne pourrait-on pas, en général, supprimer la

Ann, de U Fe. Normale. 3 Série. Tome X. — Junrer 18y3. 29
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masse B sans remplacer ni les forces ni les influences qu’elle exerce
sur les divers ¢léments dm de Aj; les pressions (84) ne rétabliraient
pas I'équilibre de la masse; il n’est permis d’opérer ainsi que dans le
cas ou la masse B est sans action sur la masse A. Ce cas, ol la fonc-
tion ¢ est égale i zéro, et ou, par conséquent, toutes les actions inté-
rieures disparaissent, est celui que nous avons traité en détail dans
notre Cours d’ Hydrodynamique.

Dans un fluide dont les ¢léments n’exercent les uns sur les autres
aucune action, ou bien encore dans un fluide dont les éléments exercent
les uns sur les autres une action soumise & ’hypothése newtonienne,
on ad = o, et I’équation (83) devient

. dg;@ I,
en sorte que la densité en un point est, pour un fluide déterminé, une
fonction de la seule pression au méme point; mais ce théoréme n’a pas
lieu dans le cas général; en dehors du cas de U hypothése newtonienne,
la densie du fluide en un point ne dépend pas sculement de la pression
en ce point. Cette proposition, qui limite & un cas particulier une loi
que presque tous les physiciens regardent comme universelle, nous
parait mériter Iattention (').

Supposons que les forces extéricures X, Y,, Z. admettent une
fonction potentielle U; nous aurons

Xeda - Yody A4 Ly s+ dlU = 0.
D’autre part, les égalités (7o) donnent
Xedo -+ Yidy + 1 ds 4 dV - \dp == 0.

Si 'on désigne par
Q- VU

la fonction potentielle totale de toutes les forces, tant extérieures
qu’intérieures, qui agissent sur les ¢léments fluides, les deux égalités
précédentes donneront I’égalité

(X Xp)dwe - (Yot Yy dy = (gt Ly dz 4 d82 + Do ddp == 0.

(1) P. Dunen, Legons sur I Electricité et le Meagnétisme, t. 1, p. 355, 359.
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&)
to

7
Cette ¢galité, jointe a 1'égalité (81), devient

(86) p dS2 - Jop dp + dll =o. -
Les surfaces d’égale pression auront pour équation différentielle

A - Nddp = o,
ou bien

gL de’ ( 09 dp 0 dp
idainN N W sl W P2 P g e (952N s
(()‘{' -+~ ().r) dir + Jy ! ()3*) dy ((): 4=~ 0:) d 0.

En vertu des égalités (70) cette égalité devient
(85 bis) (Xt Xo)da 4 (Yot Yo dy 4+ (L4 1) dz = o.

Cette équation nous montre qu'une surface d’égale pression est nor-
male en chaque point a la force, lant intérieure qu’cxtérieure, qui agi
en ce pou. ‘

D’autre part, I'égalité (83), différentiée, donne

o? »C ( P)

dp?

") dt(p)
P T do

o P

J //l(, e el dp = ot e 174 | ==

ou, en posant

. Prodeip) AL (p)
(86) O(p) - /,, {!). ([?f +p - }sz - | dp,
(87) pld@(p) — odudp - pdd] — dll = 0.

Ajoutons membre & membre les égalités (85) et (87), el divisons

par p les deux membres de I’égalité obtenue, nous trouverons
A d(ph) - d O (p) = 0.
Cette égalite s’integre immédiatement et donne
(88) Q- p -+ O (p) = const.
Dans le cas de hypothese newtonienne, on a
oo == 0,
en sorte que I'équation précédente se réduit 2

24 O(p) = const.
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Il en résulte que les deux équations

Q= const., p = consl.

définissent la méme famille de surfaces; mais cela n’a pas licu, en
général, lorsque I'hypothese newtonicnne n’est plus vérifiée.

Ainsti, kors de I hypothése negtonienne, les surfaces équipotenticlles ne
coincident pas, en genéral, avec les surfaces d’égale densite.

Dans le cas de ’hypothese newtonienne, I'équation (85) se réduit &

pdQ -+ dll = o.

Elle nous apprend que I'égalité dIl= o entraine I'égalité dQ = o et
inversement, en sorte que les surfaces équipotentielles sont en méme
temps surfaces d’égale pression. Mais, lorsque A est différent de zéro,

en méme temps que les deux précédentes, ce que nous savons étre im-
possible; ainsi, hors le cas de I hypothése newtonienne, les surfaces équi-
potentielles ne sont pas surfaces d’égale pression.

Donc dans le probléme géncral de U Hydrostatigue, les trods familles de

surfaces
Q= const., p == conslt., I const.

sond essentiellement distinctes; pour que deux de ces familles se confon-
dent en unce seule, il faut que Uhypothése newtonienne soit vérifide ; mais.
dans ce cas, elles se confondent toules trois en une seule Jamille.

Ces divers résultats montrent quelles précautions minuticuses on
devra prendre lorsqu’on voudra étudier I'équilibre d’une masse fluide
dont les divers éléments excrcent les uns sur les autres des actions
non soumises i hypothese newtonienne.

Il est un probleme de Mécanique céleste auquel il y aurait lieu d’ap-
pliquer les remarques précedentes; M. Faye, pour expliquer la forme
de la qucue des combtes, a imaging de remplacer la loi de la gravita-
tion universelle par la loi suivante : Entre deux particules de masses
dm, dm’, de densités o et o/, situées a la distance r, s'exercerail une
force répulsive

. dmdm/ : .
(89) | .(,.,'y',";‘_',"{ [0(p, p') — K1,
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K étant une constante positive, le coeflicient de 'attraction universelle,
et 0(p, ¢') une fonction toujours positive, sensiblement égale i zéro
lorsque les densités p et o’ ne sont pas tres faibles, mais prenant une
valeur notable lorsqu’une de ces densités devient comparable a la den-
sité des gaz qui forment la queue d’une comete.

I’égalité

db(p,p'sr)  K—10(p, p')
o T
nous donne

(pyp'

0 —K
Yo oy = TR e, ),

B
D’ailleurs, comme la fonction J doit tendre vers zéro lorsque r croit
au dela de toute limite, on aura

glp,pl)y=0
et, par conséquent,
. O(p, p') —K
(90) Yip, pfy )= - P% -
Cette fonction vérifie bien les diverses hypotheses que nous avons
admises au sujet de la fonction ¢ et des diverses autres fonctions que
Pon peut former avee celle-la.
L'influence que nous avons désignée par A |égalité (5g)| aura
pour valeur
1

J
(g1) A e -(-)?J()(p, p')dmdm'.

’

La quantité A [ égalité (67)] aura pour valeur

> 0(o. o
(92) iy e / -'- Q{gf’,f ») dm/'.

’ do

I’ équation des surfaces équipotenticlles s’obtiendra en écrivant que
I'on a

(93) £2 ::/.,i.[/)(p, p") — K] dm'=const.

L'équation des surfaces d’égale densité s'obtiendra, d’apres 1'éga-
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lité (88), en écrivant que 'on a

0(p, ¢/ ’
J (5” P K | dm'= const.
on

(94) Sbw%:f}PWWHw

L’équation différentielle des surfaces d’égale pression sera, en vertu
9. St
de I'égalité (85), o
A 4~ Mo c[p == 0

ou bien, en vertu de I'égalité (85 bis) et des égalités (66),

. Ll —
(99) dr [T0(p, p') = K| =5~ dm!

+WmeMwKﬁﬁfW“

-

s _/.Iff)(p, o) K] p—

- dm'= 0.
e

’

On voit hien que ces trois familles de surfaces, définies par les éga-
lités (93), (94) et (95), sont essentiellement distinctes.

Ces diverses remarques ne doivent pas Gtre oubliées, si I'on veul,
avec K. Roche et M. Resal ('), déduire de la considération de sembla-
bles forces la figure de la queue des cometes.

Ces considérations montrent 'intérét qui sattache & la conception
nouvelle d’influence, qui doit prendre place i edté de la notion de
force, dans I'étude des actions mutuelles des corps.

(1) E. Resaw, Traité élémentaire de Mécanique eéleste, o édition (Chapitre VI, § 2).



