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RECHERCHES SUR L'ELASTICITE
PAR M. P. DUHBM.

QUATKJEME PARTIE.
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ONDES DAIS LES MILIEUX VÎSÛUEUX ET IOH VISaïïEnX.

CHAPITHE L
THÉOIUE GÉNÉIULE DE LA PlK)PA(xATlON DES ONDES AU SEIN DES MILIEUX

DÉNUÉS DE VISCOSITÉ.

I. " Quelques lemmes de Cinématique.

Lorsque nous aurons à étudier la propagation d 'une onde au, sein
d 'un m i l i e u é l a s t i q u e , nous a u r o n s à rapporter cette onde tantôt au
m i l i e u pr is dans son état p r i m i t i f , c'est-à-dire à l'espace des a, 6, c,
tantôt au. mil ieu, dé fo rmé , c'est-à-dire à l'espace des x^ y , z.

Dans le premier cas, nous désignerons par S la surface d'onde
tracée dans l'espace des a, h, c; par /, m, n les cosinus directeurs de
la d e m i - n o r m a l e à cette surface, cette demi-normale étant orientée
de la région que nous nommerons 2 à la région que nous nomme-
rons î ; par ̂  la vitesse de propagation de l'onde S, rapportée à l'espace
des a, 6, c, et comptée positivement dans la direction de la demi-normale
(/, m, n).

Dans le second cas, nous désignerons par S la surface d'onde,
par a, ^, y les cosinus directeurs de la demi-normale à la surface S,
or ientée de la région 2 à la région î ; parîlla vitesse de propagation de
Fonde rapportée à l'espace des x, y , s, et comptée positivement suivant
la direction de la (lerm-normale (a, p, Y)*

Entre les cosinus a, p, y et les cosinus /, m, n existent des relâ"
Àim. Ht:. /VO/'/M,, ( 3 ) , XXIII. •— AVHÏL 1906. w
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lions fort simples, données par Hugonio t . On peut écrire, en effet:
[Recherches sur V Hydrodynamique, i^ série, deux ième Partie, Cha-
pitre IV, § 3, égalités (244) et (a^)'!,

(i)

àa ,
— ^ 4ôx
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ôx
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Oc— n :
àx
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ôy
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=:K
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K étant une quan t i t é q u i diffère de zéro et qu i varie selon le point que
l'on considère sur la surface £ ou sur la s u r f a c e S.

Ces relations, respectivement multipliées pa r—? — ' î {— et a joutées1 A i àa àa à(f "
membre a membre, d o n n e n t la première re la t ion d 'un nouveau groupe;
ce nouveau groupe est

(^

ô>,:r
^

àx
Ifb

ôy - </s
a+ ̂ .p+.y^^^ ^

^ra + ^ ( 3 + . y
^/^ ^6

K '
/^i

ôx à y o ^" a + — P 4" — y =
/!/» ' /)/» 'àc ôcàc K

En même temps, les deux vitesses x et il seront liées par l'égalité
[Recherches sur l'Hydrodynamique, i^ série, deuxième Partie, éga-
l i t é (2^0)]

(3 ) f ^ . •^
' <)t ai

^Y7^ : ^
W

qui est due également a Hugonio t .
La q u a n t i t é K, q u i figure dans ces diverses formules , est suscep-

t ib le de deux expressions d i f férentes et équivalentes ; les égalités ( î ) ,
en effet , d o n n e n t

;4) /' ôct , àb ()c ^i ...F ... fn 4- — n
\ ()x ()x ()x i

4-
^)a , àb— 14- -T- m\()y à y
^àa , àb» - , . [ ̂  ̂  •^ .
.à^ os

ôc \î— n.^y )^•r---
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tandis que les égalités (2) permettent d'écrire

(5) / àx
a

\ àci
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yY- '^-K'
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Considérons une ow/e qui , dans l'espace des a, b, c, soit du second
ordre par-rapport à i'élongatwn (^. i}, 'Q. En chaque point de la sur-
face S il existe un vecteur {S, (j', ae) tel que l'on ait

(6)

-^-
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'(Pn'

^)aî.
w'
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Ï
n Tt—— /, r) ,
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x2^,
=^ff,

r^i2-L^Ji""== ^^x.
Le vecteur (^, ( ) , Je) est la perturbation d'élongation, rapportée à

l'espace des a, () , r, et propagée par l'onde S.
La surface S sera nécessairement , dans l'espace des x, y , z , u n e

onde du second ordre par rapport à Félongation (^ Y], t). En chaque
p o i n t de la surface S il existera u n vecteur ̂ , ¥, X) tel que l 'on a i t

(7 :

pn
L^,

-^-
à.r'1

^1--^
<Àr2 .

2
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'^^X.,

r ^^ -i^
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^^^

1

2 ^w^x.
1

Le vecteur (<!>, W, X) est la perturbation d'élongation, rapportée à

l'espace, des x, y , z , et propagée par l'onde S.
Il est f ac i l e ' de trouver les relations qu i existent, entre le vecteur

(^ g, x) relatii ' à un p o i n t de la surface S et le vecteur ($, T, X),
relatif au poin t correspondant de la surface S.
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On a, en ef le t ,
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A.^ ̂  ̂  (à^L\àci _ ^(()^\àh. ^ ̂ î\ ^
^ ^a ~ 6^ ̂ / y1 6^ + 7)b \7)7t) 7)7; "'h ̂  \àa) àx'

ou bien, en vertu des égalités (2) de là première Partie de ces
Recherches sur l'Élasticité,

JL ̂  — ̂  ôa ô2^ àb ô^ ()c
àx àa ~" ôa1 ôx àa àb ôx ôa ()a 7).c *

Celte égalité, j o in t e aux égalités ( r ) et (6), donne la première des
relat ions

W-

F à à^Y r ^=-: K a /J,LfÀr ^Ji î

r à àx
\J7ï- 7)h ^

\± ̂
\àx à a
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c^ ^^
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Considérons main tenan t l ' ident i té

!Ê — ̂  ̂  ^ ()y ^ fh

()a <IÀ:-»" ûa à y ()a """"" '̂i 'àa.,

et d i f ferent ions-en les deux membres par rapport à^ ; nous trouvons
l ' i d e n t i t é

î ̂  j^ ̂  ^^ ^
ôa^ àx àa ôh àx ' ' àa ûc 7)^

^ ̂ i ̂  4. .̂ !t.,, ̂ y ̂  ,,̂  .̂ , .̂  jL ̂  ^ ^ ^y ^ â (h
ô^ ôa àxày àa àx (h àa. 7)^ 7)7; ôa ày 7)7' Ja "wh 7)z 7)7' àa'

M'ais les égalités ( i)de la première Part ie de ces Recherches sur
r Elasticité donnen t

^
ôx (̂)y

àa,
W

^
as
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L'identité précédente devient donc

y'î, àh^£ r)<7
^a2 6?.r

^E ^c ^ ^
^a r)^ ôx ' da ^c" J.r ùx ûa

à a à à v à a à àz^à^àx , 6^ ôy , _^2^^ /^a <) àx i_ __ _ _ , i _ __ _
àx ()x àcf ô'y àx ôcï ()z àx àctjàx ôz ()aOa^ ôa àx à y ùa.

Selon les égalités ( i ) , (6), (7) et (8), cette ident i té d o n n e , en tou t
po in t de la sur (ace S, la première des égalités

<i>-w^
\ (),v

()a

^r1 S^)- '
,r=K<^^^(,-^.cV

\ .̂r fh' o^ /

X-K<^^^C,+^^.
\ï)^ ô y ' 1 ()z )

Les d<nix autres s 'ob t iennent d ' une manière analogue.
M u l t i p l i o n s respectivement ces égalités par ̂  ̂  ̂  et ajoutons

membre à membre les résultats ob tenus ; nous t rouvons la première
des égalités

i -.L^f(I)4^îtF+^xV
""•• I^Ua î ()h • ôc i 7

( î < > ) "-^.^^F+'^)-
^(^^v^x)•

Les deux autres s 'obtiennent de même.
M u l t i p l i o n s respect ivement les égalités (9) par /, m, n et ajoutons-

les membre à membre en tenant compte des égalités (î); nous trou-
vons la relat ion

(r) /<î) 4- nzW +• ^X = K^a^ -+- (3C, + yX).

Nous a u r i o n s t rouvé la même re la t ion en mul t ip l i an t respective-
ment les égalités (10) par a, p, y, en a jou tan t membre à membre les
résultats ob tenus et en tenant compte des égalités (2).

, . r^"^'2Proposons-nous de tonner j^ •
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Nous avons
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Selon les égalités (26) de la première Partie de ces Recherches sur
V Elasticité, cette égalité devient
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Les égalités (8) et ( ï ) donnent alors la première des égalités

( 1 2 )

; , K â a c ) ( a ^ + p ( ; + 7 X ) a ,

[^J '=K^^(a^+( :>ry+7X)(3 ,
l ̂

ô^ } ï

àz[^| '=K„2tô(a^+p(^y^)7-L u^ J i

Les deux autres s'établissent d 'une manière analogue.
En vertu de l'égalité (i )) , ces égalités, peuvent encore s'écrire

/ l'rMyp (Q
(i3)

/ l'rÀtôT2 (tô , ,.^Ar-^ • mW •+• /t'X)a,
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Nous avons

à^ _ ()(K) àx àCQ ày à^ ôz
à a ôx ôa à Y ùct àz àa

Cette égali té, jo in te aux égalités (12) et (2), donne la première des
égalités

(^0
par
1 ôb

\}(0'1
^ôa\

"<)C9"
^)c"J

^V= K a) ( a.7 -h p (, 4- y X) /,

^ i '=:K.(D(aJ+i3Ç,4-y^C)m,
i

</co | '=:K(D(a^»(-(3Çj+7X)/z.
„ ^ ^ J t

Les deux autres s 'établissent d 'une manière analogue.
En vertu de 1/éstilité (n), ces égalités p e u v e n t encore s'écrire

rrffOT
L^J,

(0
^aJ^K"2 ( /<I)+^y^.^x)/ ,

( i5)

Inéquation de con t inu i té

pCD==p,)

nous montre que les surfaces S et S sont, en général, ondes du pre-
mier ordre pour la densi té p. On a donc

(.6) -̂̂ ..a,/, ^(P2-^_pï_) __ <^ rn, d(p2--pi) _

(„) ^^-)^P., ^JP^^P^ <^^i)=Py,

les égalités (16) se rappor tant à un poin t de la surface 2 et les éga-
lités ( ( 7 ) à un po in t de la surface S.

I/équation de con t inu i t é donne

±
àa

po <M)
U^ ~ôd.''

relation qu i , jo in te à la première égalité (i4) et à la première éga"
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l i f é (16), donne
•vr

( 1 8 ) ^==-^(a^+p(J+y^€) .

ou bien, en vertu de l'égalité ( i ï),

( 1 9 ) éK =- F^ ( ^1> -h w¥ -h ̂ X).

L'équation de c o n t i n u i t é donne aussi

àp _ po ()(tô
Jï "~ ̂  "D2 'Ï)ïî

reiation q u i , j o in t e à la première égali té (12) et à la première éga-
l i té ( 1 7 ) , d o n n e

(20) P =: ~ KT() ( a^ "+" (3 (, + y JC )

ou bien, en vertu de l'é^alilé (i x),

( 2 î ) P r= — ̂  ( /<!> H" W ^I^ + /< X ).
li (w

La comparaison des égalités (18) et (20), ou bien des égalités (•K))
et(21), donne

(23) P :=K^-

La condi t ion pour qu 'une onde, du second ordre par rapport aux
composantes I;, T), î ^ d e ré ionga t ion , soit d'ordre supér ieur au premier
pour la densi té p s'exprime alors i n d i f f é r e m m e n t par l ' une ou l 'autre
des relations, équivalentes entre elles,

(a3) a^^^Cj -hyXr^o,
(^4) N> -h /n'y 4- /^X^o.

Ces relations n 'expriment, n u l l e m e n t que la perturbation d'élonga-
lion propagée par l 'onde soit transversale n i dans le milieu, p r imi t i f ,
ce qu'exprimerait l 'égalité

( 28 bis) (S 4- ̂  ̂  4- ît ^C := o,
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ni dans le mi l ieu déformé, ce qu'exprimerait l'égalité

(24 bu) a<ï)-i-(^F4-yX:-=o.

Considérons les composantes u, p, w de la vitesse d'un point maté-
r ie l ; on peut les exprimer en fonct ions de a, b, c, t ou bien en fonc-
t ions de oc, y , z, t. Dans le premier cas, on a

/ r'\ _ àî(<'^ b, c, t) _ (>r\{a, b, c, t) _ <K{a, b, c, t){ 2 , ) ) U ^— -— ! — ^ - ~ ... , ^ ,„ - .--. - /v i
ôt

àt
()t

La surface S é tan ty dans l'espace des (a, b, c), u n e onde du second
ordre pour l 'élongation (Ç, Y], Ç}, est onde du premier ordre pour la
vitesse (u, y , ^). Soient 10, Ç, ̂  les composantes de ̂ perturbation de
vitesse que propage cette onde; nous aurons, en tout point de la sur-
faces ,

W ^/l2 -:/o,
()b

: m i0,
' ou ' } 1

nVL r^i2-L^Ji ' :— :Xt)

et des égalités analogues concernant v et î-^. Les égalités (6), (2.5)
et (26) donnent alors

(^7) T) • X^ Ç: -xg, ^)=:-.0b^e.

Dans le milieu primitif, ronde £ propaëe une perturbation (Vèlonga-
lion et une perturbation de vitesse orientées siwant la même ligne.

Dans l'espace des (.v, y, ^), la surface S est onde du premier ordre
par rapport aux composantes u, y , w de la vitesse; si l'on désigne
par U, V, W les composantes de ^perturbation de vitesse qu'elle pro-
page, on aura

(28) àu^ ,„ P^
^: a U, ~

.^Ji L^7. ?D• fë]:^ fê']=-"1'
et des égalités analogues concernant 9 et w.

D'autre part, la première égaillé (û5) donne

âu — Ĵ i. âa -̂ 1. ̂  -4- -^ -^
î)^ """ 6»a <^ 2i.r + àb ût àx " ôc ôt àx'

Ânn. Éc. Korm., (3), XXHL — AVRÏL X9û6. 23
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Cette égalité, jo inte aux égalités (6) et (i), donne l'égalité

[^]=-K.W.

Celle-ci, comparée à la première des égalités (28), donne la pre-
mière des égalités

(2^) u=:~-K^, v==—Kxg, W=~-KX,X.

Les deux autres s 'obtiennent d 'une manière analogue.

Dans le milieu déformé, Inonde S propane une perUiî hcuiorz de vitesse
qui est parallèle à Ici perturbation Gorrespondanle d'élon^ation que pro'-
pa^e l'onde S dans le milieu primitif et, parla/il, à fa perturbation de
vitesse cfiie propage cette même onde 2 ( ' ).

Les égalités (18) et (20), jointes aux égalités (29), pcrnict tcnt
d'écrire

( 1 8 bis) ,n. = ̂  (^IJ + PV + yW),

(20 bU) 1> = ̂  (alj 4- (3V + yW).

Pour qu'une onde du second ordre par rapport aux composâmes ^ Y], *(
^e l'elongation soit, par rapport à la densité p, d'ordre supérieur au
premier (riîl == o, P == o), il faut que l'on ait

(So) ^U+pV-hyW^o

o^, ,é'/z d'autres termes, que cette onde soil, dans le milieu déformée
transversale par rapport au.v composantes "u, p, <p de la vitesse; et cela
suffît si la vitesse X"» avec laquelle la surface d'onde se propage dans le
milieu primitif n est pas é^ale à zéro.

Si, dans la première Partie de ces Recherches sur l'Élasticité, on con-

( î ) Sur la propagation de.f onde/! da/is un milieu par f alternent éUtStique affecté de
déformations /mies (Comptes rendtUy l. CXXXVI, 8 jum 1903, p» t379).
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sidère les égalités (2) et (8), on obtient sans peine l'égalité

^$1 __ ôx à ôx à y ô à y à^ à à^
~(hc f)a ôx 7)a ôa ôx ôa ôa ôx ôa

Cette égalité, jointe aux égalités (8), permet d'écrire, en tout point
de l 'onde,

'<)$/ 2 ... , ( à x , ày ôz \==: K y. l[ — ^ -i- -7- <j -^ — Jl ., \ ôa ôa ôa )ôx

Posons
A^j+^+^X,

' " an ôa J ôa ?cifî f^ff ôa
ôx ^ ôy ôz ^,̂ ,..-,,.- 'n -4- -.-'.'- (. -{- _^^. j(^
^^ ôb •j ^^ ':IÎ

.̂r , . ôy as
L •::::: -r- ^ -r -'--• () + "T" JL»^c ôc ôc

et l'égalité précédente deviendra la première des égalités ( ( )

["^'"^Ka/A, [^T-Kp/A,L^-. 1 L^-l'.<ÀZ",
^ ':::::= K a wB,

.<ÀI^. i
' ^£'{ ï .'• ri. , - • î :=Kan(.,

ô^ i

^,|2

: K y / A ,

^yl^3;::::.:Ka(^I.B+.mC), f^T=K(3(nB 4- mC), f^1 |2- Ky(7dî + ̂ .C),
<).<' J i L<// J i *- " -'l.<),:/; J,
-^,r
'̂ •' , :Ka(<?C-l-rtA),

\oïï j ^^-Kc;(mA-^- /B) ,
1 ^'Ji

Les autres égalités (3a) s'établissent comme la première. ^
Les égalités (31) nous donnent les expressions des quantités A, B,

fi) Ces égalités ont éto données dans le cours que nous avotis professé en igo-igoz à
la Faculté des Sciences do Bordeaux. M. Hadamard, qui les avait obtenues de son côté,
les a publiées on igo3 dans ses Leçons .mr la propagation des ondes et les équations de
l'Hydrodynamique, p, '>.'\^.
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C en fonctions clés quantités ^, (i*, ^c; parfois nous aurons besoin
d'exprimer les mêmes quant i tés A» B, C en fonctions des grandeurs <&,
W et X; nous y parviendrons de la manière suivante :

La première égalité (3i), jointe aux égalités (10), donne

^, , f/à^V /<)r\2 fàzV} , fax ôx ày ôy ()z ûz\,-,
K'^A = ( — • ) + ( -/" ) -+- ~ ) <I> 4- — -T7- 4- "z -z -h ",- ".7 ) yLV^/ \ôa/ \àct^ J \()a ôb ûa ôb ûa ôb )

f àx ôx ôy ôy as ()z\ y
\()a ôc à a Je ôa Oc )

Moyennant les égalités (i) et (8) de la première Partie de ces
Recherches sur l'Elasticité^ cette égalité devient la première des éga-
lités

l J^A = (i 4" 2£,)<D + y^F 4- y,X,
(33) K 2 B==73< l>4- ( î4 -2£ , )V4-^X,

f K2 G =: ̂  <î> 4-" 71 '^F 4- ( i + 2 Ê3 ) X..

Les deux autres s 'obt iennent d'une manière analogue.

II. — Propagation d'une onde au sein d'un milieu déxiné de viscosité.
Composantes de Félongation rapportées au milieu primitif.

Passons maintenant à des considérations dynarniques*
Pour ne pas les compliquer outre mesure, nous ne garderons pas

ici toute la généralité qu'avaient les formules établies en la première
Partie de ces Recherches. Nous admettrons, aussi bien au cours du
présent Chapitre qu'au cours du Chapitre suivant, que chaque masse
élémentaire est soumise seulement à une action extérieure ruwtonienne ;
nous désignerons par X^ Y,., Z^ les composantes du champ et nous
supposerons ces quanti tés continues ainsi que leurs dérivées par-
tielles des divers ordres*

En second lieu, au présent Chapitrerez supposerons le "milieu dénué
de viscosité.

En revanche, dans les considérations que la première Partie de ces
Recherches a développées, nous introduirons'nne généralisation; cette
généralisation, sans compliquer les calculs, augmentera beaucoup la
portée des résultats.
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Nous avons supposé, en la première Partie de ces Recherches, que
les déformations du milieu étaient rapportées à un état ini t ia l homo-
gène et isotrope; la possibil i té de rapporter l'état actuel do milieu à un
tel état initial, défini t le milieu vitreux.. Au. présent Chapitre, nous
admet t rons encore que l 'état in i t ia l (a, 6, c) auquel nous rapportons
les déformations soi t homogène, mais nous ne supposerons plus qu'il
soit forcément isotrope; en d'autres termes, nous admettrons que le
m i l i e u é tud ié puisse être soit un mi l i eu vitreux, soit un milieu cris-
tallisé.

Si nous passons en revue les ra isonnements développés dans notre
première Parlie, nous verrons que, pour un mil ieu vitreux soumis
exclusivement à des actions extérieures newtoniennes et dénué de
viscosité, risotropie de l'état ini t ial n'a été invoquée que trois fois :

Une première fois, en passant des égalités (45) aux égalités (45 bis)
de la première Partie, pour déterminer de quelle manière e^ e^ e^
^, ^» g^ dépendent de & i , £^ £3, 7^ y^ T;î; <m présent Chapitre, nous
ferons exclusivement usage des égalités (4.5) de la première Partie.

Une seco'nde fois,, en passant des égalités (85) aux égalités (85 bis)
de la première Partie, pour déterminer de que l l e manière c ^ , e^, e;^
gi, g^, g;^ dépendent de e^ £^ £ ;»? ïn T^ T;i ; îm présent Chapitre,, nous.
ferons exclus ivement Usage des égalités (85) de la première Partie.

Une t rois ième fo is , en f in , dans l 'étude de la propagation, de la cha-
leur par conduc t ib i l i t é , lorsque nous avons admis que les trois quan-
tités k^ /^, £, écrites en l'égalité (89) de la première Partie étalent
les trois détermi nat ions /:(T, c^, o-^ o^,), À(T, 0"^ ^r rs^ )?.^(Ty cr;^ o-i y a^)
d 'une même fonction /c(T, cr, c/, o^); mais les formules qui suivent
cette égali té (89) ont une forme indépendante de cette hypothèse;
nous pourrons donc en faire usage.

Les égalités, (82) de la première Partie et (6) du présent Chapitre
nous enseignent que l'on a, en tout point de l'onde,

f(Wx àr^ àTyY ,,_.^ JE 4» r 4- __: )• ^ p.01,2,y = o,
\ ÔX Ôy 03 /i •

(£-t-^);-^=°.
^^S)^—0-
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Proposons-nous de former la quant i té

r^N,
àx

àT^
ày

<?Tv

Les quantités N^-, 1\- sont données par les égalités (62) de la pre-
mière Partie où, selon les égalités (61) de la même Partie, les quan-
tités c^ Ci doivent être réduites à e^ g^.

Nous aurons alors

(33)

avec

(36) yi^

(37) 9â"=p

"+-^[

^ ^
àx

^ f ) o ..r" -T— -h -? (Àr

<--.[

-K'2

4-C,i

+ - F•"l
-i-.

+^1
+

«.t—

à'î
ày

V, (
7 o

à
()x

à
()'z

ô
àx

0
ôx

à
Jx

à
ôx

à
ûx

à
àx

à
à^

•" L
1

^4^y

( à

\à

^
\(}

(^
\<}

()x
()b

àx
àa

àx
Je

().V

ôa

ôx
7)a

û.v
j^

àT,
as

Ty ()t. ̂  .̂

sy
a) +

vy
-^ -4-

ï\2

- , -1-
c/

àa;
^ -t-

ôx
ôô +

ôx
•«—»..«» ««,,L-

au

àx
Je ^

ôx
Db^
ây
Ta-^-

=<yi

P"* »

à
ày

ù
ày

ô
()y

à
ày

à
^y
à

'ày

à
"ày

à
ày

à̂

+ y

à^
àct

àa-
Tb

à^
àc

àx
àb

àx
Je

àx
Je

àx
à a

àx
à a

àx
Jb

a H- y;t

^-4-
à a

^.^
Ob '

<\Y
t)c

<)Y

-Oc -h-

ày ,
•ûb •)-

^
àa

^^
de

ày .
T6~'~

^^
àa

^Q

à
as

à
àz

à
Js

à
àz

à
Jz

à
Jz

à
Js

à
àz

à
Tz

^4

àx
à a

àa-
JS

à^
"'àa

à^
àb

Ar
Je

à.ï
Je

à^
ôa

(),X

àci

à<v
Jb

^1
()a]

ôz 1
Jb\

^1
àc J

f)z
Ja

^1
à^\

ôz
Ja

^1
<)c )

os
aï

^1
àa\



-^: fàx. ̂
^àa àx

/àx ()'},
\àô Jx

^ ùx (A
\. ûc àx
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à y à^ àz à^\ àx àci
à a à y à a àz ) à a à\

Oy ô). Oz (WA ôx àe., ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ j ̂  - .̂

<}y <)/. 6^^ ^}A ().r f)/?:î
àc à y ôo cLy ^c à\

i83

) ^=rp.
^)T ûx f)T à y <n ôz\^
,j)x ()a ày àct. ôz ôaj <)a

^)T û^ , ()T ày
()x Ob ()y ôb

^)T ôx ÔT ôy
^àx Oc ()y ^c

Y^T àx (rr ày
\()ï (}î "4"" Jy àb

' f(ïï ôx (TV ày
\ô^ àc ày àc

r}T 0^
1)z Jb

<}.r1 ^

dT àz \ àx
Jz ^ j j ' ^

Û€,

àT

àe^
'5Ï

àe,
ôT

()T ûz', ̂  ^^^

<7J1 ,̂s.̂
'as àc,

|^1 <}c

ùx
àa

'()T ôx ()T():y

.àx ôc à Y à a

+
^rr àx
i cÀr (^^

(Ï^ôy
ày ôci

ÔT ôz\ chc'} ̂
' os û c ) db J ôf

^T^\(^1^
^5 à a ) àc J dT

^rr^r
, àx ôa

àrôy
ày ôa

(yT àz \ A?
Ts J a ) àb '

/<rràa: àTàr^ ^^ ^ ̂  ̂ ûT<^\<^'
as à b ) àa

^Êil 1
àT '

On pent écrire

(W^(/io) ,:^+^4,^'"2:
<)x ày àz _ i •['pilî+M+M^l-^2-

ï.es égalités (36) et (12) donnent, en remarquant que p ( B = p o ,

(4 i ) [9l]^=-K2[aN.,-^pïs t-7T,.)(ocj ^(ÎÇ+yae) .
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Les égalités (37), (8) et (2) donnen t

( 4 ? - ) [ ©2 ] î = P ( ̂ i ̂  + 63 ̂ â "t- <?;{ Ï^ -4- 2 ̂  77Z/Z •+• 2 ̂  H ̂  4- 2 ,̂ 3 //?l ) J

, •,/• r /^•y ^x àx+Kp^l^+e,m^+e,n^

( <).r ()a;\ ( à:v ,c).r\ / <)x <)T.\
+^(-^+^)4-^(^,-^^,^^+.^^

x (a^+pg+yX).

D'ailleurs, les égalités (2), jointes aux égalités (62) de la prernièrc
Partie de ces Recherches, donnent l'égalité

K(aN^+(3T,4-yT^)
r j à x ()x fj.x

^F\^^+^^+e,n^
, à,v àx àx\ t T- •4- e^ m. — -}- e^ n ~

-l-•^^t-^ ̂ -^ ̂ (^-"^)}
-Les égalités (4i) et (42) se réunissent donc en. une seule; posons

( 4 3 ) Q = — ( C^2 -{- <^ /7Î2 + 6^3 /l2 -r 2 ̂ i /^^ + 2 ̂ W -.}- a ̂ 3 l/H ')

et nous aurons simplement

W) [? t] î+[92]î=-pQ^

Les égalités (38), (3^) et (2) donnent

(45) M-pj f f^.î l+^^+^^) /^
( L \ ^i ^7;, i)'^) ()a

. ///^ , _ ^ 2 r)^ \ r̂4- / --.-. 4« ,̂  ^ ̂  ,.: ^ __
\ ^i ^'/a ^a/ ^^
/'.<)<?;î ôe^ àe^ \ (),r+(l•^^mà,,+n^) ^

^(l^+^.+n^f^.,.^}
\ ^i ^7» à-i.J \ Oc ù b )

' +(/^4-/»^+.^V.^+ ̂
\ ù^ à'1-t à-i., ) \ ôa <)u )

-^-"t-^X'^'^lA
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[" / ,àe^ àe. àe^\ ,àx ~\ ^4- U 1 ...i. }n J. 4_ ^ î / 4 - . . . . . . B
L \ ^73 à^ ô y ^ ) àa J

, r / / ^ i ^i ^s \ /^ "i j-^ ^ I ^ m ï ^. fi— } l— +. .. . . 1 C .
L \ ^7-î àyi à^ ) ôa \ \

Selon l 'élégante n o t a t i o n i n d i q u é e par M. J. Hadamard (1), posons

( /A=Ei, mBrrrEa, ^€==1^,
"1 ) [ m G + n \\ r= Gi, n A 4- ^C == Ga, /lî + ^•z A = G^

("l

, , , , //M? ^ < I > , ^ï>,, r M ) , ^(Ï>^ rM), V2)( /l7 ) J :::•: .....-..- Ei 4- •.-- Sîa + "r- ̂  -^ -T"' (ïl+ T-" G2 + — <-y3 ) .\^ÊI ^£a à^ ^71 ^y^ ^73 7

Dans cette égalité (47)» (2) désigne un carré symbolique où l'on.
i ., î , fà^Y ^P . rN> rM> r)2^d o i t reniplacor, par exemple, -p- par -r-r- et -'T— -r- par -,——"1 Jl " \(^i/ l O&i OGi ()e^ i àsiàe^

,1 est u n e (orme quadra t ique en

E i, E ̂ , E ;,, ( ji, G ï>, G 3 ;

partani, selon les égalités (/K))» c'est aussi, une forme quadra t ique en

A, B, C,

et les égalités (3'i) la transforment en une forme quadratique des
trois grandeurs

,̂ CJ, X.

On peut aisément mettre l'égalité (45) sous la forme

, ,, , / àS àx à'S àx ()3 dr\
. [y3JÏ :.:.::-?/ ̂  ̂  + ̂  ̂  - ̂  ̂ ^

^ ̂  ̂  „ ^i<)x ^ ̂
"" ^^^^^Gs ^a' "h 3É2 ÎJï:"+' 3G^ ^cY

( àî àx ôs ^ - ^L ̂ \
""" pn \J)(h "àa ~^ Ï?GÏ ^^ h ^E3 ^ /

( 1 } J. llAï>AMARr>, Leçons /fur la propagation des ondes et les équations de V Hydro-
dyuaînique, p. %5 ï . Paris, 1903.

Ànn Éc\ Norm., (3), XXlïï. •— AVKIL x^oG. 24.
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En vertu des égalités (46), celte égalité.peut encore s'écrire
. .,, / à 3 àx ().1 àv àS à^\r) \ fr, | A —— ^_ /-i t ____ _±_. _J— 1-L^Ji- p^ ̂  +^ ̂ +^-^.

En vertu des égalités (3i), elle se rédu i t à
<)J^?.:n(48) ô.f

Reste à évaluer [o/Jf.
Si l 'onde S est du premier ordre par rapport à la tempéra ture

absolue T, il existe en tout point de l 'onde ï une grandeur & tel le
que l'on ai t

(49)

FàT àx <7r ày (YV àz'
| Ox ()ci à y à a (^ à a
p)T àv (YV ày f)T à^"
[^ 7) h "''""" 1)y 'aï + ̂  'db ^
p7r ̂  . <)T ôy ()T ( ) z ~ "^ ,^ ^ ^ ^ „.,( ^ ^^

2

1

;- 1

<rv:
<)a
:'/r< ) t i
<n:
<)c , //, «7*

Si, par rapport à la température absolue ï, l 'onde S est d'ordre
supérieur au premier, on a
(5o) ! E7=o.

Par rapport à la température absolue T, l'onde S» tracée dans
l'espace des {x, y , ̂ ), est du même ordre que l 'onde S; on a donc, en
tout po in t de l 'onde S, une grandeur ©, nul le en même temps que £•,
et vér i f iant , lorsqu'elle n'est pas nulle, les égalités

•^n"^ r^r ^ r^rp- ^
^^=(30,(5i) =a©, =yÔ,àx

Les égalités (û), (^9) et (5i) montrent que la valeur de & en u n
point de l 'onde S et la valeur de ©au point correspondant de l 'onde S
sont reliées par l'égalité
W e=K.3,

Si, par rapport à la température absolue, l'onde S est d'ordre supé-
rieur au premier, les égalités (39), (49) et (5o) donnent immédiatement
(53) M-o.
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Si, au contraire, l'onde 3 est du premier ordre par rapport à la
température absolue T, les égalités (3[)) et (49) donnent

<)x àe^ àx àe.> àx àef f f \ 1 -1^ 7 V^' '"--l ^w W"-) t/^' Ut-t,(54) |.o,J;=p^^-H/n^^4-.^^

^(^^n^Y^-^n^+l^y^
\ ôc ôb ) ôl \ ôa ùc } ai + iàx

~ôb
m à^c\ à^

àa j dT ,

La dé termina t ion de S" se tire de la relation supplémentaire
[^Redierc/lea sur l'élasticité, î^ Partie, égalité (94)1-

Si le milieu est bon conducteur de la chaleur, cas auquel les coeffi-
cients de conduct ib i l i té ne sont pas tous nuls, la relation supplémen-
tai re montre immédiatement que l'onde est au moins du second
ordre par rapport à la température T; c'est donc l'égalité (53) qui
doit être employée dans ce cas.

Dans le cas ou le milieu ne conduit pas la chaleur, la relation supplé-
mentaire exprime simplement que la quant i té de chaleur dégagée,
dans le temps dt, par chacun des éléments du système est nulle.
Comme le mil ieu, n'est pas visqueux, l'égalité (86) de la première
Part ie réduit cette relation a

<)y.» ()y3<)T <h, ^ as ... ̂ 4^ , +g,̂, .,,„ ̂  ̂  ,,„ „ ̂  .̂  ̂ .̂ . .., ̂ ^ ^ ̂  ̂  ^ ̂  ̂4.. (̂ 4- e^ .^c,.—+g

ou bien, par comparaison entre les^égalités (45) et (85) de la pre-
mière Partie, à

/ . / / . , ^ï T/6^i()ci , àe^ à^ âe., às^ àff, ày^ à^ùy^ à^ à-/,\
(54 ̂ ) . ...̂  ^ g [^ ̂  + ̂  ̂  + ̂  j , + ̂ r ̂  + jy ̂  4- jy -^)

D'ailleurs, les égalités (s3) de la première Partie donnent

^t _,. ^ ()î'^ ^y àîrL àL ̂
'dt "" ôa ôa<JÏ àa ()a0t ûa ~ùaàV

^i _ ^ ̂  à/ à^ <b à^
(55) - ""àî ^ 'Jb Jcàï "'f" àb 1)càt àb àcàt

()x à^ ^1 ^^ i» ̂  ^1-^ ̂ ^ ̂  ̂  ^-^ + ̂ ^ ^ ̂ ^



ï88 P. DUHEM.

Enf in , parmi les égalités (6), nous trouvons

F ̂  r\_ ^ f ̂  12^^ ̂ IQ [' <n T- xne««-——^— —— —— a/<o fcc.1 , | ~T———r" j —— y\s </ vj , i — . - — j „.— —— ;î/v} (, ^v»,L^<)zJi ' L^^ui L^^Uic6» fê]^-^'"^ • • • •fê]—»^ •-
tandis qu'aux égalités (49) on doit joindre l'égalité

g]=-.x.

Si à toutes ces égalités nous joignons les égalités (3i) et si nous
supposons <9^ différent de o, nous t rouvons

(58) 3=-^,
I.J

égalité dans laquelle % représente une forme l inéaire en A, B, C;
en vertu des égalités (3i), c'est aussi une forme l inéa i re en ^ (ï, ^c,

w .= (4^̂ ..,,̂ ),
-('t-'»^-^)"
4^r-'-^-^)"-

Les égalités (54), (58) et (.îc)) nous d o n n e n t alors, pour un corps
mauvais conducteur de la chaleur,

r i.» T^/<^ ̂  <^ àx â^ <).r\1..9J,-=-P-È%^ -̂  +^ -^ + ̂  -^J

ou bien, selon les égalités (3r),

(..) M-g^
Des lors, si le milieu est bon conducteur de la chaleur, les égalités (4o),

(44)» (48) et (53) /transforment la première des égalités (34) en la
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première des égalités

( 6 1 )

L0!
2 ôS

L <)J

a rj({

1 ^
2 ^X

.Q^ -.,,X2,3? ==0,

.Qç --,^Ç, r=o,

- QJC— o^x^o.

Les deux dernières égalités (61) découlent de même des deux der-
nières équations (34)*

Si l'on remplace dans J les lettres §, ( ] , X par les lettres X, Y, Z,
el le devient une certaine forme quadrat ique en X,Y, Z, J ( X , Y , Z).
L 'équat ion que doit vériHer x2 pour que les équations (61) soient
compat ibles est l ' équat ion qui donne les carrés inverses des demi-
axes de la surface du second degré

((h) JCX/Y^Z^^X^Y^Z2)-::!.

Si le milieu est mawais conducteur de la chaleur, les égalités (4û)»
(44), (48) et (60) t ransforment la première des égalités (34) en la
première des égalités

î à ^\^.Q^ _^2^ ==o,
a àS
i à
i <ï<y
r à

E
pT
" È

£Ï,

y\^Qg -^Ç) ==o.(63)

....... j ̂  Ç. e12 + Q J€ - ̂ ^C = o.
2 6UC \ 1̂  /

Les deux dernières égalités (63) dérivent de même des deux der-
nières égalités (34).

% est une fonction l inéaire et homogène de ^, ç, ^C. Si nous y rem-
plaçons ^ g, X par X , Y , Z, elle devient une fonction linéaire et
homogène de X, Y, %, %(X, Y, Z),

Pour que les équations'(63) soient compatibles, il faut et il suffit
que ^ vérifie une certaine équation, du troisième degré; c'est
l 'équation qui donne les carrés inverses des demi-axes de la qua-
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drique

(64) J(X.,Y,Z)+Q(X•24-Y•-^Z2)+Ç[€(X,Y,Z):]^=I.

Etudions la nature des surfaces du second degré que représentent
les équations (62) et (64).

Selon l'égalité (127) de la troisième Partie de ces Recherches sur
l'élasticité^), on doit avoir l 'inégalité

(^\ r (Nt ( àx àr ^ \(60) Y ^[ àa^lè^^)^--
à^ ( àx ày àz+ ̂  ^a^^a^^a,,

à.z' ôy àz \ 1 (2 )
Jc^Ôc^-Ôc^)^-'^

à^+ ^(^4-aj,+a^)+...

()^ .
+ a ̂  ( chî ^13 "+- 022 a^ 4- ^32 a^a ) 4".. . > o,

quelles que soient les valeurs attribuées aux quanti tés a^.
Dans cette inégalité, faisons (2)

a^ == l^, a^ -^ w^, a^ = ̂ ^
(66) • ^1=^1, ^2= m g, ^y":::^^,

^31 = Ut, a^ -= m 3€, a^ ::=: n JC.^33 -111"

ra, un tunanc compie aes e{raAités (3fCette inégalité (65) deviendra, en tenant compte des égalités (3i),
^ <M) M),~./A -+.-y~wB+ — / ^ C^£1 ue^ à^

-. ^(/nC4-nB)-.^(.A-.^)-.^(/B-,.A)]w

/<M> <M> , <M> , rM» /M> /M) \-'- ( ̂ /'+ ̂  w- -1- %/iï + a ̂  Mrt 4-2 ̂  ̂  -*-a ̂ ^ lm) ̂  + <>2 + ̂  ) > "
( 1 ) En la troisiômo Partie dû ces Recherches, les lettros g,, ̂  ̂  ̂  ̂ , ̂  sont rem-

l)lac6ûs Par 6-1 c,, ̂ , ̂ i, ̂ , ̂ î les quanlilôs a/y sont remplacées par les symboles Sa/,.
C) Le86ga,t6s(66)onUa fomo indiquée BUK égalités (,37) do la troisième P.,r̂ ,

lorme à laquelle se rattachent certaines considérations de stabilité, duos à M î Harî't
mard, et discutées en cotte troisième Partie, Chapitre III, § 4.



nECHEnCHES SUPi L'ÉLASTICITÉ. IQÏ

ou bien, selon les égalités (43), (46) et (47).

(67) J(^ q, X) + Q(^^. ç,-+ ̂ ) > o.

Cotte inégali té ayant l ieu quels que soient ^, <j1, :ïe, nous voyons
que la sur face représentée peir l'équation (62) ̂  zm ellipsoïde réel <c.

On peut donc énoncer le théorème suivant :

A chaque point d'une onde S, du second ordre par rapport à Vélonga-
iion (E, T|, *(), tracée dans l'espace Ça, &, c) y '̂ représente l'état initial
dit milieu conducteur de la chaleur^ correspond un ellipsoïde réel C- Pour
au une perturbation d'élon^ation., rapportée au même état initial, puisse
être propagée par l'onde S, il faut quelle soit dingôe suivant un des axes
de F ellipsoïde C. La vitesse de propagation, rapportée également à l'espace
des (a, h, c), est l'iwerse de la moitié de cet axe.

Ce beau théorème est dû a M. ,1. l ladamard ( 1 ) ; mais, par suite
d ' u n e inadver tance , M. Hadamard Fa énoncé, non pas pour la per-
t u r b a t i o n d 'é longat ion rapportée au mi l i eu i n i t i a l , mais pour la per-
t u r b a t i o n d'élongation rapportée au mi l i eu dans son état actuel de
dé fo rma t ion , c'est-à-dire à l'espace des (^,y,^); au prochain para-
graphe, nous verrons q u ' i l serai t alors inexact .

En outre, la d é m o n s t r a t i o n do M. IIadamard supposait que la tem-
pérature du m i l i e u demeura i t invariable tandis que l 'onde s'y propa-
geait; la. nôtre suppose seu lement que le mi l ieu é tudié est capable de
propager la chaleur par conduc t ib i l i t é .

Le théorème de M'. Hadamard a été précédé par des proposit ions
dues à Green (2) et à Poisson ( ; î).

Ni Green, ni Poisson, cela va sans dire, n 'ont traité le problème de
la propagation des ondes au p o i n t de vue qu'ont considéré les pre-
miers 'Cl i r i s tof ïe l et Hugoniot ; ils ont traité la propagation fondes

( 1 ) S. HADAMAIU), Leçons sur la théorie des ondes et mr les équations de Vllyârody-
nantique. Paris, 1903, p. ^'2.

(2) G-, GïUîJiN, On thé propagation of ligfit in crfstallized média {Cambridge Pfnl.
Soc^ w mai xB3(); Matherruitical Papers of thé Utc George Grecn).^

(â ) POISSON, Mémoire mr l'équilibre et le mouvement des corps cristallisés, lu à l'Aca"
dômio lô ^S oelobro x839 (Mêmoiw de l'Académie des Sciences, t. XVÏÏI).
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planes au sens classique de ce mot; en outre, Poisson supposai t le
milieu inf in iment peu déformé et G-reen, après avoir supposé que les
déformations pouvaient être finies, in t roduisa i t dans l 'évaluation ( lu
potentiel interne une restriction qui n'est acceptable que pour les
déformations inf in iment petites. Enf in , Green, comme Poisson, ne
tenait aucun compte des variations possibles de la température.

Dans ces conditions restreintes, les deux i l lus t res géomètres ont
démontré un théorème semblable à la proposi t ion, due à M. Hadaniard,
dont nous avons rappelé l'énoncé.

Si la surface représentée par l'égalité (62) est un e l l ipso ïde réel c,
/a surface représentée par l'égalité (64) est, a fo r t io r i , un ellipsoïde
réel ^ ; de plus , Vellipsuï'le € est^ en entier, situé à l'intérieur de
l'ellipsoïde ô.

On peut donc, pour tout milieu non conducteur de la chaleur, énoncer
le théorème suivant :

A chaque point d'une onde .ï, du second ordre par rapport aiw
composantes S;, T], Ç de l'élan galion, ci tracée dans l'espace des (a, h, a),
qui représente l'état initial du milieu, correspond un ellipsoïde réel ^'.
Pour (fit une perturbation d'élan galion, rapportée au même état inùial,
puisse être propagée par l'onde S, il faut qiiell,e suit dirigée suivant un
des axes de l'ellipsoïde ô'* La vitesse de propagation, rapportée également
à l'espace des (a, 6, c), est l'iwerse de la moitié de cet axe.

III. — Propagation des ondes au sein d'un milieu dénué de viscosité.
Perturbation de la vitesse.

Au paragraphe I, nous avons démontré ce théorème :

Soit qu'on la rapporte au milieu primitif (a, ^, c), soit quo/i lu
rapporte au milieu déformé Çx^ y, .^), la perturbation de vitesse a même
orientation; elle est parallèle à la perturbation cl'élongation rapportée au
milieu primitif Ça, &,<?).

Ce théorème, rapproché de ceux qui ont été établis au paragraphe
précédent, donne les propositions suivantes :

Si l'on se donne un point, soit dans le milieu primitif, soit dans le
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milieu déformé, et l'orientation d'une onde passant par ce point, la
perturbation de vitesse que celle onde peut propager est susceptible, en
ce point, de trois orientations distinctes; ces trois orientations sont celles
des axes principaux de l'ellipsoïde C s i t e milieu conduit la chaleur et
celles des axes principaux de l'ellipsoïde C' si le milieu est dénué de toute
conductilnlité.

IV. — Propagation des ondes dans les milieux dénués de viscosité.
Composantes de Félongation rapportées au milieu déformé.

Nous allons traiter les questions déjà examinées au paragraphe I
en rapportant les grandeurs inconnues à l'état déformé («r, y , -s) du
m i l i e u ; au lieu de déterminer ^, (j\ SFC, nous aurons à déterminer
d?, W, X.

Dans ce but, mul t ip l ions respectivement les égalités (34) par
"K2^? K2,^? K?^ et ajoutons-les membre à membre.ôx ()y es - "

La première égalité (9) nous donnera

(68) K^^f^J+^ç+^X^p.).^).1 \(}.z' ()y ( 1 ()z J '

Vénalité (4l) , qui donne |<p / | î , et les égalités analogues qui donne-
ra ient |4 J^ [Xi Hjû in tes aux égalités (62) de la première Partie .et
à l 'égalité ( i i) de cette quatr ième Partie, donnent aisément

<)a „ ... ()a „ , „, ()a „ -,. )^L^ j î^^ i^ j î ^^ rxd î j -, ,, . ,, ,» \ </<-* ,. ,» f/U ,. . .,̂  f./u r •m f
(^O) K- — [cp.J î + -r- [4'i.lî + -77 f x - J Î •

= — p ( e'i l -+- ^-3 m + ̂ '2 n )(/<!>•+• w 'lP" -4- n X ).

L'égalité (42)5 qui donne [yjï, et les égalités analogues, qui don-
neraient |^)Ï, [Xa]^ Jointes aux égalités {10) et (n), d o n n e n t
l'égalité
, , .-^ ( ôa ... ..„ r^a , . , ... f^a r .„(70) K- j^L^ j f+^L^ j î+^ to l f

^ p ( ̂  •+- ̂ , m •+. ̂ '2 ) (/<î) + m w "h ̂  x )
-h p ( ̂ i /â + ̂ 2 m2 4- <?» ̂ â -"-h 2 ̂ i m/z + a .̂ 2 rd 4- 2 ̂ 3 ̂ m ) <ï».

L'égalité (4 /)), qui donne fy;»]; , et les égalités^nalogues qu i donne-
../////. Éf^crrm., (3) , XXI11. — MAI 1906. 20
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raient [^3]^, [y^]f, jointes aux égalités (33), donnent

(..) IC.ĵ [,,.];̂ M [̂,.];;

= p[ (;^+„dîi+„itei),+f;'.<ïî+„.^!+„te!^„,
L \ c^i vys <^/2/ \ d£i ^y, ^y,/

• +(l^+mà^+n^)'l]^+y•^î^y^v+1'^
. p " f/^+/n^+A)^f/<^ l+.^-^-,A

^y.-î ^2 ^yi/ \ ^73 ^£2 ^/i+ ̂  — //^/ \ (773 <./£2 <7yi/

-(^—S^^)-]':^^^^2^^^^]
+?[ (/^+.À+A)/+(^+,^.+,A'),,L \ ^A ^71 ^£;{/ v ^y.j ()y^ à^}

+ (/^ + ,n ̂ 1 ^ „ ̂  „[ (;y^,> + y, T + (. 4- ̂ )X :|.

Si le mi l ieu est bon condi ic î .eur de la chaleur , l ' équa t ion (63) et
les équat ions analogues qu i d o n n e r a i e n t [^];, [^]f permet tent
d'écrire
(7a) K-•!^I•.^-^».:lî-^•to]^-..

Si le mi.lilill est ilnuivais colitlucl.riir lie la c l i a lour , l'l'ijçaliti'! ('60)
quidonne[y, | ; ,et]e8égalil i!S!ii iali)};iir8i)[i i<li)]i in.raii .nl . | i j , , | ; i , lf7i | ; ,
jointes aux égalitrs ( îy ) et (•;•;), |)(.rrncl.ti)iit (l'ccririi

W ^^-^WK-^W

-^-t-^)
X J ( / ^ +/n^?+^)l:i- |-^,)<l>+y,<F+y,X:|

(^f -+-//t^2 -1- rt ̂ } W -K- -t- '^,)V+ .^X]

(^^^l,.^^^<,,,^,p,,(..^^^j.

En ajoutant ensemble les seconds membres des ésalit.és (68), (6<)),
"), (71) et (7'.t) ou (73), nous trouvons (m résultat mil, ce (mi(70
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nous donne la première" des égalités
( S,n 4- X2)^ + Sp^F -+- SisX = o,

(74) ' S^^S^^—X^F+S^X^o,
s.,i <D + s^w -+- ( 833 + .x.2 ) x == o.

Les coefficients S^- dépendent de la déformation au point considéré,
de la température T, et des cosinus directeurs /, m, n de la normale
à l 'onde, ces cosinus étant rapportés à l'état in i t ia l du milieu. Les
coefficients S^ n'ont pas même valeur selon que le mil ieu est ou n'est
pas conducteur de la chaleur.

Lorsque l et j sont distincts, on n a pas

(75) S/,.==S,,

Vér i f ions cette proposition en écrivant, pour le cas où le mil ieu est
bon conducteur de la chaleur, les expressions de S^ et de S^. Nous
a/von s

^ F f . à e , <)(^ à^\\ ï ( , à y ' x à^'i à^'3\Sag •-= ^ -,11••J + w •— '•{- n —— / "4- / ̂  +. m ^ -^ n^-) /n
[\ (^i <>/.•» à'^ ] \ (h, ày; ô ' / ^ j

+(^^^^^^) ̂
\ à^ ^73 ày, J y'

à^i . „ ̂ ^ . ., àe, \ , , (' ̂ ôj^ ̂  ̂ à^ ^ ^ û^
f ̂ 73 ' à^î à-h ,

f .ûc^ ôe^ ôa^ \ , /,^» '̂3 à^'A^ / ' + ni 1 ^ n —— ) l + / -^ +• m —— •4- n ""- m
[\ ôy^ ô^ à'^ ) \ ̂ 73 ô^ (>/, j

+(^+,,^^,A) n \ ( t ^ 2 E^+,,^^A
^7;î à^ ^7i

r/.^i Oe i ûe^ \ , //^•3 àff^ à^^\4» / . 1 4-. ///, —L ^ ^ 1 H 4-. ( / "J 4- m ~0"- -h n -f- /?z
L\ ^7^ ^7i ^â/ \ ^72 ^/i à^ J

^6) /

f^^^^^,A).1^' ̂ '2 ^ ^ ^^2 ï- „ ̂, —— "4" fît —— -t- /À -—
^72 ^7i ^^-î

- '̂3 , ^^"3 . ;̂t \ / , / / ̂ 2 . .... ^^2 , . , àe

\ ^72 à'h à^) V

^ [(l^^^^^n^l^(l^ ^nz^^n^nz
21 \\ ()ei ôy^ ^/ï ) \ ̂ i ()'^^ ^^ 1

^//^^,^+^)J(^^
\ ^1 ^73 ^72 / J\ <^i ^73 ^72

^(t^^^^n^\^(t^ +,̂  +^).n
L\ ^73 ^a ^71 / \ ^7^ à&ï ^^

'A^m^+.^J^
\ ^73 ^ ^/i y J

^ (f^l^ rn ̂  -...,... ,.....-
\ ôys ô^ àyi

^^+^^-t-^)/-,-fA4-m^+^)/n
^ ()yï ô-^ (h.,) \ à-j., fi»7i ds-J

^(i^l^^^+n^n^^^^^1^^)J
\ ày^ àyi à^ ) J
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Visiblement, ces deux coefficients ne sauraient être égaux entre eux,

car l'expression de S^ contient un terme en £^ et un terme en y, que
»ne contient pas l'expression de S^, tandis que celle-ci cont ien t un
terme en £, et u n terme en y 2 q116 ne c o n t i e n t pas l'expression de S^.
Le coefficient du terme en £3 dans S^ est égal au coef f ic ien t du terme
en ^ dans S^, en vertu des égalités (45) de la première Par t ie .

Si donc on se donne l'état d'un milieu, dénué de viscosité, au. voisinage
d'un certain point et l'orientation d'une onde qui passe par ce point,
celte onde peut propager trois directions de la perturbation relative aux
composantes de l'élongation; chacune de ces trois directions correspond à
une vitesse de propagation déterminée dont la valeur, rapportée à l'état
initial du milieu^ est une des racines de l'éc/uation

(77)
Sn+W S,, S,;»
Sai S^ -h 'X2 Sa,
831 S^ S^+-^2

Les trois directions de perturbation rie sont pas forcément rectangu-
laires entre elles,

V. — Propagation des ondes an sein d'un milieu dénué de viscosité
et très peu déformé.

Laissant absolument que lconque l ' é ta t i n i t i a l du m i l i e u , nous sup-
poserons que les divers points du m i l i e u subissent seulement , a par t i r
de cet état i n i t i a l , des déplacements très pet i t s et des va r i a t ions de
température très petites.

Dans ce cas, les quant i tés £, , s,, £,,,, y,, y.^, y;, seront très petites; il
en, sera de même des quan t i t é s <î>, W, X; nous pourrons négliger,
devant chacune décès quant i tés J.e carré de l'une quelconque d^entre
elles ou le p rodu i t de deux d'entre ci tes; en f in , les quan t i t é s e,,e^ e,,
g^^S^ g ' ^ seront négligeables devant les dérivées décès mômes quan-
tités par rapport aux variables e^ s^ £^ y,, y,, y^, T.

Dès lors, si le milieu est bon conducteur de la chaleur, nous avons,
en vertu des égalités (4,5) de la première Partie et (69), (70), (71),
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(72), de la présente Partie,

^<i> ^r2^ .^ ^ , / ^ ^<iï \r ^<i> ,<^2<î t ,^2(I) ^ , / ^ ^
Su =- ^ -TT- + m2 ̂ T + / /" 7)̂ T + 2 m7? X7T»-7 + 2 / m X~-i- + n—— 4- m2 ——7 4- n 1 —r -h- 2 m/z -——— 4- a l ( in -,—;— 4- n -.—— ?à^ ôyi ()yi ày^ôy; \ àe.ây:, à^ày^/]

r»^ ^2<s? .^<I) / ^'2<i) /" ^(î> / y^ \~\
8^2=— l2 —T + /7Î -r-?' "+ //- '~T~ + a nl i—r~ + 2 /?l /< i—r" +' ^ "i—r~ )

I, àyî (h^ ^ï ày,()'^ \ (h^ày, à^ôy^ \
, ^<1> ^<I> .^^ , ^<I> /, ^<1> ^<t> \"|S.ft = — ^ ~— 4- w^ —— 4- /r^ -Y-T + '2 ̂ ^ •.——f-~ "1- 2 /A l -——— + m -——— ,A „ àyi àyi à^ ày^ày^ \ (h^à^ ^ à y j ]

\ , ^Sî , <)'<î» . ̂  / <)2^ r^^NS..=: S^ 1.==•— •̂; -——" 4" r ) i 1 ———- 4- /'À- ——— -h m/'À -——— 4- ——
" '" ( ày^ôy^ à^iày^ ày^à^ \à^à^ ày{ ]^2' ' / l ^ / l ' / C 3 V^'-ii^0;} ^/l

f / ô^ , r)2^ \ / ^<I> ^<1> \'1
4"" v ( W> [ "••~^",~"~~ --t- "•-"-----"--- j —1-- /,(, 1 -~————-——— —{•-• "-—————-—— j j y

\ """ L^'V^^^/s l ày',ôyj ^^.à^ày^ ày^ày^.
, , ( „ ^<s> . y^ , <)^ , .f à^ , à^\b,, -: ̂  - - ^ :——," 4- m- ——— + n1 ——rr + ̂ ^ -i—,- + "rj

I, \ <^î ày^ ()y-, </7i / v, às.^ ày^ ày^ ày^. ,/J

^"rïs'i"" ' ^yi^y^ ;' O^ày^ \à^à^ àyi
' f ^<S> ^2<1> \ ,/ ô11^ à2^ ^'" ( ÔÎ^L. J'^iÊ^} /fj!!^ J^JL-VI1h / / / /^^^^ i ^^^J -h ^;£,^^^ 5y2^y,JJ ?^ m n ^——^ ..-i- -,——— -h q -,——— 4- ".——~

\ <^:î ^7;( ^7i à7î 1 \ <^\ ày^ ôy^ ày:
, , \ „ 0^ , y^ , (P^ , / à^ (P^\^:. S,, =- /^ ;——.- + rnl ———— + ̂ 2 T.——— 4- Irn ——^ 4- "r-r

<^i Oy^ 2 ^y;» ^Sa ' ^7â c^/i V^i ̂ ^ ^7^
./ (^^ (P^ \ f (P^ y^.,..̂  //, / —.—,,-.- -4- .,?..—^— ) 4- rn ""—.— 4~ ".——r / i

\ ^ \ ̂ £1 ()y^ ày-i ^7;î / \ (h^ <}y^ ày^ <)y^ / J

Selon les éffûliies (74) ^ (7?)» ^ly ^7'o/'<y v^eur^ (fe ̂  sontmcdnte-
nant les inverses des Inns derni-axes de la quadm/ue

(79) SH^!Î--^" Sg^j^-h S;;;,̂ "}"" 2 Sa3,/^ "l- aS;,^.^ 4- 2Si^-y 4-1 == o,

^^ AÏ?/O^ les évalués (7^)» ^lî ^r0^ directwns de perturbation que Fonde
{mit propager sont les directions de ces mêmesi axes, quil s'agisse de
perturbation d'élon^ation ou de perturbaiion de vitesse, et que la pertur-
bation soit rapportée à l'état initial da milieu ou à son état déformé.

Pour que les trois valeurs de la, vi tesse de propagation et'ies trois
direct ions de per turbat ion auxquelles elles correspondent soient
réelles, il t an t et il su f f i t que .l 'équation (79) représente un. ellipsoïde
réel.

Or, si. nous posons

(EÎ==/.^ 'Eâ=wy, Eg=/^,
^80) | (̂  = /ÀJ 4- mz, Gâ^ ̂  + na^ Ga= //^ 4- l y ,



l9^ P. DUHEM.

nous aurons
( 81 ) Sip^+ S^y^ 833 ̂ + aS^ + aS;,,^ 4- 28^-

- ( à(l) P -1, ^1) p - . N) r ^ r ()^ p ^) .. \ (2 )

--l^^^^^^^^^^^^^^^^ -

(2) représentant un carré symbolique.
Or, quels que soient E,, 1 ,̂ Ep G^ G,, G,, on a [Recherches sur

F élasticité, 3e Partie ; égalité (i/p}]

(^} [^V -u. ̂ V -L- ^îï R -, (n) r M> p rN> .. ^ ( 2 )
(82) teEl+ ̂ ^^ ̂ + ̂ Gl+ ̂ (x^ ̂ (^ > ût

Selon (81) et (8^), Véyuation (79) représente assurément un elln>
solde réel,

Les égalités (78) ont été établ ies en faisant usa^e de l 'ésaiité (72),
partant en supposant que le m i l i e u é ta i t conduc teur de la cha leur ; si
le mil ieu est dénué de c o n d u c t i b i l i t é pour la cha leur , il f a u t , à l'éga-
lité (72), subs t i tuer l'égalité (73); alors les égalités (78) sont rem-
placées par les su ivantes :s-"=-[^+"^^'••^—w-'(-^-.^)

T /. ^<I> à^ ^^ \'i-
+^V^T+/n^T+^^

(83) ^ — c / n ôï(ï) , 2 ̂  , J l̂» / ^<1> f)^ïî\
) ^"-s-=- ^^^^-^Ti^^'^Ty^4-^^

+4., (^ -i- -^ )+ J.ĵ L. ̂  j^Ly
L \^<)'/t ^/,ô-/J \()s, à'/î f)-^ <)-/,]
T / à'1^ ij^i> rf2* \ /', rf2((» /)2<|> ,}.A

^ +^(/^+^CT+rt^1)(./^T+OT^•^^^
1 * • • • * • • • » • • • • • • • • • « . . . < . • . * . » . . » . , . . . , . , . , . , , .

En vertu des égalités (80) et (83), l 'égalité (8:1) est, remplacée par
l'égalité

(84) S',,^+ S',,y'+ S;,^i+ ?.S,,,ys + aS;,^. + aS^.zy

- (^v ^.^v , ^r ()^ r (^ „ M V21

—— [^ Ll+ ̂ ht+ ̂ + ̂ +^ ̂  ̂

-IfJ^p + ri2(l> F , ^ p , ^<I> p ^<I> „ ^<1> \»
Kc [à^àT^àe^S^- Ô^î^ ày^V^^^ J^^ .

(2) désignant encore un carré symbolique.
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La surface représentée par l9 équation

( 85 ) Si i x^ 4- S:; g .y2 4- 83 3 z'1 4- 9 S^ 3 y^ 4- 2 S^ i ^.z- 4- a S^ 3 ̂ -y 4- i == o,

<?^ < /̂or,y un ellipsoïde réel situé à l'intérieur de l'ellipsoïde que représente
l'équation (79).

Considérons an m i l i e u homogène, de température Ï, dont la défor-
mation très petite, la même en chaque po in t , soi t représentée par les
six quan t i t é s s ^ , £^, £;p y^ -y^, 7;$; les six quan t i t és Na;, Ny, N^, 1 ,̂
T^, T;, ont des valeurs b i en déterminées, les mêmes en chaque point.

A cette d é f o r m a t i o n , donnons une variation homogène déf inie par
les égal i tés

(86)
0£i rr u HI , ÔÊ;; = // Ha, 0£;{ = ^ Ha,
oyi •= /< Ki, 5y.^ = ^ K^, 073 •== ^ K,;,,

Hp t-L, I.I;p K , , Ky, 'K;t é tan t six quanti tés indépendantes de x, y, ^
et a une q u a n t i t é i n f i n i m e n t pe t i t e qu i est aussi indépendan te de x,
y, ,s.

Si cette v a r i a t i o n laisse i n v a r i a b l e la température , elle ne peut
condu i re a un nouve l état d ' équ i l ib re à mo ins que N^., Ny, N^, Ta;, Ï^,
Tz n 'éprouvent dos v a r i a t i o n s SN^, SN^., ^^ âT^, îTy, Si\; et l'on a
\ Recherches sur l'élasticité, 3e Pa r t i e , égali té ("1:4^)1

( ̂ 7 ) ^ÎN^ 35i 4" oN^ osa 4- oN, oe, -{- âT,, rîy, + oT^ 073 •^ <5T. ̂ 3y u&2 ""'" vl•' i5 '^it ~' -' '••r "'/i "

^ ^ S ï ^*ÎS ^ ^ I S , ^ K ^ - ^ K ^ ^ K V ^. / (/^ », (/T .« (/1•A' g. (/'«- ,,.. ^'*' .. (,/'*' ,r^p^ i|̂  ii,+ n,+ g(.̂  ii.,+ ,-K.__ g| ^ — ig 4.» — g g ^ «j- -.— ^^ 4- -— ,K^ + -— j.i;,
V ^ £ l ^£2 ^;î ^"/i ^ ^y» /

Si, au contraire , la variat ion (86) laisse i n v a r i a b l e l 'entropie de
chaque élément, N^ Rp N^, T^, Ï^, T^ éprouvent des variations â'N^,
â'N^ ^N,, ^T.,, ^Ty, S^r.et l'on a [Recherches sur l'élasticité, 3e Partie,
égalités ('r48) et (i^o)]

( 88 ) y N'̂  OÊ i -h ^/ Ny Bs, + o' N, os, 41- 5' T., oy i + o / T .̂ ây^ 4- ̂  T, 073

. /^n ^ir , ^ïî , <N)^ i ^ K - ^ ^ ^V^= — ^s Q(, -— II] 4- —— 11,^ 4- .— H;$ 4- — ^,1 4- T— ,K.2 4- y- K,» j
1 \^£i <)52 ^3 ^/l ^/â ^/a /

.F^7 ^?ï!ï n ^:><p n . ()î^ ï î i '̂(I) K ^ <)2<lï K ^ (rHi} K V„. ,. {^ (^^ |î ^ + ̂ ^ i-l̂  ̂  H3+ ̂ ^ K,+ ̂  K,+. ̂ ^ K^J .
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Entre les deux ellipsoïdes représentés par les égalités ('79) et (84),
ces égalités (87) et (8<S) donnent une remarquable relation.

Prenons un poin t déterminé de l 'onde et, en ce point, une direction
dont À, p., v sont les cosinus directeurs; sur cette direct ion, Fellip"
soïde c, relatif au mi l ieu supposé conduc teur de Sa chaleur, déter-
mine un rayon vecteur R. Si, dans l 'équation (79), on remplace x,
y, z parÀB, (JiR, vB, cette équat ion sera vérifiée, en sorte que l'on aura

(89) SiiP-h S^y.2-^- Sy^-h 2823^4- 2S;{i -vÀ-4- ^Sn^ ===— •j-̂

D'autre part, si nous posons
( Hi -==. Il, Ha == m p., Ha = ri z»,

(90) f KI == rnz» -+- /À^., K2== nÀ -+- Iv, K,3= ̂ . -h" WÀ,

les égalités (80) deviendront
EI == RIÏi, E^ = Rïlâ, .Ea = I;ÎÏI^
( y ^ ^rr H K i y \ » g ="= I, î K, a, ( -x 3 ̂  !:'( K. 3 y

et l'égalité (81) deviendra
(91) SuÀ2-!- S^-4- S33Vîi+ aS^^ + 2831^ 4- aS^x

/ <?<(>., à^ ̂  ô^ ... à^ ^ r)<ï> ^ ^<î> .,. V2 '
=—{ — Hi + — Ha + "T— Ha -4-" -r— KI 4"" —- Kg -4- —— KÎÎ\^£i <^2 ^£3 <)yi l djï <}y^ 7

Les égalités (89) et (9,r) donneront
/ . ï ( à ^ ^ ^Ï> à^ rN>,. ()^ ^ rM> ,. V2)
^) IF = (^ Hl^ ̂ H2+ ̂  H-^K,^ ^K,+ ^K^ .

Sur la direction considérée, l 'ellipsoïde ô', re la t i f au. mil ieu dénué
de conductibi l i té intercepte un rayon vecteur JY. Si, à partir des éga-
lités (84) et (85), nous ins t i tuons un ra isonnement semblable à celui
qui nous a donné l'égalité (92), nous trouvons l'égalité

(c^\ ï — l à^ îî • <N) tî à^ ri(93) ï^- (^ ^ H^^ H,+^ îî,

à^ ^ àtb ^ d^ ^ y2)^ K,-.^ K,+^ K.)

-i- 'L/ -^^-n ï ^2<& n ^_ <;2<I) n'̂ Ëc \ ch^yï "1 ''" ^Ê Ï̂ "2 "r" j^jr "3

+ ^/rïT Kl + 5 Ï̂ K2+ Ï^JÎ Ka) •
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Les égalités (87), (88), (92) et (9.3) condu i sen t alors au théorème
suivant :

A chaque point M de l'onde et à chaque direction D(À, ;j-, v) ?^Ê' de
ce point, on peut attacher une certaine variation âsi, S^, ?£;p â^, 5"^»
ây;{ rfe la déformation, variation définie par les égaillés (86) et (90).

D'au/re. part, sur la direction I), r ellipsoïde C, qui convient au milieu
conducleur de la chaleur, intercepte un rayon vecteur R, tandis que L'el-
lipsoïde C\ qui convient aux milieux dénués de conductibilité, intercepte
un rayon vecteur B/. On a

{ r \ il — /OL!si£JÈ2J^ ^•r ̂ EizLi'lî ^ °ZLZt. '̂ llz^Zizt̂ ^
&{' V °X;e 0£! "+°^ y ̂  "+"• ^^5 ^ît •+"of^' °'yi + ̂ ^.y ^72 -i- ^ .̂s ^y^

Si l 'on se reporte au rôle que les e l l ipso ïdes c et c' j o u e n t dans la
< ie (e rmi rnUion (le la Yi îesse de propagat ion de l 'onde, on voit que la
p ropos i t ion q u i v i e n t d'être énoncée remplace, dans le cas q u i nous
occupe, cette p ropos i t ion vraie pour les f lu ides :

La vitesse de propagation d'une onde au sein d un fluide supposé privé
de conductibdild est à la vitesse de propagation d'une onde au sein du
même jluide supposé conducteur, comme la racine carrée du coefficient
de détenle adiainttu/ue est a la racine carrée du coefficient de détente iso-
ihmntque,

Dans le cas des f lu ides , ce de rn i e r rappor t est é^al à la rac ine carrée
du rapport de la c h a l e u r spécifique sous pression constante à la cha-
l e u r spéc i f ique sous vo lume cons tan t ; peut-on, pour les corps élas-
t iques peu déformés, énoncer u n e proposi t ion, analogue?

Si c est la cha l eu r s p é c i f i q u e no rma le et C la cha leur spéc i f ique
lorsqu'on m a i n t i e n t constantes les six, quan t i t é s Ny, Ny, N^;, Ty, Ty,
T^, on a [ liechej'ches sur l'élasticité, 3e Part ie, égalité ( î58) j

•^/Vr f^\ ^1 \\ ^2 , ^•V ^£-'» 'V^r '̂/l , ^P ^'/a VT' ^7»^ ̂  ̂  ̂  WN^, '̂ ^^T^^^^^

""' C " .,„., ^i .wi ^£2 , ^v ;̂{ . ^ ^1\ , ^rn ^/â , •vr ^7Ho^^+aN,^+o^^+ol^.+ol,^4-ol^

Le second membre de cette égalité (9^) n'est pas, en général , le
Ann.. î''.c. /Vom., (;î), XX I ! . — MAÏ ïyoO. 20
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carré do. second membre de l 'égalité (c)^.); c'est seulement , en effet,
dans des cas except ionnels que les q u a n t i t é s â^, os^ §63, oy,, ây^,
§y;i, définies par les égali tés (86) et (90), seront respect ivement pro-

.. T, . . . . , ch i <'/£•> <^£-{ c/yi <^yo c/y-tportionnelles aux six quant i t és —, .7.-;, —. -,1—, -~,L-^ -^--

Le théorème de Laplace ne s étend donc pas aux milieux élcistùjues peu
déformés.

Vï. — Propagation des ondes au sein d'un milieu vitreux
très peu déformé*

Ce q u i a été di t au paragraphe précédent a trait à un m i l i e u très
peu, déformé que l conque ; supposons m a i n t e n a n t que le m i l i e u soit
vitreux.

En vertu de l 'égalité [Recherches sur l'élasticité, 2e Part ie, éga-
li té (6)],

( 96 ) <I> = 90 ( T ) H" Çi(T)(6 i 4- £2 + 2, )

+^)(^+^+^^4"M^?(2£t+^i+

on a
/ <)2 <I> _ J2 <I> ^ y <1> ,A ( r " ) + a. M ( T )

' Th^ ^ Je^ ^ JE^ ^ " p o " " '
à^ ()2^ _ à^ ^ , A ( T )

^2 à^ï ^£3 àSi f)£ï ()£:}, po
(97; ^ -()nlî

 -ôï^

 M(T)
à^ ^T/ï ~^" :::——^^

JÏ^L — -̂ lîL — JHÊ. ^ df^(T)
' (h^ (}T := ^$2 ^T ~ (h^ ()'Ï ̂  ~ r̂ "

Les autres dérivées secondes de <t> sont nul les ou i n f i n i m e n t pet i tes»
Ces égalités C97), jointes aux égalités (79), (80), ( B i ) , montrent

que l 'équation de l 'ell ipsoïde c peut s'écrire

( y 8 ) ^t^ ( /.y + m y + ̂  ̂  )sï

Po
«^ ——__2 [ ̂  ̂ ^'2 ̂ ,.. ^ /7^2^y2 ̂  ^ ,̂ 2 ̂ 2 ̂  ( ̂ y .̂ ̂  ̂  ̂ .

P(Ï

4- { l s "t" /<.:r)'24- (WA' -h ly)^] = ̂



203KECIIERCiïES SUR L ELASTICITE.

Les mêmes égalités (97), jo intes aux égalités (80), (84), (85),
mont ren t que l 'équation de l 'ellipsoïde ô' peut s'écrire

(99)
A ( T ) T [^^^V^^^^^^^-^r^ïTci~iT~\ ̂ -^v-^-)po ÈC L ai J )

.+. ?.!11} [ ̂  l'i ,z.2 ̂ . a /^2y2 _^ ^ ,̂ 2 _,_ ( ,̂ . ̂ . ̂  ̂  )2

-4- ( I z 4- ^ ..̂  )t•i •+- (^/ ̂  -4- ^y)3] == ï .

Prenons pour axe des z la normale à l 'onde au po in t considéré,, ce
q u i nous donnera

l •:= o, m ==0, / < = : i .

1/équation (98) deviendra

(100) .A1Ï1±^M1^^+M^
p<» Pô

t andis que l 'équat ion (90)) deviendra

( I0î )

T)+TP,[î^^^.,.M(T) .̂ ,..A(T)+^
Er> 1 - (n . , . ...-..^^.ELLIf.r^<7T

po
^^^^(^^^^^

Pô

Ces deux équations équivalent au théorème suivant :
Au sein (F un milieu vùreux Irê^ peu déformé, U ellipsoïde 6 et V ellip-

soïde <!:/ son/, tous deua} (le révolution autour de la normale à l'onde; en
tous deux, le rayon de Véquateur ci pourvoyeur

. riKi.
VM(T)

En F ellipsoïde <!:, le derm'axe de révolution a pour longueur

. / __ Po^ ___
V A^f^^M^T)'

tandis quen l'ellipsoïde ̂ , ce même demir-axe a pour longueur

:7 r̂7"7 "̂̂ ^ . a M ( T )A(T)+ -Ec dT
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La perturbation quune onde persistante peut propager est, ou exclusi-
cernent transversale, ou exclusivement longitudinale.

Que le milieu soit ou non conducteur de la chaleur, une perturbation
transversale se propage avec une vitesse

(102) x^i/Mîl.y po
Au sein d'un milieu conducteur, une perturbation longitudinale se

propage avec une vitesse

(io3) ^^./•^^^m^y po
tandis quau sein d'un milieu non conducteur de la chaleur, elle se pro-
page avec une vitesse

(io4)

Ces égalités (iori), (ro3), (101) avaient été obtenues directement
[Recherches sur l'élasticité, 2e Partie, égalités (80), (7 (> ) , (un)).

Pour un mi l ieu vitreux très peu déformé, nous savons que l 'on a
[Recherches sur l'élasticité, 3e Par t ie , égalité (i64) ]

(io5)
oTp, r^(Tr

C ^A(T)^^ dr
3A(T)+aM(T

• a M ( T )

La comparaison des égalités (ro3), ( lo^) , (io5) montre que l'on
n'a pas

•o^2 (:;
Ire7 ::= c"5

à moins que l'on ai t l'égalité

M(T)-:o,

qui caractérise les fluides.
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Ainsi, en général, la correction de Laplace ne peut servir à calculer la
vitesse de propagation des perturbations longitudinales au sein d'un mi-
lieu vitreux, peu déformé, supposé dénué de conductibilité, lorsqu'on
connaît la valeur de cette vitesse pour le même milieu, supposé doué de
conductibilité» Cette correction ne peut êire employée que si le milieu est
fluide.

CHAPITRE II.
THÉORIE DES ONDES AU SEIN DES MILIEUX DOUÉS DE VISCOSITÉ.

I. — Des ondes du premier ordre par rapport aux composantes de la vitesse,
au sein des milieux vitreux doués de viscosité.

Supposons d'abord que l 'onde se propage au sein du mi l ieu consi-
déré :

( ï 00 ) •)'b ;? 0.

D'après ce que nous avons vu en, la troisième partie de ces Recherches
(Chap. I I , § I), l 'onde ne peut êire d'ordre i n f é r i eu r au second par
rapport aux composantes ^, Y], *C du déplacement ; elle est aussi, du
premier ordre par rapport à la dens i té p ; d'après ce q u i a été vu au
Paragraphe II du même Chapitre, elle est au moins du premier ordre
par rapport à la tempéra ture T.

Comme dans le cas précédent , le m i l i e u est soumis exclusivement
à des act ions extérieures qu i sont newtoniennes . Comme dans le cas
précédent, aussi, nous désignerons par :
S la surface d'onde dans l'espace des a, &, c;
l, m, n les cosinus directeurs de sa normale;
S la surface d'onde dans l'espace des x, y, -s;
a, p, y les cosinus directeurs de sa normale.

L'onde étant du second, ordre par rapport aux composantes Ï;, Y], *(
du déplacement, on peut écrire les égalités suivantes, en tout point de
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Fonde S :

(107)

i
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r
/

i
1

r <^ '
Yàaàt

r d'-T; I2 i
| àa àt. \ i m

r d'-ç r- i
| r fa<)<Ji m

2 î

^ m[
[
[

à^t
àli ôt

^-n
àb àt

à-^
ôbàt

}
]
1

HEM

2

1

2

1

2

1

•

I

n

j r (^'n
n idcàf
î r 0^
n 1 àc àt

' ^^
^c àt

r-
2

1

2

1

^— o^,j

:— ou,Ej»

Les égalités (26), (27), (28) de la première Partie e t ( i ) de la qua-
trième Partie donnent alors, en tout po in t de la surface S,

(108)

[grj2 -
1 Jl - •K^a^, [ï^-^-K.X.p^ [^lî^-KXy^

[G^]î^-K.M^)+yg),
[G4;|^-Kor,(y^+a^),
[G,]^-K^(ag^P^).

Moyennant ces égalités (io3), les égal i tés (33) de la première Partie
donnen t

^=[A^]t=-KX (a^t4-p^4-7^i)(A^^-h.^(,^^,/)),

^=[A,]Î=-KX (a^,+p^"+"y^)(^^+^y2( lï+&,^),

ïi;, == [ A, ] î = — K X (a ̂  + p ;T;, + y -^ ) ( A;,^ .+.. ̂ 3 (, -f- ;̂, ̂ j ),

^ = [r^ ]^ =—K^[ (a^a + P^ -h y^,) (^^ -1- 3'.(, 4- ̂ j )

s^cr,]?:

^=[r,]î:

4,(aA^+ (3^4- y^:0 (^^ -h ̂ (, + -feu<y):l.(109;

-K.X[ (a^+p^4-y^3)(^^4-;rlg4-&l, ( j)
+ (a ̂  + p^ 4- y^ ) (A-^ 4- ̂  (; 4" ̂ ,j) )],

KX[ (a^i4-P?yi4"-y^,)(^^+^(Ï4-^^))
4-(oîX,^ p^4- 7^,) (^ + .Ti (} 4- ;£^)].

Ce que nous venons de dire, j o i n t aux égal i tés (iv2) de la première
Partie, montre que le^ q u a n t i t é s N.^ ' N y y Na, T^, Ty, T^ varient d'une
manière c o n t i n u e au travers de la surface S» Mais il n 'en est pas de
même des quant i tés v,y, Vy, v,;, .̂, T^, ̂  données par les égalités (77)
de la première Partie-

Désignons par f ce que devient la fonc t ion dissipative £ lorsqu'on
y remplace

A / A / A / p/ F/ p/^, Og, n^, i. )(, .1 ^, î ;j
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par
^ ï^ î1;^ îS l» 0^ Sh-

II est f ac i l e de voir que les expressions de

Mî. [>y:n, MÏ, [T.]^ l:^]î, [r.]i

se t i reront des expressions (77) de la première Partie qui donnent

^Xf "^y? ^z' ^xj ^yf ^s

en remplaçant J^ par f.
En raisonnant comme nous l'avons fait en la i1 1 0 série, deuxième

Partie, de nos lieclierclics sur Vîly'^rodynamùjue [Chapitre III, § i,
ég'alilés ( ï37) j , nous verrons que l'on doit avoir, en tout point de la
surface S,

[u^a+[^]îp4-[^. ] îy

( ï i o ) E^l^+E^JtP+E^l îy^o.
[^:l^^[^]îP+[^]i îy=o.

D'après ce qui, vient d'être dit, ces égalités peuvent s'écrire :

^(^^+^p4^i7)^,+^(^a+^(3+^y)A^

+^(^04-^+^7)^

^ ^ [\^a4-72l3+&27)^3+(^3^+^^+^7)^2]
^0i

^^[• (^a+^P +^7) Xi~H^ 04-7^+^7)^3]
^02

+ ^ [(^,a+^(3+^,y)^+(^a+J^+^y)^i] = o,
^03

^ (^^+Ji(3+^iy)3'i+... =o,

^(X,a+^p+^y)^+... ==0.

Mult ip l ions respectivement ces égalités par .x^ ^» ^i et ajoutons
membre à membre les résultats obtenus; nous trouvons la première
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des égalités

^(^a-h-^p+^y)+^(^a+^P+^7)+^(^a+^p+^iy)+—(^2a+^P+^7)+7-(^;^^J3p+^7)=<>

( IX2 ) ^(^la+^P+^l7)+^(^a+^P+^^)-^^(^3^+^P^

^(^i^^^P4-&i7)4-^(^a+^P+^7)+^(^^^^P+^^)^

Les deux dernières s 'obt iennent d'une manière analoffue.^n.v..
Mult ip l ions respectivement les égalités (i 12) par

—K^^j+ïi(,+^X),
—K.)L(^^+:r2(,+^je),
—K,..)L(^3^+^(,+^^€)

et a jou tons membre a membre les résultais obtenus , en t e n a n t compte
des égalités (109); nous t rouvons l 'égal i té

/ n. . (H . àî . ôî (H (H ûi(..3) ^ 4. ̂  + ., ̂  + ̂  ̂ . + ,, ̂  ̂  „ ̂  = o.

Mais la fonc t ion f est homogène et du second de^ré en ï^ ï^, ï»;p gp
ga, g;t; l 'égalité (i i3) é q u i v a u t donc à l 'égalité

(ii4) 1 ^ ^o.

La forme J est une f o r m e dé f in i e posit ive en A",, A^ A^ l'p'r^ 1^,;
par tan t , la fo rme f est u n e (orme d é f i n i e posit ive en ï ^ , ï^ ï»;,, 0 i , fl^ g;,
et l'égalité ( t i 4 ) é q u i v a u t aux égalités

( 115 ) ^ = o, ^ = o, ^;^ == ô, gi = o, ga;::1:: o, 03 =- o.

Ces égalités ( ï i 5 ) nous permettent évidemment d 'écrire

a î»i ( ̂ i a + ̂  (3 4- &i y) 4- g;, ( ̂ 2 a + -Ta (3 -+- &2 y) 4" ̂  ( ̂ ;î <% + 7;̂  p + feg 7) ̂  o.

Dans cette égalité, remplaçons ^ i , g;p gy par leurs valeurs tirées des
égalités (109); en observant que

(^a + ̂ P -h feiy)2 + (^a 4- ̂ |3 4- ̂ yy -h (^a 4- ̂ (3 4- ^y)8 =: i,
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nous trouvons l'égalité

(116) —K^b(X^+^<:y+^C)
—K..)b(X,a+^p-+-^i7)[ (^1^4-3-1 P4-^l7)(^l^+^'l8>+^l:ïe)

+(^a+ïr2p+^2y)(^^+?T2ÇI-^-^2:ïe)
+(^a+^P+^7)(^3^+^'3(?-+-^3;ïe)]==o-

Selon les égalités (109), la quant i lé e n t r e crochets peut s'écrire

î»i -4- ̂  + îï;î

et elle est nu l l e par. les éga l i t é s ( i i5). En tenant coînpte de l'inéga-
lité ( ï i ( ) ) , nous t r o u v o n s la première des égalités

f ^,^+^i()-4-%^C=o,

( 1 , ^ ) ) X,J+^Ç,-+•^â^:•::r<^
1 ^^+y,g+&3^€=o.

Les d<u,ix autres s^obtienneut d'une manière analogue. Multiplions
respecfciveinent ces égalités ( 1 1 7 ) par ̂ , y,, &^ en observant que

^ 4- ^ + &^ = ^ 1 ,
Xi "^2 4- ^1 .Ta -1- ^i ^2 ̂  ^»
A^ X^ 4- 3'l ̂ 3 4- ^1 ^-3 = 0,

et nous trouvons la première des égalités

( ï i 8 ) ^=o, y=o, X=o.

Les deux autres s'étahl issc^nt d'une manière analogue.
Ces résultats, rapprochés de l'inégalité (io(.)) et des indications gé-

nérales données en la seconde Partie, Chapitre II, § 1 et 2, conduisent
au théorème suivant :

Au ^in d'un milieu mire-ux, doué de viscosité, une onde du premier
ordre par rapport aiw composantes u, 9, w de la vitesse ne peut se pro-
nager; les seules ondes de cet ordre qui puissent persister dans un tel mi-
lim séparent constamment les deuoo mêmes portions du milieu ; elles sont
alors ' sur faces de disconUnuUé pour la densité p et pour les six quantités
N -, ï/; si le milieu est mauws conducteur de la chaleur, elles sont égale-
ment surfaces de discontinuité pour la température T.

Ann. Ea. /Vorw., (^) , XX1U. - MAI 1906. ^7
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II. — Des ondes du second ordre par rapport aux composantes de la vitesse
dans les milieux vitreux doués de viscosité.

Admettons que nous ayons encore rinégalité (106).
L'onde, du second ordre par rapport à u, v, w, sera, selon ce que

nous avons vu (^Recherches sur l'Élasticité, 2e Partie, Chap. I I , § 1 et, 2),
du troisième ordre par rapport à I;, Y], *(, du second ordre par rapport
à p, et au moins du second ordre par rapport à T. Selon les éga-
lités (62) de la première Partie, elle sera du second ordre par rap-
port aux six quan t i t é s N^, 1\-. Les équat ions (82) de la première Part ie
exigeront alors que l'on a i t , en tout po in t de la surface S,

( 1 1 9 )

'"^ ^ ^y"
ô^ ()y ô^ J i

^,à^
ôx

(hy
—— ̂  —

<),r <)y

— •+• ^-ji
^•Y
r/sj,
^•Y
""J'sJ,"'"'

Formons explicil.enient ces (ïgalités.
En chaque point de I;> surface £ il exisl.c un vecteur ^, (,', ne tel que

(120)

1 1 " ̂  •
l'- iàa^}^

-L [' <)^•rl

/2 i^a'^i

> r <)^ •
l'1 \àct:lôt

i -- Lin

i ~" lin

i
i lin

[- à^ •
<)a.<)h()l,

' ^-n
àa()hài

- ^ -

àaàh()t

'-

Ï

l

a

l
.n^x.

Nous avons
()\}\ ()î)\ ()a <W. âb ai)' ôc, 4» - -h

ôa àx ôb ôx <)c ôx

ù^ - 1 ' 1

àd^OL i T \à.c/

âc r (P^ Y
à^[ùb()càt\^ !

" . . ( à h .T^I^^Y\àl^àt\, • \f).-Ji,-}

<)c ()a ()3^ [••'
' àa: <)x j)c()aôt\ i

à a àb
" ûx àx \ 1)aô1Tàl\ i

ÈlL^V
ï()hàl.\^
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En vertu des égalités ( r ) et (120) cette égalité devient la première des
égalités

^ wi2-^^^ wi2."<)î)n : K2 ̂ a2^, ffiïrr: ̂  wpa^ r^r = K2 ̂ ya^,L^ Ji l ̂  Ji
Pa^, r^^=K^^ya^

.ày \
^SKI2

.^Ji'
iK^L^p^,

^<*',
'<ÀÏ~

..̂ ^
=: K^^^adSX-h-yÇ,),

'== ^..^^^(px-î-yg),
/)(;/ '2
_ ^K2 ,^y(pC-^y(^) ,

^.^
,K.2 ^ 2 a(yr f+ a^C),

Lt^s autres s'établisseni d'ilne inailiére analo^iie.
Les égalités (33^) de la première Partie donnent

'()L\"V^ ÔI}\Y ^D'/P
L^'Ji 4- &?

^^ ^]^,,^^.f '̂", ̂ a< J i L ^•z;.-^-y^
.̂:y

'H-^^re-'2
, 1 1 L ̂ ^.

p'','|2
'[^"J/

I^tsons

^ Di == (ax, -t- i3,')"i + 7&i ) (x^ + •yi y + Si .TC),
(a.v.,+ p-y2+ -/&,;) (w^-t- ̂ ff + ̂ ^e),
( a A-, -+- p.y;,4- y&;,) (^,3? -(- ;y,g + ̂ ase),w;j „

< É 1 =

€>»•=

6;,=

: ( « W,; -+-13 -J.t + y %3 ) ( -V-;i S •+ -7, (j' + S'a X )

+(aA'-3+p.9'3+7&3)(;X'-2^î+^S'+Ï'2ïe).

: («^,4- l3^,+ 7^3) (^1^4- .9'! <)' + &,5e)
+ ( a X, -+- (3 .'y, -4- 7^1 ) (^3^ -h -73 îf' + ̂ î^).

= (a.V-i+(3,7t4-7&i)(A^rf+7t()'+&2^)
+ ( a A^ 4- ? -72 + 7 &ï ) ( '̂ i ̂  + -7i (l' + ̂  )•
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Les égalités (122) deviendront , en vertu des égalités ( ï 2 i ) ,

i[^]:———- [^]:=—^ [^];-K^^
(I24) [^]^=KW'S'2' • • • '_àx Ji

-^Y
ôx

ffiT-L^-h K^Waêi,

Or, en vertu des égalités (77) de la première Partie, la première des
égalités ( 119) devient

( 1 2 5 )
à2^
J^

ô^

à^
"<M^12

().r;

à^ | 2

Ji
~à^

ô^û^'

ô'^
w^

,Y P^|,̂ j^J

-L^
'i~()^

+^1

,̂

^Jl"^^
Jà^

'àT'

»» 1 .»., 1 l-" —* y | cji
f + y, -ï-"2 4-5o

^.P ^i ^-h eic.

'^)•v-^ -f i 7

^ifl:-
+ ̂ "<-7r',l2

'()A',,'|2

(WV

K; + ot.c.

4-r^re' Y}r,i2^I-OT-^ m
L^-'Ji L^' •&, ^r , !2

"(Ta"
A'-,, -t- cf.c,

-. ^L 1^<(
„ r^r'-'l2 •^r'-i2 ^r',12'

+ &2l̂ 2

4- j^

4-^

-Jaàx

"^I^.T r^i2 > % ^^^•"2v\•-^j^J-, —— |-t-&J,^. )-X.

^^[f]:^:^rJi

•§];)-.S—"" '̂"
.̂'r

^r,p^^i^j+,^
<WP\ „.

^^ ^r/^/ ^ +&;-2 ^^
6>A^ ^r^

-i_ ( 'Y ' i 'T-t- ^' •;î̂  -+•=;/•'
/M;12„ pAri2 - w

^L^J^^'LTr,
+ "x,

^J ,^ "LTy j ,

-à^-Y , »- 1^ /1 2

^ i
'̂'•T-y

^J,^/"'

+&;-
^A'.'l2

];)-'••'-
<;An^...fej^l2

' / 1,^ .1. O1.

Dans cette égalité, chaque signe etc. remplace deux termes qui se
déduisent du terme explicitement écrit avant ce signe en permutant
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les indices i, 2, 3. L'indice i est un que lconque des indices i , 2, 3.
Les ind ices y , / , / / son t les indices r , 2, 3, pris dans un ordre quel-
conque .

Les égalités (124.) et (12.")) d o n n e n t , après suppression du fac-
teur IP <)'G2 qui , en vertu de l ' inégal i té (106), diffère de o, la première
égal i té

/ ^i
^ (0^1 4- (3-;Ti+ y&i ) Xilî, 4- etc.

(^ £
+• ̂ r^r [ ( ̂  +• P -7;» •+ y ̂  ) ̂ ;i ̂ 2 + ( y' ̂  -i- P ̂  + y ̂  ) ̂  113 ] •+- etc.

+ ̂  [(^X^+p^+y^^^^^a^+fB^^y^â)^]^!^ etc.

/}2 ̂
4, ̂ ^^ j [(a^, 4- ̂ , .4- y:2.0^,+ (a^,+ p^ +7^2) ̂ i]^

4- [ ( a ̂  4- (3;T3 "h 7^;() Xi + (c^i + (3^i + y ̂ i ) "^»] <&;, j + etc.

4, ̂  ̂ ^ ; (^^, ̂  p^ 4. y^)X(^

4,. [(^ ̂ ^ 4- p 7/ + y ̂ -) ̂ y. "h (a ̂ . 4- p ̂  + y ioy-/) ̂ -] XI, i = 0,

^Ĵ
•7^ (aA^ + p^i + y %i) ^1^1 +..... =; o,

i <)2 J
| . ^3(aXi+P7i+y^i)&ii»i+..... ==o.

Les deux autres se t i rent d 'une maniè re analogue des deux dernières
égalités (i 19).

M u l t i p l i o n s respectivement ces égalités (126) par ^, (^ X et ajou-
tons-les membre à membre en tenant compte des égalités ( i23);
nous trouvons l'égalité

(^) (^.^^^^o^^^^+^e^^

où (2) représente un carré symbol ique.
Mais la fonc t i on d iss ipa t ive £ est u n e forme quadrat ique en A ^ ,

Aa, À^ r',, Fy, r^; ses dérivées partielles du. second ordre par rapport
à ces six variables sont donc indépendantes de ces variables. Dès
lors, si Fon désigne pa r f ce que devient la forme £ lorsque aux va-



2ï4 P- HUIIEM.

riables
A^ A / A / T' T' ^/
tA^y il 3 , A;^ , A ^ , A 2 , A ^

on substitue les variables

^1, ^2, ^ (̂  <^ ^3.

on aura
^-^ _ <)2f r;2^ ̂  àH
<5A?'~^T5 ^_^,

^^^ -- ôatî àl£-. — _?!!- --̂ If — -6pf -^^ """" Î75î 7 j^^ — ̂  ̂ ^^ ? ^F/^ ̂ py — ̂  ̂ ^ '

et l 'égalité (127) dev iendra

/ <H ^ àt- - à î ^ ôi . ôi ^ ai .,, \W
^I,^^^+^^+^C,+^^+^ -o

ou bien, en vertu du théorème d'Iîiiler,

f"=o.

M^ais la fo rme £ est une f o r m e dé f in ie posit ive en À ^ A ^ A^p F'i,
r^, 1^; la fo rme f est donc une forme d é f i n i e positive en H^ ]BL, ïl;^
( i & i 5 © â » ® » » ^ l'égalité précéd,ent(k e n t r a î n e les égalités

(128) Jîli^:o, JSÎ^ == o, iiï,.} .-= o, €>i==:o, 6^ =-o, fê^ =- o.

Ces égalités ( ï28) permettent d'écrire l'égalité

3(aXi-i-p;5'i4-yfei)Iîi^ (a-X^-4- p^+ 7^2)63 + <a^^ p^+7,^3)62= 0.

En vertu de l'égalité (i23) et de l 'égalité

( aXî+(3^4~yfe l ) s +(a^ ,+ (3^+y^2) 2 +(a^4«p^+y^3) 2 ^

l'égalité précédente devient

^i^^i^+^î^
4" (a^,+ (3^-h y^, ) [(aX, + (3^ + y&O (^^4- ̂  <, -+• àiX)

"+' (a^â+ P^-+" y&â) (^â^ 4- 3"̂ , •4- fes^C)
-+. (a^, "4- (3J, 4" y^a) (^3^ + ïï^f •+• &^e)] = o.
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M.ai.s la quant i té entre [ |, égale à (îli + JPa-i-Jl;$) en. vertu des
égalités (i23), est nulle d'après les égalités (128); nous obtenons
donc la première des égalités

i x^+^y-4- ^x:=o,
( 1 2 9 ) j A^+^()+^^=O,

( A^+^(,-4-^:ïe==o.

Les deux autres égalités ( î^)) se démon t ren t d 'une manière ana-
logue.

Ces égalités (129) d o n n e n t sans peine, en tout point de la surface S,
^ r=: 0, (J == 0, 31 == 0.

Donc, au sein d'un milieu. vitreux, une onde du second ordre par rap-
port aux composantes u, e, w de la vitesse ne peut avoir une vitesse de
propagation x différente de o. Les seules ondes de cet ordre qui puissent
subsister en un tel milieu séparent constamment les deux mêmes portions
du milieu ; elfes sont alors surfaces de discontinuité pour la densité p et
pour les (fuantités N/, T^-; en outre, si le milieu est mauvais conducteur,
elles sont surfaces de discontinuité pour la température T.

Ainsi sont étendues aux, milieux vitreux doués de viscosité les pro-
positions que nous avions démontrées pour les fluides {Recherches sur
l'Hydrodynamique, î^ série, ï^ Partie, Chapitre ÏII).

De plus, pour démontrer ces propositions, nous ne nous sommes
nullernent servi des symétries particulières qui caractérisent les mi-
lieux vitreux; par exemple, en ce qui concerne les actions de visco-
sité, nous avons supposé seulement que la fonction dissipative £ était
une forme quadratique définie de A^ A,, A,, r? r,, r,, ce qui est éga-
lement vrai pour les milieux vitreux et pour les milieux cristallisés.'
Nous pouvons donc adirmer qu'a^ sein d'un milieu affecté de viscosité,
(pi il soit fluide ou solide, vitreux ou cristallisé, aucune onde ne peut se
propager. Toute onde persistante sépare indéfiniment les deux mêmes
parties du milieu. Si une telle onde est d'ordre n par rapport aux com-
posantes u, v, w de la vùesse, elle est d'ordre Çn — i) par rapport à la
densité p et aux quantités N/, T,. Par rapport à la température T, elle
est d'ordre n ou d'ordre (n — i), selon que le milieu est conducteur de la
chaleur ou qu'il est privé de conductibilité.



216 P. DUÏ-IEM.

III. — Intersection d'une onde-cloison [et de la'surface libre du milieu ( 1 ) .

Dans les mi l ieux fluides ou élastiques, qui sont doués de viscosité,
nous avons montré que les seules ondes possibles sont des ondes qui
séparent constamment les deux mêmes masses f l u i d e s ; à ces ondes,
nous donnerons le nom (Y oncles-cloisons parce que, semblables à des
cloisons étanches, elles partagent la masse fluide en cellules telles
qu'aucun échange de matière ne se produise d 'une ce l lu le à l 'autre.

Nous allons, au présent paragraphe, porter notre at tent ion sur
celles de ces ondes qui. sont du premier ordre par rapport aux com-
posantes u, 9, w de la vitesse, c'est-à-dire sur celles qu i ont été étu-
diées au paragraphe I; nous allons mettre en. évidence une impor tan te
propriété de la l igne suivant laquel le une telle onde coupe la su r face
libre qui te rmine / le mi l i eu .

Au. moyen des six quantités

N. Ny -h- Vy, Ns -h ̂  T.,, -h T^ Ty 4" Tj, Tz "4- Ts,

formons l 'équation

(i3ô) (N^-+"^)X2+(N^+^) IYS-l-(N^4-^)Zâ

4- 2 ( T ,̂-h r^ ) YZ 4- 2 ( T .̂ 4- ïy ) ZX +" 2 ( T, -h -^ ) X;Y =:: i,

qui représente, en chaque poin t du milieu et à chaque ins tan t , la
quadric/ue des pressions»

En général, la forme et l 'or ienta t ion de la q u a d r i q u o des pressions
varient d'une manière cont inue d'un point à l 'autre du milieu ; mais
cette forme et cette orientat ion varient d 'une façon brusque si l'on

"vient à traverser une onde-cloùon qui soit du premier ordre par rap-
port aux composantes u, ^, (^de la vitesse.

Soit M un po in t pris sur une onde-cloùon ; la qoadrique des pres-
sions tend vers deux formes limites distinctes Qi , Q^, selon que l'on
s'approche du point M' en demeurant du côté i de l'onde ou du
côté^2. Entre ces deux formes l imites , existe une relation. En effet ,

. . ( 1 ) Sur les ûndes-cloisons {Comptas renduf!), t, CXX.XVU, p. ^37, SécHieô du
^7 juillet tgo3).
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au point M, on doit avoir les égalités

( (N,,4~ ̂ ,)i a 4- (T, -4- T=) , |3 + (T^-h Ty), y = (N.̂ h ̂  ̂  -h (T, 4- T^ ? -4- (T,.+ ̂ 2 7.
( i3 i ) (T,,4-T,)ia+(N,+y.,)ip-l-(T.z.+Tz,)iy=(T,-hT,)2^

( (Ty4~ïy)i a 4" (T;,4- ̂ ) i p 4" (N^4- v.) i y = (Ty 4- T^ ̂  4- (T.r+ ̂ r)2 P + (N^4- ̂  y,

égalités q i i i sont le fon( , l (ymont des ra i sonnements développés au para-
graphe I.

Ces égal i tés s i g n i f i e n t (jise le plan diamétral conjugué à fa (h'reciton
(a, p, Y) de la normale à l'onde a même orientaUon dans les deux (jua-
drù/ues (imites Q,, Qa.

La normale à l 'onde ne coïncide, en général, avec un des axes pnn-
cipanx n i pour la qnadr iqoe Q ^ , n i p o u r la quadr ique Qa; d 'ai l leurs ,
si (^Ile était axe p r i n c i p a l de l 'une de ces quadriques, elle serait for-
cément, en vertu du. théorème précédent, axe pr incipal de l'autre.

Imag inons que la su r face l ib re du, m i l i e u supporte une pression
normale II; la. normale a cette surface, dirigée vers l ' intérieur du mi-
l ieu , f a i t avec les axes de coordonnées des angles dont les cosinus
seront désignés par À, p., v. Nous aurons alors, en, tout point de la
surface libre,

( :N^ + V., -- II ) 'À 4- ( Ts 4- Ts ) F. •+- ( Ty 4- Ty ) ̂  '̂  °>

( y 3?. ) . ( T,. 4- T, ) / 4- ( N^y 4- Vy — II ) [J- -î~ ( T,,, 4- T.,, ) v = o,
( Ty 4" ry ) A + ( Ï^, 4- T^ ) p 4- ( N, 4- v, -- II: ) ^ = o.

De ces égalités on peut tirer, entre autres conséquences, la propo-
sition suivante :

En chaque point de la surface libre, (a normale à cette surface trace
l'un des axes principaux de la (juadrique des pressions qiu se rapporte
à ce poinL

Con sidérons • m a i n ê . e n a n t la. ligne L, intersection de la surface libre
par une 1 onde-cloùon; de part. et d 'autre de Yonde-cloùon, la quad r ique
des pressions n'a pas, en général , ses axes principaux or ientés de la
même maniè re ; la n o r m a l e à la. surface l ibre subira donc, en général,
un changement brusque d 'or ientat ion à. la traversée de la ligne ,1.;
d'où la proposit ion suivante :

,4rut. KG. Norm., (3) , X.XHI. — MAI 1906.
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L'intersection d'une onde-cloison du premier ordre par rapport à la vi-
tesse et de la surface libre qui limite le milieu est une arête de cette der"
mère surface.

Celte arête peut, d'ailleurs, se dessiner en saillie ou en creux.

Nous avons déjà signalé (1) l 'analogie des ondes-cloisons q u i peuven t
se former au sein des f luides visqueux avec la d iv is ion en cellules que
M. H. Bénard ( 2 ) a observée au sein de l iq uides inégalement échaufÏes ;
cette analogie est complétée par le théorème précédent; en môme
temps, nous venons de reconnaître qu 'une telle division en cel lules
peut se produire au sein de tous les mil ieux affectés de viscosité,
qu ' i l s soient fluides ou solides, v i t reux ou cristal l isés; et, en efÏet , des
phénomènes analogues a ceux queM. H. Bénard a étudiés ont été obser-
vés par M. J. Cartaud (3) dans les milieux, v i s q u e u x les plus divers.

On remarquera que les p ropos i t ions développées en ce Chapitre et
dans le Chapitre précédent permet t ra ient de reprendre, au sujet des
mi l i eux élastiques, tout ce que nous avons dit de la propagation des
quasi-ondes au sein des f lu ides ( / <) .

CHAPITRE III.
CONTINUITÉ 1)15 L'ÉTAT LIQUIDE ET DE L'ÉTAT VITREUX.

Que f a u t - i l entendre en disant qu 'un solide v i t reux , sans être très
compressible, est très aisément dé formable? Nous donnerons à ces
mots le sens suivant :

Les propriétés du milieu pris dans un état autre que l'état initial

( l ) Rcchercfiefî ,sur l 'HjdrocfynamuflUî) '^' hn'iic, Conclusion (Â'rw.das de la Faculté
des Sciences de Toulouse, %<" série, i. IV, 190^,

( v ' ) II. BENAIU), Joui'tud de I^tf^iffUfî, y/" série, t. IX., H)OO, p. 3 i 3 ^ l. X., 'H^H, p- ^/j,
(•'î) JUcww ^éncr/ile dc^ Scie/tcrs, i/j*' année, i()o3, IL ï i / î .
( 4 ) licclusrcheff sur l'lîydrodfn«mî(fiuSf 21' Partie {An/udeK de la Faculté dan Sciences

de Toidowe, 2" sorie, t, V, njo^).
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changent notablement sU'on vient à changer la densité en chaque point ;
mais, si l'on déforme les divers éléments sans en changer la densité, les
propriétés du milieu varient extrêmement peu,

Suivons les conséquences de cette dé f in i t ion .
Les propriétés stat iques du mi l ieu sont e n t i è r e m e n t définies par h

forme de son potentiel interne; la connaissance de cette forme ne suffi t :
p lus pour f ixer les propriétés dynamiques du mi l i eu : il f au t y j o i n d r e
la forme de la fonction dissipatwe.

La forme d u potent iel i n t e r n e dépend de deux fonct ions, les fonc-
t ions <ï> et W comme l 'enseigne l'égalité (/p) de la première Partie.
Suivons, en chacune de ces deux fonc t ions , l ' inf luence de notre défi-
ni ( ion .

La fonct ion <I> dépend, en général, de la température T et des trois
q u a n t i t é s J , , J ^ , ,L(. Si un changement de forme de l 'é lément a u q u e l
(d ie se rappor te devait la laisser r igoureusement inva r i ab le lorsqu'il
n ' en t r a îne a u c u n changement de tempéra ture ni de densité, la gran-
deur <!> serait u n e f o n c t i o n des seules variables p et T; notre définition
exige donc ( { d e la fonction <I> soit de la, forme

033) ^=Ç(p,T)+ï(T,J,,J,,J,),

la fonctton ^Çp/ï) ayant une valeur notable, tandis que la fonction
^(T, .1 .1 , ,L, J;^) a une valeur extrêmement petite.

Considérons main tenant la fonction W, dont dépend l'action mu-
tuelle de deux éléments; nous avons énuméré en (43) de la première
Partie les éléments dont cette fonct ion peut dépendre. Si elle devait
demeurer rigoureusement invariable .dans toute modification qui
d é f o r m e les deux é léments sans altérer n i l eu r densité, n i leur posi-
tion relat ive, elle ne pou r r a i t dépendre que des densités p et p' des
deux éléments et de leur distance mutuelle r; on aurai t alors

^•^(p^r).

D'après notre dé f in i t ion , cette égalité ne doit être qu 'une égalité
approchée et l'on doit avoir

(.i34) ^^(p.p7,/-)^^
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la fonction^ ayant une valeur notable, tandis que lu fonction y^, qui peut
dépendre de tous les éléments énumerés en (43) de la première Partie, a
toujours une très petite mileur.

D'après les égalités (4i) de la première Partie, (i33) et^r^), le
potentiel interne du système s'exprimera par l'égalité

(i35) ^=: ( ? ( p , T) dm ^ ^ ( ( 'Hp^, r ) dm dm'

-+- ^ 9(T, Ji, Ja, J;$) dm -1- ^ ^ j % dm dm'.

Les termes de la seconde ligne ont, en toute circonstance, des valseurs
très petites. Les termes de la, première liffne, (fui seuls ont des valeurs
notables, reproduisent le potentiel interne, d'une masse fluide. Ici (joe le
présente l'égalité C6G) (Je la pnunière Partie (le nos liec/ierc/tes sur
i' Efydrodynamù/ue.

Dès lors, il est bien évident, sans aucun ealeni, que les milieux.
étudiés vont nous redonner? mais à t i tre de lois approchées, toutes les
propositions qui découlaient rigoureusement, pour les fluides, de la
seule forme de leur potentiel interne.

Si, comme nous l'avons f a i t en la première Partie de nos lieckerc/ies
sur l'Hydrodynamique [égalités (67) et (7^)], nous posons

(i36) i^/^^'""'-
("-^-•î'-r-A,

nous courons les ÉGALITÉS AI» PROCHSÎES

W)
\ N^=N^N—11,
\ T, :^T^=rT, :::::: o.

Si nous comparons en par t i cu l i e r ces égalités aux égalités (3) de
la première Parlie de ces Recherches sur l'Elasticité, qu i ( î o n v i e n n e n t a
un mi l ieu , peu. écarté de l'état i n i t i a l , nous parvenons au tliédrème
suivant :

En un milieu très aisément déforrnable (fui est peu écarté de son état
initial, la fonction M (T) a des valeurs très petites par rapport aux valeurs
^A(T)/
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Examinons ma in t enan t la forme qu ' i l convient d 'at t r ibuer à la
fonct ion diss ipat ive en un mil ieu, très aisément déformable.

Si les propriétés du mi l i eu é ta ient absolument indépendan tes de la
déformat ion sub ie par chaque élément, mais seulement de la var ia t ion
de densi lé à p a r t i r de l 'é ta t i n i t i a l , la va l eu r de la fonct ion d i ss ipa t ive
devrai! rester abso lumen t la même quel, que soit le t r iedre trirectangle
don t les arêtes sont les t rois axes p r inc ipaux de di la ta t ion de l 'élément
considéré. Sa forme se dé terminera i t alors par les raisonnements que
nous avons su iv i s au. Chapi t re I, § I I - d e la première Partie de ces
Recherches sur i1 Elasticité. Cette forme, a n a l o g u e à la forme (17) de
cette première Part ie, serait

i -:,:: ̂ r) ( \}\ + j)^ + s:̂  y

• + ̂ Ĵll ( l)^ + l)^ + l)̂  + a Gi2 + a (^ 4- 2 G^ ).

Mais les propriétés du mi l ieu éprouvent une va r i a t ion non n u l l e ,
bien q u e très fa ib le , dans u n e déformat ion q u i laisse invar iab les la
t empéra tu re et la d e n s i t é ; l 'égalité précédente do i t donc êt re non pas
r igoureuse , mais approchée; en toute r igueur , la fonction dùsipaiive
doit sobicnir en posant

038) ^= ̂ ll^'^^^W.Y

+ ̂ 12 ( :|)̂  ̂  l)̂  +1)^ + ̂  G'^ + 2 (^ + 2 (^ ) + f.

f est une expression donnée par une égalité de même forme que l'éga-
lité (74), de la première Partie, mais dont la valeur est toujours très
petite.

Dire que les propriétés du m i l i e u changent très peu lorsque l'on
déforme les d ivers é léments sans en changer la densité, ni. la tempé-
rature, c'est év idemment supposer, comme nous venons de le faire,
que la va leur de la fonct ion dissipative à l ' instant t dépend de la tem-
pérature e t . de la densité de chaque élément à cet instant , rn.ais.est
presque indépendante de la déformation de l'élément. Ce n'est pas
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forcément admettre que le travail de viscosité dans le temps dt est,
sensiblement nul si la modification du système pendant ce temps ne
fait point changer la densité de divers éléments. On conçoit que l 'on
puisse faire la première hypothèse sans fa i re la seconde; en d'autres
termes, on conçoit que £ puisse prendre la forme Ci 38) sans que la f onc-
tion p.(p, T) soit négligeable devant À (p ,T ) ,

Ainsi un milieu solide, vitreux, très déformable, mais non très com-
pressible, obéit, appfox'imativement aux lois qu il est cl''usage d! adrneKre
en un liquide visqueux. Le liquide visqueux représente la forme limite
d'un tel milieu très déformable.

Cette manière de voir concorde avec celle à l a q u e l l e les expérimen-
tateurs sont condui ts par des recherches do diverses natures.

On soupçonnait depuis longtemps et l'on sait, a u j o u r d ' h u i d ' u n e
manière certaine, grâce sur tout aux travaux de M'. Tammann, que
beaucoup de corps, l iqu ides et peu visqueux à une certaine tempéra-
ture, deviennent de plus en plus visqueux lorsque la température
s'abaisse, et se t ransforment f ina lement en solides vitreux. Celte
continuité entre l'état liquide et l'état vitreux sera parfa i temen k conforme
aux formules précédentes, si l'on suppose que les fondions ç, •/, f,
très petites lorsque la température a une valeur suffisamment élevée,
augmentent et prennent des valeurs très notables lorsque la tempé-
rature s^abaisse à un certain degré.

Un corps dont chaque élément est supposé dans un état entièrement
défini par la connaissance de la densité p et de la température T est un
corps isotrope par dé finition; donc, un fluide proprement dit et anisotrope
serait un non-sens. I l n'en est pas de même pour un corps vitreux très
aisément déformable; ce corps est forcément isotrope dans l 'état in i -
tial; mais, lorsqu'il a été déformé, il n'est plus forcément isotrope; i l
peut agir sur la lumière comme un corps doué d'une faible b i r é f r i n -
gence. Or, les recherches de Maxwell et d'une foule d'autres expéri-
mentateurs ont mis cette vérité hors de contestation : Lorsqu'un
l iquide, même très peu visqueux, est en mouvement, il est biréfrin-
gent. La biréfringence des liquides en mouvement s'accorde donc
avec les théories développées au présent Chapitre.

Nous venons de montrer comment l'état l iquide pouvait être regardé
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comme l'état limite d'un milieu solide, vitreux, très aisément défor-
mable. De la même manière, en prenant pour point de départ un
milieu cm/A, dont l'état initial est homogène, niais non isotrope,
nous pourrions traiter du Milieu cristallin très aimeni dé/omaUe;
nous serions ainsi conduits, par une voie théorique, à la notion de
cristaux fluides, à laquelle M. Lehmann a été conduit expérimenta-
lement. Cette notion de cristaux fluides apparaît, au contraire, comme
un non-sens au point de vue de la théorie rigoureuse du fluide, où
chaque élément, entièrement défini par sa température et sa densité,
est toujours et essentiellement isotrope.


