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RECHERCHES SUR L’ELASTICITE.

Par M. P. DUHEM.

—HE———

QUATRIEME PARTIE.

PROPRIETES GENERALES DES ONDES DANS LES MILIEUX VISQUEUX ET NON VISQUEUX.

CHAPITRE L

THEORIE GENERALE DE LA PROPAGATION DES ONDES AU SEIN DES MILIEUX
DENURES DE VISCOSITE.

I. -~ Quelques lemmes de Cinématique.

Lorsque nous aurons i étudier la propagation d’une onde au sein
Q’un milieu ¢lastique, nous aurons & rapporter cette onde tantot au
milicu pris dans son état primitif, ¢’est-a-dire & Pespace des a, b, ¢,
tantot au milicu déformeé, ¢’est-a-dire a I'espace des @, y, =.

Dans le premier cas, nous désignerons par X la surface d’onde
tracée dans Pespace des a, b, ¢; par {, m, n les cosinus directeurs de
la demi-normale & cette surface, cette demi-normale étant orientée
de la région que nous nommerons 2 & la région que nous nomme-
rons 1; par 9% la viesse de propagation de l'onde X, rapportée a 'espace
des a, b, ¢, et comptée positivement dans la direction de la demi-normale
({, m, n).

Dans le second cas, nous désignerons par S la surface d’onde,
par «, B, v les cosinus directeurs de la demi-normale a la surface S,
orientée de la région 2 & la région 15 par W la vitesse de propagation de
Uonde rapportée a lespace des @, y, 5, el complée positivement suipant
la direction de la demi-normale (o, 3, v)-

Entre les cosinus o, f, v et les cosinus 4, m, n existent des rela-

Ann. Fe. Norm., (3), XX — AviiL 1go6. 22



170 P. DUHEM.
tions fort simples, données par Hugoniot. On peut écrire, en effet
[ Recherches sur UHydrodynamique, 1™ série, deuxieme Partie, Cha-
pitre TV, § 3, égalités (244) et (245)],

da l+i)—b—m+££n-_lxj,
Jx dx oa
Joa, ob oo i
(1) oy b+ dy e Dy n=Kg,
da b e
-()—S-l-{'—;)znl—f-';)'zll—}(/,

K étant une quantité qui differe de zéro et qui varie selon le point que
on considere sur la surface £ ou sur la surface S.
dx Jdy Js . .
Ces relations, respectivement multipliées par = OY 22 ajoutees
da’ da’ Ju !

membre i membre, donnentla premiere relation d’un nouveau groupe;
ce nouveau groupe est

A dy dz !
PR AT A &

(2) ((-)la—k—()/[’-ki)-:—y:tﬂ:
\ Ob b b k

0F7 dy )z n

%a+l)cﬁ dac!T K

En méme temps, les deux vitesses 96 et ¥ seront lices par 'égalité

| Recherches sur I Hydrodynamique, 1'¢ série, deuxitme Partie, éga-

lité (250)]

)E o, aC\Z D%
3 (11——,1—1-'-~‘»-~'-3 = e
(3) X “ P ot Y K*’

qui est due également & Hugoniot.

La quantit¢ K, qui h'ruw dans ces diverses formules, est suscep-
tible de deux expressions différentes et équivalentes; les égalités (1),
en effet, donnent

/s 'ﬁ(l_ ab de \*
(4) (\ o b ox " -+ Jx '
e Jdb de \*?
L = m - =L n
dy dy Dy
da ()/) ()(' 2
{ 1) — K?
~+- (),_ %— ()q /z> K2,
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tandis que les égalités (2) permettent d’écrire
dx dz \?
(5a=+ e+ 57)
dx Y
0 ()b e+ ab 7
dx ()y (L i >2_ I
- (r)c e P+ oe?) = K

Considérons une onde qui, dans I'espace des a, b, ¢, soit du second
ordre par rapport a U'élongation (5. 1, {). En chaque point de la sur-

(5)

face X il existe un vecteur (7, ¢, 3¢) tel que 'on ait
O . AN z "0
M()(I.z‘ 1-——-lr9, _’I)_([,—(}T)‘ 1....[/”.-’, ceey L) j'
. ) . S d*n ) d*1
= [2(; —_— = 1 —_— | =
(6) dat ’ B4, dadb |, b G, ’ [ oL? ] e
0L ) M0 )2 "L
== [27C — | =Im3J — | =%
da* |, frae dadb |, lm 3¢, ’ e’ = e,

Le vecteur {4, ¢, 3¢) est la perturbation d’élongation, rapportée a
Uespace des a, b, ¢, et propagée par Ponde X

La surface S sera nécessairement, dans 'espace des @, y, z, unc
onde du second ordre par rapport a I'élongation (%, 1, ). En chaque
point de la surface S il existera un vecteur (@, W, X)) tel que I'on ait

CO*E ) e )2 0*E)?
=P, — | = afd . — | =md
_da? | = Ldxdy |, e Lo ], ’
, PEEE - Jtq |2 aur WERE e
— 2\ |-~ — . — | =nY
(7) | dat ], x W, dzdy |, we ’ L 0 |, ¢

VHaE ) b HANE . 0L 2 .,

_— ] = o — | = af5]} . e =nX

duat | X, Loz dy |, X, Loe® |,

Le vecteur (@, W, X) est la perturbation d’élongation, rapportée a
Uespace des x, y, =, et propagée par I’onde S.
Il est facile de trouver les relations qui existent, entre le vecteur
(, ¢, 5¢) relatif & un point de la surface X et le vecteur (@, W, X),
relatif au point correspondant de la surface S.
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On a, en effet,

d dx 0 [dx\ da 0 ().r> db  J [dx\ dc
dz da ~ da W>W+% 9a) dw " 9c\oa ) oz

ou bien, en vertu des égalités (2) de la premiére Partic de ces
Recherches sur I’ Elasticilée,
0 dx _ 0* da 02t db - d*E de
dz da ~ da* dxr  Jadb dx  dadc Jx
Cette égalité, jointe aux égalités (1) et (6), donne la premicre des

relations

[0 o0r? ' el "0 dx|? i 0 ) s r
3. A, == o bef - = lr‘ — — o “ /f‘-p
)z da |, it Ay ’)’1,‘, KR, [_(); ()(1_11' Ryl
i x| * . S RE
s =Kamd, cee o 0 == Kand, R
(8) L da Db || A de |,
' C 0 dyv)?
— —— | = RKallf ce
e da |, Ko, ’
0 ds|*
L I =Kl
| dx da |, “

Considérons maintenant Uidentitd

D2 0E dx 0F dy 4 ¢ 0z
da ~ dr da ' dy da 0z da

et différentions-en les deux membres par rapport i ; nous trouvons

identite

e da 0*E adb D de
da* d.x oadb da + dade dx

0¥ o 0*¢ dJy 0?0z + Ve 0 Ox N JE d dy I0E J OIs
T 0ax? da da dy da dx 0z da. ~ Jdar dax da Jdy dx da Jz da du
Mais les égalités (1) de la premicre Parlie de ces Recherches sur

U’ Elasticié donnent

% _,_de U da 05 Oa
Je oz’ Jdy — dy - Uz
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I’identité précédente devient done
D*E da D% Jb D& de 0 ox
_;’ ——— _i.... > — + - ——— eEwEn  ym———  pm—
da* J.r da Qb da Jc J.x dx da

__ Loz L dy 9z {)_:_(()((, ddxr da d Jdv  Jda 9 0z
Cdxrda dxdy da  dw s >

Oz dz da " Jy 9z da 9z 9z da

da

Scelon les égalités ( ). (6), ( ) et (8), cette identité donne, en tout
point de la bUI’[dC(; X, la premicre des égalités

da - da da )
P - 5 (6 - 3¢
p (() P
. e 5 b f)_/f
(9) IW]\() '+()l i l-().:::m’

e de de
= K2 o F o o= () — TC ).
X=K* (M B - A F s 76>

Les deux autres s’obtiennent d’une maniere analogue.

.. . ).:c ()u dx
M;ll“,l])ll()llﬁ 1"(%51)(:(:lecm(.‘nL ces (‘“leltb% pdl‘
e’ 00’ de

membre & membre les résullats obtenus; nous trouvons la premicre

et ajoutons

des égalités

. 1 [d dr . dr
T N B e e P X
S K* (()a ® + Jdb : de }\/)’
, 1 [y W 9\
(10) i K* <()// ¢+ Jdb s Jdc X}’

1 /03 Js s
PR 1]
‘ =5 (.I)ﬂ ® -5 db Ve dJdc X>'

Les deux autres s’obtiennent de méme.

Multiplions respectivement les égalités (g) par £, m, n et ajoutons-
les membre & membre en tenant compte des égalités (1); nous trou-
vons la relation

(11) (D 4+ mW 4+ nX =K (af +B§-+yTC).

Nous aurions trouvé la méme relation en multipliant respective-
ment les ¢galités (10) par «, , v, en ajoutant membre & membre les

résultats obtenus et en tenant u)mpu' des égalités (2).

I
Pmpusmxs nous de former ()
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Nous avons

oM 2w 9 Jdx B I dx d® J Jdx
Iz dx dx Oa “0x 0x 0b “0x 0z Je
()'(-)—d' )()b ()-(-)-—(;
0™ J 9Jv 0w 9 dy a0 9d Jdy
0 9xda T oy ds b ~Jy 9& do
0B 0 0z dD 9 0s Ih Jd s
T 70z 0z da 0z dw 0b IERTRY
da ab Jdc
. l)(y, 5) 0 dx l)(y, z5) d dr  D(ry,3) o
= D(b,¢) dzr da " Dic, @) dx db " Dia, b) dz dc
+ D(z,2) 0 dy  D(s,2) J Jvr N D(s, .x) ,() dy
D(b,¢) dx 0da D(c, @) dx b D(a, b) dx dc
D(x, y) 0 0s D(r, y) 0 03 D(x,v) 0 0=
Db, ¢) 9z da D, @) dw db " Dia, b) dr de

Selon les égalités (26) de la premivre Partic de ces Recherches sur

P. DUHEM.

U Elasticité, cotte égalité devient

J da d dx  Jdb Jd Qi de d ox
L — W AR A A T A A A
ox dx ox Jdua ox 0z Ob ox Jx Je
+()a d dv b 0 dy dc J dy
dz 0r da dx 0z Jb o dax Je
w8008 0000 do o ory
0z or da or dz ob T ow or 9¢)

Les égalités (8) et (1) donnent alors la premicre des égalités

ik
|%

LQ‘_”] = K2 (aF + B+ yIC) 7.
! 1

\,'Q» Q,I\'

J =KW (a3 +pG+ ) a,

K20 (af + BG +y9C) [

(12)

Js

Les deux autres s’¢tablissent d’une manitre analogue.
En vertu de I'égalité (1), ces égalités peuvent encore s’éerire

oWk
(13) 5] = o )
) 1
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Nous avons
0B Jd® dxr D dy 0D s

Ja = 9r 9a T oy 9a T 0z da’

Cette égalité, jointe aux égalités (12) et (2), donne la premiére des
égalités

IDICEE - ,

Ja l__K(s,)(a,v + BG4+ yI),

fom7): P )
(14) 0| K®(ad+ 3¢+ yIC)m,

IO 2-K(D § G o y3e

,.Tclxv D (aF -+ BG + yIC)n.

Les deux autres s’¢tablissent d’une maniére analogue.
En vertu de I'égalité (11), ces égalités peuvent encore s’écrire

% D0 .
L()” ] = %(1‘[’+1}L‘IF+ILX)I,
1

Jda

(13)

I’équation de continuité
p® = p,

nous montre que les surfaces X et S sont, en général, ondes du pre-
mier ordre pour la densité g. On a done

L o) _, Npa—pi) _, Ups—p) _,
(16) ga R, ) =R m, 9o =& n,

)( 9 == fJ
( 17 ) (wf;):l;_f".) == ] o,

D(pa—p1) _ d(p2—p1) _
T oy =PB, 03 =Py,

les égalités (16) se rapportant & un point de la surface X et les éga-
lités (17) & un point de la surface S.
[’équation de continuité donne

dp _ py OB

da W da’

relation qui, jointe & la premiére égalité (14) et & la premikre éga-
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lité (16), donne

(18) m.:~%§g(aj+ﬁgj,+7,c)

ou bien, en vertu de I'égalité (11),

(19) R :———-P'—‘(l<1)+ln‘lf+n‘()

L’équation de continuité donne aussi

Jp TR

dr T B U
relation qui, jointe & la premiere (”ralil(': (12) et a la premiére ¢ga-
lité (17), donne

Kep,
(20) P m P (o o G )

ou bien, en vertu de Iégalité (r1),

(21) l’r:—-(ri:")(l(l'—k//z,'l’ -+ nX).
La comparaison des égalités (18) et (20), ou bien des égalités (19)
et (21), donne

(22) P=Ka.

La condition pour qu’une onde, du sccond ordre par rapport aux
composantes %, 7, {de I'¢longation, soit d’ordre supéricur au premier
pour la densité g s’exprime alors indifféremment par l'une ou autre
des relations, équivalentes entre elles,

(23) a4 p( A4y =o,
(24) (D mW 4 nX =0

Ces relations n’expriment nullement que la perturbation d’elonga-
tion. propagée par Ponde soit transversale ni dans le milieu primitif,
ce qu’exprimerait I'égalité

(23 bis) (F 4 m{ + n3=o0,
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ni dans le milieu déformé, ce qu'exprimerait I'égalité
(24 bis) a® + LT 4+ yX =o.

Considérons les composantes u, ¢, w de la vitesse d’un point maté-
ricl; on peut les exprimer cn fonctions de a, b, ¢, ¢ ou bien en fone-
tions de x, y, =, ¢. Dans le premier cas, on a

_0E(a, by e, t) ( on(a, b, c, t) o oC(a, b, c, t)
— -2y S ——— p—_ o 7 7 7 .

25
(25) it ot Ji

La surface X étant, dans U'espace des (a, b, ¢), une onde du second
ordre pour I'élongation (£, 7, ), est onde du premier ordre pour la
vitesse (u, ¢, w). Soient v, ©, @ les composantes de la perturbation de
vilesse que propage celte onde; nous aurons, en tout point de la sur-
face X,

X Du)? Ak dulr . Ak
af] == A0 B e | = R0V — | = —=J%¢
(26) (){(]1 0, [()/J,L mo, [()0]1 nuv, [_06]1 GV

et des ¢galités analogues concernant ¢ et w. Les ¢galités (6), (25)
et (26) donnent alors

(27) V= 0%, W =—0%G, W =— k.

Dans le miliew primitf, Uonde X propage une perturbation d’élonga-
tion et une perturbation de vitesse orientées suivant la méme ligne.

Dans I'espace des (z, y, =), la surface S est onde du premier ordre
par rapport aux composantes u, ¢, w de la vitesse; si 'on désigne
par U, V, W les composantes de la perwurbation de vitesse qu’elle pro-
page, on aura

et des ¢galités analogues concernant ¢ et w.
D’autre part, la premiére égalité (25) donne
du _ 0% a0 0b 0 0o
dx ~ dadt Jxr = Jdbot dx  dcdt Iz
Ann. Le. Norm., (3), XXIIl. — AvriL 1906. 23
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Cette égalité, jointe aux égalités (6) et (x), donne I'égalité

Ju = Kadof.
Jdx ]y

Celle-ci, comparée A la premiére des égalités (28), donne la pre-
miere des égalités
(29) U=—KX3, V=—K(, W = — K9t 7C.

Les deux autres s’obtiennent d’une maniére analogue.

Dans le milieu déformé, londe S propage une perturbation de vilesse
que est paralléle a la perturbation correspondanie d ‘dlongation que pro-
page Uonde X dans le milicw primutif et, partant, a la perturbation de

Al ) 2 2l . el s 2} l)‘ Zl z] \1 ‘
nilesse que propage celle méme onde X (1).

Les egalités (18) et (20), jointes aux égalités (29), permettent
d’écrire

‘o P e BV 4=y W
(18 bis) i ,»)G(L)(aU - BV 47 W),
o . Kp, 7o -
(20 bis) | L o5 (U4 BV +-yW).

Pour qu’une onde du second ordre par rapport aux composantes £, ¢
de Uclongation sou, par rapport & la densité g, d’ordre supérieur au
premier (f=o0, P =0), i faut que lon ait

(30) U+ pfV4+-9yWe=o

ou, en d'autres termes, que celle onde soul, dans le miliew déformd,
lransversale par rapport aur composantes u, ¢, v de la vitesse; et cela
suffit si la vitesse 3% avee laquelle la surface d’onde se propage dans le
milieu primiti/ n'est pas égale @ z¢ro.

Si, dans la premicre Partic de ces Recherches sur I’ lasticité, on con-

(1) Sur la propagation des ondes dans un miliew parfaitement dlastique affecté de
déformations finies ( Comptes rendus, t. CXXXVI, 8 juin 1903, p. 1379).
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sidere les égalités (2) et (8), on obtient sans peine I'égalité

0 _ 0z 0 dy 0 0y 05 0 0
dr  da dx Jda - da dx Jda + da dx da’

Celle égalité, jointe aux égalités (8), permet d’écrire, en tout point
de I'onde,

|G | = wet(Gi - S o),
Posons
A GEr e G e,
(50 B G e G,
oot 2

et I'égalité précédente deviendra la premiére des égalités (1)

_(); = KalA, J))/]l.h- K{BIA, KE l-—— Koy ds
e 12
e, = Kaml, R
de |,
ul)@:;.» ? - 1
o = Kean(, ceey
dx |,y
2) < Rk 0 Inl’ g
o Ka(nB 4+ mC), l /1J =K@ (nB + m(), [?;'] =Ky(nB+ mC),
oz |, _dy S
A v
_,{)‘;._l__l\a(l(, - nA), L
-
I ' o K a(mA + (B),
dx |,

Les autres égalités (32) s’établissent comme la premitre.
Les égalités (31) nous donnent les expressions des quantités A, B,

(1) Ces 6galités ont 616 donndes dans le cours que nous avons professé en 19o1-19o2 4
la Faculté des Sciences de Bordeaux. M. Hadamard, qui les avait obtenues de son cdlé,
les a publibes en 1903 dans ses Lecons sur la propagation des ondes et les équations de

UHydrodynamique, p. »49.
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C en fonctions des quantités &, ¢, se; parfois nous aurons besoin
d’exprimer les mémes quantités A, B, C en fonctions des grandeurs @,
U ¢t X; nous y parviendrons de la manitre suivante :

. premibre égalité (31), jointe aux égalités (10), donne

x| [Ox\? dy\? 05 \? de dx  dy dy 035 ds\
KA = [(az) + (az) - (75) ]“’* (77 06+ 04 95 va o) "

(Qr de Oy dy 0z ():> X,

da 0¢ " 0a de " a de
Moyennant les égalités (1) et (8) de la premitre Partie de ces
Recherches sur UElasticité, cette égalité devient la premibre des éga-
lités ‘
K2A = (1 +26) 0+ 7,0+ 4, X,
(33) CKEB =, @ - (1 28,) W 4 7 X,
' K2C =, @ - W - (1 +4-2¢4) X,

Les deux autres s’obtiennent d’'une manicre analogue.

II. — Propagation d'une onde au sein d'un milieu dénué de viscosité.
Composantes de 1'élongation rapportées au milieu primitif.

Passons maintenant & des considérations dynamiques.

Pour ne pas les compliquer outre mesure, nous ne garderons pas
ici toute la généralité qu’avaient Ies formules établies en la premitre
Partic de ces Recherches. Nous admeltrons, aussi bien au cours du
présent Chapitre qu’au cours du Chapitre suivant, que chaque masse
élementaire est sownise sculement & une action extérieure nesytonicnne ;
nous désignerons par X,, Y,, Z, les composantes du champ et nous
supposerons ces quantités continues ainsi que leurs dérivées par-
ticlles des divers ordres.

En second lieu, au présent Chapitre, nous supposerons le milicu dénué
de viscosili.

En revanche, dans les considérations que la premicre Partie de ces
Recherches a développées, nous introduirons une généralisation; cette
généralisation, sans compliquer les calculs, augmentera heaucoup la
portée des résultats.



RECHERCIES SUR L’ELASTICITE. 191

Nous avons supposé, en la premitre Partie de ces Recherches, que
les déformations du milieu étaient rapportées & un état initial homo-
gtne et isotrope; la possibilité de rapporter I'état actuel du milieu & un
tel état initial définit le milieu vizreux. Au présent Chapitre, nous
admettrons encore que I'état initial (@, b, ¢) auquel nous rapportons
les déformations soit homogéne, mais nous ne supposerons plus qu’il
soit forcément tsotrope; en d’autres termes, nous admettrons que le
milicu ¢tudié puisse étre soit un milieu vireuz, soit un milieu cris-
tallise.

Si nous passons en revue les raisonnements développés dans notre
premiere Parlie, nous verrons que, pour un milieu vitreux soumis
exclusivement & des actions extéricures newtoniennes et dénué de
viscosité, 'isotropie de I’état initial n’a été invoquée que trois fois :

Une premicre fois, en passant des égalités (45) aux égalités (45 bis)
de la premitre Partie, pour d(:l(:rmmer de quelle manitre e, e,, ¢,,
Sis &ur &y dependent de g, ey, g4y 7, Yas Ty AU préscnt Chapitre, nous
ferons exclusivement usage des égalités (45) de la premiere Partie.

Une seconde fois, en passant (]Ob égalités (85) aux égalités (85 bis)
de la premiere Partie, pour (1(*((‘rmm(‘r de quelle manicre ¢y, e,, e,
g1y 8, gy dépendent de g, €y, €4, vy, Y2r a3 @u présent G hdplll‘ nous
ferons exclusivement usage des égalités (85) de la premitre Partie.

Une troisieme fois, enfin, dans '¢tude de la propagation de la cha-
leur par conductibilité, lorsque nous avons admis que les trois quan-
tites £,, £y, k£, ¢crites en Iégalité (8¢) de la premicre Partic étaient
les trois déterminations £(T, oy, 0,5, 54), £(T, 5, 53,3, ), (T, 05,0,,7,)
d’une méme fonction £(7T, o, o/, 5”); mais les formules qui suivent
celte égalité (89) ont une forme indépendante de cette hypotheses;
nous pourrons donc en faire usage.

Les ¢galités (82) de la premitre Partie et (6) du présent Chapitre

nous enscignent que 'on a, en tout point de 'onde,

ON.
O

JT.
Jdy

JaT,

2 +—0—-> +pdLF =o,

; aT, oN aT,
(34) </)1, 7)3/1 dz > PTG =o,
JIT. ON,

JT, w9
Jx

dy

fi+—-——> —+ p LRI =o.

Jz
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Proposons-nous de former la quantité

“ON, 0T,  OT,7?
—_— + — + — .
dx dy Js |,

Les quantités N,, T, sont données par les égalités (62) de la pre-
mikre Partie oli, sclon les égalités (61) de Ia méme Partie, les quan-
tités ¢;, G; doivent étre réduites & e;, g,

Nous aurons alors

ON, 0T, OT,

(33) gz Ty T THt e
avee
(36) 9y = Neop  Ts0p Ty dp

p 0z p dy  p 05

N\ 2 o ” ]
(37) %Tfpg 6‘1[ _Q_‘ <i)i> + J Odx gy+ J dx Js

;)j; da Ja Js da det_

ol 2 < Pz\* 0 dxdy 0 dx 3]
I oz \0dob dy 06 9b " 0dz 9b Jb |

e | (2N 9 9xdy 0 dxdsT
AT dy dc d¢ ' 05 d¢ de
0 dxdx D dxdy " d dx Js

L . da db Je a dy db dc " 03 db oc

N J dz dx - Jd dx dy J Ox Js7]

Jdx dc Jb Jdy dc 06 9z e Jb

L[ 2 0wx 0 dwdy 0 oros
& Jdx dc da ~ Jdy de da 05 0e da

J dx dx J Oz dy 0 dx ds”

Jz 0a 96 T 0y da 06 " 0z da e

—— o— — PR ._{... Pt

— o J dz dx + J dx Jy d Jdx sz
b3 dz da db  Jdy da db " 0z da Jb

9 9z dx 9 9= dy 9 dx 0s
9z 0b da "~ dy 96 da 03 96 da ||’
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R N dx 0k 0y O\ | 05 0\ dx de,
“03—‘02)‘% <<_)E a§+(7(‘u)y da 0z >()a ok
L (929 oy 030 de
96 ox 969y T 9 0= 7
L dz ) Jy Il ()d 02\ dx dey
de dz e dy "9 0s 7 Ok
. (Jz Ik dy g)l Js Ji ()7 dx <().7: dh  dy dl. . Jz 013\ dx | dg
\gsoeTasay T a69:) e T e ae T s ay T 96 03) 06 | i
SR B0 2dyae  de dy 0z 21) 05 0
L\d¢ dx ~ de dy MR da de ~ dady  dads ) de | dk
" ‘({).ﬁ Jh i Jdv Ok r)d Jdh dxz dh  dy dh . 95 0L\ 0z ] (),g'g(
\da dz " dady " a0z ()/) 96 9z T 00 dy b 0s)da ] on
(2 ==&y, €2y €3, Y15 V2> 73)»
gl (2008 0T dy 0T 02y o 0
‘J"“"P( Dz dd " dy da " 03 da) da O
(Y 0x 0T dy | IT 05 dz ey
" \ow oo 0y 067 03 96) 96 ov
IT ox JaT dy _d T s dx dey
P\ 0w e T ay ve T a5 ¢ ) de o
Moz Jroy JMosyds Moz JTy | JT0)0) o
" oz db 7 ay o6 "oz ()b) Je  \dx dc ~ dy de 05 dc ) db | IT
(0T 0w JT oy  IT 0= ()r dY oz  dT dy  IT ()..> ()z] &2
1\ oz 0¢ T oy oc T 9z e Jx de ~ dy da " ds da) dc | 9T
L[(oron  oray  IT 05\ de <5)£ dz T Jy T ﬁ) 0z dgs |,
N\ 0a T oy va T Uz oa) 95 " oz 95 dy 0b " 05 db) da | IT |
On peut éerire
"ON T, ol e T
o) |G G+ G| = Tedt Leadi + el + [oT:

Les égalités (36) et (12) donnent, en remarquant que p® = p,

(hr)

[0]} =— K*[aNg-+ BT +7Ty) (2F + PG+ 7).
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Les égalités (37), (8) et (2) donnent

(42) [oa]i=ple,E+esm?+en*+24 mn—+2gynl -+ 2g3l/n)j

+K l() n) +cn()T
PLO ag Tem g T %" e

" Jx dx da l()m . l)r - m()r;)"l
& m() +n()b T ﬂ—()—aﬁ%_ Je & b ot

x (aF + BG + y50).

D’ailleurs, les égalités (2), jointes aux égalités (62) de la premicre
Partie de ces Recherches, donnent I'égalité

K(oNy~+ pT:+yTy)
dx
Jdb e
b y712 gff -+ n {)LI/.‘ o I (2_71. e li)‘-)_" ]~ [ (_)C =170 (..),'.{i vl.
P\ e o6 ) 5\ " ba oc 4\ 0b da)

Les égalités (41) et (42) se réunissent done en une scule; posons

[ dx dx
=p ell ey m ~— +eyn

(43) Q=— (e, 0+ e,m*~ ezn* - 2g,mn -+ 2 gognl - 2 gy lm)
et nous aurons simplement
(44) [o )i+ [9:]i=—pQ7

Les égalités (38), (32) ct (2) donnent

XN T 2_}‘ (_)i_, . () 4 l)f ()l'
(45) [93]1“(( l: ('}w 1 ()/” (}/ (}r(

de, r)e, e, 1) r
&+ [ === SE n
ey r)'/;, ()/z ()/;
de, de e rs
22 OB 4ot b
+< de, o J7s " z(}_/2> de
() or () o o () 7 ().I
|21 hdeR) o1 e ~
+< d¢, -+ ()'/3+nd'/2>< Jo 4 IL()/)>
Jdg: Jg )7, A dx
[ 282 22 n2 SO S
+< Je, Y 3 - '/2>< oa l()c>
dg, K 04, e ox\
a- (1288 Zod Zas e
i ( dJe; - d7s T ()7,> < Jb Fom ()a>J A
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+[ <j%-i—mie—+n%> l()—x—i—......}B

ey ()'J/x da
i)_e_‘ dey . Je, ox .
- [ < ()7'1 "“"”2()71 T d:;) ZU(Z+ """" ]LS'

Selon I'élégante notation indiquée par M. J. Hadamard ('), posons

(469 (A=K, mB =E,, nC=E,,
: | mC4-nB=G,, nA+I1C=G, IB-+mA=G,
el
, (e »)»gxd ob 0B . 0P oD .
(|7) J == (() E, + dzl], - - )/ G, -+ 072F I-'()/a(l;

Dans cette égalité (47), (2) désigne un carré symbolique ol I'on

doit remplacer, par exemple (()«p>z r o et 0P 0D r o'
HIPIACET, par CXCmple, e, et Jey dey P de,y dey

Jestune forme quadratique en

E, B, E, G, G, Gy

partant, selon les égalités (46), ¢’est aussi une forme quadratique en

et les ¢galités (31) la transforment en une forme quadratique des
(rois grandeurs

On peut aisément mettre I'égalité (45) sous la forme

<0.l dx o] Odx _ oJ ().'L‘)

s 2 e e - e —t
2leali=—rp JE, da - 0G, b 7 0G, de

ox dy oz oJ ().L‘>

J
P'”(:ﬁ;: da T OE, 96 796G, 9¢

( of dx _ 0J dz 0T Qi)
TP\ GG, da T 0G, 06 T OR, de

(1) J. HAvAMARD, Legons sur la propagation des ondes ct les dquations de I’ Hydro-
dynamique, p. 251. Paris, 1903.
Ann Fe. Norm., (3), XXUL — AvriL 1906, 24
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En vertu des égalités (46), cette ¢galité.peut encore s’éerire
oti e (0 0z 01 Ox 9T 0\
2losli==r{3K 9z " o8 05 " OC Ve
En vertu des égalités (31), elle se réduit a
8 a{oy]i=—p-=-
([l ) [.JJI ():)-{
Reste & évaluer [, 1.
Si I'onde X est du premier ordre par rapport & la température
absolue T, il existe en tout point de 'onde ¥ une grandeur 7 telle
que I'on ait

OT de IOy I OsTE[OT_

de da dy da 03 da |, | da |, T

OT o 0T gy OT 03T|E [T
(49) [;).;;- a6 oy s us ;)/;_]1 {;m l

AT de T dy  JT 0z ]* AN

m— s e s el e e =] - ey 2 %53

e dy dc 3 de |, de |,

Si, par rapport & la température absolue T, Ponde X est dordre
supérieur au premiecr, on a
(5o) T =o.

Par rapport & la température absolue T, onde S, tracée dans
Pespace des (z, y, 5), est du méme ordre que Ponde X5 on a done, en
tout point de l'onde S, une grandeur @, nulle en méme temps que %,
et vérifiant, lorsqu’elle n’est pas nulle, les égalités

5 MV e, [M)'mpe, [
e (=0 [5l=ee [

1

2

=70.
1

Les égalités (2), (49) et (51) montrent que la valeur de 7 en un
point de 'onde X et la valeur de ® au point correspondant de 'onde S
sont reli¢es par Iégalité
(52) 0=Kz.

Si, par rapport & la température absolue, Ponde Z est d'ordre supé-
ricur au premier, les égalités (39), (49) et (50) donnent immédiatement

(53) [9,]2 =o0.
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Si, au contraire, Ponde X est du premier ordre par rapport i la
température absolue T, les égalités (39) et (49) donnent

B let=o|12% %, 02 90 0% O
(56) leli= ’[ da OT 795 9T T "6 OT

_l,. ]nf&E..i_n_().:f gﬂ+ /1‘@ l.()_‘z‘ ()_'g:"'_*. ’[g‘f )ni)_l.z_‘ .d_q_{
dc 06 ) o1 oa "~ ‘9¢ ) oT ( a6 "™ 9a ) ot

La détermination de 5 se tire de la relation supplémentaire
| (Recherches sur Uélasticité, 17 Partie, égalité (94)].

Si le miliew est bon conducteur de la chaleur, cas auquel les coefli-
cients de conductibilité ne sont pas tous nuls, la relation supplémen-
taire montre immédiatement que 'onde est au moins du second
ordre par rapport & la température T; ¢’est done I'égalité (53) qui
doit étre employée dans ce cas.

Dans le cas o le miliew ne conduit pas la chaleur, 1a relation supplé-
mentaire exprime simplement que la quantité de chaleur dégagéc,
dans le temps d¢, par chacun des é¢léments du systeme est nulle.
Comme le milieu n’est pas visqueux, I'égalité (86) de la premitre
dartie réduit cette relation i

T oz, )z, ey

f,
E R PR e (e
Cogr Tl TRy

7. 0 3
i,{: = gs_y}’;. -0

ou bien, par comparaison entre les_égalités (45) et (85) de la pre-
mitre Partic, &

s iy o0 T ( dey dey | dey ey ey dey 05y Oy 08 dys 985 fi)
(Bhbisy ¢y v g\ gF gf T or 97 T T 9¢ T OT 9z T 9T oc T 9T o¢

Dailleurs, les égalités (23) de la premicre Partie donnent

do 0w e dy Fn 05 0

Ot T dadadt " da daodt " da dadt’

Opp . dr 0% dy 9'n 03 0L
(55) 0t T 0b dcot T db decot T db de d¢

0w 0%y On 05 0%
Je dboi T oc 0b ot T de db ot
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Enfin, parmi les égalités (6), nous trouvons

R 02q 2 - LR )
_— 1 —— o — (64 —_ _— :) o
kb %17, [da dt:]l % 1G, [(MW]I G Le,
FoE P ;
(56) ( L()bWL— Jem, ceey
C 0 p
\ La—&}z‘l._—a’(’na‘, ceey

tandis qu’aux égalités (49) on doit joindre ’égalité
0T 72
5 [ ] =— 0%,
(57) at |,

Si & toutes ces égalités nous joignons les égalités (31) et si nous
supposons % différent de o, nous trouvons

(58) F o= 1€,

égalité dans laquelle @ représente une forme linéaire en A, B, C;
en vertu des égalités (31), ¢’est aussi une forme linéaire en &, ¢, ic,

)c () o () o
5 — it SR £ 5
(59) T < P R ekt >A
0y de, 0g4
i <['0'T|~ ~t=m (),l‘; -t 2 '(');'Ig- I;
(1282 2% 0%
" <l or T Tt )

Les ¢galités (54), (58) et (59) nous donnent alors, pour un corps
mauvais conducteur de la chaleur,

© 2 I e e i [ S
Leu]i PEC\9K vz T 9B os T UC de

T <()’GL ox 0 dr  JT Jx"
E )

ou bien, selon les égalités (31),
6o 2 pT 02
( ) [(P’b]l 2E ():,'(
Des lors, si le milieu est bon conducteur de la chaleur, les égalités (4o),
(44), (48) et (53) transforment la premiére des égalités (34) en la
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(o)
o]

premiere des égalités

I ()J - -~ 5 2
vz T T =o
) 10 ,
(61) 5 dG +Q§ =G =o,
1 oJ 9
S T + QJIC — G22I = o.

Les deux dernitres égalités (61) découlent de méme des deux der-
nieres équations (34).

Si Pon remplace dans J les lettres &, ¢, 3¢ par les Jettres X, Y, Z,
clle devient une certaine forme quadmthue en X,Y,Z, J(X,Y, Z).
[équation que doit vérifier 96* pour que les équations (61) soient
compatibles est 'équation qui donne les carrés inverses des demi-
axes de la surface du sccond degré

(62) O, Y, 2) 4 QX2 Y2 72) == 1.
St le milieu est maupais conducteur de la chaleur, les égalités (40),

(44), (48) et (6o) transforment la premicre des égalités (34) en la
premicre des égalités

1 J @ T2
Y ()JE <J )—FQI 2625 =o,
(()3) / zi.. ..,(.Z.; (J - EFE @2) _*_Q((’) ___gt_’z(J =o,
| “
1.0 (542 ) 4 Qe — serse=o.
2 JJC E ~

Les deux dernivres égalités (63) dérivent de méme des deux der-
nieres égalités (34).

@ cst une fonetion lincaire ¢t homogene de &, G, 5. Si nous y rem-
placons &, ¢, se par X, Y, Z, elle devnent une fonction linéaire et
homogene de X, Y, Z, T (X, Y, Z).

Pour que les équations (63) soient compatibles, il faut et il suffit
que 9t* vérific une certaine équation du troisiéme degré; c’est
I'équation qui donne les carrés inverses des demi-axes de la qua-
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drique
(64) JOX,Y, 7) 4+ QX2+ Y2 22)

[e(X,Y, Z)]P=1.

Etudions la nature des surfaces du second degré que représentent

les équations (62) ct (64).

Selon I'égalité (127) de la troisitme Partie de ces Recherches sur

Félasticité ('), on doit avoir I'inégalité

. ad dx ()y Js
(60); [ a—a( a—— 1+ )( _+(»)‘—Za3, -+,
f)*di gfa - {)Y(l -+ 9
A A T A T
Jx Ay s + )
- ()C 1"+ ) azg"*— () (227 e e
()(I' 2 2 2
+ Je (af,+as, +al,)+...
Jd -
~+ 2 7/1 (@12 @y =+ Qup oy~ dyaltyy) -+ )

quelles que soient les valeurs atlribuées aux quantités ;.

Dans cette inégalite, faisons (*)

a, =17, Ay —=m¥, == n¥,
(66) ay=1(, yn == m(f, Cyy == ny,
ay =Ll Qg == mIC, Qyy == I

Cette inégalité (65) deviendra, en tenant compte des égalités (31),

oP

()(D
0 P

ob
mB -+ g n(

€3

ob

r)(I
-+ ~( — (m G

+ (ot

()fD
/)61

(7(1)
(}

2 ()“_ RS
de, 071

+nB) -+ -M( A+ 1C) + —m(lB -+ mA)

(
nn - 2 -

()l

)<l
0,7 lm>(‘52 - (4= T

)/ nl -2

(*) En la troisiome Partie de ces Recherches, les letires e, €9, €2, 71, Y25 Y3 SODL rem-
placées par ¢y, ey, €3, g1, g2, &35 108 guantités e;; sont remplacées par les symboles Say;.
(2) Les égalités (66) ont la forme indiquée aux égalités (137) de la troisitme Partic,

forme 4 laquelle se rattachent certaines considérations de stabilité, dues &

M. J. Hada-

mard, et discutées en cette troisibme Partic, Chapitre III, § 4.
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ou bien, selon les égalités (43), (46) et (47),
(67) J(T, G, 3) + Q(F*+ G2+ 3¢*) > o.

Cette inégalité ayant licu quels que soient #, G, 3¢, nous voyons
que la sur.face représentée par Iéquation (62 est un ellipsoide réel ¢.
On peut done énoncer le théoréme suivant :

A chaque point d’une onde X, du second ordre par rapport a l’élonga-
tion (%, 0, 0), tracée dans Uespace (a, b, ¢) qui représente Uélat initial
du milicu conducteur de la chaleur, correspond un ellipsoide réel &. Pour
qu’une perturbation d’élongation, rapportce au méme état initial, puisse
étre propagée par Uonde X, il faut qu’elle soit dirigée suivant un des axes
de Uellipsoide &. La vitesse de propagation, rapportée également a l'espace
des (a, b, ¢), est inverse de la moutié de cel axe.

Ce beau théoreme est dic i M. J. Hadamard ('); mais, par suite
d’une inadvertance, M. Hadamard I'a énoncé, non pas pour la per-
(urbation d’¢longation rapportée au milieu initial, mais pour la per-
turbation d’¢longation rapportée au milicn dans son ¢tat actuel de
déformation, c’est-a-dire & 'espace des (@, y, z); au prochain para-
graphe, nous verrons qu’il serait alors inexact.

En outre, la démonstration de M. Hadamard supposait que la tem-
pérature du milicu demeurait invariable tandis que Ponde s’y propa-
geait; la notre suppose sculement que le milicu étudié est capable de
propager la chaleur par conductibilité.

Le théortme de M. Hadamard a été précédé par des propositions
dues i Green (%) et & Poisson (*).

Ni Green, ni Poisson, cela va sans dire, n’ont traité le probleme de
la propagation des ondes au point de vue qu’ont considéré les pre-
micrs Christoffel et Hugoniot; ils ont traité la propagation d’ondes

(1) J. Uavamarn, Legons sur la théorie des ondes et sur les équations de U'Hydrody-
namique. Paris, 1903, p. 252,

(%) G. GrerN, On the propagation of light in crystallized media (Cambridge Phil.
Soc., »0 mai 18%0; Mathematical Papers of the late George Green).

(%) Poisson, Mémoire sur l'équilibre et le mouvement des corps cristallisés, lu a I'Aca-
démic le 28 oclobre 183¢ (Mdémoires de |’ dcadémie des Sciences, t. XVII).
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planes au sens classique de ce mot; en outre, Poisson supposait le
milieu infiniment peu déformé et Green, apres avoir supposé que les
déformations pouvaient étre finies, introduisait dans I’évaluation du
potentiel interne unc restriction qui n’est acceptable que pour les
déformations infiniment petites. Bnfin, Green, comme Poisson, ne
tenait aucun compte des variations possibles de la température.

Dans ces conditions restreintes, les deux illustres géometres ont
démontré un théortme semblable & la proposition, due & M. Hadamard,
dont nous avons rappelé I'énoncé.

Si la surface représentée par I'égalité (62) est un cllipsoide réel ¢,
la surface représentée par légalité (64) est, a fortiori, un ellipsoide
réel &; de plus, Uellipsvide & est, en entier, situé a Uintérieur de
Uellipsoide ¢.

On peut done, pour tout miliew non conducteur de la chaleur, énoncer
le théoréme suivant :

A chaque point d'une onde X, du second ordre par rapport aux
composantes %, 1, {de Uélongation, et tracée dans Uespace des (a, b, ¢),
qui représente [etal initicl diw milieu, correspond un ellipsoide réel ¢'.
Pour qu'une perturbation d’elongation, rapportée auw méme élat initial,
putsse élre propagce par 'onde X, il faut qidelle soit dirigée suivant un
des axes de Uellipsoide &' La vitesse de propagation, rapportée également
a lespace des (a, b, ¢), est Uinverse de la moitié de cet axe.

ITII. — Propagation des ondes au sein d'un milieu dénué de viscosité.
Perturbation de la vitesse.

Au paragraphe I, nous avons démontré ce théoreme :

Soww gu'on la rapporte aw miliew primitif (a, b, ¢), soit qu’on lu
rapporie au milicu déforme (x, y, ), la perturbation de vitesse a méme
orientation ; elle est paralléle & la perturbation d’élongation rapportée au
miliew pranitif (a, b, c).

Ce théoréme, rapproché de ceux qui ont été établis au paragraphe
précédent, donne les propositions suivantes :

St Uon se donne un point, soit dans le miliew primitif, soit dans le
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miliew déforme, et U'ortentation d’une onde passant par ce point, la
perturbation de vitesse que cette onde peut propager est susceptible, en
ce point, de trots orientations distinctes; ces lrois orieniations sont celles
des axes principaux de Uellipsoide & sile miliew conduit la chaleur et

celles des axes principaux de ( “ellipsoide & si le miliew est denué de toute
conductibilite.

IV. — Propagation des ondes dans les milieux dénués de viscosité.
Composantes de 1’élongation rapportées au milieu déformé.

Nous allons traiter les quoqtions déja examinées au paragraphe I
en rapportant les grandeurs inconnues a I'état déformé (z, y, 5) du
milicu; au lieu d(s déterminer #, ¢, 7¢, nous aurons a déterminer
o, v, X. '

Dans ce but, multiplions respectivement les égalités (34) par

da 2 da

da . .
K#o=s K I K* == et ajoutons-les membre & membre.

Ld premicre (:gallté (9) nous donnera
da da da .
' 2p 05 5 (—+ =€) = p L.
(68) I\p(,( +()y )~(,> pIGEd
L’ égalité (41), qui donne [ g, |7, et l(‘s(walil(':s;maloguesqqi do.nnc—
raient [i )55 7[5 jointes aux égalités (62) de la premibre Partie et
a Pégalité (11) de cette quatrieme Partie, donnent aisément
. Jda : da da . .
(69) K192 Lol + S5 Lt + 2 Tt -
= p(el+ gym —+ gon) ({@ + mW + nX).

[égalité (42), qui donne [g,]%, et les égalités analogues, qui don-
neraient [4,]%, [7.])?, jointes aux égalités (10) et (r1), donnent
Iégalité

V04, 9% 1,72 4 22 2
(.70) K /()I; [T’ ()) ‘p] J3 [./?]
= plelgym 4 gy) (B 4+ mW +nX)

dpleylt-eym?+eynt+oagimn 4+ 28,0l + 28y im)d.

’égalité (45 ), quidonne [g,]%, et les ¢galités analogues qui donne-

Ann. Bee Norm., (3), XXIll. — Mat 1go6. 29
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raient [{, ]2, s 13, jointes aux égalités (33), donnent

o da . o ()[I da ‘7)
(7 K=\ SE Lol + G5 [l + 5% Lt |
_ dey de, e, ()_,’,';i dg, _(L%Q>
— p[ <l—dT1 +m 04+n5“/—2>l+<l()€1 —i—m())/s-k—n()}/‘2 m
98, 9% Uk e VD - v, W X"
+<155_; +m0_/3 +n()_/2 nl[(1426)P 4+ y, W+ 9, X]
- e J Oe 0o ) ():,f;,
iy 1 1 > (l 53 4, -+ -
+P[ < Vs +”0hz +n()71 + . ()y, )52 ()y, e
f 082 942 0,-'(2) 1. - L (.
-+ (‘l()-/;, “+m ES -+ n 77, IIA~ (720 4 (14 28,) 7 X]
de, de, dey 08y 0y ag >
-—l—p[ </()72 —+—m;}71— —k-u(—)—s:)l+<l()_/ -{-m()/ -+ n e, m
-+ (l 0srs -+ m 08 “+n (—)i> n,h [72® 4y W - (1 - 25) X
Yy d7, Dey /) |- ’

Si le milieu est bon conducteur de la chaleur, I'équation (63) et
les équations analogues qui donneraient [d,]3, |77 permettent
d’éerive

, Ja . . ) )
(72) Ke{ 9 Loult+ 2Lt + S 1Tt f =

Si le milieu est mauvais conducteur de la chaleur, 'égalité (Go)
quidonne |z, |}, etles égalités analogues qui donneraient |, |7 et |y, 13,
jointes aux égalités (5qg) et (33), permettent d’éerire

5 da de . da

(JT;[CP/V-“-}‘ (}y( (1-{_ ),[‘/’vll,

Ty (l ()(’ om Oy o Dy
—  Ec\ 0T CoT )l‘)

(73) K

‘ Qﬂ_’ gﬁ":f_. o, 1
Xl(\l()'l‘ Mt 11‘)1'"“ ) ® A+l X

g, de, dery .
<l7);’f‘£ A -a—];’ ) [75® 4 (1 26, )W -7, X ]

le,:? gy e - )
<[ ot trgr gy )l e E’)Xls

En ajoutant ensemble les seconds membres des égalités (68), (6¢),
(70), (71) et (72) ou (73), nous trouvons un résultat nul, ce qui
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nous donne la premiere des égalités
(85114 96) 0+ 8, ¥+ §,,X =o,
(7L’;) Sgl‘[)+(sgg+ *)t"z)qr"f—Sz:;X:O, e
S:”(p -+ S3g‘p+ (Ss3+ JEQ)X = 0.

Les coefficients S;; dépendent de la déformation au point considére,
de la température T, et des cosinus directeurs /, m, n de la normale
a I'onde, ces cosinus étant rapportés a I'état initial du milieu. Les
coefficients S;; n’ont pas méme valeur selon que le milieu est ou n’est
pas conducteur de la chaleur.

Lorsque ( et J sont distincts, on r’a pas
(75) Sij =S8

Véritions celte proposition en écrivant, pour le cas ol le milieu est
bon conducteur de la chaleur, les expressions de S, et de S,,. Nous
avons

I/, 0e dey de, 08 053 0;;5) ‘
Syy = ['<[ 7)5; - m ;)7—; += IL-JZ- (41 s, ~+m 75 -+ n 973 m
Dy gy gy’
4+ <l %, - m.;j:/—s +n s ) n|ys
-+ (li)b—’ —|—/)1.i)—("~1 -»}—n(—)ﬁ-( l -+ <l(—)ﬁg—i— ()'—ﬁ-—l— (i"r‘>/n
A\ 07y 0z, 7, )Yy )2, J7y
dgs g dm) .
+ <[()7,, T 0 T ()71) (1 ae
} (lgfi-}—/) £ dey [+ [QL’TE.}_ -i'—’—r—n 5’3)m
Y4 )74 de, 972 J71 dey
(}é’r2 o ()/%"2' 7]
(g m g e nGE) « e
gy )&y g, ! ( l()c“ e, dey )
Sy == 23 =22 [+ =2 — 4+ n m
. ‘ ( ge " Uy, g R G dvs 7
981 .08 L, 98
o <[ P s = 975 > ll] (r+
ey 05y gr_'a z Jey L 0¢ . ()_€2>
+l ({ )7 o )Eq " Jd7, ) b=+ l(’)'/,», Hom 0z, o d74 "
941 054 05’1) :l .
-+ 775 +m 5 n a7 v,
n ~—-—>
2)

+
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Visiblement, ces deux coefficients ne sauraient étre égaux entre eux,
car 'expression de S,, contient un terme en ¢, et un terme en y, que
me contient pas l'expression de S,,, tandis que celle-ci contient un
terme en ¢, et un terme en y, que ne contient pas Pexpression de S, ,.
Le coefficient du terme en ¢, dans S,, est égal au coefficient du terme
en g, dans S,,, en vertu des égalités (45) de la premiére Partie.

Si done on se donne [’élat d’un milieu, dénuc de viscosité, au voisinage
d’un certain point et [ ‘orientation d’une onde qui passe par ce point,
cette onde peut propager trots directions de la perturbation relative aux
composantes de Uelongation; chacune de ces trots directions correspond
une vitesse de propagation détermince dont la valeur, rapportée @ l’état
tnitial du milicw, est une des racines de Uc¢quation

Sy I6E 8y, Sy
(77) 52 Syp + IB* By = 0.
S:n S:xz S:;:L -+ %

Les trois directions de perturbation ne sont pas forcément rectangu-

laires entre elles.

V. — Propagation des ondes au sein d'un milieu dénué de viscosité
et trés peu déformé.

Laissant absolument quelconque Pétat initial du milieu, nous sup-
poserons que les divers points du milieu subissent seulement, i partir
de cet état initial, des déplacements tres petits et des variations de
température tres petites.

Dans ce cas, les quantités ¢, €,, &,, ¥,, Y., 73 seront (rés petites; il
en sera de méme des quantités @, ¥, X; nous pourrons négliger,
devant chacune de ces quantités, le carré de 'une quelconque d’entre
elles ou le produit de deux d’entre elles; enfin, les quantités e,, e,, e,
81> 8ar 85 seront négligeables devant les dérivées de ces mémes quan-
tités par rapport aux variables e, ey, &5, Vi) Yay vso T

Des lors, sile milieu est bon conducteur de Ia chaleur, nous avons,
en vertu des égalités (45) de la premiere Partie et (69), (70), (71),
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(72), de la présente Partie,

| , 00D @ , 00 9P 020 7l
Sp=— l—’(-—-T+ P -t —5 2 .,l<
{ 1 [ Je2 m oz n ()72 mn 572 07 -+ 2 m ey 07 +n 9607
C )% P AL , 0t D R 02 D
| b\::———[lzt——T—km*’ — - n:=— +onl 4+ ( ;<
“ Jvi gz " dy? A 074 07, " e 0y, R 073
. T, 0D Ak ] A 7] 0 0*d
b: T e l‘z——-;,——k" "'“—"—l" “ Y +':[ % l |~
33 l ()"‘: m ()/1 n ()5:2 2Lm ()_/1 ()'/2 +?IL< 7%, 072 ~=-m Uz, d}q
. . |y 00 , 0*h 0*d ( 0% aX
Syy== Syy == ¢ [} s o m0? - —_—
e |17 Oyydy, R 07, e J7, 0y R Gey de d'/'f)
0*d LK IR 02D R )]
| wilm( ol 0 (E2 L ED)
| [’”(\052 o ”(osa 07 97 0n. ] E
\ . )t *d 9 Q*P 9* D
Syuos Sy e iz P o z( LI
"= S a7z M g T ey, T M\ O5 08 T oy
o l ( 0 0P ) . l< J: . 20 N
ey 1)/, 4)-/1 07, dey dy, 07, ()y;,)_ 5’
. . 2 J*d 0* 0 9* D 0*
S, S,y e S [* -~—---——0 w A 2 e 2 - - Iy
12 # / ! dey 7, 1y Jyy de, mn J75 0y, de, de, + Jy?
_i.. n !/ (__(_)_iil_)< .,}., ..(!_z_.(.li_> + m (...1.)2_.._(2_ _i_. _(..)i ’ -
\ L \deydyy 0y, dyy ey dyy 0y, 07 )

Selon les égalités (74) et (77), les trois valeurs de 9% sont mainte-
nant les inverses des trots demi-azes de la quadrique

(79) Sy 4 Sy pt - 8y 3% - 28y ¥5 4 28, 5w 4= 25y 1= 0,

et, selon les égalités (54), les trois directions de perturbation que [’onde
peut propager sont les directions de ces mémes axes, qu'il s’agisse de
perturbation d’élongation ou de perturbation de vilesse, et que la pertur-
bation soit rapporiée & Uétal iniial du milicw ow a son état déforme.

Pour que les trois valeurs de la vitesse de propagation etles trois
directions de perturbation auxquelles elles correspondent soient
réelles, il faut et il suffit que I'équation (79) représente un ellipsoide
réel.

Or, si nous posons
By==my, Ey=ns,

(80) 3

E
Bym=
.
I

(Y s, Gy= lz -+ nu, Gy=max+ly,

)|
)
)
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nous aurons

(81) Sy, 2%+ Sy ¥+ Sy 2+ 28, 3+ 28,52 + 282y
_ <,)q) o 0P od 0P 0P G >(2>
3 »

E,+ )2]52 E+0/1( +a—'/—;G2+ﬁ

(2) représenlant un carré symbolique.
Or, quels que soient B,, By, By, G, G,, Gy, on a | Recherches sur
Pélasticiué, 3¢ Partie; égalité (145))

0‘1 (}(D( ob . . (_)ili
() €3 B+ }’ 1+ )“/2 2 0"/:1

(8) <%:-D:E, ‘m’hz u,,)‘”> o

Selon (81) et (82), Uéquation (79) représente assurément un ellip-
soide réel.

Les égalités (78) ont ¢té établies en faisant usage de I'égalité (72),
partant en supposant que le milieu élait conducteur de la f,h.nlmu ; s
le milieu est dénué de conductibilité pour la chaleur, il faut, i 'éga-
lité (72), substituer 'égalité (73); alors les égalités (78) sont rem-
placées par les suivantes :

Sh=— [_(_)_5_41+]'L:£)2£) -t ‘)z(b_i_ el _.}_91<” J* 2P
e 0ed 973 0y2 Yoo T\ v ()Elf)'}’:x)

. T ([ 0*d em 0*d L A
Ke\ de, dT dyy 0T o dyy 0T ) ,I’

(8) {8y,=8=—|# 23 il P L2 ""'“")

2 -+ nt ~~mn s
ey dey k oy

d7s ()y2+m dey dyy " Jy, e,

—Fl[l;z<ﬂ~+ﬂ)+n(-()gd) + ——()i(l—)a\ ‘
dey 0y, dysdyy ey s dy, r)'/._,)‘
T J:P Ak 175K AR LY ) ) 0t D
Ee < dy, 0T e e, T = dy, 0T ) ( d7, JT m dy, 0T = Oy ()']‘> E

En vertu des égalités (80) et (83), I'égalité (81) est remplacée par
Iégalite

(84) 8, @+ 8y, y"+ 843t 28y, y5 + 98], 52 + 28, wy

I o Jb L )q) Jb (2)
= — B+ g+ — I ——--( x
<()31Il )"3212 ey o 71 ()/ a7, d/,,( ’)
T / 0*d J*d . 0t 7L I 7L . 0* 0
e <os1 T8+ Ge gt B Gt B g T gt g T ()'1‘(”) ,

(2) désignant encore un carré symbolique.
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La surface représentée par l'équation
(85) 81,2+ 8,2+ 8,5+ 28}, y5 + 28}, 52 + 28,2y +1=o0,

est alors un ellipsoide réel situé a l'iniérieur de ( “ellipsvide que represente
Uéquation (7).

Considérons un milicu homogene, de température T, dont la défor-
mation tres petite, la méme en chaque point, soit représentée par les
SIX quantités e, €, €5, Yy, Ya» Y3 les six quantités Ny, N, N, T,,
T,, T, ont des valeurs bien déterminces, les mémes en chaque point.

A cette déformation, donnons une variation homogene définie par
les égalités
(56) { dey—=wll, Oey == u H,, dey = ull,,

? oy = uK,, 9y, = uK,, 0y = uKy,

H,, H,, I, K, K,, K, é¢tant six quantités indépendantes de 2, y, 5
¢l une quantité infiniment petite qui est aussi indépendante de x,
VRS

Si cette variation laisse invariable la température, elle ne peut
conduire & un nouvel état d’équilibre & moins que N, N,, Ng, T, T,,
T, wéprouvent des variations oN,, 2N, oN,, 2T, 2T, &T.; et on a
[ Recherches sur Uélasticité, 3¢ Partie, égalité (148)]

(87) 0N, dg; 4= 0Ny dey+ 0N dgy 4= T, 07, + 0Ty 0y + 0T dy,
)M ob JP ob oL L ob )
e gy (S M S S K K K )
Jey dey e, o dy, 07,
Si, au contraire, la variation (86) laisse invariable Pentropic de
sy 4 r ’ . . Ny
chaque élément, N, Ny, N, T,, T,, T, éprouvent des variations ¢'N,
8'N,, o'N,, 2Ty, ¢ Ty 0T 0t Pon a | Recherches sur I élasticité, 3¢ Partic,
egalités (148) et (1H0)]

(88) 0'Nyde, -+ 0" Ny oy~ 0" Ny Ogy+ 0" T 8y, + 0" Ty 0,4 T 0,

b o ob L ab Jb )(e)
L [ —— i il P e eyl -t o _K.o _K;
y p,((}El 1 Gt M S22 K G Kt Ky
N T T i T T K 0P . 0:d
P (u;,u'n'"‘ Rl o L T I R R

2
i)
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Entre les deux ellipsoides représentés par les égalités (79) et (84),
ces égalités (87) et (88) donnent une remarquable relation.

Prenons un point déterminé de I'onde et, en ce point, une direction
dont A, i, v sont les cosinus directeurs; sur cette direction, Iellip-
soide ¢, relatif au milieu supposé conducteur de ia chaleur, déter-
mine un rayon vecteur R. Si, dans 'équation (79), on remplace «,
y,zpar AR, iR, vR, cette équation sera vérifiée, en sorte que 'on aura

T

(89) S A 4 Sogp— Syyv2 + 28g5 v 4+ 2 85, ¥h - 28 hp = — th

D’autre part, si nous posons

S I, =12, Hy=mp, Hy=nv,

(90) . :
[ Ki=mv+ np, Ky=nk v, a= L+ mh,

les égalités (80) deviendront

E,=RH,,  E,=RI, E,=RI,,
G,=RK,, G,=RK,,  G,— RK,,

et 'égalité (81) deviendra

(91) Sy A2+ Sop pr®—+ Syppv? - 28,51y + 2S5, vA - 28, Ap
— <()‘[’ U aP o0 oo oP K >‘»’-’

u : CTHo- K, - K, - 2K
Jg, 1+ e, H,-+ dey Hy+ ()y,Kd d7. v dys

Les égalités (89) et (gr) donneront

1 ( oD oD oD 0P o ob @
— =W+ S 4 K+ K- 22K,
(92) RE= \0g, ' 7 0g 2 g 0 F dy, t F J7: Ky dys
Sur la direction considérée, Pellipsoide &', relatif au milieu dénué
de conductibilité intercepte un rayon vecteur R'. Si, & partir des éga-
lités (84) et (85), nous instituons un raisonnement semblable & celui
qui nous a donné I'égalité (92), nous trouvons I'égalité

(93) 7= < 3—‘: u,+z—;‘—: "“'*’3‘;% i,
P
* Ee < (7(}“:“:?1' - ()(e): 3’1 H, -+ ()(e): 3"1‘ H;
- o(:“?(l)if i uf;: f’rK’."‘*‘ ()(:43)1 K’Y
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Les égalités (87), (88), (92) et (93) conduisent alors au théoréme
suivant :

A chaque point M de Uonde et a chague direction D(h, u.,v) tssue de
ce point, on peut altacher une certaine variation 0t,, 05y, 054, 31',, 3*{2,
Sy, de la déformation, variation définic par les égaliiés (36) et (o).

D’autre part, sur la direction D, Uellipsoide &, qui convient auw miliew
conducteur de la chaleur, tntercepte un rayon vecteur R, tandis que Uel-
lipsoide &', qui convient aux mulicux dénués de conductibilité, intercepte
un rayon vecteur R'. On a

(oh) R o' Ny og, =10 J\y 92y -+ 0'N; dey-+- 0" Ty 0y + o' Ty 0y, + 0" T 67,,-
ONz ey -+ ON, dey~ ON; dey+ 0T, 0y, + 0T, 0yy - 0T Iy,

Si 'on se reporte au role que les ellipsoides ¢ et ¢’ jouent dans la
détermination de la yitesse de propagation de l()nd(* on voit quo la
proposition qui vient d’¢lre énoncée remplace, dans le cas qui nous
oceupe, cetle proposition vraie pour les fluides :

La vitesse de propagation d’une onde aw sein d un fluide supposé prive
de conductibdité est @ la vitesse de propagation d’une onde au sein du
méme [fluide supposé conducteur, comme la racine carree du coefficient
de détente adiabatique est a la racine carrée du coefficient de deétente iso-
thermique.

Dans le cas des fluides, ce dernier rapport est égala laracine carrée
du rapport de la chaleur spécifique sous pression constante a la cha-
leur spécifique sous volume constant; peut-on, pour les corps ¢las-
tiques peu déformés, énoncer une proposition analogue?

Si ¢ est la chaleur spécifique normale et G la chaleur spécifique
lorsqu’on maintient constantes les six quantités N, Ny, N, T,, T
To, on a | Recherches sur Udlasticite, 3¢ Partie, égalité (158))

¥?

~y ’/5] {/iz -\/ ilff o+ '\/rx (//1 '\/rx (1/1 '\/ 1 C//3
) © 7 Na /I INy oy =+ O N o+ 9 T g+ 0Ty T 0T il
30 ) e
' c N ([Ez AT d"'; o d /1 3T d/‘r orT (//i
(“\.L' “' + 0 :\y ;27]_\ -+ 0 l\ ll‘ l x /rr +0 o ¥ lrj\ l l[’

[3

Le sccond membre de cette ¢galité (95) n’est pas, en général, le
Ann. Fe. Norm., (3), XXIl. — Mar 1gali. 26
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carré du second membre de I'égalité (94); c¢’est seulement, (‘l] ellet,

dans des cas exceptionnels que 10. quantités cey, cey, 8ey, SY,, OYus
gy,, définies par les égalités (86) et (go), seront respectivement pro-
tionnelles aux six quantites Set, 9 b dy, dys dys |
p()l onn e { l~|7 [r AR d F d lw ’ /rr [rl\ -
Le théoréme de Laplace ne s’ étend done pas aux milieux élastiques pew

déformes.

VI. — Propagation des ondes au sein d'un milieu vitreux
trés peu déformeé.

Ce qui a été dit au paragraphe précédent a trait a un milicu (res
peu déformé quelconque; supposons maintenant que le milicun soit

vitreux.
En vertu de I'égalite | Recherches sur Uélasticite, 2 Parlie, G¢ga-
lité (6)].
(96) D=y (T)+ @, (T) (& -+ ey &)
A(T M T
-+ ——(—u)(sl-a—sz—i gy)* - (1 )('>s~~: 26y = 285 = Y- 7575 ),
2P0 200
on a
f O 0tk P A(T) o M(T)
de? 7T gt T g2 T Po ’
70 rd rd A(T)
(67) : ()'a‘_, 02y ()f;, e, ()‘:e1 de, | P,”‘,
e e o0k M(T)
dyi T dyE T or ’
2o 9 0*D de (T)
Je, 0T ~ 06, OT ey 0T AT

Les autres dérivées secondes de @ sontnulles ou infiniment petites.
Ces égalités (g7), jointes aux égalités (79), (80), (81), montrent
que Péquation de Iellipsoide ¢ peut s’éerire

(111

o

I LICY)
Po

(98) )(11,+my+n 5)*

(2822 amty*4-onzt = (ny + m3z)*

A4 ({z - nx)t 4 (ma + Ly)*]=1.
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Les mémes égalités (g7), jointes aux égalités (80), (84), (85),
montrent que I'¢quation de ellipsoide ¢ peut s’écrire

| (AT) T [deui(T)%,, . 4oz
(99) Tp0 T Ee | ar | ltE iy ns)
M(T) -, P 2 o
-+ T [2l2? +o2miy?+ 2032+ (n)y + mz)?
0

+(ls4+ne)+ (mx+ly)?]=1.

Prenons pour axe des z la normale & Ponde au point considéré, ce
qui nous donnera

l=—o, m=o, n=i,
L’équation (98) deviendra

AT+ 2M(T) . M(T)

Po Po

(100)

(22 y?)y =1,

tandis que I'équation (gg) deviendra

O Tp, [de(TY]E
A(T)Y - 1&[5-%(1-'—) - o M(T)

(101) 7 Ee

3% - M(T) (2~ )y =1.

o Po
Ces deux équations équivalent au théoreme suivant :

Au sein d’un mulice vitreux trés pew deforme, Uellypsoide & et Uellip-
soide &' sonl tous dewx de récolution autour de la normale a Conde; en
tous deux, le rayon de l'équateur a pour valeur

_Po_.
\/,\1 )

En Uellipsoide &, le demi-axe de révolution a pour longueur

Po
\/.A (T)+aM(T)’

tandis qu’en Uellipsoide &, ce méme demi-axe a pour longueur

Oy
..,—' i rl1 P(, //q}I (rl\) 2 .
A(l)-&——l—ﬂ—z ‘"—{7,]7—— -+ aM(T)
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La perturbation qu’une onde persistante peut propager est, ow exclusi-
vement transyersale, ou exclusivemnent longitudinale.

Que le muliew soit ou non conducteur de la chaleur, une perturbation
transversale se propage avec une vilesse

(102) 9'(7_\/M(T

Au sein d’un miliew conducteur, une perturbation longitudinale se
propage avec une vilesse

Al l‘)—+~°M )
Po

(103) 96 =

tandis gu’au sein d’'un muliew non conducteur de la chaleur, elle se pro-
page avec une vilesse

(104) I Be | | .
Pi)

A(T) -t o [ Ao D) l"..;~~-).n1('1‘)

Ces égalités (102), (ro3), (101) avaient été obtenues directement
[[f(‘(‘/L(fl(‘/Lé‘S sur Uélasticite, 2° Partie, égalités (80), (76), (1o1)].

Pour un milieu vitreux tres peu déformé, nous savons que 'on a
[ Becherches sur Uelasticité, 3¢ Partie, ¢galitt (164) ]

ATy o DT [ (T ]I— aM(T)
(105) _‘_A: l » (/[ ; .
¢ TACT) o 2 M1

La comparaison des égalités (103), (104), (105) montre que Pon
n’a pas
o
wr e
admoins que on ait I'égalite

M(T)==o,

qui caractérise les fluides.
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Alusi, en général, la correction de Laplace ne peut servir & calculer la

vilesse de propagation des perturbations longitudinales au sein d’un mi-

liew vitreux, pew déformé, supposé dénuc de conductibilile, lorsqu’on

connait la valeur de cette vitesse pour le méme milieu, supposé doué de

conductibilité. Cette correction ne peut étre employée que st le milveu est
Sluide.

CHAPITRE II.

THEORIE DES ONDES AU SEIN DES MILIEUX DOUES DE VISCOSITE.

I. — Des ondes du premier ordre par rapport aux composantes de la vitesse,
au sein des milieux vitreux doués de viscosité.

Supposons d’abord que Ponde se propage an sein du milieu consi-
déré :

v

(106) )% Zo.

\

Dapres ce que nous avons vu en la troisicme partie de ces Recherches
(Chap. I, § I). 'onde ne peut étre d’ordre inférieur au second par
rapport aux composantes 5, 1, { du déplacement; elle est aussi du
premicr ordre par rapport & la densité g; d’aprés ce quia été vu au
Paragraphe 11 du méme Chapitre, elle est au moins du premier ordre
par rapport i la température T.

Comme dans le cas précédent, le milicu est soumis exclusivement
a des actions extérieures qui sont newtoniennes. Comme dans le cas
précédent, aussi, nous désignerons par :
¥ la surface d’onde dans espace des «, b, ¢;

[, m, nles cosinus directeurs de sa normale;
S la surface d’onde dans espace des z, y, 53
o, {5, v les cosinus directeurs de sa normale.

L’onde étant du second ordre par rapport aux composantes &, 7, ¢

du déplacement, on peut écrive les égalités suivantes, en tout point de
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'onde X :

| PENE s C 02k : ‘qz'a"z_ o
1 10aodt],” m|obot], nl|ocoet|, ’
n 92

P 2_ 1 [ PP _1 [ dn]? ,
= == —] == D'C;g,
dadt),” m{dbot|,  n|dcat],
P[0 x| ‘,)2;‘2—_—.——)2_[‘
(| 0adt],™ m|0bdt],  nl|dcot], 0
Les égalités (26), (27), (28) de la premiere Partie et (1) de la qua-
tricme Partie donnent alors, en tout point de la surface S,

[Dii=—Kad, [D)]t=—KXpEG  [Dij=—Kxy),
[Gili=—K ’71(5‘54-'/(1')
[G4]E=— K0T (57 -+ a5),
[G4]i=— K)o (e( 'l~f1"‘)-

(108)

Moyennant ces égalités (108), les ¢égalités (33) de la premidre Partie
donnent

| 3 =[A]]j=—K (oo = B+ 7%1) (”\“1:"“4* Al =% ),
LA i K6 (@ BTk %) (N o T2+ ),
by =[A, f=— K (N = By A=y &) (N 3 F Naly -4 8),
=D H=—K%[ (a5, -+ Y& )("\'xT = (- L)
(109) (N Bty By) (N G - 2, 5)],
go=[I == K[ (aNy-+ Byt 7%s) (N F i -2 )
R CATES (J')l -+ '/I"i) "\'L;"ﬁ - -y ) )I’

8= [T =— K[ (an -+ B;Y1‘}*'/i‘1)(,"'\"2:’-?‘4‘:5’2{!"*‘1"2,‘5)
A (aNy = B Yoy y) (N F - 5 2, 5)]-

Ce que nous venons de dire, joint aux égalités (62) dela premitre
Partie, montre que les quantités N, N, N,, T,, T,, T, varient d’'une
maniére continuce au travers de la surface S. Mais il n’en est pas de
méme des quantités vy, vy, vz, Te T, T, données par les égalités (77)
de la premiere Partie.

Désignons par f ce que devient la fonction dissipative F lorsqu’on
y remplace

A’l > A/‘l ’ Al} 4 1"1 ? .l‘l‘&’ l‘vﬂ
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par

Il est facile de voir que les expressions de
Doells Doplis [vsli [eelis [epdis [e:li
se tireront des expressions (77) de la premicre Partie qui donnent

Yay Yy Yz. Txs Ty, Tz

3

en remplacant & par f.

En raisonnant comme nous U'avons fait en la 17 série, deuxiéme
Yartic, de nos Recherches sur UHydrodynamique |Chapitre I, § 1,
égalites (137)], nous verrons que 'on doit avoir, en tout point de la
surlace S,

[velio+[wlif+ o liy =0,
(110) []ia-+[v]ip+[r]iy=o0,
[yl o+ [ralt B+ [v: 17 7 = o

D’apres ce qui vient d’¢tre dit, ces égalités peuvent s’éerire :

ot e a L ae of . , . .

PN (Noyor ==Y B+ &yy) g+ R (Noga 4=, B 42y 7) N\

Jt .. \ .

-+ on. (N0 33+ By ) Ny

3
U Y . . , : N "
-+ 78, (N0 o B 4= Ly 7) N A= (g ot Yooy ) Ny
1
dE L. NP L N . ; %, )

(111) -+ 79, [(Noyor =3 o 4 Ty 7) oy = (N a7 B+ 51 7)Aoy ]

Jt . P - -
-+ Pry (N 4+=TF1 BTy y) Xy (Kg a4+, + By 7)oy ] = o,
3

ot ' . )

73—6— (':\"1 ¢ 4 #71@ -+ "‘71:‘/) ,.71 +... =o0,
1
of

(Xoyo NP+ %yy) oy +... =o.

o,

Multiplions respectivement ces égalités par &, 3,, %, et ajoutons
membre & membre les résultats obtenus; nous trouvons la premiére
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des égalités

of . . of .. . . Jft . \ YN
ov, (N +TB+2,7)+ Pr (g B+ Tuy) + (7?_» (N 3Dy y) =0,
of . ~ . of .. oo, OF Yoy
(re2) ()9;,(“\"M-*--')xﬁ"“cl}’)'*'()_b;(:\‘-“"‘-)216"'"‘-’7)“}—E("\':sd—i—&u@'*‘“‘u/)~°’

of . - . it . , . of . ; YN
\ 5@(‘\‘1“‘5“51@*‘*”17)"‘(;_g'l'("\'-z“"?‘?j’ﬂ@‘*‘*"ﬁ)'*“‘()'ﬂ(“\“:sa'*"y:&ﬁ"""ﬂ/)"‘“'

Les deux derniéres s’obtiennent d’une maniére analogue.
Multiplions respectivement les égalités (112) par

— KT (N F 5, G -+ &, 5C),
— KOG (N T 4 5y (f - 5, 7C),
— KOG (N & - Y, (o K

et ajoutons membre A membre les résultats obtenus, en tenant compte
des égalités (109); nous trouvons I'égalité

of of of of of Jf
: Yy o e Vg e e Dy e e ) e e Gy o e Qg e = O,
(113) ', -+ 0y v, b= 0y o, - & g, t 8y g, 93 g, Y

Mais la fonction f est homogene et du second degré en v, ¥, ¥,, g,
gar 853 Végalite (113) équivaut done & Pégalité

(114) f == o.

La forme & est une forme définic positive en A}, AL, A;, 1, 1%, 1y

3
partant, la forme £ estune forme deéfinie positive end,, u, %y, 8,5 82» 85
et Pégalité (v 14) équivaut aux égalités
(115) Y=o, v, =0, b, =0, g, = 0, 4,52 0, gy == O,
Ces égalités (115) nous permettent évidemment d’éerire

20, (N o BBy 7) - 8y (Ng o A T Bou ) -+ o (Vg -k Ty 4+ Ey7) =z o

Dans cetle égalité, remplacons v, g,, g, par leurs valeurs tirées des
égalités (109); en observant que

(N + 5,0 By y)t A (Ko - o By ) - (Mgt~ 5 4= Ly7) =1,



RECHERCHES SUR L’ELASTICITE. 209
nous trouvons I’égalité

(116) — KO (N, F + Y, § + %,3C)
—KI0O (N o+ L+ [ (a3 ATy y) (N T4, § 4%, 50)
A (Np 2 Do Eo7) (o ¥+, G+ £, T0)
A (N o+ 3 B2, 7) (N F 4, G+ %, FC)]=o.

Selon les égalités (109), la quantité entre crochets peut s’écrire

Oy ATy 42y

et elle est nulle par. les égalités (115). En tenant compte de 'inéga-
lité (116), nous trouvons la premiere des égalités

g NyTF 4 5, + %, =0,
(r17) ! »\hﬁ-}-i‘ (| 4+ %,3C = o,
[ 5,7 + 5, + %,7¢ =o.

Les deux autres s’obtiennent d’une manii*re analogue. Multiplions
respectivement ces ¢galités (117) par Xy, 5, %, en observant que

N Y 4 B o=,
Ny Ny - 5, By o By By =0,
Ny Ny - Y g - By By == 0,

et nous trouvons la premicre des égalités
(118) 5 =o, G=o, ¢ =o.
Les deux autres s'¢tablissent d’une maniére analogue.

Ces résultats, rapprochés de Pinégalité (106) et des indications gé-
nérales données en la seconde Partie, Chapitre 1, § 1 et 2, conduisent
au théoréme suivant :

Auw sein d’un milieu vitreux, doué de viscosité, une onde du premier
ordre par rapport aux: composanies w, ¢, w de la vitesse ne peut se pro-
pager; les seules ondes de cet ordre qui puissent persister dans un tel mi-
lieu séparent constamment les deux mémes portions du milieu ; elles sont
alors surfaces de discontinuité pour la densité o et pour les six quantités
N;, T;35 st le milicw est mauyars conducteur de la chaleur, elles sont égale-
ment surfaces de discontinuité pour la tempcrature T.

dnn. Fe. Norm., (3), XXIII. — Mar rgo6. 27
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II. — Des ondes du second ordre par rapport aux composantes de la vitesse
dans les milieux vitreux doués de viscosité.

Admettons que nous ayons encore I'inégalité (ro6).

L’onde, du second ordre par rapport a «, ¢, w, sera, selon ce que
nous avons vu (Recherches sur [’ Elasticité, 2¢ Partie, Chap. 11, § 1 et 2),
du troisieme ordre par rapport & £, 0, {, dusecond ordre par rapport
a p, et au moins du second ordre par rapport & T. Selon les éga-
lités (62) de la premiere Partie, clle sera du second ordre par rap-
port aux six quantités Ny, T;. Les équations (82) de la premiére Partie
exigeront alors que 'on ait, en tout point de la surface S,

Ty, 07 dry |*
—— _.{..A — et — (),
du dy Js |y
Iy dvy Ot |*
(119) gz Ty YOz |, T
A- gﬂ‘ - 07s (.)}‘:LT ; et ¢}

| O --()7+ Jds |y

Formons explicitement ces égalités.
En chaque point de la surface X il existe un veeteur &, ¢, 3¢ tel que

[ 0E ) Ca e B s
e Ldaz()5_1~[l)l ~(),“)/)',)l‘lu—..._w BT,
J L[ O ? I ) LR ,
’ a5 | =7 anan9 | == 0
(120) 2 datdt |, {m | dadbot |, i

L I e L S

2l oa*ae), — ln| dadbot |,

Nous avons
oDy oDy da  IDy 0L DY de

Jdx  da dx Jb dxz | de oz

et, en vertu des égalités (24) de la premiére Partie,

AN N (()b HOosE ) de\* [ 0PE T|*
dr J, ()xl:) gz i), " »()-L’) oo, " ()7) l_%)?)"()lL
a0 ()c[ 0%k j’ Jde du e 1t da b
dedadt |, " dx Oz

Dz x| dbocoi|, T2 ox dx

e |2
dadbot,
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En vertu des égalités (1) et (120) cette égalité devient la premieére des
égalités

l(i)li ] K2o02af ), R
%(_:L :’___:]\_)b (BIC + (),
(121) ”%1%’,"1“:](” BBIC+7G),
ﬁ, ke Wory (BIC+ (),
Js |,

Les autres s’établissent d'une maniere analogue.
Les égalités (33) de Ta premic¢re Pactie donnent

JA )2 D)3 ), ., oDl
(__é!] o 'll ' Yf’m ] 4 Lf{()“l“—’
1 1 1

2

x| o o di |y
(ran) JG JG JdG
R | J --tA\.‘_()_;.L N5 )c]
Posons

D= (N BN+ 7%,) (N T + 51§+ %, 7),

Dy == (a4 BNy 7%,) (N + 5§ + 2,5¢),

Dy= (aN\y + (J,—Y ~ '/I—x) ("\:3'7_*" N (l + Ly 3e),

@G == (a”\:2+[6:72“{"Yi"z)("\::r’(+~'Y3((J’+%3'7C)
(123) 4 (N Py y ) (T 4+ D, § + %y 1),

Gy== (o (3;7:5+7:‘5!£)(”\:'13?+:Y1.(1)+%I:}C)
e (X By A 7 B) (T 5, § -+ B, T0),
Gy = (“”.\:1'*‘)@-71‘*‘ ’/171)(”\:'23?"{":729)‘(" b, JC)
(2N B 7103) (N, F A+, - 7).
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Les égalités (122) deviendront, en vertu des égalités (121),

[ [ﬂﬁ]z:[@%zaml, [%%ngl\’2.)ﬁ‘zﬁml, [%—A:-‘l = K292y D,
o 1 JUe

Or, en vertu des égalités (77) de la premiére Partie, la premitre des
égalités (119) devient

0 [oA AL [OAYTE L)
5 X N = ;| — oy - ele.
(123) oA f o [m SR oy | TR s |, Ty et
0% AL 12 L TOAL]E o [OAL]RN ..
+ ()A'f)A" (" [()1 SR VT Ml P 1)”\"‘
A, |2 OANTE L [OALEN . )
Ny [ 28 ey 12 e, |92 ) ey L et
+< 2(()1;‘1_1'—7"»(),)’_‘,}‘ 2,’)3‘|1) " el
0 8 OU1E L TOUE L [Or Y
T orp (‘ l gz |, TPy |, rl) o
PIAL OryE L [or e
- > J1 . 1 . ~ 1
“or,? ) VA N 1) N
1 /o LYt
N ]2 )1 )2
-*—( [ [ e [
it LGN B N B |
172 NS R 1] WA b Fol%, 12 ..
-+ <\z [i)l -+, ;(75/‘» 1+ b, “"l‘)s‘ ) 1>~\->
IV K71 NV L ) A
B et 3, | S E3 RS (R WSS IR
+( " /‘(}"I’.,l—*_ Yl_()'y_1+ t _()5”1) ,s = el
)2 % IVaE 2] W LI ) AP AN
+E(JT('JF“'3 (0 |52 ]+ o Pi PRak o )
" [ . LA B Y s LR B
¢
. [oA:T]: COA 12 L [OAT]EY ..
= (’:\ﬂj' —(‘jT(IT 1+3j’ ’(-)“}’é +:5/ _J:E )"\ ’
\ LJx . LJY I BZN B
PIAE OATE . [OALTEN o |
o VPPN o Nl S A . 4 X o b=
+< / A();I;~1+Y’ _()y_,'LJV/ '():_1> o o

Dans cetle égalite, chaque signe esc. remplace deux termes qui se
déduisent du terme explicitement écrit avant ce signe en permutant
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les indices 1, 2, 3. L’indice 7 est un quelconque des indices 1, 2, 3.
Les indices 7, 7, /" sont les indices 1, 2, 3, pris dans un ordre quel-
conque.

Les égalités (124) et (x25) donnent, aprés suppression du fac-
teur K*ou® qui, en vertu de I'inégalité (106), differe de o, la premivre
egalite
|0 E - 0~ X
TR (N = B 4 7o) Xy B+ cle.

1
0 g L(
JA} 0A)
g . . . . SN
- (7[‘.""' [ (’l"\":; -+ ﬁ-Y:; =7 L) \og - (X - B‘Y‘-’ R <) "\'3] @, -+ ele.

1

g

/ o, ary !

-+ ooy o By A yloy) Ny By - (aXy 4+ BN, + 7y ) Ny D, ] + ete.

|3
4

[(aNg = BN A4 78 )Ny (X 4 B, - 7%,) N\ |6,

-

(o = By by By) N (@ - B Y8 ) N 6y |+ cte.
N )2
L I, e T o (g = BN v, )6,
* = o;ar; ! s o B o) NGy
-t [(“"\:J' = lfjﬁf' + 7‘:6/")“\:1'” == (7‘ "‘\:’J’" + f)“Y.I'” +7 :E’/")”\:J"] D, g =0,
0y C L n o N
(.).AT(a.\.l+lJ_Y1+71el).Y,Dl+ ..... == 0,
1
0* % . .
“\ OAE (X + By -+ k) & D =o0.
1

Les deax autres se tivent dune maniere analogue des deux dernieres
¢galités (119).

Multiplions respectivement ces égalités (126) par #, (¢, 3¢ et ajou-
tons-les membre & membre en (enant compte des égalités (123);
nous trouvons I'égalité

3 (¥ > 4 1 2
(127) (({—Z',—l D, - (-;l;c D, + JdAi'“ D, -+ D().‘l%ﬁ‘ -+ 7()[% 6, + ;%,%G,y - o,
olt (2) représente un carré symbolique.

Mais la fonction dissipative & est une forme quadratique en Af,

b Ay, T, T, T ses dérivées partielles du second ordre parrapport
a ces six variables sont done indépendantes de ces variables. Dés
lors, si 'on désigne par f ce que devient la forme & lorsque aux va-
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riables
| I
AL, A, A, T, T, T,

on substitue les variables

Di’ mz’ D:!’ 617 627 ®37

on aura
02§ 9 5 O
JAE T 9D}’ o2 — 06F’
028 0t 0% 0t )% 0

06,00, I oL, "7 06,06,

0A0AT T 0D,00,"  IT,04;
et 'égalité (127) deviendra

Jof of . of - of of >U)
B, — D, —_— GI
om, Dot on Bt om B e, G e,

ou bien, en vertu du théoreme d’Euler,
f==o0.

Mais la forme ¥ est une forme définie positive en AY, AL, A}, 17,
Ty, Iys la forme £ est done une forme définie positive en 3, D, D,
G,,6,,6,, ctl'égalité précédente entraine les égalités

(128) D, =o, D, =o, B, =o, &, =0, 6, = o, G, = o.
Ces égalités (128) permettent d’écrire Iégalité
2(aNoy == B+ 7%,) By + (N4 LYo+ yBy) 6y + (e~ 5+ y &y) == 0.
En vertu de 'égalité (123) et de I'égalite
(aoy =LY 478 )t 4 (aXy + BT+ PR (N4 B+ y &)=,
I'égalité précédente devient

Xy F 4+ G+ %, T
+ (o~ B+ 7, )[(02\11+571+7% V(NG F 4=, G 4 2,T0)
= (o BT+ 7 %y) (Xoy T+ Falf = 2y IC)
A (AN By 7)) (Ny T = 7, G 4 2,TC)] = o.
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Mais la quantité entre | |, égale & (D, + D, + D,) en vertu des
¢galités (123), est nulle d’aprés les égalités (128); nous obtenons
donc la premicre des égalités '

Ny T+ N, G+ &0 =o,
(129) NG T G By T =0,
Ny 4 N3G -+ B, 9¢ = o.

Les deux autres égalités (129) se démontrent d’une maniere ana-
logue.

Ges égalites (r29) donnent sans peine, en tout pointde la surface S,
T = o, G =o, 3¢ =o.

Done, au sein d’un mulicu vitreux, une onde du second ordre par rap-
port aux composantes u, ¢, w de la vitesse ne peut avoir une vitesse de
progagation 3 différente de o. Les seules ondes de cet ordre qui puissent
subsister en un tel milicw séparent constamment les deuzx mémes portions
du milicw; elles sont alors surfaces de discontinuité pour la densité p et
pour les quantités N;, Vy; en owre, si le miliew est mawvais conducteur,
elles sont surfaces de discontinuité pour la température T.

Ainsi sont étendues aux milicux vitreux doués de viscosité les pro-
positions que nous avions démontrées pour les fluides (Recherches sur
UHydrodynamigue, 17 séric, 17 Partie, Chapitre 111).

De plus, pour démontrer ces propositions, nous ne nous sommes
nullement servi des symétries particulieres qui caractérisent les mi-
licux vitreux; par exemple, en ce qui concerne les actions de visco-
sité, nous avons supposé seulement que la fonction dissipative & était
une [orme quadratique définie de A), A}, A}, I, Ty, T, ce qui est éga-
lement yrai pour les milieux vitreux et pour les milieux cristallisés.
Nous pouvons donc alfirmer qu'au sein d’un miliew affecté de viscosite,
qu’ il soit fluide ou solide, vitreux ou cristallisé, aucune onde ne peut se
propager. Toule onde persistante sépare indéfiniment les deux mémes
partics du milieu. Si une telle onde est d’ordre n par rapport auzx com-
posantes w, v, w de la viesse, elle est d’ordre (n— 1) par rapport a la
densité p et aux quantités N;, V;. Par rapport & la température T, elle
est d’ordre n ou dordre (n — 1), selon que le miliew est conducteur de la
chaleur ou qu’il est privé de conductibiite.
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III. — Intersection d’une onde-cloison et de la'surface libre du milieu (*).

Dans les milicux fluides ou élastiques, qui sont doués de viscosité,
nous avons montré que les seules ondes possibles sont des ondes qui
séparent constamment les deux mémes masses fluides; & ces ondes,
nous donnerons le nom d’ondes-cloisons parce que, semblables a des
cloisons étanches, elles partagent la masse fluide en cellules telles
qu’aucun échange de matiére ne se produise d’une cellule & 'autre.

Nous allons, au présent paragraphe, porter notre attention sur
celles de ces ondes qui sont du premier ordre par rapport aux com-
posantes u, ¢, w de la vitesse, ¢’est-a-dire sur celles qui ont été étu-
diées au paragraphe I; nous allons mettre en évidence une importante
propriété de la ligne suivant laquelle une telle onde coupe la surface
libre qui termine le milicu.

Au moyen des six quantités

Na~+ve, Nytvy, Nodvy, Tet+te, Tyt1y, Tod-1,
formons I’¢quation

(130) (Ng v ) X2 (Ny =+ vy ) Y2 (No4-v;) 72
2 (Te4 1) YL 42 (Ty+ 7)) LX 4= 2 (T +7) XY =1,

qui représente, en chaque point du milieu et & chaque instant, la
quadrique des pressions.

En général, la forme et l'orientation de la quadrique des pressions
varient d'une maniére continue d’un point i Pautre du milieu ; mais
cette forme et celte orientation varient d’une facon brusque si 'on
vient & traverser une onde-cloison qui soit du premier ordre par rap-
port aux composantes u«, ¢, w de la vitesse.

Soit M un point pris sur une onde-cloison ; la quadrique des pres-
sions tend vers deux formes limites distinctes Q,, Q,, selon que Pon
s’approche du point M en demeurant du ¢oté 1 de onde ou du
cOté 2. Entre ces deux formes limites, existe une relation. En effet,

(1) Sur les ondes—cloisons (Comptes rendus), 1. CXXXVI, p. 237, Séance du
27 juillet rgo3).
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o
-
N1

au point M, on doit avoir les égalités

2

S (Net92)1 4 (T2 4701 - (Tt 7)1 7 = (Nt 9)a 2+ (T + 7)o+ (TymH 7)) 75
(131)

(Ti+7)12 +(Ny+vy)i B+ (T2, 7= (Ts+rs)yo - (Ny+vy)a B+ (Tat ta)2 o4
U (Tyty)i o (Tt 1)1 B o+ (Notv3)1y = (Ty 415)20 - (T 7)o B4 (Na = v2)a 75

egalités qui sont le fondement des raisonnements développés au para-
graphe I.

Ces égalités signifient que le plan diamétral conjugué a la direction
(%, B, Y) de la normale a Uonde a méme orientation dans les deur qua-
driques limites Q,, Q,.

Lanormale i Ponde ne coincide, en général, avec un des axes prin-
cipaux ni pour la quadrique Q,, ni pour la quadrique Q,; d’ailleurs,
si-elle élait axe principal de Pune de ces quadriques, clle serait for-
cément, en vertu du théordme précédent, axe principal de autre.

Imaginons que la surface libre du milicu supporte une pression
normale 15 la normale & cette surface, dirigée vers Pintérieur du mi-
licu, fait avee les axes de coordonnées des angles dont les cosinus
seront désignés par A, ., v. Nous aurons alors, en tout point de la
surface libre,

(Ng-+ve— Ik~ (T4 ) p -+ (Ty 1, )v =0,
(132) (T4 7o)k (Nys- vy — ) p == (T~ ) v == 0,
(Ty +7y)h = (T~ )+ (Nz+ v, — )y =o.

De ces égalités on peul tirer, entre autres conséquences, la propo-
sition suivante :

En chaque pownt de la surface libre, la normale a cette surface trace
Uun des axes principauz de la quadrigue des pressions qui se rapporte
a ce poind.

Considérons maintenant la ligne L, intersection de la surface libre
par une onde-cloison ; de part et d'autre de Vonde-cloison, la quadrigue
des pressions n’a pas, en général, ses axes principaux orientés de la
méme maniére; la normale o la surface libre subira done, en général,
un changement brusque d'orientation & la traversée de la ligne Lj
d’olt la proposition suivante :

Ann. Be. Norm., (3), XX — Mar 1906, 28
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L’intersection d’une onde-cloison du premier ordre par rapport a la vi-
tesse et de la surface libre qui limite le milicu est une aréte de cette der-
nicre surface.

Cette aréte peut, d’ailleurs, se dessiner en saillie ou en creuzx.

Nous avons déjasignale (') analogie des ondes-cloisons qui peuvent
se former au sein des fluides visqueux avec la division en cellules que
M. H. Bénard (*)aobservée au sein de liquides inégalement échauflés ;
cette analogie est complétée par le théoréme précédent; en méme
temps, nous venons de reconnaitre qu'une telle division en cellules
peut se produire au sein de tous les milicux affectés de viscosité,
qu’ils soient fluides ou solides, vitreux ou cristallisés; et, en effet, des
phénoménes analogues i ceux que M. H. Bénard a ¢tudics ont été obser-
vés par M. J. Cartaud (*) dans les milicux visqueux les plus divers.

On remarquera que les propositions développées en ce Chapitre et
dans le Chapitre précédent permettraient de reprendre, au sujet des
milicux élastiques, tout ce que nous avons dit de la propagation des
quasi-ondes au sein des fluides (*).

CIAPITRE IIL

CONTINUITE DE L’ETAT LIQUIDE ET DE L’ETAT VITREUX.

Que faut-il entendre en disant qu’un solide vitreux, sans étre tres
compressible, est trés aisément déformable? Nous donnerons i ces
mots le sens suivant :

Les propr.élés du milieu pris dans un état awire que Udlat initial

(1) fecherches sur U Hydrodynamique, »* Parlic, Goneclusion (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, 2¢ série, 1. 1V, 1902).

(*) H. Binano, Journal de Physique, »¢ séric, 11X, 1900, p. 5135 L X, 1901, p. 251.

(%) Revue géncrale des Sciences, 14° année, 1903, p. 114.

(%) Recherches sur U Hydrodynamique, »° Partie (Adnnales de la Faculté des Sciences
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changent notablement si ’on vient & changer la densité en chaque point ;

g Ry ’ . ryr .
mazis, st L’ on déforme les divers éléments sans en changer la densité, les
propriétés du miliew varient extrémement pet.

Suaivons les conséquences de cette définition.

Les propriétés statiques du milieu sont entiérement définies par la
forme de son potentiel interne; la connaissance de cette forme ne suffit
plus pour fixer les proprictés dynamiques du milieu : il faut y joindre
la forme de la fonction dissipative.

La forme du potentiel interne dépend de deux fonctions, les fone-
tions @ et W comme Penscigne Iégalité (41) de la premidre Partie.
Suivons, en chacune de ces deux fonctions, Pinfluence de notre défi-
nition.

La fonction ® dépend, en général, de la température T et des trois
quantités Ji, J,, J,. Si un changement de forme de '¢lément auquel
clle se rapporte devait la laisser rigourcusement invariable lorsqu’il
n‘entraine aucun changement de température ni de densité, la gran-
deur ® serait une fonction des scules variables p et T notre definition
exige done que la fonction O soit de la_forme

(13“,’) (l) == C(P, 'I‘) -+ (-P (,I‘r Jl7 "2, '1:1)7

la fonction C(p,T) ayant une valeur notable, tandis que la fonction
(T, 3, )., Jy) @ une valeur extrémement petite.

Considérons maintenant la fonction W, dont dépend Paction mu-
tuelle de deux éléments; nous avons énuméré en (43) de la premicre
dartie les éléments dont cette fonction peut dépendre. Si clle devait
demeurer rigourcusement invariable dans toute modification qui
déforme les deux ¢léments sans altérer ni leur densité, ni leur posi-
tion relative, elle ne pourrait dépendre que des densités p et " des
deux ¢léments et de leur distance mutuelle 7; on aurait alors

W= (e, 0y r)-

D’aprés notre définition, cette égalité ne doit étre qu’une égalité
approchée et Uon doit ayoir

(134) We="Ad(p,p's )+
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la_fonction Y ayant une valeur notable, tandis que la fonctiony, qui peut
deépendre de tous les éléments énumeres en (43) de la premicre Partie, a
toujours une tres pelite valeur.

D’aprés les égalités (41) de la premivree Partie, (133) et (134), le
potentiel interne du systéme s exprimera par Uégalilé

(135) i= [t am o [ 4to 0ty due

-+ f@('l‘, Jiu Jo, Jy) dm - —;— / /'/, dm dm/.

Les termes de la seconde [/.'gnc ont, en loule circonstance, des valewrs
irés petites. Les termes de la premiére ligne, qui sculs ont des valeurs
notables, reproduisent le potenticl interne d’une masse fluide, (el que le
présente Uégalite (66) de la premicre Partie de nos Recherches sur

U Hydrodynamique.

Des lors, il est bien ¢vident, sans aucun caleul, que les milicux
étudiés vont nous redonner, mais d titre de lois approchées, toutes les
propositions qui découlaient rigourcusement, pour les fluides, de la
seule forme de leur potenticl interne.

Si, comme nous 'avons fait en la premitre Partie de nos Recherches
sur U ydrodynamique | égalités (67) et (75)], nous posons

g A= /ML&Q dnt/,
(136) ¢ ) ()r{:‘_
ol 4y o
( [l=—= p* -—-»«-(5(;»»)— — {;“A,

nous aurons les EGALITES APPROCHEES

‘ N.,,,: N].;‘.:,: Nz“.:‘.l “,

(l.)7) l 'I‘:z,' -

I'y="T;=o0.

Si nous comparons en particulier ces egalités aux egalités (8) de
la premicre Partie de ces Recherches sur U Elasticité, qui conyiennent a
un milicu peu éearté de I'état initial, nous parvenons au théoréme
sutvant :

En un milicu trés aisément déformable qui est pew dearté de son étal
initial, la fonction M(T) a des valewrs trés petites par rapport aux valeurs
de A(T).
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Examinons maintenant la forme qu’il convient d’attribuer i la
fonction dissipative en un milicu tres aisément déformable.

Siles propriétés du milicu étaient absolument indépendantes de la
déformation subie par chaque ¢élément, mais seulement de la variation
de densité a partir de Pétat initial, la valeur de la fonction dissipative
devraitrester absolument laméme quel que soit le trivdre trirectangle
dont les arétes sont les trois axes principaux de dilatation de I'élément
considére. Sa forme se déterminerait alors par les raisonnements que
nous avons suivis au Chapitre I, § 1 de la premicre Partie de ces
Recherches sur U Elasticité. Cette forme, analogue i la forme (17) de
cette premicre Partie, serait

/(p ")

5 (D! - D% 4D )2

»pﬁgfﬂ(m% D2 D2 o 2 G2 4 2 G2 4= 2 G2).

Mais les propriétés du milieu éprouvent une variation non nulle,
bien que tres faible, dans une déformation qui laisse invariables la
température et la densite; egalite précédente doit done étre non pas
rigourcuse, mais approchée; en toute rigueur, le fonction dissipative
doit s’obtenir en posant

(138) f:¥W'an4y+ny

(J(P (l)’2—+—l) + D 2G4 2GP + 2G2) + £

f est une expression donnée par une égalité de méme forme que l'éga-
licé (74), de la premicre Partie, mais dont la valeur est toujours treés

petie.

Dire que les propriétés du milieu changent trés peu lorsque P'on
déforme les divers ¢léments sans en changer la densité, ni la tempé-
ature, ¢’est ¢évidemment supposer, comme nous venons de le faire,
que la valeur de la fonction dissipative a 'instant ¢ dépend de Ja tem-
pérature et de la densité de chaque ¢lément 2 cet instant, mais est
presque indépendante de la déformation de I'élément. Ce n’est pas
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forcément admettre que le travail de viscosité dans le temps dz est
sensiblement nul si la modification du systeme pendant ce temps ne
fait point changer la densité de divers ¢léments. On concoit que I'on
puisse faire la premiere hypothése sans faire la seconde; en d’autres
termes, on congoit que ¥ puisse prendre la forme (138) sans que la fonc-
ton u.(p, T) soit négligeable devant \(p,T).

Ainsi un milieu solide, vitreux, tres déformable, mais non trés com-
pressible, obéit approximativement aux lois qu’il est d’usage d’admelire
en un liguide visqueuxv. Le liquide visqueux représente la forme linite
d’un tel milieu tres déformable.

Cette maniere de voir concorde avee celle & laquelle les expérimen-
tateurs sont conduits par des recherches de diverses natures.

On soupconnait depuis longtemps et Pon sait aujourd’hui d’une
maniere certaine, grice surtout aux travaux de M. Tammann, que
beaucoup de corps, liquides et peu visqueux & une certaine tempéra-
ture, deviennent de plus en plus visqueux lorsque la température
s’abaisse, et se transforment finalement en solides vitreux. Cette
continuité entre {état liguide et I’ état vitreus sera parfaitement conforme
aux formules précédentes, si on suppose que les fonctions o, v, f,
trés petites lorsque la température a une valeur suffisamment ¢levée,
augmentent et prennent des valeurs tres notables lorsque la tempé-
rature s’abaisse & un certain degré.

Un corps dont chaque élément est supposé dans un état entierement
défini par la connaissance de la densité p et de la température T est un
corps isotrope par définition ; donc, un fluide proprement dit et anisotrope
serait un non-sens. 1l n’en est pas de méme pour un corps vitreux trés
aisément déformable; ce corps est forcément isotrope dans 'état ini-
tial; mais, lorsqu’il a été déformé, il n’est plus forcément isotropes; il
peut agir sur la lumietre comme un corps doué¢ d’une faible biréfrin-
gence. Or, les recherches de Maxwell et d'une foule d’autres expéri-
mentateurs ont mis cette vérité hors de contestation : Lorsqu'un
liquide, méme trés peu visqueux, est en mouvement, il est biréfrin-
gent. La biréfringence des liquides en mouvement s’accorde done
avec les théories développées au présent Chapitre.

Nous venons de montrer comment I’état liquide pouvait étre regardé
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comme ['état limite ('un miliew solide, vitreus, trés aisément défor-
mable. De la méme maniere, en prenant pour point de dépar un

miliew eristadlin, dont ['état initial est homogene, mais non isotrape,
nous pourrions traiter du mibew eristallin trés sement deformable;
nous serions ainsi: conduits, par une vote théorique, & la notion de
erstaus; fludes, & laquelle M. Lehmann a été conduit expérimenta-
Lement. Cette notion de cristaux fluides apparait, au contraire, comme
un non-sens aupoint de vue de la théorie rigoureuse du fuide, o
ehaque élément, enlierement défini par sa température et sa densilé,
est toujours el essenticllement isotrope.



