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S U R LE

D É P L A C E M E N T DE L 'ÉQUILIBRE.

PAR P. DUHEM' .

La loi du déplacement de r é q u i i i b r e îivec la t empéra tu re a été
énoncée en 1884 par M. J.-H. Van 1,'HofT; la loi du déplacei i ient de l'é-
q u i l i b r e avec la pression a élé érsoocée !a même année par M.. H. S^
Chate l ie r ; j'ai. donné de ces deux lois une dérncH'istrat ion fondée sur
les principes de la Thermodynamique ( 1 ) ; je me propose a u j o u r d ' h u i
d'énoncer et de démontrer une généralisation de la seconde.

imaginons un système défini par sa température absolue T et un
certain nombre de paramètres indépendants a, [î, . . . , À. Ce système
est soumis à certaines forces extérieures. Dans une modif icat ion iso-
tbermique vir tuel le ou les paramètres a, [î, ..., A subissent des varia-
t ions Sa, ûp, ... y âÀy ces forces et'Icctuent un t ravai l

ctëe =: A. ô^ + B op +... -h L cî).*

Sous l'action des forces A, B, . . . , L, le système prend un état d 'équi-
l ibre défini, par les valeurs a, [3, . . . , À des paramètres indépendants ,
la température T étant supposée donnée. •Ces valeurs a, ^ . . . , A q u i
conviennent à l 'équilibre sont déterminées de la manière suivante :

Soit ^(a, [3, * . . 5 }̂  T) le potentiel, thermodynamique interne du sys-

( 1 ) P. Du HUM, Sur le déplacement de l'équilibre {Annales de la Faculté des Sciences
de ToulowCf t. ÏV, N.).
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teme; nous aurons, dans l'état d'équilibre,

âS_
àa :A,

(•) g-.
ôS _ -,^-^L.

Ces équations (i), résolues par rapport à a, {3, . . . , X, donneront les
valeurs de ces paramètres qui correspondent à l 'équilibre.

Laissons à la température la valeur T et donnons aux forces exté-
rieures les nouvelles valeurs A +rfA, B "+- r/B, . . . , L + dL. Le système
prendra un nouvel état d'équilibre défini par des valeurs a •+• rfa,
[4 -l- rfp, ..., A -4- d\ des paramètres a, [3, . . . , À.

Les égalités (i), differentiées, nous donneront

à2^ .
/IfV

àa1

yS j——— ci a
àp àa

à^S .
-^r———dCtaÀ àa

ys'
h àa. àÇ>

à'-3
-f-(?(32

yS+â^^

^(3+. ..-+

d^ 4- . . . 4

rf(34-...H

d2^ ,-
- à»à-k^

^ CDdi3 à\

à'-S /,-^, ./A

r-^A,

—<-/5^

==:dL.

Multiplions la première de ces égalités par r/a, la seconde par <^3, . . . ,
la dernière par d\, et ajoutons membre à membre les résultats obte-
nus. Nous trouvons

W
AÏ i f)î 'f
(/ c- / y \ c» t/ c) , in \«ij^W^^wy ., _^ .—— ( dl )2 + 2 V —.,—." </a ̂^À^ ' AHÀ au. àv lau. àv

: dA da 4- dK d(3 -h... -h rfL JÀ.

Dans cette équation, on doit attribuer au symbole

^ à^ , ̂  rfv2 à^àv\

la signification suivante :
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On considère toutes les valeurs, distinctes les unes des autres, de
la quanti té

à^ , ,-.—r- du, dv^àp-à^ '

que l'on peut obtenir en remplaçant p. et v par deux lettres, différentes
l 'une de l'autre, prises dans l'ensemble a, (3, . . . , À, et l'on fait la
somme de toutes ces valeurs distinctes.

Proposons-nous de déterminer le signe du premier membre de l'é-
quation (2).

Soumis aux forces constantes A, B, .. . , L, le système admet un po-
tentiel thermodynamique total

<I)(^(3, . . . , \ T)=F(a, (3, . . . , V r ) — ( A a + B i 3 . 4 - . . . 4 - L À ) .

Si, laissant la température constante, on fai t subir aux variables a,
[3, , . . , À, des accroissements arbitraires Sa, Sp, .... SA, ce potentiel
subit un accroissement

r3<D(a, p, . . . , À , T )

(3) • ^-^-(g--)^--^-^

( -^"'• '̂•-•- '̂•-lî -
Pour que le système soit en équilibre stable sous l'action des forces

constantes A, B, ..., L, il suffit que <E> soit min imum.
Pour que (D soit min imum, il faut et il suffit :
T° Que l'ensemble des termes du premier degré en âa, §(3, . . . , êA,

au. second membre de l'égalité (3), soit égal à zéro, ce qui. redonne les
égalités (i);

2° Que l'ensemble des termes du second degré soit essentiellement
positif.

La quanti té

• à^ ^ ,, yS,^,, yS,^^ ^ yS , ,^(^^^(âp)^..^^(^+^^^^

est donc positive, quelles que soient les valeurs prises par les quan-
Ânn. de l*Èc. Normale. 3" Série. Tome IX. — DÉCEMBRE ïSga. 4^
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tités Sa, S?, . . . , SX, pourvu que ces valeurs ne soient pas toutes
égales à o. Cette quant i té sera en particulier positive si l'on fait

Sa = av., ô(3 == <^(3, ..., o7. r= ^fA.

L'égalité (2) nous mont re alors que l'on a

(4) dk dy. •+- dïï d^j -4-. .. + dL d\ > o.

Cette inégalité exprime le théorème général auquel nous voul ions
parvenir et que nous énoncerons ainsi :

Un système est en équilibre stable, à une température donnée, sous
l'action de certaines forces extérieures ; à ces forces extérieures, on ajoute
de nouvelles forces infiniment petites, la température demeurant la même ;
l'équilibre primitif est troublée et un nouvel état d'équilibre s établit; le
travail effectué dans le passage de V ancien état d'équilibre au nouveau
par les forces perturbatrices est toujours positif.

Il est aisé de reconnaître que ce théorème général r en fe rme comme
cas particulier la proposit ion de M. H. Le Chatel ier :

Imaginons un système en équi l ibre sous l 'action d 'une pression
extérieure normale et u n i f o r m e . Donnons à cette pression un accrois-
sement i n f i n i m e n t peti t . L 'équi l ibre p r i m i t i f est troublé; un nouvel
état d 'équi l ibre s'établit. Dans le passage de l 'ancien état d ' équ i l ib re
au nouveau, la pression addi t ionnel le doit effectuer un travail, pos i t i f * ;
ce passage est donc accompagné d'une d i m i n u t i o n de volume.

Le théorème précédent prend une forme intéressante dans le cas,
qui se rencontre f r équemment dans l 'étude de Télasticilé, où l 'é ta t
d'équilibre p r imi t i f est Vêlai naturel, c'est-à-dire l 'état où le corps est
soustrait à toute force extérieure. Il nous fournit alors la proposi t ion
suivante :

Lorsque des forces impriment une déformation quelconque à un corps
élastique, à partir d'un état naturel supposé stable, le travail effectué par
ces forces est certainement positif.
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Dans une Note précédente, j'ai traité un problème relatif à la défor-
mation des cristaux ( < ) , problème qui a d'intéressantes relations avec
la théorie du déplacement de l'équilibre. Les développements que j'ai
exposés reposaient sur l'emploi de certaines égalités données dans mes
Leçons sur F Électricité et le Magnétisme [t. II, p. 472, égalités (12)) .
Or ces égalités sont affectées d 'une faute de signe, comme on le recon-
na î t aisément en les comparant aux égalités d'où elles sont déduites
[7oc. cit., p. 471, égalités (i ï)'|. Les résultats que j 'ai obtenus doivent
donc tous être changés de signe, ce .qui fait disparaître le désaccord
qu'ils présentaient avec ceux de M. Lippmann et de M. Pockels. Je
remercie M. F. Pockels d'avoir bien voulu me signaler cette inexac-
t i t u d e .

( i ) Annales de l'École Normale, 3e série, l. IX, p. 167.
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