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Commentaire aur principes de la Thermodynamique (');

Pax M. P. DUHEM.

DEUXIEME PARTIE.

LE PRINCIPE DE SADI CARNOT ET DE R. CLAUSIUS.

CHAPITRE L.

LE CYCLE DE CARNOT ET LES MODIFICATIONS REVERSIBLES.

1. Les modifications virtuelles. — Revenons d’abord 4 la notion
de modification virtuelle pour la préciser mieux que nous ne l'avons
fait au cours de la premiére Partie.

Imaginons un systéme qui se trouve dans un état donné, ainsi que
les corps étrangers & ce systeme. On connaitra I'état de ce systéme,
son mouvement el les actions extérieures qui agissent sur lui, si 'on
connait les valeurs des paramétres

By ey Ay @, by o,
ct des quantités
de db d)
dt’ &’ T dt’

(*) Voir t. VIII, p. 26g.
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Pour connaitre les forces d’inertie qui agissent sur le systéme et
les coefficients calorifiques du systéme, il faut, cn outre, connaitre la
valeur de chacune des quantités

dz  d*B )
de’ de’ 7 de’

Lorqu’on envisage non plus une modification réelle d'un systéme,
mais une modification virtuelle, 'ordre dans lequel se succédent les
divers élats du systéme n'existe que dans notre entendement et non
point dans le temps; les quantitésa, 8, ..., A ne peuvent plus éire
considérées comme des fonctions du temps. On ne peut donc plus
parler des quantités

dz  d3 .
di’ 4.’ 7 dt’
dis g @
di2’ de’ 7 dE

1l semble donc qu’il ne soit plus permis de parler de forces d'inertic
ou de coefficients calorifiques pour un systéme qui subit une modifi-
cation virtuelle.

En réalité, on peut conserver & ces mots une significalion.

Dans les formules qui définissent les forces d’inertie et les coeffi-
cients calorifiques d’un systéme en voie de transformation réelle, rem-
placons les quantités

dx  dp ).
e’ do’ U a’
22 d28 d2.

deé’ de’ 7 a8
par des grandeurs
u, ¢, ... w,

4
u, ¢, ..., w

quelconques, assujetties seulement aux restrictions que la définition
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méme du systéme peut imposer aux (uantités

di ds
de’ de’ oode’
d*x &P d®).

a’ At T 4

nous aurons de nouvelles expressions qui représenteront, par défi-
nition, les forces d’inertie et les coefficients calorifiques du systéme au
cours d’une modification virtuelle; nous pourrons alors parler du
tracail effectué par les forces d’inertie et de la quantité de cha-
leur dégagée par le systéme au cours d’une modification virtuclle.

Les quantités u,-¢, ..., w doivent varier d’'une maniére continuc au
cours de la transformation virtuelle; au contraire, les quantités o',
¢y ..., w' peuvent présenter des discontinuités.

2. Des cycles. — Rappelons la définition d'un cycle fermé, déja
indiquée dans la premiére Partie de ce travail (Chap. 11, n° 1).
Imaginons qu’un systéme parte d'un ¢tat initial défini par des va-
leurs
%y, 30- ceey 7\07 ayy boy ..., 1y

des paramétres
&, )rj’ vy Ayoay by L
son mouvement initial est défini par les valeurs
Upy Vgy .0oet Wy
des vitesses

Uy ¢, ..., w.

Ce systéme subit une séric de modifications réelles ou virtuelles
durant lesquelles les paramétres

. , B, .oy Aoa, b, o]
ct les vitesses

Uy ¢y ..y W

varient d’une maniére continue.
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I parvient a un état final dans lequel les quantités variables

% 3’ ceee b a, b’ o-en l’ d, ©v. .... &

ont des valeurs

r y .
Lo By eeer Ay @ by oo Ly owy, e, . ey

)
Si les quantilés
P T S P P Y . 2

sont respectivement ¢gales aux quantités

’

. 3 y .
Zoy oy e-er Aoy g, boy weee lay gy gy ... W,

on dit que le systeme a déerit an eyele fermé ou simplement un
eycle.

Si Loutes les modifications qui composent un cycle sont des modifi-
cations réelles, le cyele est lui-méme séel; si toutes les modifications
qui composent un eyele, ou sculement une partie d'entre elles, sonm
virtnelles, Ie eyele est lni-méme virtuel.

a. Un cycle réel peut se reproduire indéfiniment. — Clest ici le
lieu d'énoncer une hypothése qui joue un role fondamental dans la
constitution de la Thermodynamique :

Ivvoruise. — Soit S un systeme et soit ¥ Uensemble des corps
dtrangers acesystéme. Imaginons deux intervalles de temps égau.r,
Uun compris entre les instanis t, et 1, Vautre compris entre les
instants {, el (. Supposons les conditions suicantes réalisées :

1¥ En deus instants correspondants quelcongues des intercalles
(Lo 8,) el (2, 1)), le systéme X est dans le méme état.

2° Aux instants ty et L, le systeme S est dans le méme élal vt
animé des mémes vitesses.

Nous admeltrons que, dans ces conditions, en deus: instants cor-
respondants quelconques des intervalles (t,,1,) et (1,,1,), le sys-
téme S est dans le méme élat.
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Cette hypothese peut s’énoncer sous une forme moins preclse peut-
étre, mais plus bréve, en disant que :

La modificatton subie par le systéme S dans Uintervalle de temps
(1, 1,) est déterminée si lon coanail : 1° Uélat des corps exté-
rieurs X a toul instant de Uintervalle (1,,1,); 2° Uétat et les vitesses
du systéeme S a Uinstant t,.

Nous ajouterons qu’a 'instant 7, I'état des systémes X et S peut étre
défini seulement aux variables prés qui fixent la position absolue dans
I’espace de I'ensemble de ces denx systémes.

Considérons un cycle fermé réellement, décrit par le systéme S.
Pendant le parcours de ce cycle fermé, les corps extérieurs £ ont
pass¢ par une suite d’états. A la fin de ce cycle, le systéme S a repris
le méme état et les mémes vitesses qu'au début. Lorsque ce cycle a
achevé d’étre décrit, faisons reprendre de nouveau aux corps X la suite
d’états par laquelle ils ont passé durant le parcours de ce cycle. D’aprés
I’hypothése préeédente, le systéme S déerira de nouveau le cycle.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Un cycle fermé réel peut étre indé finiment reproduit identique
@ lui-méme POURVU QUE L’ON PUISSE DISPOSER ARBITRAIREMENT DES
CORPS EXTERIEURS AU SYSTEME.

4. Modifications adiabatiques, exothermiques, endothermiques.
— Considérons un systéme qui subit une modification infiniment
petite, réelle ou virtuelle, sous I'influence de certains autres systémes.
Par Ieffet de cette transformation, le systéme dégage une quantité de
chaleur dQ; les forces d’inertie (I** Partie, Chap. III, n® 3) effec-
tuent un travail dz. Si la quantité

(1) | dy=dQ — g d=

est égale & o, la modification infiniment petite considérée est dite
adiabatigue.

Une modificetion finie est dite adiabatique si toutes les modifica-
tions infiniment petites qui la composent sont adiabatiques.
Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. 111, s8¢3. 38
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Posons

(2) | 2=Q~

b

ol a

Q étant la quantité de chaleur dégagée dans une modification et = le
travail des forces d'inertie durant cette modification.

Nous donnerons 4 la quantité& le nom d’effet calorifique total de
la modification.

Nous voyons sans peine que I'effet calorifique total d’une modifica-
tion adiabatique est toujours égal a o. La réciproque de cette propo-
sition n’est pas exacte. L’effet calorifique total d’unc modification
finie peut étre égal a o, sans que l'effet calorifique de chacune des
modifications élémentaires qui composent cette modification finie
soit égal & o, et, partant, sans que la modification finie soit adiaba-
tique.

Selon que I'effet calorifique total d’une modification sera positif,
nul ou négatif, la modification sera dite exothermique, athermique
ou endothermique.

Ce que nous venons de dire s’applique aussi bien aux modifications
virtuelles qu’aux modifications réelles; pour unc modification réelle
infiniment petite, nous avons

dr =— (l@,

€ étant la force vive du systéme. L'effet calorifique total d’une maodi-
fication finie et 7éelle est donc défini par 'égalité

(2 bis) 3=Q+ -]’;:(@: -e)),

€, étant la valeur de la force vive du systeme au début de la modifi-
cation et €, la valcur de la méme force vive a la fin de la modifica-
lion.

Considérons un cycle.

L’effet calorifique de chacune des modifications élémentaires qui
constituent ce cycle est défini par I'égalité

dy=dQ - L dr,
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qui peut encore s’écrire [ I Partie, Chap. III, Egalité (16)]
Edy=ds — EdU.

En intégrant cette égalité pour le cycle tout entier, et en remar-
quant que I'énergie interne U du systéme reprend, a la fin du cycle,
la méme valeur qu’au commencement, nous trouvons

(3) E3 =c¢.

Leffet calorifique total d’un cycle fermé, réel ou viriuel, est
équivalent au travail total effectué, durant le parcours du cycle,
par toutes les actions extérieures qui agissent sur le sysiéme.

Ce théoréme nous sera utile au Chapitre suivant.

3. Modifications isothermigues. Cycle de Carnoi. — On peut
fort bien imaginer qu'un systéme, ¢n chacun des états qu'il traverse
au cours d’'une modification, ait, en tous ses points, la méme tempé-
rature £, lue sur un thermométre quelconque; cette température
peut d’ailleurs varier de 'un des états traversés dans cette modifica-
tion & I'étal suivant.

Lorsque la température est la méme non sculement en tous les
points du systéme pris dans chacun des états dont la suite constitue
une modification réelle ou virtuelle, mais encore dans tous les états de
cette suite, la modification cst dite isothermique.

Imaginons un cycle soumis aux conditions suivantes :

1® Ce cycle est composé¢ exclusivement de modifications adiaba-
tiques et de modifications isothermiques ;

2° Les modifications isothermiques qui figurent dans ce cycle sont
toutes relatives 4 deax températures différentes, S et 3, & étant supé-
rieur 4 . ’

Un tel cycle se nomme cycle de Carnot décrit entre les tempére-
lures Set S ‘

D’aprés cette définition, un cycle de Carnot peut étre réel ou vir-
tuel.
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Si un méme systéme décrit successivement plusieurs cycles de
Carnot, identiques ou non, mais entre les mémes températures <
et ¥, il est évident, d’aprés la définition précédente, que I'ensemble
de ces cycles peut étre regardé comme un cycle de Carnot unique,
décrit entre les températures S et ',

Soient C,, C,, ..., C, ces cycles de Carnot successifs. Soit T' le
cycle de Carnot formé par leur ensemble.

Soient 9,, 92, ..., 2, l'effet calorifique total des modifications
produites  la température $ dans chacun des cycles C,, C,, ..., C;;
soit y I'effet calorifique total des modifications produites & la tempé-
rature S dans le cycle T'. ‘

Soient, de méme, 9,, 9., ..., 2, Veffet calorifique total des modi-
fications produites 4 la température S dans chacun des cycles C|,
C., ..., C,; soit y' I'effet calorifique total des modifications produites
a la température &' dans le cycle T.

Nous aurons é¢videmment

(4)

6. Modifications simultanées indépendantes. Généralisation du
cycle de Carnot. — Soit un systéme complexe o, formé par un cer-
tain systéme S et par des corps X étrangers a ce systeme. Ce sys-
ttme o est isolé dans I'espace. Pendant le temps compris entre les
instants ¢y, ¢,, le systéme S éprouve une certaine modification M.

Soit, de méme, un systéme complexe ¢’, formé par un certain sys-
teme §' et par des corps X' étrangers a ce systéme. Ce systeme o’ esl
isolé dans I’espace. Pendant le temps compris entre les instants ¢;, £,
le systéme S’ éprouve une modification M’.

Supposons que ’on ait

L — =1, — L,
Imaginons maintenant qu'd un instant quelconque 7,, on place,

dans D'espace, le systéme ¢ dans 'état et avec les vitesses qu'il présen-
tait 4 l'instant Z,, le systeme o’ dans I'état et avec les vitesses qu'il pré-
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sentait a Iinstant ,, ces deux systémes o, o' étant infiniment éloignés
Pun de I'autre.
Nous admettrons hypothése suivante :

Hyroruise. — Chacun des deux systémes @, ¢ se modifiera
comme $’il était isolé dans Uespace.

Si 'on combine cette hypothése avec I'hypothése énoncée au n° 3,
on voit sans peine que, dans ur intervalle de temps

= me=Ll, — =1, — 1,

le systéme S éprouvera précisément la modification M et le sys-
teme S' la modification M.

Nous dirons alors que les modifications M et M’ sont effectuées
d’une maniére simultanée et indépendante.

On voit sans peine, en vertu des principes posés dans la premiére
Partie de ce travail, que la quantité de chaleur dégagée par le systéme
complexe (S, S') pendant l'intervalle de temps (7,,7,) est la somme
de la quantité de chaleur dégagée par le systéme S subissant, en ’ab-
sence du syteme o, la modification M, et de la quantité de chaleur dé-
gagée par le systéme S’ subissant, en I'absence du systéme o, la modi-
fication M. Des propositions analogues peuvent s’énoncer du travail
cflectué par les actions quele systéme (S, ") subit de la part des corps
étrangers (Z,X'); du travail des forces d'inertie appliquées au sys-
teme (S, S'); enfin de 'effet calorifique total de I’ensemble des deux
modifications M, M’. ’

Si deux cycles fermés C, C, sont décrits simultanément et d’une
maniére indépendante par deux systémes S et S,, le systéme (S, S,)
décrit évidemment un cycle ferme.

- Supposons que les deux cycles C et C, soient deux cycles de Carnot
décrits entre les mémes températures 3 et ¥. Si Iisotherme décrite
par le systéme S 4 la lempérature 9 et I'isotherme décrite par le sys-
téme S, 4la méme température  sont simultanées; si, de méme, les
isothermes que les systémes S et S, décrivent & la température & sont
simultanées, le systéme (S, S,), lui aussi, décrira un cycle de Carnot
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entre les températures 3 et $'. En dehors de oe cas, le cycle fermé
décrit par le systéme (S, S,) ne sera pas, en général, un cycle de
(Carnot.

Néanmoins, par une extension du mot cycle de Carnot, nous con-
viendrons de dire qu’un systéme complexe (S, S,) décrit un cycle
de Carnot T entre les températures S et &', si les deux systémes
infiniment éloignés S, S,, dont il se compose, décrivent, entre les
mémes tempéralures S, ¥, deux cycles de Carnot simultanés et
indépendants C, C,. )

Soient 9, 2, les valeurs de I'cffet calorifique total des modifica-
tions décrites 4 la température S dans chacun des deux cycles C, C,.
Soient, de méme, 9, 3, les valeurs de I'effet calorifique total des mo-
difications décrites & la température &' dans chacun des deux cycles
-G, C,.

Par définition, nous dirons que la quantité
&) L=+

est U'effet calorifique total des mnodifications produites & la tempéra-
ture 2 dans le cycle I'; et que la quantité

(5 bis) =2+

est l'effet calorifique tolal des modifications produites & la tempéra-
ture & dans le cycle T,

Naturellement, le nom de cycle de Carnot décrit entre les tempéra-
tures 9, ¥ s'étendrait également 4 ’ensemble de 7 cycles de Carnot
simultanés, indépendants, décrits entre les températures S et 3.

7. Des modifications qui sont une suite d’élats d’équilibre. —
Lorsqu'un systéme est en équilibre dans un certain état, il persiste
indéfiniment dans cet état, il ne se transforme pas, il semble donc
qu'on ne peut, sans contradiction, parler de modification réelle
formde par une suite &’étals d’équilibre; en réalité, on peut donner
4 ces mots un sens logique.

Un état du systéme est défini, rappelons-le, par la connaissance des
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quantités : ‘
C(, ﬁ, eoey 1, [l, b’ ey l,
dx  dB . i
dar’ i’ Todr

Considérons un systéme qui subit une transformation réellc. A un
inslant ¢ de cette transformation, ce systéme est dans un état hien d¢-
terminé; les paramétres analogues 4 «, B, ..., A, @, b, ..., I, qui
définissent les propriétés des corps étrangers qui agissent sur le sys-
Lltme, ont également des valeurs bien déterminées. Imaginons qu’a
partir de I'instant £, on maintienne invariables ces derniéres valeurs,
en sorte que les propriétés des corps étrangers au systéme demeu-
rend indéfiniment ce qu’elles sont @ Uinstant t. Si, par suite de cetle
opération, le systéme persiste, lui aussi, dans 'état qu’il présentait i
Pinstant ¢, nous dirons qu’a cet instant ¢, il était en équilibre sous
I’action des corps étrangers en présence desquels il se trouvait.

Or il scrait ¢videmment impossible que les valeurs prises par les
(quantités ‘

%y By eeey Ayo@ by L.
dvr  df )
T3 e

a I'instant £ conviennent encore 4 ces quantités pour tout instant posté-
ricur a £, si 'on n’avait

dz o dg o dr __ o
de =7 - ~ de —

Ainsi, pour qu’un certain état d’un systéme qui subit une transfor-
mation réelle puisse étre dit état d’équilibre de- ce systéme, il est
nécessaire, mais non suffisant, que toutes les vitesses des diverspoints
du systéme soient nulles dans cet état.

De cetic proposition se conclut cette autre :

Considérons un systéme qui subit une modification réelle; peut-il
se faire que I'état présenté par ce systéme a chaque instant puisse étre
regardé comme susceptible de devenir un état d’équilibre du systéme
sous I'action des corps étrangers en présence desquels il se trouve, si
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ces derniers conservaient indéfiniment les propriétés qu'ils possédent
au méme instant? Pour cela, il est nécessaire, mais non suffisant, quc
Pon ait, pendant toute la durée de cette modification,

da d_ . P
Z=" a&=% " o =%

ou, en d’autres termes,
o =const.,, PB=const., ...,  A=const

Celte proposition peut s'énoncer abréviativement de la manicre
suivante :

Pour qu’une modification réelle soit une succession d’élats d’é-
quilibre, il est nécessaire, mais non suffisant, que tous les points
du systéme gardent une position invariable dans I’espace pendant
toute la durée de cetle modification.

Or est-il absurde d'admettre I'existence d’une modification durant
laquelle tous les points du systéme gardent une position invariable ?
Evidemment non; on est parfois amené, cn Physique, 4 imaginer de
semblables modifications. Prenons, par exemple, un récipient renfer-
mant un mélange d’hydrogéne et dc chlore; la combinaison se pro-
duit; une modification, un changement d’état a lieu; cependant, on
peut fort bien admettre que la mati¢re qui remplissait chacun des
éléments de volume du récipient au début de Ja combinaison est de-
meurce dans le méme élément de volume pendant toute la durée de la
modification.

Les réserves que nous venons de faire n¢ portent que sur les modifi-
cations 7delles; au cours d’une modification wvirtuelle, les valeurs de
2, B, ..., A, ne peuvent étre regardées comme des fonctions du temps,
en sorte que le raisonnement précédent ne s’applique plus. Il est hien
vrai que si une modification virtuelle est une suite d’états d’équilibre,
on doit avoir, pendant toute la modification,

u=o, v =0, oo w=0;
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mais, comme on n'a pas

=2 =% .., w=2,
dt : dt dt
ces ¢galités n’empéchent nullement les quantités «, §, ..., A, de
changer de valeur au cours d’une telle modification.
D’ailleurs, il est évident qu'une succession quelconque, mais con-
tinue, d’¢lals d’équilibre d’un systéme peut toujours étre envisagée
comme formant une modification virtuelle de ce systeme.

8. Des modifications récersibles. — Nous arrivons maintenant
I’une des notions les plus importantes et en méme temps les plus déli-
sates & définir de toute la Thermodynamique : la notion de transfor-
malion réverstble.

Considérons, pour un méme systéme, deux transformations réelles
ou virtuelles S et S, douces des propriélés suivantes :

1* Chacun des ¢élats I de la transformation S correspond a unct un
scul ¢lat I5, de la transformation S, ;

2° Durant les transformations S el 8,, le systeme parcourt dans le
méme ordre les élals qui s correspondent; en particulier, I'état initial
de la transformation S correspond 4 P'état initial de la transforma-
tion 8,5 I'état {inal de la transformaltion S correspond i I’éat final de
la transformation S, ;

30 A deux états £, I, infiniment voisins en la modification S, cor-
respondent deux états EE,, I/, infiniment voisins en la modification S, ;

4° Deux états correspondants E et [£, présentent les propriétés sui-
antes :

«. Les paramétres o, 8, ..., A, a, 0, ..., [, qui détecminent les
propriétés du systéme dans I'état I, sont infiniment voisins des para-
métres ey, Byy ooy Ay @y byy ooy 4y, qui déterminent les propriéiés
du systtme dans I'état J%,.

‘ Lo de o d (/) © 3 .
. Les quantités ?é’ ﬁ, ooy ;—‘ (ouu, ¢, ..., w), qui délerminent
les vitesses réclles (ou virtuelles) du systéme dans 1'état K, different
. . .o, day dp d) .
infiniment peu des quantités —d}tl’ —2'%; e (O Ly 04y oy W), Ui

Journ. de Math. (4¢ séric), Lome [X. — Kasc. 11, 1893, 39
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déterminent les vitesses réclles (ou virtuelles) du systeme dans 'état I,

%2—:, %, —en f(%)- (ou ', ¢'y...,w"), qui détermi-

nent les aceélérations (réelles ou virtuelles) du systéme dans l'état E,
2 20 2

%, (;17;"’ “ee ‘(-l—lt—)_,—’ (ou uj,

¢y --.y %), qui déterminent les accélérations réelles (ou virtuelles)

du systéme dans I'état E,.

d. Les paramétres analogues a2, B, ..., A, a, b, ..., {, qui déter-
minent les propriétés des corps extéricurs agissant sur le systéme,
pendant qu'il se trouve dans 'état E, différent infiniment peu des pa-
ramélres analogues & a,, §,, ..., A,, @, b,, ..., l,, qui déterminent
les propriétés des corps extérieurs agissant sur le systéme pendant
qu’il se trouve dans I'état E,.

De ces conditions relatives aux deux élals E et E,, il résulte que la
force vive, les actions extérieures, les forces d’inertie, les coefficients
calorifiques ont des valeurs infiniment peu différentes pour le sys-
teme pris dans I'état E ou dans I'état E,. .

Les deux transformalions S et S,, dont nous venons de fixer les
propriétés, conslituent deux &ransformations infiniment voisines.
Nous donnerons le nom de (ransformation variable d’une maniére
continue a une suite de transformations dont chacune est infiniment
voisine de celle qui la précede et de celle qui la suit.

Soit X une transformation réelle ou virtuelle d'un systéme, cette
transformalion jouissanL des propriélés suivantes :

c. Les quantités

different infiniment peu des quantités

1° Dans chacun des ¢lats qui la constituent, le sysiéme est en équi-
libre sous ’action des corps extérieurs en présence desquels il se
trouve;

2" Si la modification est virtucelle, les quantités «, ¢, ..., w et &/,
¢y ..., #', sont supposces nulles dans tout son parcours;

3> Soient (A)I'état initial et (B) Iétat final de la transformation X;
de (A) 4 (B), on peut passer par une transformation variable d’'unc
maniére continue, réalisable sous chacune de ses formes, ct ayant
pour forme limite la transformation réelle ou virtuelle X;

4° De (B) en (A), on peut passer par une transformation ' va-
riable d’une maniére continue, réalisable sous chacune de ses formes,
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et ayant pour forme limite la transformation réelle ow virtuelle que
I'on oblicnt en parcourant la suite d’¢tats d’équilibre X, en ordre in-
verse, de (B) en (A).

Une semblable transformation X s¢ nomme une (ransformation
récersible.

Une transformation réversible est-elle réalisable? Une transforma-
tion réversible ¢tant une succession d’élats d’équilibre, nous savons
qu’il sera impossible de la réaliser, sauf peut-étre dans un cas parti-
culier que nous avons précisé au numéro précédent. Ainsi, en gé-
néral, une transformation réversible est une transformation pure-
ment virtuelle.

On pourrait méme se demander s'il est possible de constituer des
modifications virtuelles qui soient réversibles; 4 celte question, nous
répondrons en admettant 'hypothése suivante

Hyrorui:se roxpaMentaLe. — Il existe des systémes pour lesquels
toute modification, réelle ow virtuelle, qui est une suite continue
d’étals d’équilibre, est une modification réversible.

Nots NETUDIERONS QUE LES SYSTEMES QUI JOUISSENT DE CETTE PRO-
PRIETE. .

Il faut bien sc garder de croire que ces systemes-a existent seuls
dans la nature; il est aisé de prouver le contraire; les cycles d’Aysie-
resis magnélique, par excmple, sont des modifications non réversi-
bles, bien que ce soient des suites continues d’états d’équilibre.

Ftablissons quelques propriétés des modifications réversibles qui
nous seront utiles par la suite,

Si une modification réversible est réelle, comme elle est une succes-
sion d’états d’équilibre, on a, pendant toute la durée de cette modifi-
cation, '

da dp da
E:O, ;&20, ) zl—t"‘—:o;

on a donc aussi

d*a d*p
=0 =% v =



308 P. DUNEM.

Si une modification réversible est virtueile, par définition, on a, a
chaque instant,
u=o, ¢ =o, . w =0,

. __ o S
u'=o, v =o, ceny w’ =o.

Ainsi, dans une modification récersible, réelle ou virtuelle, la
Sforce vice et les forces d’inertie sont constamment nulles.

Soient A, B, ..., L, &, w, ..., ¢ les actions extérieures auxquelles
le systéme est soumis pendant ‘qu’il se trouve dans un des étals qui
_comstituent la modification réversible X. Si le systéme parcourt cette
modification de I'état (A) 4 I'état (B), les actions extéricures effectue-
ront un travail

‘B)
@::f (Adz+BeB+...+ L2+ A3 +w3b+...4 5 2l).
(4)

Si le systéme parcourt la méme modification de (B) en (A). les
actions exLéricures effectucront un travail

A
G)':f (Adz+Bof+...+ Lo+ ada+wsh+...+12)
iB)

Les deux intégrales sont prises le long du méme wrajet X, en sorte

(que 'on a évidemment
O+60=o0.

Or, d'aprés Ia définition d’une transformation variable d'une ma-
ni¢re continue, le travail g, effectué par les actions extéricures pendant
que le systéme parcourt la modification réelle S, conduite de I'état (A)
al'¢lat (B), a @ pour limite lorsque la modification S tend vers la
modification réversible Z; le travail &', effectu¢ par les actions exté-
rieures pendant que le systéme parcourt la modification réelle S'; con-
duile de I'état (B) al'état (A), a ® pour limite lorsque la modification
S’ tend vers la modification réversible ¥ renversce.

Nous obtenons donc la proposition suivante :

S et S’ étant deus; modifications réelles variables d’une maniére
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conlinue, incerses Uune de Uautre, qui ont pour limite commune
une certaine modification réversible £, les iracaur ¢ et &, effectucs
par les actions extérieures pendant que le systéme subit ces modi-
fications, tendeni vers des limites égales et de signe contraire
lorsque les modifications S et §' tendent vers la modification X.

H suffit, dans le raisonnement précédent, de remplacer les actions
exiérieures

_A, B, ceey ]J, c‘s, ﬁ’ oo oy {
par les coefficients calorifiques
Ra) Rp, seey R).a Ry Rgy ..., &5

les mots : tracail des aclions extérieures, par les mols : quantité de
chaleur dégagée par le systéme, pour obtenir la proposition sui-
vanle :

Les quaniités de chaleur Q et Y, dégagées par le systéme pen-
dant qu’'il subil les modifications S et S', tendent vers des limites
égales el de signe contraire lorsque les modifications S et S ten-
dent vers la modification réversible X.

Nous lerminerons ces généralités sur les modifications réversibles
par I'énoncé de deux hypothéses qui nous seront, par la suite, d’un
grand vsage.

Prextkre uyrotuise. — Si une transformation récersible X est
1sothermique, elle peut étre regardée comme la limite commune de
deur transformations S et S, inverses Uune de Uautre, variables
d’une maniére continue, constamment réelles et constamment iso-
thermiques. :

Secoxpe nypornise. — St une modification réversible X est adia-
batique, elle peut étre regardée comme la limite commune de deus
transformations S et S', inverses Uune de [’autre, variables d’une
maniére conlinue, consiamment réclles et constamment adiaba-,
liques.
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CHAPITRE II.

LE THEOREME DE CARNOT ET LA TEMPERATURE ABSOLUE.

1. Les hypothéses de Clausius et de Sir W. Thomson. — Soient
AB, .. LA, w, ..., ¢ les forces el les influences extérieures qui
agissent sur un systéme pris dans ’'un des états dont la suite constitue
un eyele de Carnot. Pendant une des modifications élémentaires

de, df, ..., di, da, db, ..., dl

en lesquelles le cycle peut se décomposer, ces actions eflectuent un
travail

de =Adz+Bd3 +...+Ldr+ Ada+ wdb+...+ gdl:

pendant le parcours du cycle entier, clles effecluent un travail
¢== [(Adz+Bdf+...+ Ldh+ \da +wdb+...+ ¢ dl),

I'intégrale s’étendant au cycle entier.

(e travail G peut étre positif, nul ou négatif.

Les cycles de Carnot pour lesquels & est nul et les cyeles de Carnol
pour lesquels & est négatif sont I'objet de deux hypothéses dont I'une
st due & Clausius et I'autre 4 Sir W. Thomson.

Hyvoruise ve Cravsivs. — Si un systéme déerit un cycle de
Carnot siex entre les lemperatures = et ' (5 élant supéricur a%);
si les actions exiérieures auxquelles ce systéme est soumis effec-
tuend, dans le parcours du cycle, un travail total égal a o, il 1’est
pas possible que la modification isothermique produite d la tempe-
rature S soil endothermique, ni que la modification isothermique
produite & la température & soit exothermique.

Hyporuise pe Sin W. Tuomsox. — Si un systéme décritun cycle
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de Carnot riEL entre les températures S et ' (S étant supérieur
@=); si les actions extérieures auxquelles le systeme est soumis
effectuent, dans le parcours du cycle, un travail total négatif, il
est impossible que la modification isothermique produite a la ten:-
perature = soit endothermique.

Ce n’est pas ici le lieu d'indiquer de quelle maniére Claustus ct Sir
W. Thomson ont été amenés & énoncer ces hypothéses, ni de rap-
peler les discussions soutenues par Clausius contre les physiciens qui
en niaient Pexactitude. Dans les Traités classiques de Thermodyna-
mique, on donne ordinairement ces deux hypothéses comme équiva-
lentes et comme égalenmyent capables de servir de hase 4 la démonstra-
tion de Carnol; pour nous, nous les regarderons comme distincles et
les emploicrons toutes deux dans notre expose.

2. Addition aur hypothéses de Clausius et de Sir W. Thomson.
— A ces deux hypothéses, nous allons faire une addition essentielle,
que nous énoncerons de la maniére suivante :

Hyporuise spprrionsenie. — Siun cycle de Carnot, décrit cutre
les tempiratures S et S' (3 élant supéricur ¢ ), BST REEL ET N EST PAS
REVERSIBLE ; 87, dans le parcours de ce cycle, les actions extéricures
effectuent un travail nul ou négatif, la modification isothermigue
produite & la température S ne peut pas étre athermigue.

Combinée avece les hypothéses de Clausius et de Sir W. Thomson,
cetle hypotheése additionnelle fournit la proposition suivante :

r

Parni tous les cycles de Carnot, décrits entre les températures =
el 3 (% élant supéricur ¢ S), qui sont REELS ET NON REVERSIBLES,
considérons ceux durantle parcours desquels les actions extérieures
effectuent un travail nul ow négalif; powr lous ces cycles, la modi-
Sication. isothermigue produite a la température S est cxother-
migque.

Les hypothéses que nous venons d’énoncer ne sont pas susceptibles
d’une vérification expérimentale directe. Combinées avec d’autres
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hypothéses, plus ou moins nombreuscs, elles forment le point de
départ des théories dont les conséquences éloignées peuvent scules
étre soumises au contrdle de I'expérience. Une remarque analogue

s'appliquerait d’ailleurs & presque toutes les hypothéses que l'on ren-
contre en Physique.

3. Diverses espéces de cycles de Carnot. — Prenons lous les
cycles de Carnot virtuels que I'on peut concevoir; parmi ces cycles,
cherchons i distinguer tous ceux dont les propri¢iés sont compatibles
d’une part avec le principe de la conservation de 'Encrgie, d’autre
parl avec les trois hypothéses que nous venons d'indiquer.

Parmi tous les cycles de Carnot ainsi distingués se Lrouveront assu-
rément tous ceux qui sont réalisables et pon réversibles. Les pro-
priétés qui appartiennent a tous les cycles ainsi distingués apparticn-
dront en particulier & tous les cycles réalisables et non réversibles.

Jusqu’a nouvel ordre, nous eccluons de nos recherches les cycles
de Carnot réels, non récersibles, décrits entre les lempératures =
el 5, correspondant & un travail positif des actions cxtérieures, el
pour lesquels Ueflet thermigue produil @ la température = est égal
aon.,

~

Soient toujours S el =’ les deux Lempératures entre lesquelles est
déerit un cycle de Carnot, &' dant supéricur a Z. Soient 3 I'effet calo-
rifique total de la modification isothermique produite i la temp-
rature T el @' lcflet calorifique total de la modification isother-
mique produite & la température ', Les modifications, aulres que ces
deux-la, dont se compose le cycle sont adiabatiques, en sorte (que
effet calorifique total da cycle se réduit a (2 + 27).

Les actions extéricures auxquelles le systéme est soumis eflectuent,
pendant le parcours du cycle, un travail total €.

Le principe de Ja conservalion de I'Energie nous donne [ Chap. 1,

egalile (3)]

(1) e = l(2+2)-
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De 14, les propri¢iés suivantes :

10 Sile travail & est nul, les dewx quantiiés 3 el 9 sond de signe
rontraire el de méme valeur absolue;

2° Sile tracail € est positif, il y a awmoins U'une des deux quan-
lités 3 el 9’ qui est positive, el, S'iln’y en a gu’une, elle est la plus
graende ea valeur absolue;

3o Si le trasail & est négatif, il y a au moins Uune des deux
quaentités ) el ' qui est négative, et, s'il W'y ena qu'une, elle est la
plus grande cn valeur absolue.

Ces propositions résultent de I'application aux cycles de Carnot
considérés du principe de la conservation de I'inergie.

Appliquons-leur maintenant les deux hypothéses de Clausius et de
Sir ' W. Thomson, ¢noncées au n* 4, ct 'hypotheése additionnelle,
¢noncée au n° 2. Nous serons conduit & la conclusion suivante :

Si le travail externe est nul ou négatif, la quantité 9 est assurément
positive; si le Lravail externe est positif, la quantité 9 est positive ou
négalive, mais n'est assurément pas nulle.

De ces propositions il est aisé de conclure que tout cycle de Carnot
réalisable qui n’est pas uniquement une succession d'¢tats d’équilibre
rentre dans 'une des catégories de la classification suivante :

1° Le travail & effectué par les actions extérieures est nul; 9 est po-
silif5 9" esL négatif et égal & 9 en valeur absolue;

2° Le travail & effectué par les actions extéricures est négatif; 9 est
positif; 9’ esl négalif et supérieur & 3 en valeur absolue;

3° Le travail & cffectué par les actions exlérieures est posilif, trois
cas peuvent alors se distinguer :

a. 7 est positif; 9’ est positif ou nul;

b. 3 cst positif; 9’ est négatif et inférieur 4 3 en valeur absolue;

¢. 9 est négatif; 9 est positif et supéricur & 9 en valeur absolue.

Cette classification est résumée dans le Tableau suivant :

Cycles de premier genre: &=o0.............. 2 >0 ¥<o
Cycles de deuxiémegenre: 8<<o.............. ?2>o0 <o
‘Espécea..,. 2>0 2o
Cycles de troisiéme genre : G >o0 | Espéce b.... 9 >o 9 <o
],_Espécec.... 9 <o >0

Journ. de Math. (}° série), lome IX. ~ Fasc, 1II, 18¢3. /IO
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Proposons-nous maintcnant de comparer les valeurs que prend.
pour ces différents cycles, le rapport

L+,

?
(2 + /) ¢lant nul pour les cycles de premier genre, négatif pour les
cycles de deuxiéme genre, positif pour les cycles de troisitme genre,
ainsi que le montre I'équation (2), on voit que le rapport ¢ a, pour
les diverses calégories de cycles, le signe suivant :

p=

Cycles de premiergenre .................... ¢ =

Cycles de deuxiémegenve ................... o <0
{ Espécea......... F>o0

Cycles de troisicme genre { Espéce b......... ¢ >0
[ Espécec......... g<o

4. Théoréme de Carnot. — 1linspection du Tableau précédent
nous montre d'abord que le rapport ¢ est plus petit pour un cycle
quelconque de troisicme genre el d’espice ¢ que pour un cycle quel-
conque de premier genre, ct aussi que pour un cycle quelconque de
troisi¢me genre et d'espéce @ ou d'espece b.

Nous allons démontrer maintenant que, si lon considére dewr
cycles de Carnot, décrits entre les méines tempiératures = et = Mun
de lroisiéme genre et d'espéce e, Uautre de devsiéme genre, le
rapport ¢ r'est assurément pas plus grand pour le premier que
pour le second, ces cycles étanl supposés, bien enlendu, soumis au
principe de la conservation de I’Energic et aux trois hvpotheéses préceé-
demment énoncées.

Une démonstration rigourcuse de ce théoréme exige que nous distin-
guions diflérents cas.

Soient C, le premier cycle et C, le second ceycle. Soient T, T, fes
durées de ces deux eycles; nous commencerons par distinguer deus
cas selon qque les périodes T, T, sont ou ne sont pas commensurahles,

dil

T
1° Le rapport ;J,—’ est commensurable.
i

Nous poscrons
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t,y W&, ¢tant deux nombres entiers quc nous pouvons supposcr pre-
miers entre eux.

Soient &, 2, 2, , les quantités analogues & &, 3, 2/, ¢, qui cor-
respondent au cycle C,; soient &,, 9., 9, £ les quanlités analogues

48,9,9,p, quicorrespondent au cycle C,. Nous savons que 'on a

g >0, 92,<0, 2,>o0,
€. <o, 22> 0, Q,;< 0.

Nous distinguerons deux cas secondaires, selon que les quantités &,
cL|&,|sont ou ne sont pas commensurables.

A. Le rappori -I_le est commensurable.
e,

Nous poserons

o € m
(3) 18l _ m
& my
m,, m, Ctant deux nombres entiers quc nous pouvons supposer pre-
miecrs entre cux.
Posons

( N, = nr
Ny i

(‘/l) ) #i

No=m,p.,.

Considérons N, cycles identiques au cycle C,, déerits simultané-
ment et d'une maniere indépendante. Leur ensemble formera un cycle
de Carnot unique y,, dontla durée sera T, qui sera décrit entre les
lempératures S et ¥, et pour lequel les quantités analogues a @, 9, 2
auront les valeurs [ Chap. 1, égalités (5) et (5 bis)]

N, N, N2
Lecycle v, peut éire reproduit ., fois de suite (Chap. I, n° 3).
Ces w, cycles y, successifs pourront étre considérés comme un cycle

de Carnot unique T'y, décrit entre les températures &, &, de durée

(5) ‘ 0,= P';»Tc,
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et pour lequel les quantités analogues & &, 9, 2’ auront pour valeurs

N &y 2N, 2 PN, 2:

Considérons, d'autre part, N, cycles identiques au cycle C,, décerits
simultanément ct d’'une maniére indépendante. Leur ensemble for-
nera un cycle de Carnot unique v,, déerit entre les Lempératures =
et %, de durée T,, et pour lequel les quantités analoguesa &, 3, 3 au-
ront les valeurs
Notyy Na2sy No Q,.

22 eycle v, peut étre reproduit g, fois de suite. Ces ¢y cycles v,
successifs pourront ¢ire considérés comme un cycle de Carnol unique
I",, décrit entre les températures = ct 5, de durce

( 5 bis) 0,=u,T,,
et pour lequel les quantités analogues & @, 2, 2° aurout pour valeurs
N, Tay 0, N2 1, N2

Les égalités (2), (5) et (5 bis) nous apprennent que La durée 0, du
cvele Ty est égale & la durée 0, du cycle 1,5 on peul done supposer
que L'on décrive ces deux eyeles simultanément et d’une maniére in-
dépendante. Leur ensemble formera un nouveau eycle de Carnol

réel Ty déerit entree les températures $ et T, ot pour lequel les quan-
tités analogues a4 &, », 2’ auront pour valeurs

-~

¢« = Pvz.\'lt’t' ’J."' y'l Nzoz,
3 4 -
d ~= 9'2:\1 i+ 1 Va2
v 7, N '
2= N2+ N 2,
En verta des égalités (1), ces égalités peuvent s'éerire
=ty Uy (12,8 4 Ty ),

¢ D = Uy Uy (1,2, 4+ My 2, )
( Y=g (m,?, -m2,).

]
|
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En vertu de I'égalité (3), la premicre des égalités (6) devient

E=o.

Le eyele T' est done un eycle réel, non réversible, de prensier
genre. D’aprés Phypothése de Clausius, indiquée au n® 1, et 'hypo-
thése complémentaire, énoncée an n° 2, la quantité 9 doit élre posi-
tive; en vertu de la deuxiéme égalité (6), cette dernitre condition
devient

m,,+ M3, >0

ot bien

m,

| s

m,
> 3,

»w

Mais on a, dCapres Pégalité (3),

/nl <
. my, &)
On a done
Gl IG!|
;24 > D
ou hien
t ¢
hol
ol 2

D autre part, Pégalité (1) donne

& =E(2+2))
e, =E(2,+2))-

{inégalité précédente devient done

21+ 2] 2.+ 9,
3 <o

Ol

(7) pr < pa
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est incommensurable.

18]
€,

Soienl m,, m, deux nombres enticrs, premiers entre cux. tels que
F'on ait

B. Le rapport

¢ étant une quantité positive que I'on peut prendre aussi petite que
'on veut.

Construisons le cycle I' comme dans le cas précédent.

Nous aurons encore, pour ce cycle,

& =y (M., + m,e,),

(6) = pa(2 2+ M, 2. ),
! = ta(m, 2+ m, Q)

La premiére égalité (6), jointe a I'égalité (8), donue
C=—em u,c,.

¢ ¢tant négatif, le cycle I' est un cycle de Carnot récl, non récer-
sible, de deuxieme genre. L'hypothése de Sir W. Themson, énoncé:
au 1v° 1, et hypothése additionnelle, énoncée au n® £, nous appren-
nent que la quantité 3 cst forcément positive, condition qui s éeril,
en vertu de la deuxiéme égalité (6),

m,3,+m;3,>0
ou hien
m, m,

ENEE

Mais I'égalité (8) donne

mye, =m,|e,) —em,e,;
on a donc
(S & &
L RN L7 ] R
RJ- 2 °2

¢ est une quantité positive qui peut étre prise aussi petite que L'on
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veut. 1'inégalité précédente exige donc que I'on ait

€,

| il

G, |
2.

[IRVZ

ou bien
€ <&,

2172

L'égalité (1) donnant d’ailleurs

e, =E(2,+2),
ro=JE(22 + 2,),
on voit que on a
1+ <+
Ql = 22

(114

WA

(9) Pir=pr

2 Le rapport -}3 est incommensuirable.
1

lusaginons que le cycle C, soit I'une des formes d’un cycle de Car-
nol 2,, variable d'une maniére continue, toujours réel et constam-
ment décrit entre les températures S et &' ¢videmment, on a toujours
le droit de faire celle supposition.

Lorsque le cycle.2, varie d’unc maniére continue, sa durée T, de-
meare constante oo varie d’une maniére continue; évidemment, on
toujours le droit de choisir les variations du cycle €, de telle maniére
(que sa durée T, ne demeure pas conslante. '

Lorsque le cycle ¢, varie d’une manicre conlinue, les quantilés ¢,
2., 2, varient d’'unc maniére continue; comme pour le eycle particu-
lier C, aucune de ces trois quantités n’est égale a zéro, nous pouvons
loujours limiter les variations du cycle 2,, de part et d’autre de I
forme C,, de telle sorte que nous ayons constamment

g,<o0, Q2<0a Q’z< 0.

Le cycle 2, sera alors constamment un cyele de second genre.
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De plus, tant que le eycle 2, variera d'une maniére continue, le rap-
port ;. varicra d’une maniére continue.

Or nous savons que, si on considére un des cyeles ¢, dont la
durée T, est commensurahle avec la darée T, du cyele C,, on aura

F2=71-

}

Ce que nous venoms de dire démontre que 'on aura, pour toutes les
formes du cycle 2,, et en particulier pour la forme C,,

iV

(10) P25

St done on considére deur eyeles de Carnot, réels el non réver-
sibles, tous deus décrils entre les mémes lempiratures, Uun de
I I - 84 9 3 bd
,wa:mtef' genre et d'espéce ¢, Uautre wappartenant pas au premiier
zenre et a Uespéce c, le rapport ¢ relatif au premier est au plus
ézal aw rapport ; relatif au second.

Ce théoréme peut encore s'énoncer de la maniére suivante :

Considérons lous les cycles de Carnot, réels ot non réversibles,
Jeerits entre les mémes températures =, 5.

Le rapport ¢ relatif a ceux qui sont de troisicme genre of d’es-
pece ¢ admet une limite supérieure A, esseaticllement négatice.

Le rapport z relalif a eeus qui ne sonlt pas de troisicme genre el
S espéce ¢ admet une limite inférieure A'. essenticllement nézatice.

On a

AZA.

C'esl la premiére forme du théoréme de Carnol. Lemploi des mo-
difications réversibles va nous permettre de donner & ce théoréme une
forme plus précise.

#. Théoréme de Carnot (suite). Emploi des modifications réver-
sibles. — Nous allons désontrer en premier lieu que

A=A
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Deux températures 5 et ¥, cette derniére plus élevée que la pre-
miére, ¢tant données, imaginons que I'on puisse loujours (rouver-
un systeme admettant quatre modifications réversibles qui jouissent
des propriétés suivantes :

La premiére est une modification réversible isothermique =,., cor-
respondant i la températore 2 et conduisant e systéme de Fétat 5 4
Iétat 2.

Lla deuxiéme est une modification réversible adiabatique X,,, con-
duisant le systéme de I'état 2, oit il a la température =, a I'élat 3, ois
il a la température =.

La troisiéme est une modification réversible isothermique X, cor-
respondant 4 la température = et conduisant le systéme de I'état 3 a
I'état 4.

 La quatriéme cst une modification réversible adiabatiqae X,,, ra-
menant le svstéme de I'état 4 a Péat 1.

Nous aurons ainsi constitu¢ un cycle de Carnot réversible, déerit
entre les lempératures S et 5.

iclativement a ce eycle, nous ferons encore I'hypothése suivante
1! est possible de le choisir de maniére que la modification X, ne
suil pas athermique.

DapriésPane des deux hypothéses indiguées i la fin du Chap. 1, n* 8,
il existe une modification isothermique réelle S,,, prenant le systéme
dans I'état 1 avec des vitesses égales a zéro, I'amenant a 'état 2 avee
des vitesses égales 4 zéro, variable d'une maniére continae ¢t avant
pour limite la modification X,,. Il existe de méme une modifica-
tion isothermique réelle S,,, prepant le sysieme dans I'élat 2 avee
des vilesses égales & zéro, I'amenant al'état 5 avee des vitesses égales
i zéro, variable d’une maniére continue et avant pour limite ln modi-
fication X,,.

La modification isothermique ¥,, les modifications adiabatiques
X.2, Z,, donnent licu & des observations analogues.

L’ensemble des modificalions

forme un cycle de Carnot réel, décrit entre les températures T et &,
Journ. de Math. (4* séric), tome IX. — Fasc. Iil, 1843. -/l|
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variable d'une maniére continue, ct ayant pour limite le eyvele

v L) v
M2y ema3y  e=3yy gy

De ménse, Pensemble des modifications

563’ S:Q? S‘.’l' SI

s
"

forme un evele de Carnot réel, déerit entre les Lempératures T et &7,
variable d"une maniére continue, ct ayant pour limite fe ¢ycle

v ¥ v W
~33y =33y w24y g

Solent 7/ ,., /44 Jes quantités de chalear dégagées par les modifi-
A2 Ja4 tohat s
cations réversibles X,,, X;,; les modifications X,,, X,, dégageront
respectivement des quantités de chaleur 7, =—7,2, 743 =— 71:-
en sorte que, pour chacun des deux eycles

v v ) y v v v v
== §2y 239 "3-’1‘,}-{’”) et (-63! —nue =243 -‘1,)3
fa quantité analogue a g ala méme valeur

VALl £Y

/35

r=

Soient 9 ,.. 944 les eflels thermiques des modifications S,,. S,,.
Pour le exele (84,5 5.5, 554, S50 ) Ja quantité analogue 4 ¢ a pour
valeur
e D+ 2y
. "?3':

Soient 2,,, 2,5 les effets thermiques des modifications S,,, S,,.
Pour e eyele (8.5, 8,0, 5,0, 544), la quantité analogue a ¢ a pour
valeur
oy = 2R

c
* 2 43

Par hypothése, la modification Z,, w'est pas athermique. Suppo-
sons, pour fixer les idces, 7,, négatif. Les modifications S,, et 8,

1
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pourront étre prises assez voisines des modifications X, et X,; pour
(que 3,, ait le méme signe que 75, et que 2, ait le méme signe
(ue 7.4, Nous aurons alors

22, < 0, 43 >0,

en sorte que g, se rapportera certainement & un eycle de troisiéme
genre et d'espéce ¢ el z, & un cycle qui n'est pas de troisiéme genre ot
d"espice ¢.

Le théoréme démontré au numéro précédent nous donner:

< A > A
i;‘/\’ f’:.':jx'

-

Mais, d'autre part, lorsque les deux eveles
(S125 823, D545 Sav) et (S4a5 Saay B2y Sy5)

tendent respectivement vers les eycles
“J N\ . Qe “ \J \J
(X2 Zus, E:H’-.H) et (X5, X Xy, E44),

lex deux rapports g, £, tendent vers la limite commune . Comme
les quantités A et A" ne varient pas lorsque les températures S el 7/

sont maintenues invariables, cela ne peut avoir licu que si Pon a
(10) A=A

comme nous l'avions annoncc,

Nous voyons en oulre que, st un cycle de Carnol réversible est dé-
erit endre les températures S et & (5 élant supéricur & =); si, de
plus, Uisothermique décrile & la température = n'est pas ather-
mique, le rapport N

e
a, pour ce cycle, la valeur A. )

Que devient le rapport ¢ pour un cycle de Carnot réversible décrit
cntre les températures S et ¥, si isothermique relative i la tempé-
rature $ est athermique?
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Désignons par (., cc cycle; nous avons, par hypothése,

di=0.

Soit C, un autre cycle de Carnot réversible, déerit entre les tempi-
ratures 5 et =, ct pour lequel Visothermique relative a la tempéra-
ture ¥ w'est pas athermique, Pour ce eycle, nous aurons, d'aprés la
proposition prée¢dente,

= A.

Les deux eveles C, el C, peuvent étee considérés comme virtuels,
On peul donc toujours supposer qu’ils soient déerits simullanément
d'une maniére indépendante. Leur ensemble formera un nouveau
cycle de Carnot véversible déeril entre les températures 5 et 5. Liiso-
thermique décrite 4 la température = correspondra i un effet ther-
mique 2,, en sorle quelle ne sera pas athermique. Lisothermique deé-
erite ala lempérature T correspondra i un effet thermique (2 + 2)).
Dapres le théoreme précédenty on anra. pour ee evcle,

2,4+ 2+ 2, = A

22
Cette égalité ne sera compatible avee L précédente que siTon o

,Q” = 0.

Doii celle |v)ro[msilion :

St un cycle de Caraol réversible est déerit eulye les (enpéralares
T et 3 (T élant supéricur 4 <), et si la modification isothernique
~

décrite & la températare S est athermique, la modification isother-
. . . P 4 . .
migue produile & la lempérature = est aussi athermique,

Dans ce cas, le rapport
A+
2
perd toul sens.
Nous allons démontrer muintenant que, pour aucun cycle réali-
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sable el non réversible décril entre les températures S el ' le rap-
port
. st 4
v T
ne peal alleindre la valeur A.

La valeur A étant essenticllement négative, le rapport g ne pcut
alteindre la valeur A, 4 moins que le cycle n’appartienne soit au
deuxiéme genre, soit au Lroisitme genre et & I'espece ¢, Supposons
(que, pour un cycle G, (nous admettrons, pour fixer les idées, qu’il
soit de deuxieme genre), on ait

o, = 2—-——':-@' =A

b Ql
on bicn, puisque 'égalité (1) permet de remplacer (2, + 2)) par E¢,,
(11) Ee, =A2,.

Nous avons vu que I'existence de cycles réversibles et réels n'élait
nullement absurde. Admettons donc que I'on ait constitué un cycle
de Carnot C,, réversible, rcel, décrit entre les mémes températures <,
= quele eyele Gy, et pour lequel la quantité &, ne soit pas égale & zéro.

La quantilé @, sera, dés lors, positive ou négalive; nous pouvons
toujours la supposer posilive, car, si clle était négative, il suffirait de
réaliser le cercle réversible G, en sens contraire pour qu’elle devint
positive.

En faisant varier d’unc mani¢re conlinue le cycle de Carnot C,,
sans changer ni sa réversibilité, ni les températures entre lesquelles il
est décril, nous pourrons loujours 'amencr 4 satisfaire aux conditions
suivantes :

1° La durée T, dua cycle C, et la durée T, du cycle C, sont com-
mensurables;

2° Les quantités |8, | cl ¢, sont commensurables.

Posons

(12) L R

Uyy thyy M2, M, Clant uatre nombres entiers.
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Aumoyen des cycles C,, C,, constituons un eycle de Carnot I, de
la méme maniére qu'au n® 4. Pour ce eycle T, nous aurons

& =y, o (m,e, +m,s,),
(13) : D =y (m,2,+m9,),
V= (M, +m2,).

La scconde égalité (12), jointe & la premicre ¢galité (13), montre
(que l'on a
€ =o.

Le cycle T est done un cycle de premier genre.

La quantité 9 , nc peut étre égale & zéro. En eflet, le cycle C, est
réversible; d’aprés une proposition démontrée tout & I'heure, la quan-
Lit¢ 9, nc pourrait étre ¢gale 4 zéro sans que la quantité¢ 9 le =oil
¢galement ; 'égalite

&= E(2.+2)
donnerait alors
ta =0,
contraivement & 'hypolhése faile.

Puisque, dans le cycle réversible C,, la quantité 3, n'est pas égale
a zéro, nous savons que I'on a

3 5\
9+
%.5_2 —A
K2
ol bien

(14) Eg,=A2,.

Les égalités (11) et (14), joinles & la scconde égalité (13), mon-
trent que, dans le cycle T', on a

E
Q= g (my8, + m,&,)=o.

Le cycle T serait donc un cycle de Carnot du premier genre, décrit
entre les températures & et %', dans lequel l'isothermique décerite 4 la
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température S scrait athermique. Mais, d’autre part, le cycle I' scrait
un cycle de Carnot réalisable et il ne serait pas exclusivement comi-
posé d’états d’¢quilibre, puisque le cycle C, n’est pas exclusivement
compos¢ d’¢tats d’équilibre. L'existence du eycle T est, dés lors, en
contradiction avee 'hypothése énoncée au n® 2. Admettant I'exacti-
tude de cette dernicre hypothése, nous pouvons formuler la proposi-
Lion suivante :

Pour aucun cycle réalisable el non récersible, le rapport

2+

p= S

Q
ne peud atteindre la valewr A.

Réunissons mainicnant en un seul théoréme les diverses proposi-
tions démontrées au numéro préeédent et au présent numéro :

Soient S et 3’ deux températures, 3 étant supcrieur ¢ S. Il existe
une grandeur négative A, qui dépend uniquement de ces deuc
lempératures S, ¥y el qui jouit des propriéiés suivantes :

1° Pour tout cycle de Carnot réversible réalisableou non, décrit
entre les lempératures S el &'y on a

. .2+ 4.
(1 I)) [ ——@——2~ == A,

2° Pour tout cycle de Carnot, décrit entre les températures 5
el Ty qui est réalisable, non réversible, de troisiéme genre et
d’espéce c, on a

(16) p=

HY

BT

O
D

H

3° Pour tout cycle de Carnot, décrit entre les températures =
vl &', qui est réalisable e non réversible, qut n’est pas de troisieme
genre et d’espece ¢, on a

(17)

Ll

+-

2

> A.

I

.
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De cet énoncé sont exclus :
1° Les eycles réalisables ct non réversibles pour lesquels on a

T >o, J =03

2° Les eycles réversibles pour lesquels on a

=03
pour ces derniers, on a ¢galement

7

Q:O.

6. La tempcrature absolue. ~ La quantité A est une fonetion des
températures S, 55 éludions plus profondément la nature de cette

fonction, ou plutol, de la fonetion

(18) (5, 5)=A—1.
Celte fonction, qui n’est définie que pour les valeurs de =7 supe-
ricures & 3, esl négalive et supéricure & 1 en valeur absolue.
Moyennant I'égalité (18), 'égalité et les inégalités (15), (16) et (17)
peavent étre remplacées par I'égalité et les inégalités

.. ) - o~
(15 bis) 5= Yz, 2,
)
(16 bis) —é- <{$(z,7),
TR Vi
(17 bis) 5 > v (5 %)

Soient 7, ¥, Z” trois températures, rangées par ordre de grandeur
croissante; nous allons nous proposer de trouver une relation entye
les trois quantités

(&) ¥(Z5) (52D

Considérons un cycle de Carnot réeersible déerit entre les tempé-
ratures & et 57, Ce cycle prend le corps &4 la température 57, dans
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I'état A”; par une transformation isothermicue, il 'améne 4 I'état B";
puis, par une transformation adiabatique, 4 I'état B, dont la tempéra-
ture est 95 une nouvelle transformation isothermique, accomplie a la
température S, I'améne 4 1'état A; une nouvelle transformation adia-
bhatique le raméne 4 I'état A”.

Supposons que U'effet calorifique de la transformation BA, effet que
nous désignerons par 9 (BA), soit différent de zéro.

Nous aurons alors

QR

(a) W = H(&Y).

in subissant la transformation BB le corps passe, au moins unc
fois, par la température ¥'; soit B’ un état ot il présente cette tempé-
rature. De méme, en subissant la transformation AA”, le corps passe,
au moins une fois, par la température &'; soit A’ un état ou il présente
cette température. Relions les deux états A’, B', par une suite d'états
d’équilibre du systéme, ces états conespondant tous & la tempéra-

ture <, nous obtiendrons une modification isothermique réver-

sible, A'B’.
Le cycle A’B’BA A’ sera un cycle de Carnot réversible décrit entre
les températures $ et 3’5 comme 9 (BA) n’est pas nul, on aura

A'B ,
([’) ?%Q((BA)) ‘_{’(c

2(A’B’) n’est certainement pas nul, puisque ¢ (<, ') n'est pas nul.
Mais on a évidemment

(c) AAB)+(BA)=o.

2(B’A’) n’est donc pas nul. Dés lors, dans le cycle de Carnot réver-
sible A"B"B’A’ A”, décrit entre les températures $' et 37, on aura

A//BI/ ~, ”
(d) Q((B,A,) =4(%,%

Les égalités (a), (b), (¢), (d) donnenL
(19) V(&) ==4E N Y(E, ).

Journ. de Math. ({* série), tome IX. — Fasc. 111, 1893 42
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C’est la relation que nous voulions obtenir.

La fonction $(2,$) n’a de sens, jusqu'ici, qu'autant quc 5' est
supérieur a 5.

Lorsque ¥’ tend vers 2, par valeurs supéricures a S, 2 tend évi-
demment, dans un cycle de Carnot réversible, décrit entre les tem-
pératures < et &, vers la limite (— 2 ); ¥(5,5') tend donc vers — 1.
Nous conviendrons de poser

(~,-J = —1T.

Lorsque &7 sera inféricur A S, nous définirons (5, F) par I'égalité

‘p(n r\/ 3
g — TErET
’ W5, 3)

o

D’aprés ces définitions, P'équation fonctionnelle (19), ¢tablic en
supposant

(=N o
o~ -~

demecurera vraie, quels que soient $, &, 2. De plus, on sera assuré
que la fonction (5, ') est continue pour toute valeur de T et de ='.

Prenons une température fixe, arbitraire d’ailleurs, =,. L’équation
fonctionnelle (19) nous donnera

La température S, étant fixe, {(5,, <) devient une fonclion de la
seule variable <5 posons

(20) F(&)=—ad(5,, %),
A étant une constante.
L'équation précédente deviendra

'?1

w

F(
(

).
)

(21) '1”(3’ T)y=—

;—,

W

La fonction (5, <) est une fonction continue de 5, &'; lorsque &’
estsupérieur a S, elle est négative et supérieure 4 1 en valeur absolue.
La fonction F(&) posséde donc les propriétés suivantes :
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Elle est essentiellement positive ;

Elle varie d’une maniére continue avec la température 5;

Elle croit toujours en méme temps que la température .

D’aprés ce que nous avons dit plus haut (I Partie, Chap. I, n° 6),
au lieu de prendre la quantité $ pour déterminer la température des
corps, on peut prendre la quantit¢ T =F(S), dont la valeur pour
chaque température ne dépend plus du choix du thermométre;
T porte le nom de température absolue.

Si I'on a adopté, pour représenter les températures, la tempéra-
ture absolue T, cas auquel on devra poser, dans toutes les formules
précédentes,

=T,

on devra aussi, dans toutes les formules, poser

FE)=FT)=T
Si I'on se souvient que

"!’(%07 S)=—1,
on voit (ue I'égalite (.20) donne
F(S‘o) =A.

La température absoluc n'est donc pas entiérement déterminée;
4 unc température arbitraire S,, elle prend une valeur arbitraire A.
Il cst d’usage de prendre pour température S, la température qui sert
de o a I'échelle centigrade et, pour A, lmverse d’une certaine con-
stante que I'on rencontre dans I'étude des gaz : le coefficient de dila-
lation des gaz parfails.

On sait que cctie définition de la température absolue a été
indiquée par Sir W. Thomson et exposée a plusieurs reprises par
M. G. Lippmann.

7. Enoncé définitif du théoréme de Carnot. — La détermination
de la fonction ¢($, &), fournie par I'égalité (21), va nous permettre
de donner au théoréme de Carnot une forme nouvelle et définitive.
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Excluons d’abord :

1° Les cycles de Carnot réversibles, décrits entre les tempéra-
tures S et Y, dans lesquels la modification produite & la température &
est athermique;

2° Les cycles de Carnot réalisables, non réversibles, de troisiéme
genre, décrits entre les températures 5 et &', pour lesquels la modifi-
cation produite 4 la température S est athermique.

Pour les cycles reéversibles, réalisables ou non, les égalités
(15 bis) et (2r) donnent

2 __FE)
? F(3)

et, puisque 9 est différent de zéro,

R 2

Pour les cycles réalisables, non réversibles, de troisieme genrc
et d’espéce c, Yinégalité (16 bis) et I'égalité (21) donnent

Mais, dans ce cas, la quantité  est négative; on a donc

2 Q
F& T EE) 7

Pour les autres cycles non réversibles, 'inégalité (17 bis), jointe
a 'égalité (21), donne

5]

(5

()’

L

>__.

T
10|

A3

Dans tous ces cy¢les, la quantité 2 est positive; on a donc encore

2 ¥
Fz) TRE 7

Revenons maintenant aux deux classes que nous avons exclues.
Pour tout cycle de la premitre classe, nous savons que I'on a non



COMMENTAIRE AUX PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE. 333

seulement 9 = o, mais encore 3= o0; nous pouvons donc encore
écrire
2
F(3)

i

-+

Fzy >

Pour tout cycle de la seconde classe, nous avons
=o, g >o.
L’¢galité (1), qui se réduit ici a

c= qu,
nous donne alors

%2 >o.
Nous pouvons donc écrire, pour lout cycle de cette classe,

.
Fe) T FEY >

En réunissant tous les résultats que nous venons d’obtenir, nous
pouvons énoncer, sous la forme générale que voici, le THEORENE DE
Canxor :

1° Pour tout cycle de Carnot récersible, réalisable ou non, dé-
crit entre les lempéralures SetS,ona

2 2
(22) ﬁ.—.:—)+F—(§—,—)_o.

2° Pour tout cycle de Carnot réel et non reversible, décrit entre
lgs températures S et 5, on a

(23) i * B

On peut mettre ces énoncés sous une forme un peu plus explicite
en revenant a la définition de I'effet calorifique total d’une modifica-
tion ou d’un ensemble de modifications.
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Soit Q la somme des quantités de chaleur dégagées par le systéme
durant cet ensemble de modifications; si ces modifications sont réver-~
sibles, nous avons

9= Q’
ce qui permet de remplacer I'égalité (22) par I'égalité
A Q L @ _
(22 bis) o ey = O

Si les modifications considérées sont réclles el non réversibles, dé-
signons par [@] la somme des accroissements que la force vive du
systéme a subis durant ces modifications; nous aurons

ce qui nous permettra de remplacer V'inégalité (23) par Uinégalité

(23 bis) EQFi(;[)ﬂ . EQr:E ,l')@jJ_’ > o,

Ces divers énoncés ne souffrent plus d’exception.

CHAPITRE III.

L’ENTROPIE ET LE THEOREME DE CLAUSIUS.

1. Conditions et hypoihéses. — Le théoréme de Carnot a éLc, on
le sait, généralisé par R. Clausius. Toutefois, cetle généralisation
n'cst légitime que moyennant un certain nombre de conditions el
d’hypothéses, dont les unes portent sur le systéme étudié, les autres
sur les modifications que subit ce systeme.

I ne nous sera pas ulile, dans ce Chapitre, de distinguer, parmi les

p ) s » P
paramétres qui définissent I'état du systéme, ceux que nous avons
désignés par les lettres a, D, ..., [ de ceux que nous avons désignés

’ ] ?

par les letires «, B, ..., A. Par contre, il nous sera nécessaire de
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mettre particuliérement en évidence, parmi les paramétres qui défi-
nissent P'état du syst¢me, la température $. Nous supposerons d’ail-
leurs que cette derniére a la méme valeur en tous les points du
systéme. Ainsi 'état du systéme sera défini par les n paramétres

@, B, ..., A S

Le systéme que nous allons étudier ne sera pas soumis seulement &
cette restriction d’avoir, en chacun de ses états, la méme température
en tous ses points, cette température pouvant d'ailleurs varier dun
¢tat & 'autre. Nous le supposerons encore soumis 4 deux autres res—
trictions fondamentales :

Previire resTricTION. — Soil un état quelconque du systéme,
défini par des valeurs

G o
Gy Py coey Ky S

des paramétres variables; nous admetirons que Uon puisse lou-
jours trouser, au moins d’unc maniére, un systtme de corps
étrangers, lous portés ¢ la lempéralure 5, et tels que le systéme
considéré, demeure indéfiniment en équilibre dans Uélat a, B, . ..,
%y 3 si on le soumet & Vaction de ces corps éirangers, maintenis
incariables et si on le prend acec un ensemble de vitesses initiales
égales a 6o,

L’énoncé de cette restriction ne constitue pas une vaine précaution.
On rencontre souvent, cn Physique, des systémes qui n’y sont pas
soumis et auxquels, par conséquent, les considérations quivont suivre
ne sont pas applicables. Citons-en quelques exemples :

1 Un corps conducteur est traversé par des courants ¢lectriques.
Parmi les paramétres variables qui déterminent état de ce conduc-
teur figurent :

Les composantes z, ¢, w du flux électrique en chaque point (x,y, =)
du conducteur; '

La densité solide p de I'électricité en chaque point de la masse du
conducteur;
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Ia densité superficielle o de I'électricité en chaque point des sur-
faces de discontinuité qui partagent le conducteur ou qui le limitent.

Peut-on, en faisant agir des corps extérieurs convenablement choi-
sis, maintenir le conducteur dont il s'agit en équilibre, de telle sorte
que les variables que nous venons d'énumérer aient Loutes des valeurs
indépendantes du temps? Cela ne sera pas possible, si I'on n’a pas, en
tout point de la masse du conducteur, la relation

Jdu ()c; 3%
(1) | Py oy + 5 =0,

et, en tout point d'une surface de discontinuité dont la normale pré-
sente les deux orientations N,, N,,

() u, cos(N,, ) + ¢, cos(N,, y) +w, cos(N,, 3)
2 : .
: + uy cos(N,, ) + ¢, cos(N,,y) + w, cos(N,, ) =o.

En effet, si ces deux relations ne sont pas vérifiées, les paramétres o
et ¢ varieront forcément avec le temps 7, en vertu des égalités géné-
rales

du dse ow J;
=t tTET T A
u, cos(Ny, x) + v, cos(N,,y) +w, cos(N,, 3)
+ u, cos(N,, 2) + ¢, cos(N,, ¥) + w, cos(N,, 3) = — (—‘;%

Les relations (1) et (2) caractérisant les courants que 'on nomme
uniformes, on voit que l'on peut énoncer la proposition suu ante, qui
a de graves conséquences en Llectrodynamlquc ("):

Un systéme de couranis non uniformes ne satisfait pas a la res-
triction précédente.,

2° Une chaine fermée, parcourue par un courant umiforme, ren-
ferme un conducteur électrolytique. Parmi les variables o, 8, ..., %, 5
qui définissent I'état de ce systéme, figurent I'intensité du courant et

() P. Durgm, Legons sur UElectricité et le Magnétisme, 1, 11, p- 221.
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les variables qui déterminent I'état chimique du systéme; or, en vertu
de la définition des électrolytes, connue sous le nom de loi de Fara-
day, un électrolyte traversé par un courant éprouve, pendant chaque
intervalle de temps, un changement chimicjue proportionnel en gran-
deur & cet intervalle de temps ct 4 I'intensité du courant. Il scrait
donc contradictoire d'imaginer des corps extéricurs dont laction
mainticndrait le systéme en équilibre, et, partant, rendrait invaria-
bles i la fois I'intensité du courant ct I'état chimique de la chaine.
Ainsi, une chalne parcourue par des courants méme uniformes ne
salisfait pas & la restriction précédente si elle renferme des électro-
lytes; cette conelusion cst importante cn Electrodynamique (').

L’hypothése restrictive précédente entraine un corollaire remar-
quable :

Cornovratee. — D’un état quelconque (2,8, ..., %, S) du systéme
a un aulre élal quelconque (o', 3, ..., N,S') on peul loujours
passer par wne infindté de modifications réversibles.

En cifet, entre les deux états (o, 8, ..., A, S)et (o, %, ..., N, 5),
on peul twujours, d’une infinit¢ de maniéres, ranger une suite conli-
nue d’élats du systéme; au moyen de corps extéricurs convenablement
choisis, ces élals peuvent éure transformés en états d’équilibre ; cha-
cune des suites, constiluées comme nous venons de U'indiquer, forme
alors unc suile continue d’états d’équilibre, ou bien, en vertu d’une
hypothese indiquée au Chap. I, n® 8, une modification réversible.

Secoxpe rEstRicTION. — Imaginons qu'a partic d’un certain état
(%, B, ...y &, %) du systéme, on lui impose une modification virtuelle

A (\0 Ne
“, OPy,  o-0 O/\,

N2

~
-
~e

o2

l.es actions des corps extéricurs qui le maintiendraient en équilibre
en Pétat (2,8, ..., %, $) effectuent un travail virtuel

Afx + BSS + ... + Lék 4+ 033,

(") P. Douen, Legons sur UElectricité et le Magnétisme, t. 11, p. 220.
Jowrn. de Math. (4 série), tome IX. — Fase. III, 18g3. /|3
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Nous admettrons que les quantiiés A, B, ..., L, 0 sont des foue-
tions finies, uniformes et continues des paramétres e, B, ..., A, <.

Non plus que la précédente, cette restriction n’est inutile & ¢non-
cer, car il n'est nullement évident que tous les systemes éludics cn
Physique y soient soumis. En particulier, M. Marcel Brillouin (') a
donné des déformations permanentes une théorie quisuppose les quan-
tités A, B, ..., L, O, fonclions continues, mais non uniformes, des
variables «, B, ..., A, 5.

Nous ajouterons I’hypothése suivante & celle que nous venons d’'é-
noncer :

Le tracail virtuel des actions qu'il faut appliquer & unr systéme
donné pour le maintenir en équilibre ne dépend pas de le position
absoluc que le sysiéme occupe dans Uespace ni de la variation de
celle position.

Il résulte en premier lieu de cette hypothése que les quantités A,
B, ..., L, ® nc dépendent pas de celles des variables 2, 3, ..., &, 5,
qui fixent dans I'espace la position absolue du systéme.

1l en résulte, en sccond licu, que celles des variations virtuelles ¢z,
¢B, ..., Ch, €3 qui correspondent aux variables fixant la position ab-
solue du systetme dans I'espace ne figurent pas dans la somme

Acx+ BB +.. .+ Lox+ 033
e coefficient de chacune d’elles st identliquement nul.

2. Coefficients calorifiqgues du systcme en équilibre. — Pour
expliquer commodément ce qui va suivee, nous emploicrons le lan-
gage de la Géomeétric & n dimensions, n ¢tant le nombre des para-
métres o, 3, ..., A, S, qui définissent I'état du systéme. Les énoncés
auxquels nous parwendrons pourronl toujours étre mprescnlcs par
des figures planes s’il n'y a qu’un seul parametre tel que o, B, ..., 7,
et par des figures dans 'espace s'il y en a deux.

(') Marcer BriLrouN, Déformations permanentes et Thermodynamique
(Comples rendus, 6, 13, 20 et 27 février 1888).
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Un état du systéme, correspondant & un syst¢me de valeurs des
coordonndes a, 8, ..., A, $, serareprésenté par un poindans 'espace
a n dimensions. Une modification, correspondant i une série linéaire
de valeurs de o, 8, ..., A, S, scra représentée par une ligne.

Le systéme étant pris dans un état déterminé (a, 8, ..., A, S) les
actions A, B, ..., L, ® qui Ie peuvent maintenir en équilibre dans cet
¢lat sont, par hypothese, des fonctions uniformes et continues des
vaviables «, 8, ..., %, S,

A=fu(t, By N, 9),
B =fa(«,B,..., ), 3),

L :./l(a’ﬁ, '-'97‘33)7
0 = f5(2,B,.., 1, %).

Ces ¢quations (1) sont les cquations d’équilibre du systéme; ces
dquations seront dites connues lorsqu’on connailra la forme des
n fonctions a, 8, ..., X, 5.

Soit U la fonclion uniforme ¢t continue de o, 8, ..., A, $, qui
représente 'énergie inlerne du systéme. Posons

R,=2 2,
m=%ﬂ%
(2) [ rerereneeeeaenn ,
c-% s

Les nquantités Ry, Rg, ..., Ry, C définies par ces équations seront
des fonclions uniformes de «, §, ..., &, 5. Ce seront [I* Partic,
Chap. ILI, égalités (12) et (12 bis)| les coefficients calorifigues du
systéme en équilibre. Parmi ces paramétres, il en est un qui sc dis-
tinguera des autres par des propriétés particuliéres; .c'est le coeffi-
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cient C; nous le nommerons la capacité calorifigue du systéme, re-
lative aur variables e, B8, ..., %, S.

Comme la quantit¢ U d'une part (I'* Partic, Chap. 11, n° 2,
dixi¢me convention) ct les quantités A, B, ..., L, @ d’autre part
(ce Chapitre, n° 1), les quantités R,, Rg, ..., R;, C, ne dépendent pas
de celles des variables 2, 8, ..., X, £, qui fixent la position absolue du
systéme dans Pespace. De plus, ecux des coefficients calorifiques qui
multiplieraient, dans I'expression de dQ, les variations de ces der-
nitres variables sont identiquement nuls.

I’¢qquation ‘

(3) dQ=—(R,8z +Rge8+...+ R, 2h + C2S

détermine [1'¢ Partie, Chap. 111, égalité (13)] la quantité de chaleur
dégagée par le systeme tandis qu'il subit la modification réelle ou vir-
tuelle (8x, 28, ..., &, 23).

L’¢quation différentielle

(4) Rydz +Rpd3 +...+ Rydh + CdZ = o

représente, dans P'espace a4 2 dimensions considéré, une famille
d’espaces & (2 — 1) dimensions (de lignes, dans Pespace a deux di-
mensions, de surfaces dans Pespace 4 trois dimensions). Nous admel-
irons que, par toul point (%, 8, ..., A, S) de Uespace & n dimen-
sions, il passe un et un seul de ces espaces & (n — 1) dimensions;
que, de plus, Uespace ainsi déterminé, qui passe par le point
(2,8, ..., &, 3), se déplace el se déforme d’une manicre continue
lorsque le point (=, 3, ..., &, T)se déplace &’ une maniére continue.

Nous admelirons en outlre quun espace & adiabatiques réversibles
ne se ferme jamais sur lui-méme comme une ligne fermdée ou une sur-
face fermée, mais qu'il forme loujours un espace sinplement con-
nexe, s’étendant jusqu'anx limites du champ des valeurs des 2,

# 3 °
By ooy by S
Considérons une ligne quelconcque tracée tout enti¢re en Pun de

ces espaces & (2 — 1) dimensions. Cette ligne représentera unc suile
continue d'étals du systtme. En chacun de ces états (2,8, ..., A, T),
supposons lc systéme entouré de corps qui ont la méme température
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que lui et qui exercent sur lui des actions données par les égalités (1).
Cette suite d’¢lats sera une suite d’¢tats d’équilibre. D’aprés Phypo-
thése indiquée au Chap. 1, n°8, cetle suite d’¢tats d’équilibre consti-
tucra unc modification réversible. Les égalités (3) et (4) montrent
que, pour tout élément de celle modification réversible, on aura

dQ =o,

en sorte que cette modification réversible sera adiabatique. Ainsi
toute ligne tracée en entier en U'un des espaces ¢ (n — ) dimen-
sions définis par 'équalion (4) représente une modification adia-
batique réversible du systéme. Nous nommerons chacun des espaces
a4 (n — 1) dimensions définis par I'équation (4) un espace a adiaba-
tiques réversibles.

Prenons deux points, m et n, dans I'espace &4 n dimensions consi-
déré; entre ces deux points, 7 et 1, menons deux lignes, [et 2, telles
(que chacune d’elles n’ait pas plus d’'un point commun avec un méme
espace 4 adiabatiques réversibles. Les propositions suivantes, évidentes
géométriquement lorsque les espaces & adiabatiques réversibles sont
des lignes (. =2) ou des surfaces (2 =23), peuvent &tre énoncées
d’une maniére entiérement générale :

L'espace a adiabatiques réversibles mené par un point a de I«
ligne { rencontre la ligne 7 en un ct un scul point a’; les deux poinis
a et ¢’ sont dits poinls correspondanis.

Si les trois points ', I/, ¢’ de la ligne I correspondent respective-
ment aux trois points @, b, ¢ de laligne /5 si le point b est situé, sur
laligne /, entre les points @ et ¢, le point & est situé sur la ligne /,
entre les points & et ¢ '

Si deux points @, b sont infiniment voisins sur la ligne /, leurs cor-
respondants a’, &’ sont infiniment voisins sur la ligne /..

Au point m sur la ligne / correspond le méme point m sur la
ligne I'; au point n sur la ligne ¢ correspond le méme point 7 sur la
ligne 7',

Ce mode de correspondance entre les points de deux lignes va nous
étre utile dans la démonstration du théoréme de Clausius, démon-
stration que nous allons maintenant aborder.
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3. Démonstration du théoréme de Clausius. — Une ligne quel-
conque, tracée dans 'espace a n dimensions considéré, représente une
suite d’élals du systéme; si, dans chacun de ces élats, nous supposons
le systéme entouré de corps i la méme température que Iui et exercant

“sur lui des actions données par les égalités (1), chacun de ces états
deviendra un état d'équilibre, et la suite de ces états sera une mo-
dification réversible. Ainsi, une ligne quelconque, tracée dans ’es-
pace des a, B, ..., A, 5, représente toujours, d’une et d’une seul:
maniére, une modification récersible du systéme.

Nous allons étudicr les propriétés de semblables transformations:
mais nous supposcrons provisoirement chacunc des modifications r¢-
versibles ¢tudiées soumise & certaines restrictions que nous léverons
cnsuile une a une :

1° La ligne qui représente une des modifications réversibles ¢lu-
diées ne présente aucune partic d'étendue finic tracée en entier dans
un espace & adiabatiques réversibles;

2° La ligne qui représente une des modifications réversibles ¢tu-
diées ne rencontre jamais plus d’une fois un méme cspace & adiaba-
tiques réversibles. Cette derniere restriction suppose ¢évidemment
cetle autre : la ligne considérée ne passe pas plus d’une fois par un
méme point.

Considérons deux modifications réversibles /, /', soumises aux res-
trictions précédentes; toutes deux prennent le systéme dans le méme
¢lat initial, représenté par le point m, et Paménent au méme état
final, représenLé par le point n.

Soient @, b deux états infiniment voisins de la modification [,
I"état O venant aprés I'état @ lorsqu’on suit la modification £ en allant
de m vers n. Soient @', 0’ les deux élats de la modification £ qui cor-
respondent respectivement aux deux élats @, b. D'aprés ce qque nous
avons vu, les deux ¢lals ', I sont infiniment voisins sur la modifica-
tion ¢ et, lorsqu’on parcourt cctic modification de m en 2, on ren-
contre '’état ¢’ avant ’élat 0.

Soient $ la température du systéme pris dans 1'état @ et &' la tem-
perature du systéme pris dans I'état @', Soient dQQ la quantité de cha-
leur dégagée par le systeme pendant qu’il subit la modification réver-
sible infiniment petite ¢l et dQ’ la quantité de chaleur dégagée par le
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systeme pendant qu’il subit la modification réversible infiniment
petite @’ b’. Nous allons nous proposer de démontrer ue 'on a

(3) d4Q _ 49"
‘ F(%) (')

Par le point @, menons une ligne isothermique jusqu’au point ¢ ol
clle rencontre I'espace a adiabatiques réversibles mené par le point b,
c¢n général, le point ¢ sera infiniment voisin des deux pointsa et b. De
méme, par le point «’, menons une ligne isolthermique, jusqu’au
point ¢’ ot clle rencontre I'espace 4 adiabatiques réversibles mené par
lc point b'; en général, le point ¢ sera infiniment voisin des points «’
et U'. Nous supposcrons réalisées, pour le moment, les hypothéses que
nous venons d'indiquer, quitte 4 revenir plus tard au cas ou elles ne le
seraient pas.

Joignons les deux points ¢, b par unc ligne infiniment petite tracée
en P'espace 4 adiabatiques réversibles auquel appartiennent ces deux

- points; joignons de méme les deux points ¢, &’ par une ligne infini-
ment pelite tracée en I'espace & adiabatiques réversibles auquel appar-
tiennent ces deux points.

Les lignes ac, ¢b, a'c’, (b’ représentent chacunc une modification
réversible infiniment petite du systéme.

Les deux modifications réversibles cb, ¢’l’ sont adiabatiques;
lorsque le systéme subit I'une quelconque d’entre elles, il dégage une
quantité de chaleur égale i zéro.

Soient ), la quantité de chaleur que le systéme dégage lorsqu’il
décerit Uisothermique réversible ac et Q') la quantité de chaleur que
le systéme dégage lorsqu’il décrit Tisothermique véversible ¢’a’.

Considérons le cycle fermé et réversible abeay lorsque le systéme
décrit ce cycle, il dégage une quantité de chaleur (dQ — dQ,); en
appliquant I'égalité (16) (I Partie, Chap. III) a chacun des éléments
de ce cycle, nous trouverons sans peine 1'égalité

E(dQ — (lQ,)‘:f(A do+Bdp—+...+ Ld\+0d3),

Pintégrale s'¢tendant au cycle abea Lout entier.
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Soit (2,8, ..., &, 3,) un des points de ce cycle; soient A,
B,, ..., Ly, 0, les valeurs que prennent, en ce point, les fonctions A,
B, ..., L, ©; nous pourrons écrire 'égalité précédente

E(dQ—dQ)=A, [da+B, [ds +...+ L, cn\+e,f(zz—

+f|_(A — A)de+(B—B,)ds +..
(L= L) dh-+(0~8,)d3).

Mais, comme le cycle est fermé, on a

[cla:o, [(l{j:o, ey fdl:: 0, le.%::o.

-/ w

D’autre part, comme les quantités A, B, ..., L, © varient par hy-
pothése d’une maniére continue avee la position du point (, §,..., A, %),
les quantités

(A—A), (B=B), ..., (L—L,), (0—6,)

sont des quantités infiniment pelites, aw moins du méme ordre ue
les dimensions du cycle. La quantilé

.

”(A —A)de+(B=B)d3+...+(L—L,)dr+(0 —0,) d=|

est donc uninfiniment petit d’ordre supérieur aux dimensions du cyele,
en sorte que Pégalité précédente permet d’écrire

(6) dQ —dQ, = o,

Une démonstration analogue, appliquée au cycle ¢’ ¢’a’, donne
'égalilé
(7) 4+ dQ, = o.

L]

IFaisons maintenant décerire au systeme :
1° L’isothermique réversible ac, relative a la température <;
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2 L'adiabatique réversible cb;

3o L'adiabatique réversible b0";

4° L’adiabatique réversible b'c’;

5° L’isothermique réversible ¢'@’, relative a la température 5';

6° L’adiabatique réversible a’a.

Le systéme aura décrit un cycle de Carnot réversible entre les tem-
pératures 3 et $'; 4 la température S, il aura dégagé une quantité de
chaleur dQ, ; 4 la température 5, une quantité de chaleur dQ’ ; on
aura donc [Chap. II, égalité (22 bis)]

A4Q , dQ;

F(%) = 0.

F(z)

En vertu des égalités (6) et (7), cette égalité fournit I’égalité (5),
(ue nous voulions démontrer.

Considérons successivement tous les éléments de la transforma-
tion /, en allant de m vers n; les éléments qui leur correspondent sur
la transformation [’ décriront une ct une seule fois la transformation /
en allant de 1’ vers n™. Pour chaque groupe d’é¢léments correspon-
dants, ¢crivons I'égalilé analogue & P'égalité (5) et ajoutons membre
a membre les résultats obtenus; nous trouverons ’égalité

‘ dQ [ dY'
) T TS, FEY

(jui nous conduit & ¢noncer la proposilion suivante :

Considérons toutes les modifications récersibles (soumises aur
restrictions indiguées) qui conduisent le systéme de Pétai m a
état n, ces deur états étant quelcongues; pour toutes ces modifica-
tions, lintégrale

Q.
, , F(z)
a la méme valcur.

[l s’agit maintenant de lever successivement les diverses restrictions

que nous avons admises pour effectuer la démonstration précédente.

Nous avons admis qu’en tout point a de la ligne { on pouvait mener

une isothermique rencontrant I'espace 4 adiabatiques réversibles mené
Journ. de Math. (4° série), tome IX. — Fasc. I, 1893, 44
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par le point &, infiniment voisin du point ¢ en un point ¢, qui soil
lui-méme infiniment voisin du point a. Cela revient & admetlre, on le
voit aisément, que la ligne isothermique issuc du point @ n’est pas
langente au point ¢ & I'espace & adiabatiques réversibles qui passe
par ce point. Une hypothése semblable a été faite pour tout point &’
de la ligne 7.

En premier lieu, on voil aisément que, s'il existe soit sur la ligne /,
soit sur la ligne 7, soit sur toutes deux, un nombre limité de points
isolés les uns des autres, pour lequel I'hypothése précédente cesse
d'éLre exacte, le théoréme précédent ne sera certaincment pas en dé-
faut. Il ne pourrait donc ¢tre en défaut que s'il existait sur l'une au
moins de ces lignes, la ligne Z par exemple, une portion d’¢lenduc
finie, la portion fg#&, en tout point de laquelle I'isothermique réver-
sible serait tangente & I'espace & adiabatiques réversibles.

Si de semblables condilions sont remplies pour la ligne fgh, deux
cas sont & distinguer.

11 est possible que, du point f au point A, on puisse mener des
lignes fg’h infiniment voisines de la ligne fgh et qui échappent aux
conditions précédentes.

11 est possible au contraire que tous les points de la ligne fgh ap-
partiennent & un domaine D, tracé dans I'espace o, 3, ..., 4, £, el
qu'en tout point de ce domaine I'isothermique réversible soit tan-
aente & 'espace & adiabatiques réversibles.

Dans le premicr cas, I'intégrale j Fd((,:_)) élendue @ la ligne mefg hn
aura, d"apres la démonstration précédente, la méme valeur que Pinté-
grale de méme forme étenduc & la ligne /. Sa valeur ne variera done
pas lorsque la ligne mfg’ ln vaviera d'une maniére continue de ma-
niére & tendre vers laligne mfg/in ou l; or, dans ces conditions, cetie
intégrale tend certainement vers

dQ
, F(9)
On a donc encore dans ce cas

dQ dQ’

,F(&) ) F(®)
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Seul, le second des deux cas que nous venons de distinguer demeure
exclu de nos recherches.

ssayons de caractériser ce cas d’une maniére plus précise.

Une isothermique réversible satisfait a I'équation différentielle

II% = 0.

Un espace & adiabatiques réversibles est défini par 'équation diffé-
rentielle

1) Rodoe+ RgdB +...+ Ry dh+ Cd5 =

Pour qu’en lout point (a, 3, ..., A, S) du domaine D unc isother-
mique réversible quelconque soit tangente a I'espace a adiabatiques
réversibles, il faut et il suffit que 'on ait, en tout point du domaine D,

(9) R, =o, RB:——"“, .eey R,=o.

Nous excluons donc provisoirement de nos recherches les sys-
témes qui vérifieraient les égalités (9) en tous les points d’un do-
maine d’élendue finie appartenant a l’espace des =, 8, ..., X, <.

Nous avons admis jusqu'ici (que chacune des deux modifications /
el { ne rencontrait pas en plus d’un point un méme espace & adiaba-
tiques réversibles. Nous allons maintenant nous affranchir de cette
restriction et admettre que chacune des deux modifications £et /' peut
rencontrer un méme espace a adiabatiques réversibles en un nombre
fini de points, isolés les uns des autres.

Mecnons l'espace &4 adiabatiques réversibles L(nz) ([lll passe par le
point m et 'espace a adiabatiques réversibles E(r) qui passe par le
point . Ces deux espaces a (n —1) dimensions partagent I’espace
i n dimensions en Lrois régions; unc de ces régions est comprisc entre
les espaces E(m) et E(n); les deux autres sont extérieures. Si I'on
méne la droite de maniére a rcncontrer le point a au point n, et si
I’on suit cette droite de maniére a rencontrer le point m plus 16t que
le point 1, avant d’arriver au point mm, on se trouve dans une région
(que jenommerai la premiére; au moment ou I’on passe par le point m,
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on pénétre dans une région que je nommerai la deuxiéme; au mo-
ment ott I'on passe par le point z, on quitte cette seconde région pour
pénétrer dans une région que je nommerai la troisieme (').

Il peut arriver que la ligne  ait avec un espace a adiabatiques ré-
versibles E, autre que 'espace E(m) ou l'espace E(n), un point de
rencontre p, sans traverser cet espace en ce point de rencontre. Silon
méne deux espaces & adiabatiques réversibles infiniment voisins de
espace E, et situés de part et d’autre de cet espace, I'un d’eux n’aura
avec la ligne [ aucune rencontre infiniment voisine du point p, tandis
que 'autre aura avec la ligne / deux rencontres infiniment voisines du
point p.

Prenons sur la ligne { tous les points, analogues & p, ot la ligne ¢
vient rencontrer un espace & adiabatiques réversibles sans le traverser;
prenons de méme, sur la ligne ', tous les points ot la ligne ¢ vient
rencontrer un cspace a adiabatiques réversibles sans le traverser. Par
tous ces points, menons des espaces & adiabatiques réversibles. Joints
aux cspaces E(m) ¢t E(n), ils divisent I'espace en un certain nombre
de sous-régions.

Tous les espaces & adiabatiques réversibles situés dans une méme
sous-région rencontrent la ligne £ en un méme nombre N de points ct
laligne 7 en un méme nombre N’ de points. Si la sous-région consi-
dérée fait partic de la deuxiéme région, les deux nombres N ct N’ sont
impairs; si la sous-région considérée est située dans la premicre ou
dans la troisitme région, N et N’ sont pairs ou nuls.

Counsidérons une sous-région comprise dans la deuxieme région;
dans cette sous-région, menons un espace & adiabatiques réversibles I,
il rencontre la ligne [ en (24 + 1) points; numérolons ces points dans
I'ordre ot les rencontre la ligne £ allant du point 72 au point 2 ; soient
@)y Qyy oony Qapy Uags,y cs points. Ce méme espace a adiabatiques réver-
sibles rencontre la ligne " en (2k"+ 1) points; numérolons ces points
dans 'ordre ou les rencontre la ligne /' allant du point 7 au point 7;
@)y @y ooy Oagy Cyoyy CCS pOINLS.

Sar la ligne /, menée de m vers n, prenons un point b, qui soit ren-

(*) Au cas ou les deux points m et  seraient sur un méme espuce & adiaba~
tiques réversibles, la premiére et la troisiéme région coincideraient.
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contré infiniment peu aprés le point a,, ct qui se trouve ainsi dans la
méme sous-région que le point @,. Par ce point &,, menons un espace
dadiabatiques réversibles I3 d’aprés ce que nous avons supposé au
sujet des espaces & adiabatiques réversibles, I'espace I scra partout
infiniment voisin de I'espace E, sans jamais le rencontrer. L'espace 1Y
rencontrera la ligne en [ en (2k + 1) points by, by, ...y Dygy byp, ros-
pectivement voisins des Points @, Qay « « .y @ypy Barey§ il rencontrera la
ligne 7/ en (2&’ + 1) points 0}, b, ..., buy byyeyy, vespectivement voisins
des points @), @,, ..., Gyey Gyyepye

Sur la ligne /, menée de m vers 2, les points a;, J; sont rencontrés
dans 'ordre suivant

tyy by bey @y @y, by ey buy @uy Ggrery Do,
ce qui nous donne (2 + 1) modifications réversibles infiniment petites

ayant leur ligne représentative entre les espaces E et F. Ces modifica-
tions sont '

aby, bya,, ayby, ... DopQap,  GuigrDspe,.

Adoptons, pour ces modificalions, les notations suivantes :

Modification subic Température initiale  Chaleur dégagée
par le systéme. du systéme. par le systéme.
a, [). S’; dQl
bsas %, dQ,
az 0, s dQ.
bayaay o dQs;

‘7

LS

@3ty Dary 2k+1 dQ'.’./-‘-H

Sur la ligne-/, menée de m vers », les points «;, b, sont rencon-
trés dans 'ordre suivant

’ ! ! ’ ’ ! ! ! ! '

a, b, b, a, ay by ooy by ay, Qapersy O

2k'+19

ce qui nous donne (2k'+ r) modifications réversibles infiniment pe-
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tites ayant leur ligne représentative entre les espaces E et F. Ces mo-
difications sont

’ ’ ’ ’ ! ' ’ 4 ’ 1
ab,, ba, aby,, ..., byty, du by,

Adoptons, pour ces modifications, les notations suivantes :

Modification subic Température initiale  Chaleur dégagée
par le Systéme. du systémte. par le systéme,
! r '-’? 1
a, 1}, -y d()l
b, a, % dV),
' 4 ° ! '
«; b “3 dQ;
by T dQye
opesg Oriesy Fara d) o

Considérons les deux transformations «, 0, el b,a,. Un raisonne-
ment analogue a celut qui nous a fourni I'égalit¢ (5) nous donnera

sans peine
dQ, | dQ,

ST o= — Q.
F(z) = FZ)

De méme, la considération des deux modifications a,b, ¢t b, «a,
nous donnera

On continuera de méme jusqu'a considérer les deux modifications
Unpy Dagey €L Dy oy, qui donneront

dQ:k—l dQ?I:
F(Zus) © F(za)

Semblablement, on prouvera que l'on a

dQ dqQ,

g ey — 0y
F(z, F(%,)
dQ, dQ; __
Fz,) T FE)
................... )
[ZQ;A-‘_’ dQ;Ir' 0
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‘nfin, la comparaison des modifications agp, | bagy, ct ag,, by, donne
I"égalité
dQypsy . dQék'-H .
F(Fae1) ~ F(Jarmr)

Ces diverses égalités permettent d’écrire

dQy in__ RS dQar dQyr+y
F(E"l) F(%,) “ F(Sak) F(SM-H)
dQ daq,, dQy: AQakas
= oSy o g g Tk Bk
F(2)) F(7,) F(2w) F(%%a1)

On peut écrire une ¢galité analogue pour tout systéme formé par
deux espaces a adiabatiques réversibles infiniment voisins tracés dans
la sous-région considérée; on aura donc pour cette sous-région loul
entiére

dQ__ W 49
(10) Flz) — & F)

dans cette égalité, le premier signcE s'élend & tous les éléments de la

modification / qui sont situés dans la sous-région considérée ct le
sccond & tous les ¢léments de la modification £ situés dans la méme
sous-région.

A chaque sous-région comprise dans la deuxiéme région on peut
appliquer un raisonnement semblable qui fournira une ¢galité ana-
logue, en sorte qu’on peut supposer V'égalité¢ (10) étendue a la
deuxieéme région toul cnliére,

Considérons maintcnant une sous-région comprise soit dans la pre-
micre, soit dans la troisitme région; dans celle sous-région, menons
un espace i adiabatiques réversibles E; il rencontre la ligne Zen 24
points; numérotons ces points dans I'ordre oii on les rencontre sur la
ligne ! en allant du poinl m au point n; soient a,, @,y ..., Gyryy oy
ces points.

Sur la ligne /, menée de m vers n, prenons un point b, ui soit
rencontré infiniment peu apres le point a,, et qui se Lrouve ainsi dans
la méme sous-région que le point @,; par ce point b, menons un
espace & adiabatiques réversibles F; d’aprés ce que nous avons sup-
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pos¢ au sujet des espaces & adiabatiques réversibles, I'espace 17 sera
partout infiniment voisin de I'espace E sans jamais le rencontrer,
[espace F rencontrera la ligne { en 24 points b,, by ..., by, by,
respectivement voisins des points @, da, « ..y sy, @y
Sur la ligne ¢, les points a;, b; sont rencontrés dans 'ordre suivant
o) ) i Yi

ay by by oay gy by ooy dayy baeyy buy ay,

ce qui donne 2/ modifications réversibles infiniment petites ayant
leur ligne représentative comprise entre les espaces E ct IF; ces modi-
fications sont

a by, biayy, agbyy ooy @uo baioyy Dagttyy

La.considération de ces modificalions donne aisément les égalités

dQ, dQ, __
Fz) 7 R~
Qs dQ,
3 s =0
F(z) T OFE) T
AdQsy—y dQs
B Ll =0
(T2k-1) - F(Za) ’
qui donnent elles-mémes I'égalité
dQ, dQ, dQas
Tz eyt tT ==
F) " F(sp 77 FEa)

On peul écrire une ¢galité analogue pour lout systeme formce par
deux espaces a adiabatiques réversibles infiniment voisins tracés dans
la sous-région considérée; on aura donc, pour celle sous-région toul
entiére’

(11) 4Q =o,

¥(z)
le signe 2 s'¢tendant & tous les éléments de la modification / qui sont

situés dans la sous-région considérée.
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A chaque sous-région comprise dans la premiére ou dans la troi-
sieme région on peut appliquer un raisonnement semblable qui four-
nira une égalité analogue, en sorte que 1’égalité (1 1) peut étre étendue
4 'ensemble de la premiére ct de la troisiéme région.

On démontrerait de méme I'égalité

Q"

(11 bis) F(&) =0,

dans laquelle le signeE s'étend & tous les éléments de la modifica-

tion /' qui sont situés dans la premiére ou dans la troisiéme région.
Des égalités (10), (11) et (11 bis), on déduit facilement P'égalité

dQ _ay
(8) f F(g) ’—'\/,‘F(cl)

Il nous reste & lever une derniére restriction.

Nous avons admis que ni la modification /, ni la modification £, nc
contcnait une portion d’étendue finie tracée en entier en un espace &
adiabatiques réversibles.

Supposons maintenant que la modification ¢ présente certaines por-
tions d’étendue finie A, A, ..., tracées en entier sur les espaces 4 adia-
batiques réversibles E,, E,, ...; que, de méme, la modification / preé-
sente certaines portions d'étendue finie A, A, ..., tracées en entier
sur les espaces & adiabatiques réversibles E;, E,,

Pour toute modification adiabatique réversible, on a constamment

dQ = 0. '
On aura donc

aQ - 4Q
(r2) /)‘F(S-)'—O’ ).eF(3)~0’ oo
et pareillement
(12 bis) i’—Q-:—zo, 4 = o,

¥, F(2') W F(s') —
Journ. de Math. (4 série), tome IX. - Fasc. III, 18g3. 45
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On pourra donc, sans modifier la valeur de f Q. et de --'igl‘,
P ¥ ‘ ,F&) 5, ¥

retrancher de la modification /, les portions &,, Ay, ..., ct de la modifi-
calion 7, les portions X,, A}, .... Il suffira alors de faire figurer les
espaces E,, E,, ... et les espaces E,, E,, ..., au nombre de ceux qui
limitent les sous-régions, puis de reproduire les raisonnements précé-
dents, pour prouver que 'ona

O 40 dQ’
9 2R AT

le premier signe‘z s'étendant & tous ccux des éléments de la modifica-
tion / qui ne sont pas compris dans les portions A,, A, ..., ct lc second

signez s'étendant & tous ceux des éléments de la modification /' qui

’

ne sont pas compris dans les portions 4, A,, ....
L’ensemble des égalités (12), (12 bis) et (13) fournit aisément
'égalité

8 aQ _ [
(5) f,m) . F(=)

Cette égalité n'est donc plus soumise qu'aux restriclions indiquées
aun® 1 etaussi d cette condition que Uon r’ait pas identiguement,
en tous les points d’un domaine d’étendue finie faisant partie de
Uespace des 2, B3, ..., A, 3,

. (9) R, =o, Rg=o, - .,I R, =o.

4. Propriété des cycles réversibles. — Imaginons ue la modifi-
cation réversible / rameéne le systéme & son ¢tlat initial; I'état 2 est
alors identique & I’état i ; parmi les autres modifications réversibles I/
susceptibles de conduire le systéme du méme état initial au méme état
final, on peut ranger I’'absence de toute modification; dans ce cas, on
a évidemment

dQ'

= = 0.
» F(&)
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I.’égalité (8) nous fournit alors ce théoréme célébre de Clausius :
Pour le cycle récersible, on a

dQ
(I![,) F_(f?) = 0.

Supposons en particulier le cycle isothermique; la température 5

démeurant constante le long du parcours du cycle, il en est de méme
de la fonction F(3) et I'égalité (14) peut s’écrire

f(lQ:O

f(R,,dr/. + Redf +...+ Rydh)=o.

ou

En vertu des égalités (2), cette égalité devient

o, U, ot
f(m r.l/.—f-%-dr» +...+—5{d/\)

-—]% (Ad’/’ + Bd?’ ...+ Ldn) == o.

Mais, pour un cycle isothermique, on a

JC U n U
f(?;;dy—k d3 +...+7]7d7\)_0.

o '()_,‘5

L’égalité précédente devient done
(15) j’(Ad«+Bd§4+...+LJA)-_:O.

Lorsqu’ un systéme parcourt un cycle isothermique réversible, les
actions extérieures appliquées & ce systéme effectuent un travail
total égal a séro.

Ce théoréme est dtt & M. J. Moutier; Clausius et M. J. Moutier en
ont fait un fréquent usage. On peut remarquer qu’il est exact méme
pour les systémes pour lesquels les égalités (q) seraient vérifiées.
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5. L'entropie. — L’égalité (8) peut s'énoncer de la maniére sui-
vante, en désignant par R,, Rs, ..., Ry, C les coefficients calorifi-
ques du systéme en équilibre :

L’intégrale curciligne
f’F_(l;j (Roda +Rgdp +...+ Rydh + Cd3)
l ~

a une valeur qui dépend untquement du point initial
[
(%os Boy -y Mgy S5)
“ ! .
(o, Py e ooy 7,\19 9«)-

On sait que ce théoréme équivaut a celui-ci :

et du point final

1l existe une infiniié de fonctions uniformes des variables a,
8,..., NS, différant les uns des autres par une constanie, qui son!
telles que Pon ait

R, _ S
F(z)~ o«
Rg 08
¥(g) 0%’
(16) [ oemevenianenas
R, £)§
Fz) — o’
G /)
F(%) J5’

S(«, B, ..., \, 3) désignant une quelconque de ces fonctions.

Cette fonction a rec¢u de Clausius le nom d'entropic du systéme.
Ce théoréme peut encore s’énoncer en abrégé de la maniére sui-
vante :

Pour toute modification réversible infiniment petite, on a

d
(17) F%:d&
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Si nous nous souvenons, 1° que les quantités
Ry, Rg, ..., Ry, C

ne dépendent pas de celles des variables a, B, ..., &, S, qui détermi-
nent la position absolue du systéme dans I’espace;
2° Que, dans |’expression

R.%z + Rg8f +...+Ry8r+ C653,

celles des variations S, ¢B, ..., CA, 3 qui déterminent seulement le
changement de position abselue du systéme dans 'espace ne figurent
pas; nous voyons sans peine que I'entropie ne dépend pas de la position
absolue du systéme dans 'espace.

6. Sur le cas résercé dans ce qui précéde. — Revenons au cas o,
en tous les points d'un domaine D faisant partie de I'espace des «,
8, ..., ¥, on aurait identiquement

(9) R,‘-‘——-O, 1{3 = 0, <oy R)A:()

ct cherchons si les théorémes précédents peuvent étre encore appli-
qués dans ce cas.

En premier lieu, il est évident qu'ils peuvent I'étre si 'on n’en-
visage que des modifications isothermiques du systéme; car alors on
aura, pour toute modification réversible,

dQ = o,
et, partant, 0 ’
d
F(z) = 9

en désignant par S une fonction quelconque de la température.

Ce cas particulier est important, car c’est en réalité celui que I'on
envisage dans la Mécanique rationnelle classique; en effet, dans
I'exposé classique de la Mécanique rationnelle, on omet la notion de
température (ce qui n’est admissible que si la température est sup-
poseée invariable) et 'on omet aussi la notion de quantité de chaleur
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dégagée par le systéme; ce qui n'est admissible que si les égalités (9)
sont vérifiécs.
Dans ce cas, les égalités (2) et (9) donnent
Ju

~ JU
(IS) AZ—‘]‘J'—E’ B:AD-.S—, vy L:l

il

ME

C'est la forme qu'’il convient d’attribuer dans ce cas aux conditions
d’équilibre (1). Le produit EU représente ce que les mécaniciens
appellent le potentiel.des forces intéricupes.

Mais ne supposons plus la tempérajure invariable. Nous allons
prouver que, s'il existe un domaine D ot les égalités () soient véri-

. fiées, pour qu’il existe une fonction S, uniforme et continuc, des
variables 2,3, ..., S, telle que, dans tout le champ de ces varia-
bles, on puisse écrire

Ry 08
=)~ o

Rg ()_S

F(z) 0%

(16) {evnnienennns ,
R 08

5T T o

L __ 98

F(z) ~ 97

il faw et il suffit que, dans tout le domaine D, la capucilé calo-
rifique C soit fonclion de la seule température =.

Si le domaine D n’occupe pas le champ entier des variables =,
B,..., %, cestle seul cas ot le théoréme ne soit pas évident) on
pourra toujours découper la partiec de ec champ extéricure au do-
maine D en espaces simplement connexes; & l'intérieur de chacun de ces
espaces, les démonstrations précédentes s'appliqueront; elles permet-
tent d’écrire des ¢galités analogues aux égalités (16), lesquelles en-
trainent a leur tour des égalités du type

(18) Atelntatol
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et des égalités du type
. I[R.]_9d[ C
(18bis) % (vei] = & lve

D’autre part, pour que dans le domaine D, ot les égalités (g) sont
vérifiées, on puisse écrire les égalités (18) et (x8 bis), il faut et il suffit
que la quantité

soit une différentielle totale et, partant, que la quantité C soit une
fonction de la seule température S.

D’ailleurs, le champ des variables «, §, ..., A, S, élant supposé
simplement connexe, pour qu’il existe une fonction S, uaiforme et
continue, des variables «, , ..., A, , vérifiant les égalités (16), il faut
ct il suffit que les égalités (18) et (18 bis) soient vérifiées dans tout ce
champ.

Alnsi, si nous admeltons que, dans tout domaine D oi les éga-
lités (9) sont vérifices, la capacité calorifigue du systéme est fonc-
tion de la température scule, les théorémes démontrés dans le

présent Chapitre seront soumis seulement aux restrictions énoficées -
aun®q. S

-

Py
»
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Théorie générale des surfaces lyperelliptiques (' ;

Piazx M. G. HUMBERT.

+ e ©

TROISIEME PARTIE.

S 7 SURFACES HYPERELLIPTIGUES CENEBALES.

CHAPITRE T,
Premibres propriéiés.

101. Nous abordons maintenant Pétade des surfaces hyperellip-
tiques géncrales, dont M. Picard a déja fait connaitre quelques
propriélés insportantes () ; nous donnerons d’abord des propositions
géométriques applicables & Pensemble de ces surfaces; nous insiste-
rons ensuite avee plus de détails sur certaines catégories de surfaces
ou sur cerlaiges surfaces particulicres. ’

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par S une surface hyperel-
liptique générale; nous savons (1°2) que les coordonnées homogenes
d’un de ses points, x,, x4, £y, €4, sont proportionnelles & quatre fonc-
tions théta normales d’'un méme ordre, 4, ct de caractéristique nulle;
nous donncrons & ces fonctions ( fonclions coordonnées) les notations
g, )y 2,(1,0), (0, 0), 2,(4,0).

(') Voir méme Tome, p. 29.
(%) Journal de Mathém., (° série, L. 1, p, 312 et suiv.; t. V, p. 223 et suiv.

Journ. de Math. (4 série), tome IX. — Fasc. IV, 1893. /16
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102. En général, c'est-i-dire si les quatre fonctions z(u, ¢) sont
arbllr.uras, un point de $ ne correspond, aux multiples prés des pé-
riodes, qu’un seul systéme de valears des paramétres u, ¢ ; nous dirons
en ce cas que la surface est reprisentable point par point sur le
champ lyperelliptique.

M. Picard a démontré qu'une telle surface est de genre unj Pinté-

grale double f du dv est en effet, sur la surface 5, de la forme

j:f?(w, ¥, 3)dsdy,

.

o1 p est une fonction rationnelle des coordonnées cartésicnnes z, y, z,
¢ eslra—du'c =, ;3, » Q'unpointde S.

Ilya donc une ml.cgra)c de cette derniére forme qui reste finie sur
toute la surface; il ne peut en exister une seconde, car loute intégrale

fj:?(x, v, z)dedy, quand on y remplace z, y, z par leurs valeurs
en uet ¢, prend la forme /fl’(u, eydwde, ob 1 u, ¢y est une fone-

tion quadruplessent péviodique uniforme de «, ¢, et celle intégrale
ne peat rester finie que si 1 (a, ¢) est une constanle,

I est & observer gqne fa démonstration sapplique aussi au cas oit &
chaque point de $ correspondent les deux couples d'arguments u, v el
—u, — ¢, comme cela se produit pour la surface de Kumnsuer (V).
En effet, 2, ¥, 3 sont alors des fonctions quadruplement périodiques
paires de u, v el oute fonetion guadruplement périodique paire aux
mémes périodes pourra s’exprimer rationnellement en «, y, 5 il en

.. T . dz Jdy de dy
est ainsi, en particulier, de la fonclion 55 35— i ga ¢l comme

dirdy
/fdudp // dar ()y ''''' '4)”1;*()}'

ona

du dv dv du

— e

(! ) Nous verrons plus tard qu’on peul ramener & ce cas le cas plus général
ols, 4 chaque point de %, correspondenl deuz couples d’arguments, abstraction

faite des multiples des périodes.
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f dudo

[ [y, sy dedy,

on voit que l'intégrale

est bien de la forme

o étant rationnel. Il existe donc sur la surface une intégrale double
rationnelle ne devenant pas infinie et 'on démontre comme plus haut
(qu'il n’en existe qu’une : la surface est encore de genre un.

103. Une intégrale double rationnelle qui reste finie en tous les
points d’une surface algébrique S(z, y, 2) = o, d’ordre n, est, comme
I'on sait, de la forme

f/ 2“";;_"’:",/_[-,[.\-,
D(.z, y,2) étant un polynéme d’ordre n — 4; la snrface D =0 est
une surface adjointe de la surface S =o, c'est-i-dire que Loute
courbe multiple d’ordre  de la surface S =o est multiple d'ovdre
{ — 1 sur D =0, et e tout point multiple d'ordre { sur S = o est
multiple d’ordre [ — 2 sur D =o.

I résulte de la que la surface hyperelliptique 5 admet une et une
seule surface adjointe, de degré inférieur au sien de qnatre unités.

Dans toul ce qui suit nous désignerons par I cctte surfacc adjointe;
D) = o sera son équation, et S = ¢ sera I'équation de .

1)’apres ce qui précéde, on aura .

j/a ,?' dedy :ff(l/t (lr.;

>

d'ol

‘ D (dedy drady

(1) 5‘( ' )
104. Une propriété fondamentale des surfaces représentables
point par point sur lc champ hyperelliptique est, comme 'a montré
M. Picard, de posséder dcux intégrales de différentielles totales de
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premiére espéce @ ce sont les inlégrales fdu et fdc. Il est clair en

‘r

cffet qu’on a, en chaquc point de &,
du=Mdg + N dy, de=M,drv+ N, dy,

M, N, M,, N, élant des fonctions rationnelles de «, 37, 3. M. Picard
a ﬁlt voir que leur dénominaleur commun cst S., et qu'on peat
écrire
Bdx— Ny B,(lz — '\111)
de =

(!(t—- S',“’ b

A, B, Ay, B, étant des polynomes entiers en oz, ¥, = d'une forme par-
ticuliére.
D aprés cela on a, sur la surface 5,

]dzulv—— /] A~ AB,)

et, en comparanl cette forine & ccelle du numéro précédent, on trouve
avec M. Picard

(2) DS, = BA, — AB,.

Cetle relation importante, vérifiée en tous les points de la surface
S = o, nous sera utile & chaque instant.

105. Revenons a I'expression des coordonnées homogines d'un
point de % a I'aide des fonctions théta (') : soith Tordre des quatre

(') On peut se demander si la surface § est susceptible de plusiears modes
de représentation h\perdhplnq ue, c'est-a-dire si, le tétraédre de rvélérence
restant le méme, les coordonndes ay, 2y, 2y, &, peuvent étee proportionnelles a
quatre aulres fonetions théta de caractérvistique nulle 2 (w, ¢), ) (a,v), ...,
2, (u, v), aux memes pairves de périodes que 2 (u, v), ..., xy(u,¢). Celle
question revient évidemment & cette aulre : la surface § admel-elle de: transfor-
mations birationnelles ¢n elle-mc¢me? Soit alors («, ¢) un point de §; (', ¢') le
point transformé; on aura nécessairement, puisque du et dv sont les seules dif-
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fonclions .; (%, ¢); si ces fonctions n'ont pas de zéro commun, c’est-
d-dire si clles ne s’annulent simultanément pour aucun sysiéme de
valeurs de i, ¢, le degré de $ sera ¢gal & 242 En effet, une droite
(queleonque, £, = o, x, = o, par exemple, coupe £ en des points dont
les arguments sont les solulions communes aux équations

x (U, ) =0, £y(1y ) = 0,

ct ces solutions sont aw nombre de 242, d’apres le théoréme de
M. Poincavé. Cela suppose, bien entendu, que % est représentable
point par point sur le champ hyperelliptique.

Si les quatre fonctions 2 (e, ¢) sTannulent simultanément pour un
ou plusicurs systémes de valeurs des arguments #, ¢, le degré de S

ferentielles totales de premicre espice sur la surface
du’ =z adu -3 de,
de' = ydu <3 dv,

%, 3, 7, ¢ élant des constantes. On en tive

R

e e T T

Pour que ¢’ et ¢ aient fes mémes systémes de pcériodes simultanées que w et ¢,
il faut que «, 3, ¥, © soicnt entiers; si P'on suppose de plus, comme nous avons
fait jusqu'ici, qu'il 'y a pas de relation lintaive a cocflicicnts entiers entre les
periodes @, b, ¢, 2w, on voit qu'il est nécessaive que 3 ety soient nuls, Enfin,
pour qu’d un point (u', ¢') corresponde un scul point (u, ), il faut que z et d
soient égaux simultanément & == 1.

.

On a donc les deux types de transformation

= w4+,
¢ =4,
les signes supérieurs ou inférieurs Gtant pris ensemble, ,

Il en résulte que la surfuce § nv'admet gu'un seul mode de représentation
hyperelliptique, si Pon ne considére pus comme distincles les reprdsentations
qui se déduisent de I'une d'elles en substituant ¢ et ¢" & « el ¢. Une telle sub-
slitution n’altére pas dailleurs, comme on le voit de suite, ovdre /i des {one-
tions @;(u, ¢) de la veprésentation; la quantité £ est done un nombre ic 4 §:
nous en verrons la signification géomdétrique au n> 143,
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devient inférieur & 2/%; nous reviendrons plus tard li-dessus, nous
bornant a signaler ici les particularités intéressantes (ui se présentent
dans cette hypothase,

Il est clair d"abord, ct ¢’est la un résultat bien connu dans la théorie
des surfaces représentables sur un plan, que si les quatre fonctions
x (U, ) sannulent pour u = u,, ¢ = ¢,, ainsi que toutes leurs déri-
vées particlles par rapport & « et ¢ jusqu'a I'ordre & exclusivement, il
correspond en général sur la surface 5, au systéme d'arguments v, ¢,
non pas un seul point, mais tous les points d'une courbe unicursale
d’ordre k. Onacn cffet, en posant u = uy+ 2, ¢ = ¢, + 7, £ cb 7 ¢lant
Lrgs petits,

wilu, )= bt L pi

(_]= I, 2 i- ,I )

aj, bj, ... désignant des constantes. Ces développements monltrent
que le point de £ qui correspond aux arguments u, + &, o+ 7, dderit
la courbe unicursale définie par les équations

RIS r/_,-?.”—é— //j--i." R
7. désignant un parametre variable.

Nous appellerons ectie courbe courbe unicursale singulicre.,

Les courbes unicursales singuliéres (courbes auvsgezeichnete de
M. Nother) jouent un véle tmporiant dans Ia théorie dex surfaces
hyperelliptiques: M. Picard adémontré tont dabord que la surface S
est coupée par son adjointe I suivant ses courbes mulliples et suivant
les courbes unicursales singulicres,

Nous présenterons ectle démonsiration de Ja maniére suivante,
afin de pouvorr lut donner une certaine extension.

106. Considérons en premier licu la relation (1),

. e dy de Jv
Dl Ga ov = o wal ==

Elle montre que les points de S, non situés sur 3. = o, ¢l donl les
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coordonndes annulent D (z, y, ), rendent infinie la fonclion

9z dy _ dr dy
du uv dv odu

CCette fonction peut s'éerire, si 'on remplace i« et ) par leurs valeurs

a8 a1
gt

a0 g

3 +

’
. €Ly, Ly Lyl
vy dry dr, .

du du du ’

‘
i

d.r, ‘_)ﬂ dr,
i Oy de v i

<

1
I

ooy

elle devient infinie sur S le long de la courbe -, = o, et ne peut le
devenir le long d'aucune autre courbe, les courbes unicursales singu-
licres exceptées, Or la surface D=0 ne passe pas par la courbe
2y = 0, st le tétracdre de véférence a éLé choist arbitrairement; clle ne
peut done couper £ que suivant des courbes unicnrsales singuliéres et
des courbes situces sur la surface S, = o. Mais celle-ci rencontre évi-
demment $ @ 1° suivant les courbes multiples; 2° suivant d'autres
courbes dont la définition dépend du choix du tétracdre de référence,
el qui deés lovs ne peuvent éure sur D, si ce tétraédre est quelconque :
on voil ainsi que les surfaces £ el ) ne peuvent avoir en commun, en
dehors des courbes multiples, que des courbes unicursales singuliéres.

Réciproquement soit une de ces derniéres courbes, il s’agit d"établir
qu’elle est sur B.

Reprenons a cet effet les relations (ne 104)

(3)  S,du=DBdc—Ady; S.dv=B,dz— A, dy;
BA, — AB, =DS..

Le long d’une courbe unicursale singuliére, « et ¢ sont constants:
du ¢l dv sont donc nuls et par suite on a BA; — AB, = o. La dernicre
relation montre alors que la courbe unicursale singuliére est sur la
surface DS = o, ¢'est-d-dire sur I'une au moins des surfaces D = o,
S, =o. Or clle ne peut &tre sur 3, = o, le tétraédre des coordonnées
c¢tant quelconque, que si clle est'une ligne mulliple de £, el en ce cas



368 G. HUMBERT.

NOUS Savons qu’cllc est encore sur D). La proposition est done d¢-
montree,

107. U est & observer que cetle derniere partie de fa démonstration
suppose essenticllement que 6 est représentable point par point sur le
champ hyperellipticue, les formules (3) v'étant valables que dans
cette hypotheses st nous supposons qir'a un point de S corvespondent
les couples d’arguments i, v el — ., — ¢, on doit la modifier comme
il suit.

Les coordonnées oy v, dun point de S sont alors des fonelions
quadruplement périodiques paires de u, o5 dés lors leurs dérivées pre-
miéres par rapporl i & el v sonl impaires.

On a d’ailleurs
f) 7]

24 . or
— el + - dv,
i (/1%

l[;(' = J

Jv dy ;.
I].\ = _(-)Tl dit + I llt .

Pour tirer der et de de ces équations, multiplions les denx membres
de chacune d'elles par une mdme fonction quadruplement peéviodigque,

inpeaire Fyuge) s le cared de cette fonetion sera une fonetion ration-
P . . .- a.r oo

nelle. =5 de ey v zoetde méme les produits de Fowoey par == =
Q) : . du’ dyv

v . . . Ve e .

2oy s Glant des fonetions quadruplement périodiques paires. seront

du’ dv

rationnels en wr, v, 30 On aaiosd, en tous les points de fa surface $,

pour lesquels la fonction ¥(u, v )y est ni mdle ni tifinie,

Lo \/'( = Mdu + Nde,

N

- et

P
axy L=, du~ N, d,
M,ONL MY, Glant rationnels en e, 3y 20 Onen e
AT
du :\/Q (G de +~H dy),

de :\/5 (G, dr + 1, d_)')a
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G, 1L G, 1, étant également rationnels. Cela posé, le long d’une
courbe unicursale singulitre,

du = o, de = o,
et par suite, en éliminant die et dy,

| L
5 (Gl — HG, )= o.

Nous savons d ailleurs qu’on a, sur la surface S,

. )
& = Ja = 1y (GH, — HG,),
ce qui montre que D (i, v, 3) s"annule en tous les poinls des courbes
unicursales singuliéres, comme dans le cas général.

Il 'y a d’exception & ce raisonnement que si la fonction F(«, ¢)
est nulle ou infinie le long d'une courbe unicursale singulicre, c’est-
a-dire si F(u,, ¢,) est nul ou infini, en désignant toujours par u,, ¢,
les valeurs des arguments qui correspondent 4 tous les points de la
courbe. Or F(u, ¢) est une fonclion impaire quelcongue, quadruple-
ment périodique; clle est loujours nulle ou infinie pour les seize demi-
périodes, comme on le voit sans difficulté; il est clair d’ailleurs que
les fonctions (quadruplement périodiques impaires ne deviennent loutes
nulles ou infinies pour aucun autre sysi¢me de valeurs, «,, ¢,, de u et
de ¢; notre analyse établit done que le surface D(z, y, z)= o passe
par loulrs les courbes unicursales singuliéres de S, celles qui cor-
respondent & des demi-périodes exceptées.

Nous rencontrerons plus tard des exemples de I'exception intéres-
sante indiquée ici.

108. Dans Lout ce qui suit, nous supposerons, sauf avis contraire,
quela surface S est représentable point par point sur le champ hyper-
elliptique.

Toutes les surfaces S, dont les coordonnées des points s’expriment
par des fonctions quadruplement périodiques uniformes aux mémes
périodes, se correspondent point par point, de telle sorte qu’a une

Journ. de Math, (4 série), tome IX. — Fasc. IV, 18g3. /l7
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courbe O(u, ¢) = o, tracée sur 'une, correspondent sur les autres les
courbes représentées par la méme équation O(«, ¢) = o. Il résulte de
cette remarque que la courbe @(«, ¢) = o jouira d’un certain nombre
de propriétés indépendantes de la définition de la surface hyperellip-
tique sur laquelle on la suppose tracée : telles seront les propriétés qui
se rattachent  la notion de genre, et qui possédent le caractére d'in-
variance dans les lransformations birationnelles. On peut constituer
ainsi une Géomeétrie des courbes algébrigues dans le champ hyper-
elliptique, et c'est cetle étude que nous allons tout d’abord es-
(uisser.

CHAPITRE 11.

Géométrie des courbes dans le champ hyperelliptique.

109. Nous appellerons courbe algébrique du champ hyperel-
liptique toule courbe tracée sur une surface hyperelliptique représen-
table, point par point, sur le champ (0 102), et qui west ni une
ligne multiple, ni une courbe unicursale singulitre de la surface.

La propriété caractéristique des courbes algébriques ainsi définies
est de posséder deux intégrales abélicnnes de premidre espi-ce, ( du

B

ot /(lr, nayanl que quatre paires de périodes simultanées: il est
clair, en effet, puisqoe //lu el jr[a sont, sur la surface hyperel-

liptique, des intégrales de différenticlles totales de ln'mnu'rv espiee,
(qu’elles seront des intégrales abéliennes de premiére espice le long
de toute courbe, non multiple, wracée sur la surface. Nous disons non
multiple parce qua un point d’une courbe multiple correspondemt
plusicurs sysiémes de valeurs de « et de o, eL que die et dy peavent,
deés lors, n’éire plus des différenticlles abéliennes. 11 est égalensem
évident que les coarbes unicursales singuliéres doivent étre exclues
de la catégoric des courbes du champ hyperelliptique.

Cela pos¢, rappelons (n° 8) que, sur une surface hyperelliptique,
Féquation d>une courhe algébrique peut toujonrs se mettre sous fa
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forme

O(u—hv—p)=o0,

ot A et w sont des constantes, et 9(«, ¢) une fonction théta de carac-
Léristique nulle.

Introduisons de plus, pour simplifier le langage, les définitions
suivantes :

Nous appellerons courbes de méme ordre, dans le champ hyper-
elliptique, I'ensemble des courbes dont les équations sont de la forme

O(u— X v—y)=o,

ol O(u, ¢) estunce fonction théta d’un ordre donné ; parmi les courbes
d’un méme ordre, nous appellerons courbes d’une méme famille
celles dont 'équation peut étre mise sous la forme

O(u—he¢—p)=o,

oit ©(u, ¢) est une fonction i caractérislique nulle, d’un ordre donné,
et oty 7. el w sont des constantes données (*).

Si les équations de deux courbes s'obtiennent respectivement en
cgalant & zéro deox fonctions ©, d’ordres m et n, la premiére sera
dive d’ordre supéricur ou inféricur 4 'ordre de la seconde, selon
que m sera plas grand ou plos pelit que n.

110. Remarque J. — 1l convient d’observer que, sur une surface
hyperelliptique S, les courbes dont I'équation est de la forme

9(““7L,9-—y.):0,

O(u, v) désignant une fonction théta quelconque, d’ordre m, seront
de méme ordre, dans le sens ordinaire de ce mot, c’est-d-dire de
méme degré. En effet, si les coordonnées homogeénes «,, z,, »,, x,

(*y Ces définitions coneordertavec celles que nous avons données des courbes

&’un méme ordre et d'unc méme famille — univoques ou non — sur la surface
de Kummer.
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d'un point de $ sont des fonctions théta (& caractéristique nulle),
d'ordre £, le degré de la courbe @(#— A, ¢ — 1) = 0 sera égal aun
nomhre des solutions communes aux deux équations

£i(y0)y =0, O(u—»nv—u)=o,

c¢'est-a-dire & 2mh. Toulefois, si les quatre coordonnées .«;(u. 0) onl
des zéros communs u,, ¢4 5 Uy, ¢45 ..., la courbe précédente sera d'ordre
inféricur & 2mh quand la fonction @(u — A, ¢ — ) s'annulera pour
i ou plusieurs des systémes de valeurs w,, ¢, ...; mais 2mh sera
toujours le degré de la courbe obtenue en égalant & zéro la fonction
thita la plus générale d’ordre .

1LL. Remarque 11, — D'aprés la remarque faite au 0 1 si
O(u,v)ct Q,(u, ) désignent deux fonclions quelconques dovdre .,
i caractéristique nulle, les deux courbes du méme ordre

(')(.(u —_ 7\0, ¢ -— P'o) = 0, 9(//. — 7\, [N {J.‘) =} }

apparticndront i la méme famille, si les constantes 4, w, 4, u, vérifient
les relations

m(h—hy). 0, M= thy). 0 (mod. périodes),
112, Remarque 111, — Soient ©,(u,¢), O,(u, vy, .... O,(u,v)
des foncetions théta de caractéristique nulle et Fordres vespectifs
My Mgy ey it L fonetion
Ot =Ny v — 1) 0,(1 = hayv = ). O,(et — 1y v — 0y
ot les A, w; sont des conslantes, pourra, comme on le voit de suite en
derivant les relations auxquelles elle satisfait quand on augmente ¢
el ¢ de périodes simultandes, se mettre sous la forme

O(r— 1y~ w),

oit OCu, v) est une fonction de caractévistique nulle, dordre
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M, 1, + ...+ mg, et ou les constantes & et y vérifient les rela-
lons

Ky 4+ my+ o m) =m kA myhy oA itghy,

(M A My oo A ) ==y My ey L M
1135. Les deux courbes
O(u — A ¢ —u)=o, O(u—N,¢e—-uw)=o

s¢ correspondent point par point (n® 91); on peut, pour éudicr,
dans le champ hyperelliptique, les propriétés des courbes d’un méme
ordre et d’'une méme famille, faire choix d’une famille particulicre;
nous choisirons, dans ce qui suit, celle qui correspondd’A = o, = o;
mais nos raisonnements, absolument généraux, s’élendront a loates
les courbes et i toutes les familles de courbes du champ hyperellip-
Ligue.

11%. Nous savons (ue J(lu et [ dosont des intégrales abélicnnes

de premiére espicee le long d’une courbe quelconque du champ .I;y[)cr—
elliptique; il est ais¢ de trouver 'expression des autres intégrales de
preniére espéce appartenant i cette courbe.

Soit, en cffet, 0,(%,¢) = o I'équation de la courhe considérée,
0, désignant une fonction théta d’ordre m, de carvactéristique nulle:
désignons par @(«, ¢) une autre fonclion, quelconque d'ailleurs, de
méme ordee et de méme caractéristique, U'intégrale

(,) “a(u, )

| (22

L A

du,

prise le long de ta conrbe ©,= o, est une inlégrale abélienne de pre-
micre espéce.

Elle est abélienne comme établit le raisonnement fait au n 92,
répeté mot pour mot; elle est de premiére esplee, car clle ne peut

., : . e
devenir infinie qu’anx points de la courbe qui annulent %J’- Or la rela-
e
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tion

]
99, du + 98, de = o
du Je

montre que l'intégrale ne deviendra infinie que s'il existe sur la
courbe O(u, ¢) = o des points dont les arguments vérifient les équa-

Lions .
06, Jo,

- =0 <= =0
Ju ! de ?

¢’est-a-dire des points doubles, on plus généralement des points sin-
guliers d’un ordre quelconque.

Si donc la courbe 0,(u,¢) =0 n'a pas de tels points singuliers,
Pintégrale ci-dessus est de premicre espiee. Or les fonctions O(«, ¢),
dordre m et de caractéristicue nulle, s'expriment en fonction linéaire
et homogéne de m? d’entre elles, parmi lescuelles figure la fonction
0,(u, ) : il en résulte qu’on obtient, sous la forme (4), m* — 1 inié-
grales abéliennes de premicre espéee linéairement distinetes, ce qui
donne en toul, avee f'clu el f(lr, ne* 41 intégrales de premicre
espece.

[T est aisé de voir qu’on a oblenu ainsi foutes les intégrales de cette
nature linéairement distineles, ¢'est-i-dire que le genve p de la
courbhe proposée est ¢gal & w4+ 1. En cffet, les denx conrbes

O(u,¢) =0 el O(u,v)=o

ont 2m? poinls communs, ui varient tous avee O(u,¢); d'un autre
c¢ote, on sait qu’une différenticlle abélienne de premicree espéee appar-
tenant & une courbe de genre p sannule en 2(p —1) points de
celle-ci. On a done, d’apres la forme (4) de Pintégrale,

2(p—1) = 2n?, dott  p=m*+1.
Nous pouvons énoncer mainicnant ce théoréme :

Dans le champ hyperelliptique, les courbes d’un méme ordre et
d’une méme famille, sans point singulicr, découpent Uunc sur
4 3, . 3
Uautre des groupes Gy ,—,).
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Dans cet ¢noncé ct dans toutes les recherches qui vont suivre,
quand nous parlons de systémes de courbes dans le champ hyper-
elliptique, il sagit de courbes tracées sur unc méme surface hyper-
elliptique quelconque d’ailleurs; les points communs & deux courbes
sont ccux dont les arguments &, ¢ vérifient les équalions de ces courbes.

La réciproque de la proposition précédente n'est pas vraie; il 'y «,
sur une courbe du champ hyperelliptique, 4 canse de Pexistence des

deux intégrales de premicre espéece f du et f dv, d’autres groupes

Gap—n que ccux découpés par les courbes du méme ordre ct de la
méme famille.

115. Remairque. -- 1l importe d’obscrver, pour appliquer le théo-
réme ci-dessus, que tous les points multiples d’une courbe algébrique
tracée sur une surface hyperelliptique ne sont pas nécessairement des
points singuliers dans 'acception indiquée plus haut. Ainsi, par
exemple, une surface hyperelliptique £ a généralement une courhe
double, et toute section plane @, %, + @y, + @y 2, + a2, = o de S a
des points doubles aux points ot clle coupe la courbe double; mais,
dans le champ hyperelliptique, ces points ne sont pas singuliers si les
fonctions 2;(u, v), qui définissent les coordonnées d’un point de 5,
ne sont soumises & aucune condition particuliére.

116. On peat donner quelques propositions simples, relativement
aux groupes de points découpds sur une courbe du champ hyperellip-
tique saus point singulier, par certaing systémes de courbes mobiles.

Observons d’abord que sur une courbe fixe, @,(«,v) =0, les
conrbes d’un méme ordre et Pune méme famille découpent des
groupes Cquivalents, car, si

o0 —No—uw)+pli(u—he—p)+...=0

est Péquation générale des courbes séeantes, A et désignant des con-
stantes lixes et g, g4, ... des constantes variables d’unc courbe i
Pautre, il est clair que la somme des valears que prend une différen-
ticlle abélienne de premiére espéce appartenant ala courbe fixe ©, = o,
aux poinls communs i cette courhe et a-l'une des courbes mobiles, est
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de la forme
Avde, +Apdpy+ ...,

les A étant des fonctions rationnelles de gy, g2, .... Pour que cette
derniire expression reste finic, il est néeessaire que Ay = A, =...=o.
Par suite (n° 83), les groupes formés par les points communs & la
courhe fixe e & P'une des courbes sécantes sonl ¢quivalents entre cux.,

Etudions, en particulier, les groupes de points déterminés sur une
courbe du champ hyperelliptique sans point singulier, 0,(«,¢) = o,
par les courbes ayant pour équation générale

) NICACERNENTS
U 42,0, (u— Ny e —w )+ + 5,01 — 10— 1) =0,

ol @ (U4, ¢)y ...y @)(u,¢) désignent les 22 fonctions théta d'ordre »
el de caractéristique nulle, 4 'aide desquelles on peut exprimer linéai-
rement loales les fonctions de méme nature. Nous supposcerons que n
st inférieur a VYordre, m, de 0,(u, ¢), ¢'esl-a-dire (ue les courbes
séeantes sont d’ordre inférieur & celui de la courbe fixe.

I est aisé de démontrer que les courbes représentées par égua-
tion (5), ol X, v’ sonl supposés fixes, et z,, g4, ..., variables d’une
courbe & l'autre, découpent sur la proposée des groupes appartenant i
un systéme spécial : soient en effet

0/(uy¢)y O(y6), ey Oy,

(m - 1 )* fonclions théta, linéairement distinetes d'ordre m — u et de
caractéristique nulle; désignons par %, #” deux constantes, lices & »/
el @ par les relations

‘ nh'+(m—n)N =o

(6)

[ n+ (= ) - (mod périodes).
h —_— *J- :-'ZO

Lia courbe qui a pour équation

0= [p,@"(u-—}\’, V= P’I)’*‘Pz@;(“_)‘l’ 0= ) +...|
X[0,0)(u— 2,0 =)+ 0,0, (u—N, 0 — w)+...|,
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Oll £,y Bag«++y Gyy Ty -.. sont desconstantes quelconques, est, d'aprés
les remarques des n* 441 ct 112, unc courbe du méme ordre ct
de la méme famille que la courbe ©,(«, ¢) == 0; clle détermine donc
(n® 114 ) sur celle dernitre, qquand on fail varier g,, g4y ..y 54y 5oy -+
des groupes (y(p—y). Or chacune des deux familles de courbes

(M 2,0, (0N, ¢~ )+ 2,0,(u—-N, ¢ —p')+...=0,
(Y bis) 5,0,(1—N\¢ — o)+ 7,0 (0—N,¢— ') +...=0

découpe sur la courbe de geare p, 0,(«, ¢)= o, des gronpes ¢quiva-
fents qui appartiennent respectivement i deux systémes de groupes,
¥ et X3 les groupes de 'un des deux systémes conliennent moins de p
points, puisque P'ensemble d’'un groupe de X' et d'un groupe de X’
comprend 2(p — 1) points. On en conclut (n® 83) que 'un des denx
systemes est spéeialy el Pautre Uest également, en vertu du théoréme
de Riemann-Roch, Done :

Dans le champ lyperelliptique, les courbes & un méme ordre et
Aune méme famille découpent, sur une courbe quelconque du
champ sans point singulicr et d’ordre supéricur a Uordre des
courbes sécanles, des groupes de points qui appartiennent & un
systeme spéeial.

La démonstration de ce théoréme nous fait de plus connaitre une
seconde famille de courbes d’un méme ordre, découpant sur la courbe
fixe des groupes qui appartiennent au systéme .,pvcml complémen-
taire du précédent.

§17. Ces résultats auxquels nous sommes parvenu st simplement
vont nous conduire & des propriélés géométriques intéressantes des
courbes da clmmp'h)’pcrvllipliqm- propric¢lés qui n’appartiennent pas
anx courbes alg¢hriques générales.

Supposons d’abord que la courbe ©,(«, 0) = o soit d’ordre pair,
¢ est-a-dire que Uordre, m, de 0, (u, ¢) soit égal & 2¢ : nous pourrons
allors choisir # de fagon que les courhes (5 )LL (5 bis) soient du mnéme
ordre; il suffit pour cela de faire = ¢. Side plus on choisit ¥ el p’

Journ. de Wath. (e séric), tome IN.~ Fasc. IV, 1893, 48
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de fagon que 'on ait N’ =\, w' = u”, ce qui entraine, d’apres
(6) 2¢N=o, 2qu'=0 (mod périndes),

les deux familles de courbes (5) et (5 bis) seront identiques. A chadue
systeme de valeurs de ¥, ¢’ vérifiant les congruences précédentes cor-
respond ainsi une famille de courhes représentée par 1'équation (5);
cherchons combien nous obtiendrons, par cette méthode, de familles
différentes.

Soicnt @,, @) ¢t @, ¢ deux couples de périodes simullanées: nous
aurons pour N, ' les solutions

L % o 2w,
20 24 20 2q’

pour que les courbhes représentées par Péquation (3), ot 'on remplace
successivement A’ et w’ par ces valeurs, appartiennent 4 deux familles
distinctes, il faut, d’aprés ce qui a ¢i¢ dit au n°® 4414, et poisque les
fonctions @' sont d'ordre ¢, que les quantités

® @ PP THU R
gl = ----)s clesti-dire = — =,
N2y 2¢ 2 2

Y U
gl =< — =) Ccest-irdire =2 — =,
2 29 “ 2

ne soicnt pas ¢gales & des peériodes simultandes, et, par suite, que les

.. @, @ @ 4q oy . .
couples de demi-périodes -2—'-’, =tel -, — soient différents, & des pe-

riodes pres. 11 en résulte qu'il y aura autant de familles différentes de
courbes (5) répondant au probleme qu'il y a de couples distinets de
demi-périodes, cesl-a-dire seize.

Deux courbes uelconques d'une de ces seize familles découpent
sur la courbe ©,(u, v) =0 dcux groupes de poinls dont I'ensemble
forme un groupe G,,—yy; en particulicr, si les deux courbes conside-
rées coincident, on obtient, sur la courbe ©,(«, ¢)= o0, un groupe
particulier Gy(,—,), formé de poinls deux 4 deux confondus. 1. équa-



THEORIE GEXERALE DES SURFACES HYPERELLIPTIQUES. 3179

tion (5) renfermant n?— 1, ici ¢*—1, paramétres, il y aura un
nombre ¢* — 1 fois infini de ces groupes parliculiers.

Oril est 4 remarquer que, sur une courbe algébrique quelconque,
il n’existe qu'un nombre fini de tels groupes ¢y, : on sait en effet
«que, parmi les courbes d’ordre N — 3 adjointes 4 une courbe plane
d’ordre N et de genre p, lenombre de celles qui touchent la courbe plane
en tous leurs points non singuliers de rencontre avee elle, est égal, en
général, a 27~ (27 — 1); cest seulement pour des courbes particu-
liéres que ce nombre pourra devenir infini. Nous avons ainsi trouvé,
pour les courbes du champ hyperelliptique, une propriété géomeétrique
qu’on peut énoncer ainsi :

Soit C, une courbe du champ hyperelliptique, sans point singu-
lier, obtenue en égalant & séro une fonction théta d’ordre pair,
24 ('); deésignons par C, sa projection sur un plan quelconque, e,
plus généralement, une courbe plane qui lui corresponde point par
point; s0il N le degré de C, : il cxiste seise familles de courbes
dordre N — 3, adjointes a C,, et touchant celte courbe en tous
leurs points mobiles de rencontre acee elle; Péquation des courbes
A’une méme famille dépend de g* — 1 paramétres arbitraires.

Les points de conlact des courbes d’une famille forment des
groupes équivalents de §g* points qui appartiennent & un 8ystéme
spécial, el par les points de deux de ces groupes on peut faire
passer une courbe adjointe d’ordre N — 3.

Yar un raisonnement tout 4 fait semblable & celui qui précide, on
ctablit la proposition plus géncérale suivante :

Si Uégquation de la courbe Cy du champ by perelliptique s’obtient
en égalant & séro une fonction théta d’ordre rq, il existe r* fu-
milles de courbes d’ordre N — 3 adjointes & G, et ayant avee cett:
derniére courbe un contact d’ordre v — 3 en chacun de leurs points

(') Le genre de C, est (n° 114) égal 4 [4® + 1; réciproquement une courbe
du champ hyperelliptique, sans point singulier, de genre 4¢*+ 1, s'obtient en
égalant & zéro une fonction théta d’ordre 24.
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mobiles de rencontre acec elle; Iéquation des courbes d’une méme
Samille dépend de g* — 1 paramétres arbitraires.

Les points de coniact des courbes d’une famille forment des
groupes cquivalents de 21 ¢* poinls qui appartiennent & un systéeme
spécial, et par les points de r de ces groupes on peul faire passer
une courbe adjointe d’ordre N — 3.

En particulier, el cetle proposition sapplique a toutes les courhes
sans poinl singulier du champ hyperelliptique : si Céquation de (.,
s'oblient en annulant une fonction théta 'ordre m, dest--dire
s5i C, est de genre m®+ 1, il existe m* courbes d’ordre N — 3, ail-
Jointes a C,, el ayant avec celle derniéie courbe un contact dordye
m —1 en chacun de leurs points (non mulliples) de rencontie avec
elle.

Les 2me points de contact d’une de ces courbes avee C) correspon-
dent aux points déterminés sur la courbe C,. ¢'est-d-dire ©,(rm, v )= o.
par les courbes

So(e— 0,y ¢—u')=—o,

ot A" el u’ sont définis par les congruences
mh' =o, nu'i==0 (1o pertodes).

et ot =, (u, ¢) désigne toujours la fonetzion théta d’ordre um, de carac-
téristique nalle.

Celte derniére propri¢ié n'appartient pas non plus aus courbes
algéhriques géndrales, car soit p=m*+1 le genre dume de ces
courbes, supposée planc et d’ordre N @ pour trouver une courbe ad-
jointe d'ordre N — 3 ayant avec clle en 2 points un contact  ordre
nr — 1, il faul satisfaire & 2m (m — 1) conditions; or am(m — 1) est
supérieur au nombre de paramétres, p — 1 ou m?, dont dépend I'équa-
lion des courbes adjointes d’ordre N — 3, dis que wr dépasse 2.

118. Remarque. — Les théorémes ei-dessus s'étendent d'eux-
mémes aux courbes univoques lracées sur la surface de Kummer,
lorsue ces courbes n’ont pas d’autres poinis multiples que leg points
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doubles qui leur appartiennent nécessairement en vertu de leur défi-
nition.

On peut en ce cas donner & nos résultats une forme géométrique
simple.

Soit en effet O,(u —-4, ¢ — u)= o I'équation d’une courbe uni-
voque de la surface de Kumioer; si 9,(u, ¢) est dordre m, cette
courhe, Qordre 4m, est 'intersection de la surface de Kummer avec
une surface d’ordre m, touchant la préeédente en m® points (n° 91 ):
par suite les groupes G,y et les groupes spéciaux sont découpeés
(n” 80) sur elle par des surfaces d'ordre m passant par les m? points
doubles.

Cette vemarque permet, par exemple, d’énoncer ainsi e dernjer
théoreme du numéro précédent :

Par les m? points doubles d’une courbe unicogue d’ordre ym
tracée swe la surface de Kummer, on peut faire passer m' sur-
Suces dordre m, ayant avee la courbe proposée un contact d’ordre
i =y en clacun de leurs 2m points (non multiples) de rencontre
e olle,

Les s points de contuct d’une de ces surfaces et de la courbe
sonldans win méme plan tangent de la surface de Kummer.

Lorsque m dépasse 4, on doit entendre qu'il y a m* systémes de
surfaces d’ordre m vépondant 4 la question, les surfaces d’un méme
systeme coupantla surface de Kummer suivant la méme courbe @ mais
il o'y a janais que ' groupes de points de contact.

119. Arrivons maintenant aux courbes du champ hyperelliptique
douées de points singuliers, c’esl-i-dire aux courbes représentées par
une équation ©,(«, v) =0, telle que les trois ¢quations 0,(«, v) = o,
04, a7, . . ] .
T =0y 5 =0 aient un ou plusicurs systémes de solutions com-
smunes en u el o,

Soit u,, v, un quelconque de ces systemes; il est clair qu'on ob-

.
P

tiendra une intégrale de premiére espéce, appartenant & la courbe
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€, = o, par 'expression

1) 9—(—%’;‘? du
de

ol O(u, ¢) désigne unc fonction de méme ordre ct de méme famille
(que 0,(u, ¢), telle que Tintégrale précédente reste finie en tout point
singulier u,, ¢,. S1 u,, ¢, est un point double, c’est-a-dire si les déri-
vées secondes de 8,(«, ¢) ne s’y annulent pas, il faut et il suffit, pour
rjue P'intégrale (4) reste finie, que la courbe O(u, v) = o passe par ce
point; si u,, ¢, st un point multiple d'ordre k, c’est-a-dire si toutes
les dérivées de O,(u, ¢) par rapporl a « et ¢ sannulent en ce point
jusqu'a Yordre k, exclusivement, la courbe O(u, )= o devra avoir
au méme point un point multiple d’ordre & — 1. On le démontre par
un raisonnement identiqque & celui que T'on connait pour les points
singuliers des courbes algébriques planes : sur une courbe plane,
f (%, y)=o0, les propriétés dun point multiple z,, y, dépendent cn
cffet uniquement d'un certain nombre des premiers termes du déve-
loppement de f(.r, y) suivant les puissances croissantes de o — .,
¥ — ¥,y et ces propriétés s’étendent d'clles-mémes aux points singu-
liers d'une courbe @,(u, )=0 du champ hyperelliptique, puisqu:
0,(u, ) cst toujours développable en séric convergente suivant les
puissances croissantes de u — %, ¢ — ¢,.

D’aprés cela, et d'une maniére générale, sila courbe 0,(u4,¢) = o
4, en un point u,, ¢,, une singvlarité 5,, il faudra, pour que inté-
grale (1) reste finie en ce point, que la courbe @ = o posside en u,,
vy une singularilé bien déterminée 5, : nous dirons que la singula-
rité o, est adjointe de 5,

Si 'on considére, dans le développement de ©,(«, ¢), suivant les
puissances croissantes de « — #,, ¢ — ¢,, les lermes (dont les coef(i-
cients peuvent étre nuls) qui caractérisent la singularité 5, il est clair
(qu'unc courbe algébrique plane f(u,¢) = o, telle que le développe-
ment de f(u,v) commence par les mémes termes, les autres termes
étant quclconques, aura, au point u,, ¢,, la singularité o,, et les
courbes adjointes & f/(«, ¢v) = 0 auront, en c¢c méme poiut, la singu-
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larité adjointe 5. On raméne ainsi la recherche de la singularité 5,
au probléme analoguc pour une courbe algébrique plane.
Une courbe possédant, en chaque singularité de la courbe
0,(u, ¢) = o, la singularité adjointe sera dite adjointe i la proposée.
Cela posé, nous allons établir que les intégrales abéliennes de pre-
miére cspéce relatives 4 une courbe quelconque 6,(u,¢)=o0 du

champ hyperelliptique sont, & part f du et f dy, de la forme

o(u,v) du,

P,
o
01 O(u, ¢) = o est unc courbe du méme ordre et de la méme famille
que By (i, ¢) = 0, et adjointe & celle-ci.

120. Observons d’abord que, si deux courbes ont ¢n un méme
point deux singularités, ¢,, 5,, clles ont, en ce poinl, un certain
nombre d’intersections confondues : ce nombre ne dépend évidem-
ment que des termes qui caractérisent les singularités 5, et o, dans les
développements des premiers membres des équations des deus
courbes; il est égal au nombre analogue relatif & deux courhes planes
«ui auraient en un point les singularités s, el 5,3 nous le désignerons
par 1(3,,5,).

En particulier, le nombre 1(5,, 5,) des interscclions, réunies en
un point singulier, d’une courbe et d'une quelconque de ses courbes
adjointes ne dépend que de la singularité 5,5 il jouit de plusicurs
propriétés importantes que nous allons exposer.

Tout d’abord, dans le champ hyperelliptique comme dans le plan,
le nombre 1(7,,7,) est double du nombre qui exprime I'abaissement.
du genre du i la singularité s,.

Soit en cffet ©,(«, ¢) une fonction théta d’ordre m, supposons ue
la courbe ©, = o n'ail qu'une seule singularité, 5., et désignons par
O(u,v)=o0 la courbe adjointe la plus générale, du méme ordre ct
de la méme famille que la proposée. La différentielle

o(u, ¢) du

(%)

.
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“lant, par hypothése, abélienne el de premicre espéce le long de la
courbe 0, = o, s'annulera en 2(p — 1) points, non fixes, de cetle
courbe, p désignantle genre de @, = o. Iin d’autres termes, le nombre
des points, distinets du point singulier, ot les deux courbes @y = o
21 @ = o se renconlrent, est ¢gal 4 2(p — 1), et l'on a

ap—1)y=zam*—l(5,.3,)):

d'ol
(7) ]):In.',‘i‘l_;’I(gu' g’ll)

ce qui démontre la proposition & élablir.

n sccond licu, le nombre $1(s,,5,) est égal au nombre des condi-
tions auxquelles équivaut la singularite 5. Ce théoréme est évident
dans le plan : soit en effet ¢, le nombre de conditions dont il s’agit:
pour unc courbe plane d’ordre # sans points singuliers, les conrbes
adjointes d'ordre o — 3, lindairement distinetes, sonl en nombre égal
Al 2)2(»”-7-"-?, puisque toute courhe d’ordre n — 3 est adjointe & la
proposée. Sy la courbe a une singularité 5, le nombre des courbes
adjotutes d'ordre n—3 est diminué de ¢, par définition, et par suite )
est dgal i Pabaissement du genre diad la singularité s, ¢est-i-dive a
(74, 7,).

La propoesition subsiste dans le champ hyperelliptique, puisque les
nomhres 1(3,, 7)) el ¢, ne dépendent que de la nature de la singula-
rité gy2 il en résalle que, dans le développement suivant les puissances
croissantes de u — uy, v — ¢, du premier nombre de équation d"une
courhe supposce adjointe & unc aatre courbe, douée en uy, ¢y de la
singularilé s, les coefficients doivent satisfaive & 1(5,.5,) ¢quations,
el ces ¢quations sont linéaires comme dans le cas du plan. Toutefois
on pourrait objecter qu’en raison de la nature spéciale des fonctions
théta, un certain nombre des équations préeédentes peuvent étee des
conséquences nécessaires des autees; le nombre ¢, des condilions
cherchées serait done inféricur & $1(s,, ¢,

Nous allons monLtrer cuc celte hypothése est a ¢earter.

Supposons toujours que la courbe 0,(u,¢)=o0 nait pas dautre
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singularité que o3 le nombre des courbes adjointes linéairement
distinctes du méme ordre et de la méme famille est égal & m?—c,, et
il = o elle-méme, il -, d

si I'on retranche la courbe @, = o elle-méme, il reste m* — ¢, — 1 de
ces courhes, fournissant par la formule (4) autant d’intégrales abé-

licnnes de premiére espéce, sur @, = o. Si 'on ajoute les intégrales

/ du et f de, on voit que lc genre, p, dcla courbe 0, = o est au moins

égal an® — ¢, + 1,

pZm®—c, +1.
Orona

(7) p=m*+1—3l(s,,5);

d’otl Fon Lire
S >
£,2

o] -

[(56,7,)

et par suite, comme ¢, ne peut dépasser 31(3,,5,), d'aprés ce quia
été dit plus haut, on a nécessairement

Done :

Pour une courbe du champ hyperelliptique possédant en un
point une singularité sy, le nombre (s5,,0,) est égal : 1° au
nombre des conditions lincaires auxquelles équivaut la singularité

adjointe 5,5 2° auw nombre qui exprime U'abaissement du genre di
a la singularité a,.

121. Nous sommes maintenant cn mesure d’¢tablir la proposition
(ue nous avions en vue relativement aux intégrales abéliennes de pre-
miére espeéce qui appartiennent & une courhe du champ hyperellip-
tique.

Soit @, = o cette courbe; supposons qu’eclle ait en des points u,, ¢,,
i,y ¢y ... des singularités o,, o,, ..., soit p son genre, désignons
par m Yordre de 0,(«, ¢).

Journ, de Math, (4* série), tome IX. — Fasc. IV, 1893. -/19
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On a, d’aprés le raisonnement du numéro précédent,

2(p —1) == 2m?*— El(a, ")
ou

(8) p=m*+1--;El(q,q),

la somme s’étendant & toules les singularités o, 6y, . ...

D’un autre cdleé, les courbes du méme ordre et de la méme famille
que ©, = o, adjoinles & celle-ci el linéairement distinctes, sont en
nombre au moins égal a

m? — 1XI(s,0),
puisque chaque singularité o', adjointe d’une singularité o, équivaut
4 11(3,¢") condilions. Nous disons au moins parce que les conditions
imposées par les diverses singularilés ¢ pourraient ne pas étre indé-
pendantes. In retranchant des courbes adjointes qui précédent la
courbe @, =0 clle-méme, il restc au moins m?— 1 — }X1(¢,d)
courbes distinctes, donnant par la formule (4) aw moins avtant d'in-
tégrales de premicre espéee le long de la courbe @, = o3 en ajoutant

maintenant les deux intégralcs/dn ctfdv, onarrive al'inégalite
pzmt+1—El(g,¢)

el, en comparant & la rclation (8), on voit qu'on doit prendre le
signe =, cL par suile la restriction au moins doil étre supprimée.
Il en résulte :

1° Que les conditions imposées aux courbes du méme ordre el
de la méme famille qu’une courbe donnée, par les singularités ad-
Jointes des singularités de cette courbe, sont indépendantes les unes
des auires;

2° Que toules les intégrales de premiére espéce appartenant



THEORIE GENERALE DES SURFACES MYPERELLIPTIQUES. 387

une courbe du champ hyperelliptique sont, & part f du et f de,
comprises dans le type (4) (').

Nous voyons ainsi qu’une courbe de genre p admet p — 1 courbes
adjointes, linéaircment distinctes, du méme ordre ct de la méme
famille qu’clle, parmi lesquelles figure d’ailleurs cetic courbe méme.

122. M. Guccia a démontré, pour les courbes algébriques planes,
le théoréme suivant, qui s'étend aussi, en vertu des explications que
nous venons de donner, aux courbes du champ hyperelliptique ().

« Le nombre des conditions auxquelles équicaut pour une
courbe une singularité donnée en un point donné est égal au
nombre des intersections, réunies en ce point, de deux courbes
quelconques douées de cette singularité, diminué du nombre qui
exprime Uabaissement du genre que celle-ci produit (*). »

Nous aurons occasion d’appliquer cette belle et importante propo-
silion, ainst que la suivante, due au méme auteur et que nous é¢non-
¢ons lout de suite pour le champ hyperelliptique.

Soit un systéme linéaire de courhes, du méme ordre et de la méme
famille,

0 = 7,0 (&, ¢)+ 00" (1, 0)+.. .+ 1,05 (& 0) +...

tel que la courbe mobile duo systéine posséde en un point une singu-

(') Cette seconde conséquence était ¢vidente a priori; la proposition a é1é
en effet démontrée pour les courbes sans point singulier, et il est clair qu'elle
subsiste quand on fait varier les coefflicients de I’équation d’une courbe sans
point singulier de maniére 4 lui faire acquérir un ou plusieurs de ces points.

(*) Comptes rendus, § octobre 1886,

(*) On suppose dans cet énoncé que si les deux courhes 8y =0, @ =0 onl en
un point la singularité considérée, les courbes du systéme 2,8, 2,8, = o ont
en ce point la méme singularité.
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larité @, ; soient de méme d’autres systémes linéaires

0 = Zgug0f’ (&, ¢)=0:

o=Xyv, 0,"(u,v),
0="1X;73;07(u,r),

dont les courbes mobiles poss¢dent un méme point des singularités
respeclives Gy o3, .+ ..y Gp-

On appellera singularité composée (5,4 5,+...+5,) la singn-
larité bien délerminée que posséde au point considéré, quelles que
soient les constanles @, toute courbe représentée par 1'équalion

R ooy s
Y —'—l-aa,ﬁ,...,f;@z @{5 -'-@5'”,

la somme s’étendant & toutes les valeurs de «, 8, ..., 2.
Cela posé, on a ce théoréme (') :

« Le nombre de condilions awcquelles équivaut la singularite
(7 + Ty +...+3p) en un point donné est égal & la somme des
nombres analogues relatifs aus singularilés s, s,, ..., 5,, aug-
menté de la somme des interseetions dewr: @ devs: des ménes sing -
larités, cest-a-dire de la somume des nombres 1(a;,5;), (2.

Il est i remarcuer que M. Gueceia n’a pas ¢labli les théorémes qui
préeedent en partant des développements dans le domaine du point
singulier; mais les résultats sont applicables aux courbes du ehamp
hyperelliplique puisqu’ils ne dépendent en rvéalité que des termes
caracleéristiques de ces développements, Dailleurs M. Nother a indigué
une méthode pour déduire les propositions de M. Gueciade équation
méme des courbes au voisinage des points multiples (*).

Il est aisé de voir, 4 I'aide des principes qui viennent d'étre posés
relativement aux courhes adjointes, dans quelle mesure les proposi-

(') Rendiconti del Circolo matem. di Palermo, t. lll, p. 241.
(2) 1bid., 1.1V, p. 3o0.
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lions établies plus haut pour les courbes du champ hyperelliptique
sans point singulier s'appliquent aux courbes possédant des singula-
rités; nous n’insisterons pas sur ces cxtensions qui n'offrent aucunc
difficulté dans chaque cas particulicr, et que nous présenterons d’ail-
leurs sous une autre forme en cxposant les propri¢tés des surfaces
adjointes aux surfaces hyperelliptiques générales.

CHAPITRE IIL

Théorie des surfaces adjointes.

125. Reprenons la surface hyperelliptique £ dont les coordonnées
dun point ey, x,, £,, £, sont proportionnclles i quatre fonctions théta
d'ordre b el de cavacteristique nulle x,(u,¢), w,(u,¢), z,(u,9),
2, (u,v). Nous supposcrons que, dans le champ hyperelliptique, c’est-
a-dire sur une surface hyperelliptique choisie & volonté, les quatre
courbes i (uy v ) = o, ou, d’'une manicre plus précise, les courbes

(1) o=k (0 ) 4 Ry (1, ) 4+ Ny (1, 0) + M (u, 0),

of Jes 2 sont des constanles quelconques, ont un certain nombre de
SINGUIArILES COMMUNGS 5,y Gy, euny T AUX POIDLS Uy €5 Uyy €45 10ny Uy .

Dans cette hyvpotheése toul a fait générale, nous allons établiv, entre
les surfaces adjointes de S et les fonctions théta, une linison im-
portante quiest la généralisation de notre théoréme fondamental pour
Ja surface de Kuwmmer et qui se prétera i de nombreuses applications
gtomélriques.

La surface $ définic plus haut étant toujours supposée représentable
point par point sur le champ hyperelliplique, on obticndra son degré
sty en cherchant le nombre des solutions non fixes communes aux
deux équalions

(1) Na(uy )+ .o+ Moy (uy0)=o,
(2) o, (Uy ) + oo+ z,(0,0) =

|
2
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ot les A et les p sont des constantes quelconques. Ce nombre cst
¢gal 4 2 »* diminué de la somme des intersections des deux courbes
(1) et (2) réunics aux points singuliers u,, 0, &y, ¢1,..., Up¢p; c'est-
a-dire, d’apres la notation du n° 120, de la somme des nombres
1(64y 04).
Done:
n=2oh?—%1(s4,6:), (h=1,2,..2).

Si le point uy, ¢4 cst un point multiple d’ordre k & branches séparées
pour les courbes (1) ct si en ce point ces courbes n'ont aucune bran-
che commune, I(s;, g,) est égal & k2.

Le genre, p, des sections planes de 5, c’est-a-dire des courbes (1),
est donné par la formule du n° 121 :

p= h? 41— %zl«l(gln 0‘2.),

7, désignant toujours la singularité adjointe de ;.

Dans lc cas ot #, ¢, est un point multiple d’ordre k de la nature
T . 10 . . k(hk—1)
indiquée tout a I'heure, $1(5;, 5}) cst égal & —Lz—-—-

124. Arrivons maintenant & 1'¢tude des surfaces adjointes 4 S et
d’ordre n — 3 soit posé

F(x,,20,25,2,) = M &, 4+ Ay @y 4 Ayt + iz,

Ayy ..y Ay clant des constantes. La surface F = o est un plan, qui
détermine sur la surface § une section 8.
I.a fonction dec z et ¢

F(ua,0) =[x, (w,0),...,c0(tu,0)] =7z,(4y¢) +...4+ A, (u,¢)

est une fonction théta, d’ordre A, ayant en chaque point singulier u;, ¢4
la singularit¢ ;: désignons par O,(u, ¢),..-,0, (%, ¢) les premiers
membres des p — 1 courbes, linéairement distinctes, du méme ordre
et de la méme famille que 8, et adjointes a cette courbe (remarque
finale du n° 4121), parmi lesquelles figure d’aillcurs la courbe
F(u,¢) = o clle-méme; les intégrales abélienncs de premiére espéce
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appartenant i la courbe comsidérée scront, a part f du et f do; de la
forme

(4 3=/g<(§]’5—)du,

oli O(u, v) est I'une quelconque des fonctions 0,, ...,0,_,.
L intégrale 3 peut étre mise sous une autre forme qui conduit a des
conséquences importantes, relativement aux surfaces adjointes. Repré-
L3

. Ly T
sentons cn effet comme d’habitude par x, y, 5 les rapports =, =2, =2,

Jy Ty
on a (n° 104) sur $
(3) S,du=DB de— A dy,
D
S.dv=B,dr— A, dy,
(> bis) DS, =BA, —-AB,
S ==z o élant toujours I'équation de S et D = o celle de la surface ad-
jointe d’ordre n — 4.
Or, le long de la courbe F =0, S =0, 0na
de ¥+ dy Fi.+dsF,=o,
. dz S, + dy S, + dz S, = o;
d’ol
de _  dv ___ds
8, F, —S[F, 7 S, FL—STFT T SLF,— ST
¢tanl posé, hien entendu,
F(z,y,3) =MNe+ Ay + s+ A,

De ces relations et des relations (5), on tire, lc long de la courbe s,

(6) o de S.du
=Sy T B(S,FL — 8.F)) —A(SF,— S;F.)’

ce qui donne la valeur de du, en fonction de d.
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Reste & calculer, pour transformer l'intégrale (4), la valeur de

or . I
(()7 , en fonction de z, ¥, 5; or on a
K (fb’., Lgy Xaydy) ==L, K (x,y, 3);
d’ou, Ic long de la courhe S =0, F = o,

(6 bis) oF _ (oF dz | OF dy  oF d;)

de oz de Ty oe T oz av)

Les relations (3), résolues par rapport & du et dy, donnent, en
tenant compte de (5 bis),

Dde=A,du— Ady,
Ddy = B,du -- Bdv;

d’oi
dr A r); B
o D o T T
et, par suile,
95 _ S, dr S, dv _ AS,+BS,
Jde S ov S, e T S,
Jx ()_7 ().,

Portant ces valeurs de == o, dans (6 bis), il vient

T o’

(6 ter) 00 =i, | B(S, I, = SF,) = A(S,F, — S, F)] ;s

d’ot, finalement, en remplacant dans (4) du et g‘l par leurs valeurs
tirées de (6) et (6 ter),

__(e(u, ) D(r, y.2) dr
3“/ o A

Supposons que le plan I = o soit le plan 5 = 3, qui est évidem-
ment un plan arbitraire de I'espace; il restera

9= /6({1()[).2 w,uo)d{,
(uy ) S}
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Puisque cette intégrale reste finie en tous les points de la courhe
plane d’ordre n, S(, ¥, z,)= o0, il est nécessaire que la fonction

o(u, v) _
2ty 0y D(T2 Y1 %0)

soit égale, le long de cetie courbe, 4 un polynéme entier d'ordre
n—3enzecly, C(z,y), dont les cocfficicnts sont d’ailleurs fonc-
tions de z,. De plus, la courbe C = o sera adjointe 4 la courbe

S(z, ¥,3,)=0.

I'n d’aulres termes, la fonction -.g((—'fl’—’-“—)) D(, y,3), qui est, en
chaque point de la surface $ une fonction quadruplement périodique
de u, ¢, et par suite une fonction rationnelle de «, y, 3, doit étre une
fonction cntiére de x et de y : on verrait de méme qu'elle est unc
fonction enti¢re de « et de 5, et par suite de z, y,35. On a ainsi, en

chaque point de 5,

8(u, ¢y _ C(x,v,3)
z,(u,v) ~ D(z, 7, :)’

(7)

C désignant un polynéme entier, D’aprés ce qui précéde, le degré
de C est n — 3 par rapport 4 deux quelconques des variables «, y, =
le tétraédre de référence étant arbitraire, il en résulte nécessairement
que C est d’ordre n — 3, par rapport & ’ensemble des trois variables.

De plus, la courbe communc 4 la surface C =o et au plan s =z,
(ui est un plan arbitraire de I'espace, étant, comme on I'a vu, ad-
jointe & la section de % par le méme plan, cette surface C = o aura
pour courbe multiple d’ordre / — 1 toute courbe multiple d’ordre /
de 9.

La relation (7), qui peut s’écrire, en revenant aux coordonnées
homogénes,

(8) @&u’ 0) — C(zy, 25, x5, x,)

3
D(‘Tl’ Ty X3y T3)

mettait d’ailleurs ce dernier résultat en évidence, car le premier
Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. [V,1893. 30
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membre restant fini pour toutes les valeurs de « et de ¢, il faut, pour que
le sccond membre soit également fini, que la surface C = o passc par
les courbes communes aux surfaces D =o et S=o, les courbes uni-
cursales singuli¢res pouvant loutefois élre exceptées, puisque le long
des courbes «x,, ..., z, s'annulent. On en déduit que toute courbe
mulliple d’ordre I de 5, qui est multiple d’ordre { — 1 sur la surface
adjointe D, doit étre aussi multiple d’ordre [ — 1 sur C = o. Si cette
courbe multiple ¢tait en méme temps une courbe unicursale singu-
liere, le raisonnement précédent ne s’appliquerait plus, mais nous
venons de voir, par une autre voie, que la proposition subsiste encore.

123. 1.a relation (8) montre également comment se comporte lu
surface C = o aux points multiples (isolés) de la surface S.

M. Picard a fait voir que la surface I) = o passe par les points dou-
bles de 5, et qu’elle a pour point multiple d’ordre au moins égal i
! — 2 tout point multiple d’ordre / de cette méme surface; de plos,
si Pordre de multiplicité est [ — 2, les termes de degré [ — 2 dans D) ne
sont pas compl¢iement arbitraires. ‘

Dés lors, pour quce la fonetion O(w, ¢), ou l%’ reste finie en an point

multiple d’ordre Ide 5, il est nécessaire que la surface C = o ait en ce
point un point multiple du méme ordre que la surface 1) = oz et Fon
voit ainsi que la surface C = o est une surface (d'ordre 1 — 3). ad-
jointe & 5, et qu’elle se comporte comme la surface D) = o, aux points
multiples isolés.

Il est également & observer que si la surface ) = o, en un point
multiple isol¢, avait le méme cone des tangentes que la surface S, la
surface C= o jouirait de la méme propri¢té. Cetle condition est en
C(z, y,5)
D(x, »,5)
point (x, y, 5) s’approche du peint multiple en restant sur %.

effet nécessaire pour que la fonction reste {inie quand le

126. A chacune des p — 1 fonctions linéairement distinctes 0,
0., ..., ©,_,, correspond ainsi par la relation (8) une surface d'ordre
n — 3 adjointe & S : les p — 1 surfaces obtenues sont distinctes linéai-
rement; sinon, en vertu de la relation (8), les p — 1 fonctions © ne le
seraient pas.
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Réciprogquement, nous allons établir que, si C = o est I'équation
d’unc surface d’ordre n — 3 adjointe 4 5, la fonction

C(2yy xys X3, 1)
l)(.T', L'yy T3y .1»'5}

est égale, en chaque point de £, & une fonction linéaire ct homogéne
e ©,,0,,...,0,,.

Nous admettrons d’abord, non seulement que la surface C= o est
adjointe 4 S dans le sens ordinaire du mot, ¢'est-a~dire qu’elle a pour
courbe multiple d’ordre / — 1 toute courbe multiple d’ordre {de %, el
pour point multiple d’ordre au moins égal & { — 2 tout point multiple
d’ordre [ de cette surface ; mais encore ue ’expression

Cz, y, 3)

.1,'4(11,, 0) Dz, 7,5

reste finic, sur la surface 5, pour toutes les valeurs de u,v qui corres-
pondent ¢ des points multiples isolés.

Nous reviendrons ensuite sur celte restriction, pour nous en débar-
rasser, ou tout au moins pour lui donner un ¢noncé géométrique
simple ct précis.

127. Soient C(x, y, 5) = o unc surface d’ordre 2 — 3 adjointc 4 5,
F(g, y,z)=o0leplanh,z + k¥ + %,5+ X, = o; intégrale

dx
3=fc(fﬂ,)’,=)m

est évidemment, d’apres hypothése ct la théorie générale des inteé-
grales abéliennes, une intégrale de premiére cspéce le long de la
courbe plane S = o0, IF = o0, du moins tant que les A restent quclcon-
ques, c’est-d-dire tant que le plan F = o ne touche pas S ou ne passe
pas par un des points multiples isolés de cette surface.

Si maintenant on refait en sens inverse les calculs du n° 124, on
met 3 sous la forme

3= ' ‘Czy, 23, 23, 2,) du
T J D(@y, @y, x5, 74) ﬁ ’
Jdv
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étant toujours posé
Fu,¢)= Az, (u,¢) +...4+ hz,(u,¢).
On voit ainsi que la fonction de z et ¢

C(-Zg, Loy T3y -2'5)

reste finic en tous les points de la courbe F(u, ¢) = o, considérée dans
le champ hyperelliptique ; on en déduit, en faisant varier les A, qu’elle
reste finie en tous les points de %5, les points multiples isolés pouvant
seuls étre exceptés. Mais celte restriction est inutile, car nous avons

0

admis & priori que 5 restait fini en chacun de ces points. Soit alors

. C . .
O(u, ¢) la fonclion 5 (,¢); on a évidemment, puisque les «;(«, )

sont des fonctions théta d’ordre &, & caractéristique nulle, et que le
degré de C(z,, ..., x,) surpasse d'une unité celui de D(,, ..., ),

O(u+a2zi,v) =0(u,v+2ni)=0(y, ),

—f -

O(u+a,v+b)=¢ "!'@(u,‘.),

P
o —h "

O(u+b,v+c)y=c¢ *0(u,v),

ce ui montre, puisque O(u,v) est une fonction entitre, que c'est
anssi une fonction Lhéta, d’ordre £, de caractéristique nulle.

Infin I'intégrale 3 restant finie tout le long de la courbe F(u, v)=o,
il est néeessaire (n” 121) que O(«, ¢) soit unc combinaison linéaire
des p — 1 fonclions ©,,9,, ..., ..., 0,.,, el c’est la précisément la
réeiprocue «u’il s'agissait d’¢tablir.

128. Supposons maintenant que C = o soit I'équation d’une sur-
face d'ordre n — 3 ayant pour courbe multiple d’ordre /—1 toute
courbe multiple d’ordre { de 6, sans aucune condition relative auws
points multiples isolés; la démonsiration précédente établit que la
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fonction de z et ¢
C(-’”], ey w;)

D(zyy ..., 3)

reste finic en tous les points de $, les points multiplesisolés pouvant
seuls étre exceplés.

Deux cas sont & distinguer suivant la nature analytique du point
multiple :

En premier licu, et c'est le cas le plus intéressant, il peut arriver
«u’i un point multiple, O, de S, corresponde une infinité desystémes
de valeurs des paramétres u ct o.

Supposons par exemple, ce que nous pouvons toujours admeltre,
que O soit le point 2, =, = x;, = o; pour que le cas indiqué se pré-
sente, il faul que les trois équations x,(u,¢)=o0; z,(«,¢)=o0;
x,(u,¢) = o aient unc infinité de solutions communes et, par suite,
il est nécessaire que les fonctions z, (u, ¢), z,( &, ¢), 2;(u, ¢) soient
divisibles par une méme fonction théta, 0(u, ¢).

La surface % est alors définie par des relations de la forme

5, = 0(2,0) 0, (1, 0),
€y = 0(u,0)0,(u,v),
xy =0(u,0)0,(u, ),
z,=0,(u,0),
les § et O ctant des fonclions théta.
Inversement, on vérific sans difficullé qu’une surface ainsi définie

admet le point i, = %, = x, = o pour point multiple, et & ce point
correspondent les couples d’arguments vérifiant I'équation

H(u,v) =o.

Soit w,, ¢, un de ces couples; si u et ¢ s’approchent respectivement
de u, ct v, le point (z,, x.,, z;, ¢,) s'approche de O, dans la direction
définie par les relations

xy . .Tz - Xy
Oy (trg, 90) — Op(teg, o) — O3(uy, vg)
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Nous appellerons point multiple de premiére catégorie un point
multiple de cette nature.

Reprenons maintenant les deux surfaces C=o0, D =o; si la pre-
micre a au point O un point multiple du méme ordre que la surface
C(z, y,5)
D(z, y,3)
s'approche de O en resfant sur 5, c'est-i-dire en suivant une des di-
rections tangentes i $ en ce point. 1l 0’y a d’exceptions que pour
les directions tangentes simultanément aux sorfaces $et D, en d’au-
tres termesle quotient

D =0, le quolicnt iz, reste évidemment fini, quand x, y, s

. C(z, ¥s5) Cty, g, a5, 1)
Jetia A LA e il Lk LBt AN
D(z, Y. 3) D(xy, 24, 75, 2,)

v

considéré comme fonction de «, ¢, reste fini pour tous les systémes de
valeurs de u, ¢ qui correspondent au point multiple, sauf peut-¢tre
pour cerlains sysiémes en nombre limité. Ces systémes de valeurs
ne pourraient étre en nombre infini que si les cones formés par les
tangentes en O aux surfaces $ et D avaient une partie commune;
cest Ja un cas d'exception sur lequel nous reviendrons.

Eu second lieu, & un point multiple de % peat ne correspondre
(qu'un nombre limit¢ de systémes de valeurs de «, ¢5 nous n"avons rien
a dire de spécial sur cc cas particulier.

~ ’ . (J . . . N .
Cela posé, nous savons que le quotient  reste fini en tous les points

(non multiples) de S, dés que la surface C =0 a pour ligne d’ordre

I —s toute ligne d’ordre { de §; si de plus cette surface a en chacun
des points multiples de £ un point multiple de méme ordre que la

, . C S . .
surface D, le quolient 55 considéré comme fonction de « ct de ¢ ne

pourra devenir infini que pour un nombre limité de systémes de va-
leurs de u et de o,
On en conclut alors qu'il reste fini pour toutes les valeurs de «, .
Iin effet, la fonction théta D, (u, ¢),...,2,(%,¢)| s'annule pour
- [Pl 9 . . C
une infinit¢ de systémes de valeurs de « et ¢; si le quotient ;5 ne de-
vient infini que pour un nombre limité de ces systémes, il faut que les
deux équations C(u,¢)=o0 et D(u,¢) = o0 aicnl une infinité¢ de
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solulions communes, ce qui ne peut se présenter que si C(x,¢) est
divisible par D («, ¢), ou par unc fonction théta divisant D. Dans cette
dernitre hypothése on pourrait poursuivre le méme raisonnement, et
on arrive ainsi 4 établir que C(«, ¢) est divisible par D(«, ¢), le quo-
tient ¢tant unc fonction théta, '

il
v

“n d’autres termes, le quotient g5 reste fini en tous les points de 5,

sans exceplion.
Reste & examiner le cas spécial signalé plus haut, celui ou les cones
formés par les tangentes aux surfaces $ et ,D en un point multiple,

. C -
auraient ¢n commun un cone ¥: ¢n ce cas, pour que ¢ reste lint au
! b

point considéré, il faut que la surface C=o y ait un point multiple
du méme ordre que la surface D = o et que les génératrices du coney
touchent ¢galement en ce point la surface C=o0. On démontre par

la méthode suivie .plus haut que la condition est nécessaire et suffi-
sante.

129. Voici la conclusion de cette analyse :

Appelons surface adjointe i une surface hyperelliptique $ unc
surface qui a pour ligne multiple d’ordre { — 1 toute ligne multiple
dordre [ de %, et qui, en toul point multiple isolé de &, se comporte
comme lasurface adjointe B d'ordre n — 4.

Le sens de Pexpression se comporte est donné par Panalyse préce-
dentes en général il suffira (que la surface adjointe ait, au point multiple,
un point multiple du méme ordre que D sile cone des tangentes de D
en ce point est le méme que celui des tangentes de £, ou ’il comprend
une partie de ce dernicr cone, la surface adjointe devea jouir de la
méme propriélé que 1.

Sous le bénéfice de cetle explication nous pouvons énoncer la pro-
position géométrique suivante, résultat des recherches des numéros
précédents.

150. Tukoriwe L. — Le nombre des surfaces dordre n— 3,
linéairement distinctes, adjoinles & une surface hyperelliptique
quelconque S, dordre n, est égal aw genre des sections planes de
celle surface, diminué d’une unité.
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St les coordonnées d’un point de la surface hyperelliptique pro-
posée sont proportionnelles a des fonctions théta, de caractéristique
nulle et d’ordre h, ayant en des points u,, ¢, ...; sy 043 . .., des
singularilés communes, a,, 65, ..., Gy, ..., les surfaces adjointes
d’ordre n — 3 découperoni sur lu proposée S le systéme lincaire de
courbes ayant pour équation

7‘| eg(u, V) + 7\2 02 (u, 0) “+. o 7\/,..,@,,.,(u, (") =0,

0,,0,,...,0,, désignant les p—1 fonctions théla, linéairement
distincles, de caractéristique nulle et &’ordre h, qui ont en chagu:
point wy, v la singularité s, adjointe de la singularité s,.

131. Unc méthode analogue & celle qui vient d’étre exposée est
applicable 4 la détermination des surfaces adjointes d'un ordre quel-
conque, »+ ¢ —4 'expression surfaces adjointes ayant toujours la
signification indiquée au n® 129.

Considérons en effet une surface d'ordre ¢, queleonque :

F(u,, s x,)=0; ou F(x,y,3)=o0.

La fonction de « et ¢, Flz,(u,0),...,%,(u,¢)] est une fonclion
thétade caractéristique nulle, d’ordre kg, ayant en tout point singulier
u,, v la singularité composée (goy) (n° 122). Il en résulte que les inte-
grales ahéliennes de premiére espéce appartenant & la courhe

Flz,(4,0),...]=0

seront, & part f du et f de, de la forme

3:/0(u, o) (3:;‘_)
J¢

0w, v) désignant une fonction théta de caractéristique nulle d’ordre
hq, ayant en chaque point i, ¢4 la singularité (¢s,), adjointe de la

singularité (go;)-
Cette intégrale peut étre transformée comme au n° 124.
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Considérons la courbe algébrique intersection des surfaces
S(e,y,3)=0 ot F(z,y,5)=o0.

On a, le long de cetle courbe,

de _ dy
SIF, —S.F, . S, 7, —S.F,
el
dx _ Sedu
ST, —S,F, — B(S,F,— S, F)—A(S,F,— S,F,)
D’ailleurs,
9) F(wywyywyn)=uiF(z,y,3),

et par suile, le long de la courhe S =0, I'=o,

. IR OF de  OF dy | OF 03"
N7l bt S ——
(1) av ‘(().-1; g+ dy de + 7 d(’)

d’'oti, par les calculs du n 124,

()l" / K Rl vt ogv o <8 R o v 1
—()—‘-'— = .I,'{' B( h". Iv‘ . h: l‘)‘) -— 1\(53 I'<.l'~ b.‘,l.‘z)l D—g; 3

ce qui donne pour Vintégrale 3 la forme définitive

(W u, Y D(x, ¥, 5) d.r
() 3"f T SIS

On a ainsi ramené l'intégrale 3, qui est prise le long de la courhe
gauche S = o, F = o, a une forme simple; pour qu’elle soit de pre-
miére espéce, il faut d’abord que, en chaque point de cette courbe,
la fonction

0(u, 0)D(x, v, 3)

7
I

soit égale & un polyndme entier d’ordre 2+ ¢ — 4, C(x, y,3). Or
cette fonction, étant quadruplement périodique en u et ¢, est en
Journ. de Math. (4 série), tome IX. — Fasc. 1V, 18g3. 51
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chaque point de 5 une fonction rationnelle de z, y, 5; lasurfaccF=o
¢tant quelconque, on voit qulil est nécessaire qu'er chagque point
de % la fonction rationnelle précédente soit enticre, et I'on a ainsi

O(u,e)D(x, y,3)
x]

.
= C(x, y, 3),
ou, en coordonnées homogénes,

(12) 0(u,¢)= C (&4, Ly 23, 24)

D(‘I’h‘r% Y '3)

De plus, la surface C = o doit étre adjointe & la surface & : on le
voit, soit & l'aide de la relalion qui préctde, soit en exprimant direc-
tement que I'intégrale

'~ dx
/L(w,y,:) ST—ST,

est finie aux points ou la surface I¥ = o coupe les lignes multiples
de $.

La réciproque de cette proposition s¢ dé¢montre sans difficulté, en
suivant la marche inverse, comme au n° 127.

Si en cffet C = o esL I'équation d'unc surface uljomlo a5, dordre
n + q — 4, I'intégrale

T _ dx
3= [Cley g Zuy,
prise lc long de la courbe S = o, I = o, peut se metlre sous la forme
C(axy, vy, 23, 2,) du

lT( Ly Lay Ly -’1".‘) _f—)_I'_u ’
< de

Comme J, d'aprés lapremiére forme, est une intégrale abélienne de
Clz (u,¢), ..., 2y(u, )]
Dlx (u,e), ...]
finic le long de la courbhe considérée ct par suile (n* 127-128) cn

reste

premiére espéce, on voit que la fonction

tout point de 5; = cst donc unc fonclion enti¢re de «, ¢, et, en vertu de

son expression méme, c’est une fonction théta, d’'ordre ¢/, et de carac-
téristique nulle, O(w, ¢). La courbe 0(«,¢)=o doit d’aillcurs avoir
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en chacque point u;, ¢ la singularité (¢o;), pour que I'intégrale reste
finie en cc point. Donc :

Tutorime II. — Les surfaces adjointes d’ordre n + ¢ — 4 déter-
minent sur la surface S le sysiéme de courbes ayant pour équalion
genérale

(13) N0, (ay0) +2,0,(u, 0)+...= o,

les O étant des fonctions d’ordre hq, de caractéristique nulle,
ayant en u, v la singularité (qs,)' 5 réciproquement toute courbe
(13) est sur une surface adjointe d’ordre n + ¢ — 4.

132. Calculons maintenant le nombre des surfaces adjointes, linéai-
rement distinctes, d’ordre 2 + ¢ — 4.

D’aprés ce qui précede, il est égal aunombre des fonctions 0(«, ¢),
lin¢airement distincles; toutefois, si ¢ atteint ou dépasse 4, on obtien-
dra d’autres surfaces adjointes par I'équation

SQ =o,
oft () est un polynome quelconque d’ordre ¢ — 4, renfermant
i(g—3)(g—2)(g~1)

cocfficients arbitraires, et l'on devra ainsi ajouter au nombre des
fonctions 0 («, ) distinctes le nombre '

i(q—=3)(g—2)(¢g—1).

Lis fonctions théta linéairement distinctes d’ordre g et de caracté-
ristique nulle sont en nombre égal 4 2*¢?; il faut chercher combien,
parmi clles, ont en chague point w;, ¢, la singularité composée (¢3,) .

Nous allons d’abord démontrer que les conditions imposées & une
fonction théta d’ordre kg et de caractéristique nulle par les singu-
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larités (go;) sont indépendantes entre elles; le nombre cherché des
fonctions H(«, ¢) sera donc égal & ~*¢* diminué de la somme des
nombres des conditions auxquelles équivaut chacune des singularités
considérées.

Il a été en effet établi au n°® 4121 que, si une courbe 0,(«, ¢) =o0a
en des poinis u,,¢; Uy, ¢, ... des singularités ¢, 7, ..., les condi-
tions imposées par les singularités adjointes 5, o, ..., aux courbes
du méme ordre et de la méme famille que ©,(z, ¢) = o sont indépen-
dantes; or si @, (u, ¢) estun polynéme arbitraire d'ordre ¢ en «,(«, ¢),
ry(Uy ¢), g (1, 0), x,(u,v), la courbe @, = o n’a pas d'autres sin-
gularités que la singularité (ga;), en chaque point u, ¢4, et par suite
les singularités (go;) sont indépendantes, comme nous voulions I'é-
tablir, pour les courbes dont I'équation géncérale s’obticnt en annulant
une fonction théta d’ordre A¢, de caractéristique nulle.

Cherchons maintenant & combien de conditions équivaul la singu-
larité (ga,)".

Soient
Cj, le nombre de conditions auxquelles équivaut la singularité (¢s;):
¢; le nombre analogue pour la singularilé o;;
C;, le nombre analogue pour la singularit¢ (g3;)';
on a, d’aprés le premier théoréme de M. Guccia (n° 122) et celui du
n" 120,

Cop=1(q51, 97:) — (j',,.,/;

le second théoréme de M. Guccia (n° 122) donne

(':/"I =+

— 1%y %)

{_/.(..il_—- ') I(I‘

IEnfin 'on a
= ]('.Tk, ’J"[,) - ::I(O'/I, ’3'/[),

en vertu du premier théoréme de M. Guccia et de celui du n® 120.

Egalant les deux valeurs de C,,, et éliminant ¢, on obtient la valeur
cherchée de G,

Cy =1(g5m95) — +4(q + )1 (o 5) + L 1(54, 6}).
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On a d’ailleurs évidemment, d’aprés la définition méme de la singu-
larité (¢ o) (1), A
' g5k, q54) = q* 1(54, 52),
ct, par suite,

Gy, = 19(7 — 1)1 (5 JI-)"" [('3/«’ Gy )-

Il est & remarquer que la somme des nombres C, , pour lous les
points uy, ¢y, cst indépendante des quantités 1(sy, 5,) et 1(5,,6,); on
a en effet (n° 123)

I}

(1 2l — XEl(sy,0),

I

(154
1) lp h? +|—--l(;,,;,

d’olt
2G, =192 (ol ny+ g(h* 41— p).

Le nombre des fonctions 0(u, ¢ ) est ainsi égal 4

g —SC, = 190 g (p— ),

Dans cette expression figurent seulement 2, p, 4.

1533. Nous pouvons.maintenant ¢noncer ce théoréme :

Tutoriwe II. — Le nombre des surfaces d’ordre n+ g4 - 4,
linéairement distinctes, adjointes a une surface hyperelliptique
d’ordre n et dont les sections planes sont de genre p, est égal a

Ny=3q(g —D)u+q(p—1)+ilg—1)(g—2)(g—3)(*)
Dans cctle formule ¢ est supposé¢ au moins égal & un. Donc aussi :

Les surfaces adjointes d’ordre n + ¢ — 4 découpent sur la pro-

(*) Voir Guces, Rendiconti del Circolo matem. di Palermo, 1. 111, p. 259.

(?) Le terme complémentaire L(q—1)(g—2)(g— 3) ne doit figurer que
si ¢ est au moins égal a quatre; mais, comme il s’annule pour ¢ =1, 2, 3, Ja
formule subsiste pour g Z1.
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posée une série lincéaire de courbes, dont Uéquation renferme
tq(g — O+ q(p — 1) — 1 paramétres arbilraires.

154. Remarque. — Le nombre N, des surfaces adjointes d'ordre
n + ¢ — 4 peut aussi étre trouvé sans faire usage des formules de
M. Guccia, par la voie géométrique suivante.

Il résulte des raisonnements faits aux n° 149-121 ue le nombre des
fonctions O( «, ¢) est égal au nombre des intégrales abélienncs de pre-
miére espéce appartenant & la courbe F = 0, S = o, diminué de deax

unités a cause des intégrales f du et f clv, el augmenté d'une unité,

puisque parmi les fonctions §(u, ¢) figure la fonction
| S A/ R G/ 1 B

Soit % le genre de la courbe F = o, S = o, c’est-a-dirve le nombre de
ses intégrales abéliennes de premilre espéce; il est toujours entendu
qque la surface d’ordre ¢, I = o, est quelconque, c’est-a-dire n'a aucune
rclation particuliére avec S.

Pour calculer @, cherchons en combien de points, distinets de ses
points multiples, la courbe est coupée par une de ses surfaces adjointes
d’ordre 1 + g — 4 : on obticnt évidemment une telle surface en com-
binant la surface 9, d'ordre n — 4 adjointe & 5, et une surface quel-
conque d’ordre ¢3 cette derniére coupe la courbe en ¢?u points, el
I'on a ainsi

2T —1)=q’n+ R,

R, ¢tant le nombre des points, situés en dehors des courbes multiples
de 5, ol la courbe considérée coupe la surface D, cest-i-dire le
nombre des points ot la surface ¥ = o coupe les courbes unicursales
singuli¢res de 5.
Pour ¢ = 1. la surface F = o est un plan; & est alors égal & p, et il
vient
2(p —1)=n-+R,.

1l est clair d’ailleurs que R, = 4R, ; si donc on élimine R, et R, on
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rouve pour & ‘
G=3¢(qg—)n+qg(p—1)+1.

Par suite, le nombre, & — 1, des fonctions 0(«, ¢) linéairement dis-
tinctes esl égal &
29 (g —1)n+gq(p—1),

comme nous I’avions démontré par une voie purement analytique.

135. Parmiles surfaces adjointes, celles qui passent par toutes les
courbes unicursales singuliéres offrent un intérét spécial.

Soit C=o une de ces surfaces, d'ordre n -+ ¢ — 4; reprenons la
relation
(12) ( u,{ ) — C(x, ¥, 3)
xd D(x, 7,5

vérifiée en toul point de 5. La surface C = o passant par les courbes

. . . . C c Y .
unicursales singuliéres, la fonction 575 considérée comme fonction de

£y ¥, 3, reste finie en un point quelconque d’unc de ces courbes,
pourvu toulefois (ue ce point ne soit pas i P'infini, ¢’est-a~dire dans le
plan »#, = o.

’ C . ’ ' 4 .
Il en résulle que 5> considérée comme fonction de et ¢, ne devient

pas inlinic quand on y remplace u et ¢ par les valeurs u,, ¢, des para-
métres u, v qui correspondent 4 la courbe unicursale considérée; la

. . O(ruyv) o o qa . \ . . .
fonction —~— jouira d'aprés (12) de Ja méme propriété, et par suite

Ia courbe (u, )= o aura, cn chaque point (u,, ¢), la méme singu-
larité que la courbe a9 = o, c'est-i-dire la singularité composée (¢ ).

Réciproquement, soit 0(u,¢) une fonction théta d’ordre hg, de
caractéristique nulle, ayant en chaque point (u;,¢;) la singularité
(¢54); on a évidemment (n° 131)

O(u,v) _ C(x,,3)
T D(x,y,3)

C = o c¢tant 'équation d’une surface adjointe d’ordre . +¢ — 4
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Le premicr membre reste fini par hypothése quand « et ¢ s’appro-

U — Uy

chent de «;, ¢ (le rapport ¢tanl arbitraire) ; le second membre

' s

- - oy ’ . (‘ . ’ |
Jouil donc de la méme propriété, et par suite g, considérée comme

fonction de ., ), =, reste finie le long des courbes unicursales singu-
liéres, ce qui exige que la surface C = o passe par toutes ces courbes.
Ainsi :

Tukonine IV. — Les surfaces adjointes d’ordre n + ¢ — 4 qui
passeal par les courbes unicursales singuliéres découpent sur 'S ln
série linéaire des courbes comprises dans Uéquation

2.0, (uy )+ 1,0,(u, v.)-i-. ..=0,

ot 0,(uy ), 0,(uy ¢), ... désignent les fonctions théta linéairenent
distinctes d’ordre hg, de caractéristique nulle, ayant en chague
point uy, ¢ la singularité composce (qsy), el réciproguement.

136. Lc nombre des surfaces adjointes d’ordre # + ¢ — 4, linéai-
rement distinctes et passant par les courbes unicursales singuliéres est
¢gal d’aprés cela au nombre des fonctions §(u, ¢) qu'on vient de con-
sidérer, augmente de (¢ — 1) (¢ —2) (¢ — 3).

Or ce nombre est au moins égal & h* ¢*, diminué de la somme des
nombres des conditions auxquelles équivaut chacune des singularités
(¢5y) : nous disons au moins, parce qu’il peut arriver, et qu'il arrive en
effet, que les conditions imposées aux fonctions théta, d’ordre /g et
de caractéristique nulle, par les singularités (¢3,), ne soient pas indé-
pendantes les unes des autres.

Le nombre C,, des conditions auxquelles équivaut la singularité 4 5,
se lire des relations du n° 132 on trouve ainsi

Coy=3¢(qg +1) (31,50 — 4 (54 5;)
el, par suite, en tenant compte des équations (17),

2Cy=13q(g+1)(2h*— ) —g(h*+1 —p).
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11 vient done

g —EC,=3¢(g+1)n—g(p —1).

Alnsi :

Le nombre n, des surfaces adjointes, linéairement distincles,
d’ordre n + q — 4, passant par les courbes unicursales singuliéres
de S est au moixs égal a

19(¢+1)n—gq(p—1)+ (g —1) (g —2)(g —3)-

Si ¢ dépasse une certaine limite, on peut voir que le nombre 7, est
toujours égal a cetle quantité.

137. Une surface adjointe d’ordre n + ¢ — 4 coupe 5, en dehors
des lignes mulliples, suivant une courbe dont le degré, d,, s'évalue
aisément.

11 est clair tout d’abord qu’on a

dy=d,+n(g—r);

on le voit en supposant que la surface adjointe d’ordre 2+ ¢ — 4 se¢
décompose en une surface adjointe d’ordre 2 — 3 ct en une surface
quelconque d'ordre ¢ — 1.

Pour calculer d, observons que 1’équation de la courbe déterminée
sur S par une surface adjointe d’ordre . — 3 a une équation de la
forme

O(u,¢)=o0

O(u, ¢) ¢tant unc fonction théta d’ordre L, douée en chaque point
singulier, u;, o, de la singularité &,.

Le degré de cette courbe sera égal au nombre des solutions com-
munes aux deux équations

0(u,¢) =o, zy(u,v)=o,

abstraction faite des solutions qui coincident avec un des systémes
singuliers uy, ox.

£,
Journ. de Math. (4 séric), tome IX. — Fasc. 1V, 18¢3. 22
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On a ainsi .
d, =2h* — Z1(64 6})

el par suite, d’apreés (14),
d,=2(p—1);
dy=2(p—1)+n(qg—r1).

d’ou

Si la surface adjointe d’ordre 2 + g — 4 passe par les courbes uni-
cursales singuliéres, le degré g, de la courbe suivant laquelle elle
coupe en outre 5, cst de méme égal &

3,—5—/2(9—— 1);
oricion a
~ g
¢, =2h*—21(5,54) = n;
d’ou .
.
c

'I: ru/.

Ce résultat est évident, si I'on obscrve que la surface adjointe con-
sidérée peul se décomposer en une surface d'ordre ¢, quelconque, et
en la surface adjointe B, d’ordre 1 — 4.

La différence d, — 3, représente la somme des degrés des courbes
unicursales singuliéres; on a

dy—2,=2(p—1)—n.

Applications géométriques.

138. Les résultats généraux auxquels nous sommes parvenus re-
lativement aux surfaces adjointes, donnent licu & des applications
géométriques nombreuses, qui vont nous occuper maintenant.

139. 1. Tout d’abord ces résultats permettent de vérifier, pour les
surfaces hyperelliptiques, la proposition générale si remarquable el
si importante qui est due 4 M. Nother, ct qui est connue sous le nom
de Théoréme du Reste(*).

() Math. Annalen, t, 11, p. 509.
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Ce théoréme s’énonce ainsi :

Si une surface d’un ordre donné, adjointe a une surface algé-
brigue S, coupe celle-ci (en dehors des lignes multiples) sutvant
deuxr courbes ¢, et ¢, ou dit que ¢, et ¢ sont résiduclles. Toute
courbe c”, résiduelle de c,, est dite corésiduelle de c', par rapport
ac,.

Cela posé, le théoréme du Reste est le suivant :

Lorsque, sur S5, des courbes ¢, ¢’, ... sont corésiduelles par rap-
) b ’ )

port & une méme courbe c,, elles le soni également par rapport a

toute courbe c,, résiduelle de I’une quelconque d’entre elles.

Dans le cas d’une surface hyperelliptique, soient ), =0 et 0'=10
les équations de deux courbes résiduelles, situées sur une surface
adjointe d’ordre n -+ ¢ — 4. Le produit 0,0 sera une fonction théta,
d’ordre Lg, de caractéristique nulle, ayant en chaque point %, ¢; la
singularité (¢o;)". Soient ("= o une courbe résiduelle de 0, = o, el
0,= o unc courbe résiduelle de 0’ = o; les produits 0,0” ct 0,0" joui-
ront des mémes propriétés que le produit 0,0". Il en résulte, sans
difticult¢, que la fonction 0,0 sera aussi une fonction théta, d’ordre
hq, de caractéristique nulle, ayant en u,, ¢ la singularité (go,), ce
(qui démontre que les courbes 0, = 0, 0= o sonl bien sur une méme
surface adjointe d'ordre 2z + ¢ — 4.

[.e théoréme du Reste est ainsi vérifié.

140. 1L. Soient ¢,c,, ..., ¢, les courbes d’intersection de S avec
o surfaces adjointes, passant par les courbes unicursales singuliéres,
ct d’ordres respectifs n+ ¢, — 4, m+ ¢, — 4, ..., L+ g, — 4. Ces
courbes sont sur une méme surface adjotnte, passant par les courbes
unicursales, et d’ordre m + (¢, + qa+ ...+ ¢,) — 4.

En effet, soient @, = 0,0, =0, ..., @,=oles équations des ¢ courbes
considérées; ©;(u, v) est une fonction théta d'ordre /g, de caracté-
ristique nulle, ayant en %, ¢, la singularité (¢;0;) : donc la fonction
théta, de caractéristique nulle,

0,0,...0,
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est d’ordre
h(q,+ ¢+ ... +q,)

et aen uy, ¢ la singularité

(¢i+¢2+...+¢p)7%

Ce dernier point découle de la définition méme des singularités com-
posées. En d’autres termes, la courbe ,0,...0,= o est, daprés le
numéro 433, sur une surface adjointc d’ordre

n4+(g,+ g+ ... +q,)— 4,

passant par les courbes unicursales singuliéres, ce ui est la proposi-
lion énoncée.
Nous ne¢ donnerons de ce résultat que 'application suivante :

Soit ¢ la courbe d’ordre qn suicant laguelle $ est coupée par
une surface adjointe d’ordre n+ g — 4 passant par les courbes
nnicursales singuliéres; il existe une surface adjointe, d’ordiv
n +rq — 4, passant par les courbes unicursales singuliéres, vt
ayanl en oulre, avee S, un contact d’ordre r — 1 lout le long de la
courbe .

Yoici une autre proposition de méme nature que la précédente.

Soienl ¢, et ¢, deux courbes, intersections de 5 avec deux surfaces
adjointes d’ordres n + ¢ — 4 el n+ s — /4, dont la premiére passe
en oulre par les courbes unicursales singuliéres : ces deux courbes
soul sur une swrface adjointe d’ordre n + q + s — 4.

En efet, si @ = 0, 0= 0 sont les équations des deux courhes, la
fonction @ est d’ordre Ag et a, en wy, ¢4, la singularité (go,); O est
d’ordre s¢ et a, en uy, vy, lasingularité (s5,), c'est-a-dire, comme on
le voit aisément, Ja singularité composée (s — 1), + . Le produit
00’ est donc une fonction théta, d’ordre s + ¢, ayant cn uy, ¢, la sin-
gularité (¢ + s — 1) o;+ o, c’est-d-dire [(¢ + 5)5]’; elle est d’ailleurs
de caractéristique nulle, comme les fonctions © et @'. La proposition
est donc établie; la réciproque est vraie et se démontre de la méme
maniére.
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141. 11I. Proposons-nous de traiter lc probléme des surfaces de
conlact acjointes, passant par les courbes unicursales singuliéres,
c’est-i-dire de déterminer celles de ces surfaces, de degré n + ¢ — 4,
(ui ont un contact d'ordrc donné, r —1, avec la surface § tout lc
long de la courbe suivant laquelle elles coupent cette surface (en de-
hors des lignes multiples ct des courbes unicursales).

Soit

O(u—Xo—p)=o

I'équation de la courbe de contact d’une des surfaces cherchées, @(u, ¢)

¢lant une fonction théta d’ordre ¢ et de caractéristique nulle; il faut

ct il suffit, pour ue la courbe réponde au probléme géométrique, que

(e — h, ¢ — ) soil une fonction théta, d’ordre /g, ct que la courhe

0'(z — A, ¢ — 1) = o soit I'intersection avec $ d’une surface adjointe

d’ordre n + ¢ — 4, passant par les courbes unicursales singuliéres.
Lia condition relative & l'ordre de ©” donne ’égalilé

re= /tq.

Nous supposcrons que 1+ est un diviseur de ¢, cest-a-dire (ue
¢ = r'm; on aura donc
g =hm.

n second licu, pour que la courhe @(u —2%,¢ — p.) = o puisse
ére Pintersection de & avec unc surface adjointe d’ordre 2 + ¢ — 4
passantpar les courbes unicursales, il faut d’abord qu’elle appartienne
4 la méme famille que la courbe @y(u,v) =0, oi 0,(u, ) est une
fonction d’ordre g, de caractéristique nulle: cette’'condition entraine
les congruences (n** 114 et 112)

reh==0 A= I:‘t_
(mod. périodes),  d’ot (;,
r FUh=0 : y. = ’-'—P-

¢ et @ étant deux périodes simultanées quelconques.
Il faut ensuite que la courbe @ (z — X, ¢ — p) =oait la singu-
larité (go,) en chaque point uy, ¢, ce qui exige que la courbe
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O(u— A, ¢ — ) =0 ait en u,, ¢ la singularité (,Z cr,,>, c'est-a-dire
(ma) (") ‘

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes.

Nous pouvons maintenant former I'équation générale des courbes
de contact.

in effet, ces courbes appartiennent tout d’abord & un certain nom-
bre de familles, déterminées par I'ordre ¢ ou ine des fonctions théta
correspondantes et par 'un des systémes de valeurs de A et g obtlenus
plus haut. Pour calculer le nombre de ces familles, il suffit d’observer
(ue deux courbes

7 (‘l) (1\/
@o(u - =, v—-—) =o,
,'P /'P

4, £
@.(u——;_—la, o—ﬁ) =o,

ott @y(u,¢) et O,(u, v)sont des fonctions d'ordre ¢ ou Am, de carac-
téristique nulle, appartiendront & la méme famille si Pon a (n°111)

@ —q s 1
¢~—-— =20, Cestd-dire ——=o
‘ (mod. périodes).

~

W {4

R
5 —_
'

— =0, c’est-i-dire —7— =0

-

On aura donc autant de familles distinctes qu'il y a de ri“®e de pé-
riodes simultanées, c'est-a-dire .

Soit une courbe d’une des r* familles, @(u — A, ¢ — ) = 03 pour
qu’elle soil une des courbes de contact cherchées, il ne nous reste qu’i
exprimer qu’elle a, en uy, ¢4, la singularité mo,.

Or I'équation générale des courbes d’une de nos familles dépend
linéairement de ¢?, c’esl-d~dire /2 m?, coefficients; celles de ces cour-
bes linéairement distinctes, qui ont en chaque point u,, ¢, la singula-
rité may sont en nombre au moins égal &

272
h*m "“ECkm’

(') C'est & ce point de I'analyse que nous sommes obligé de supposer ¢ = rm.
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Cin étant le nombre des conditions auxquelles équivaut la singularité
may;. Or on a trouvé (n° 136)

htm?— ECy,=sm(m +1)n — m(p —1).

Ainsi, les courbes de contact cherchées se répartissent en r* fa-
milles: et, dans chaque famille, clles forment unc série linéaire
sm(m +1)n— m(p —1) — 1 fois infinie, au moins.

Ces courbes jouisseni de propriétés géométriques simples.

Considérons d’abord r courbes de contact, appartenant & une méme
des r* familles trouvées plus haut; soient

@,(u—- g—,o- £>=o,

P re
)
0..(“"—'2’ R )_—_—o’
2 re
o]
@r<u— 2 .......)__-0
re

leurs équations; la fonction

0,(u-Lro—2)0(um ) 0 fu 2,0)
re re re rp

est ¢évidemment une fonction théta d’ordre g, c'est-a-dire d’ordre ¢/,
ct de caractéristique nulle; de plus, clle a en chaque point u;, ¢, la sin-
gularité (¢, ), puisque chacun des ¢ facteurs du produit a la singula-
rit¢ (msy;) el que 'on a -

g =rm.

’n d’autres termes, les 7 courbes considérées sont sur une surface ad-
jointe d’ordre 1+ ¢ — /4 passant par les courbes unicursales singn-
licres.

On démontrerait de méme que par  — 1 courbes de contact don-
nées, appartenant a des familles différentes, et parles courbes unicur-
sales singulitres, on peut faire passer des surfaces adjointes d’ordre
n+ ¢ — 4, qui découpent sur 5 une des r* familles de courbes de

contact.
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142. L’énoncé suivant résume ces résultats :

Soit $ une surface hyperelliptique quelconque, d’ordre n et dont
les sections planes sont de genre p; désignons par g, r, m trois
entiers positifs quelconques, tels que

g =rm.

Les surfaces d’ordre n+ q — 4, adjointes @ 5, passant par les
courbes unicursales singuliéres de 5, et ayant avec cetie surface,
tout le long de la courbe suivant laquelle elles la coupent en outre,
un contact d’ordre rr — 1, se répartissent en r' systémes.

Pour les surfaces d’un méme systéme, les courbes de conlact
appartiennent & un méme ordre et & une méme famille; clles
forment, dans cette famille, une série linéaire dont Uéquation
renferme

tm(m+1)n—m(p—1)—1

paramétres, aw moins.

Les 1 courbes de conlact de r surfaces d’un méme systéme sont
sur une surface adjointe d’ordre n+ q — 4, passant par les
courbes unicursales singuliéres.

Par r —1 courbes de contact appartenant & des systemes quel-
conques et par les courbes unicursales singuliéres, on peut mener
une infinité de surfaces adjointes d’ordre n+ q — 4, qui décou-
pent en outre sur S une des r* séries de courbes de contact.

Parmi les 7* systémes de surfaces de conlact, celui qui correspond
aux valeurs @ =0, ¢ =o cst particulicrement remarquable : les
courbes de conlact correspondantes ayant pour équation générale

O(u,v)=o,

ol1 @(u, ¢) est une fonction d’ordre 2m, de caractéristique nulle, douée
en chaque point uy, ¢ de la singularité ma,, sont les inlersections
de S avec les surfaces adjointes d’ordre n + m — 4, menées par les
courbes unicursales singuliéres.

(e résultat concorde d’ailleurs avec une application faite au n° 140.
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Le probleme des surfaces de contact, dans les conditions qui vien-
nent d’étre exposées, n’est possible, en général, que si le nombre
sm(m+1)n —m(p — 1)— 1, qui est celui des paramétres variables
dont dépend I'équation des courbes de contact d’une méme famille,
est supéricur ou égal & zéro. On doit donc avoir, sauf en certains cas
exceplionnels,

Im(m—+n)n—m(p—1)—120 (').

Cette condition est toujours remplic, 2 et p étant fixes, dés que e
«dépasse unc certaine limite.
‘n particulier, en faisant ,z = 1, on voit que, si 'inégalité

n2p

est vérifice, il existera, quel que soit ¢, ¢* systémes de surfaces ad-
jointes d’ordre n + ¢ -— 4 passant par les courbes unicursales singu-
licres, et ayant avec £, tout le long du reste de leur intersection avee
cette surface, un contact d’ordre ¢ — 1.

145. Terminons par I'exposé de nouvelles propriétés des courbes de
contact, dansle cas général.

Soicnt deux courhes de contact, appartenant 4 deux familles diffé-
renles

W (fl (4
O(u—--{-,o--——):o, O.Ku—&,v——&-):o.
23 7 v 2p 2¢
l.a fonction .
@ ,
0(u,v)::(:)(u—- z, v——r—> @,(u— &, v—g’-)
¢ 27 25
est une fonction théta d'ordre 2¢, c’est-d-dire 2/m, ayant en chaque
point uy, ¢4 la singularité (2may). Pour que la courbe ((u,¢)=0
soit sur une surface adjointe d’ordre 2 + 2m — 4, passant par les
courbes unicursales singuliéres, il faut ct il suffit qu’elle soit de la

(') Le systéme remarquable de surfaces de contact signalé plus haut existe
tonjours, méme si 'inégalité n’est pas vérifiée.

Journ. de Math. (§* série), tome IX. — Fasc. IV, 183, 53
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méme famille que la courbe 0,(u, ¢) = o, 0l ©,(, ¢) est unc fonction
théta, d’ordre 2/um et de caractéristique nulle, c’est-a-dire (n® 411
(que I'on ait

a0 @+ @ ;o
—t=0, - -,—;—’ =o0  (mod. périodes).
v ‘j? (f’ ' . . . [
Si - et —sont donnés, il cst toujours possible, et d’une scule ma-

e (IR ‘1‘ (f' LX) . . . )
ni¢re, de choisir —’—' et =1, de manicre i satisfaire & ces congruences.

Done :

Par une courbe de contact quelcongque et par les courbes unicur-
sales singulicres, on peut faire passer une infinilé de surfaces
adjointes d’ordre n-+2m — 4, qui découpent en outre sur S une
des ' scries de courbes de contact.

Cetle série reste la méme quand la courbe primiticement consi-
dérée varie sans cesser d’appartentr & une méme famille.

On démontre de méme la proposition plus générale qui suil :

Par s -y courbes de contact appartenant @ des familles quel-
conques el par les courbes unicursales singulicres, on peut faire
passer une infinilé de surfaces adjointes d’ordre n + sm — 4, qui
découpent en outre sur S une des 1# séries de courbes de contact.

Dans cet énoncé, le nombre posilif, s, est (quelconque, mais supi-
ricur d 1.

On peut ajouter que chacune des 7 séries de courbes de contact
peut &lre obtenue par ce procédé, les s — 1 courbes primitives ¢lant
convenablement choisies, ou plutot ¢tant prises arbitrairement dans
des familles convenablement choisies.

Enfin il existe des relations géométriques entre les surfaces de
contact qui répondent & des problémes différents; en voici un exen-
ple, qu'il serait aise d’élendre.

Considérons deux multiples conséculifs de 7,

g =rm,

gy=r(m-+1);
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soient ¢, et ¢,., les courbes de contact avec $ de deux surfaces

adjointes d’ordres respectifs n + ¢ — 4, n + ¢, -4, passant par les

courbes unicursales singuliéres, et ayant avec §, tout le long du reste

de leur intersection, un contact d’ordre r- - 1. ' '
Les équations de ces deux courbes sont de la forme

9 ‘f (rl .
(“ BT T 7,',;:,’-) =0,
@ i
U— | ey ¢ — s =0
0‘[ k(m+1yr’ v Iz(m—+-l)r] -
1 I'on démontre, comme plus haut, que, silon a

@ @

24 =0

,- r 14 0

o g > (mod. périodes),
o4 Sl=p

r 7

les deux courbes considérées sont sur une méme surface adjointe
dordre 1+ 2m — 3, passant par les courbes unicursales singuli¢res.

144%. IN. Sections planes. — Le nombre des surfaces d'ordre
n — 3 adjointes 4 S étant égal au genre des sections planes de cette
surface diminuée d’une unité, on voil de suvite que les courbes
d'ordre 1 — 3, adjointes & une scction plane, ne sont pas loutes si-
luces sur des surfaces adjointes d'ordre 1o — 3.

Pour étudier la question de plus prés, observons que, parmi les
p — 1 surfaces adjointes d ordre n — 3 figurent les surfaces décompo-
sibles ’

D(hyw, + hpiey + Nz + hyz,) = 0,

oitles 7 sont des conslantes arbitraires, et oit D = o est toujours I'¢-
«quation de la surface adjointe d’ordre 2 — 4. . _

Soit alors i, = o, par exemple, une scclion plane de 5 : le plan
x, =0 coupe le systéme linéaire, p — 2 fois infini, des surfaces ad-
jointes d'ordre # -- 3 suivant un systéme lincaire de courbes d’ordre
n--3 qui ne sera que p — 3 fois infini, puisque, parmi les sarfaces
adjointes, figure la surface D, = 0.’ S '
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On obtient ainsi p — 2 courbes d’ordre » — 3, linéairement dis-
tinctes, adjointes & la section de S par le plan considéré; celte section
étant de genre p admet encore deux courbes adjointes distinctes des
précédentes, et il résulte des raisonnements faits anx n™ 120, 124 que
ces deux courbes sont nécessairement celles qui correspondent aux

intégrales f du ct f dy.

Au contraire, si ¢ dépasse un, toutes les courbes d’ordre n + ¢ — 4
adjointes 4 une section plane de S sont les sections, par le plan consi-
dére, des surfaces d’ordre 2 + ¢ — 4 adjointes 4 5.

On le démontre aisément comme il suit

- En premier liea, quel est le nombre des courbes linéairement dis—
tinctes d’ordre n + ¢ — 4 adjointes & une courbe plane dordre n et
de genre p? (¢ >1). Ces courbes découpent sur la proposée des
groupes ¢quivalents de N points mobiles, formant un systéme non
spécial, puisque ¢ dépasse un; p points d'unde ces groupes sont done
déterminés par les N — p aulres, et, par suite, le nombre des courbes
adjointes d’ordre 2 + ¢-— £, linéairement distincles, est égal 4

N—p+1.

Toutefois, si ¢ atteint ou dépasse 4, on desra ajouter a ce nombre |
nombre ;(q —3)(g— 2) des cocflicicnts d'un polynome entier.
d’ordre ¢ — 4, par rapport & deux variables, afin de tenir compte des
courbes adjointes qui se décomposent en la courhe proposée el en une
courbe quelconque de degre ¢ — 4.

Pour caleuler N, il suffit de considérer le cas ou la courbe adjointe
d’ordre n + ¢ — 4 se décompose en une courbe adjointe d'ordre 1 — 3
et en unc courbe uclconque d’ordre ¢ — 15 on a ainsi

N=a2(p—1)+n(y—1),

¢t le nombre des courbes adjointes linéairement distinetes d"ordre
n+ g —4est égal a

n(qg—1)+p—1+3(9—2)(4—3).

Cette formule est vraie pour toutes les valeurs de ¢, supéricures 4
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un, méme pour ¢ =2 ct ¢ =3, puisque le terme complémentaire
:(9 — 2) (¢ — 3) s’annule pour ces deux valeurs.

“n second lieu, soit N le nombre des surfaces d’ordre n + ¢ — 4
linéairement distinctes, adjointes 4 $; parmi ces surfaces il en est N,_,
qui s¢ décomposent en une surface adjointe d’ordre z + g — 5eten
un plan donné : on en conclut que les sections par un plan des sur-
faces adjointes d'ordre 7+ ¢ — 4 forment un systéme linéaire, ren-
fersoant un nombre de courbes linéairement distinctes égal 4

N,—N

g=19
c’est-i-dire (n° 133)

w(qg ~1)+p—1+3(9 —2)(g—3),

nombre qui est bien égal & celui des coarbes d'ordre 1 + ¢ — 4, ad-
jointes a la section plane de la surface S.
Done :

Lus courbes d’ordre n+ ¢ — § adjointes a la section plane géné-
rale &’ une surface hyperelliptique sont les sections, par le plan de
la courbe, des surfaces d’ordre n + q — § adjointes & la surface
propusée, dés que g dépasse Uunité.

145. V. Il cst difficile d’établir, sur une surface hyperelliptique
geénérale, la classification des courbes algébriques d’un degré donné
le degré d, d'une courbe O(u, ¢) = o, présentant en un point singu-
lier ug, o4, la singularité s,, est en effet, si 'on désigne par m Uordre
de la fonction O(u, ¢), donné par I'équation

d=alm — Z1(5;,3,).

Ce degr dépend done des singularités dont la fonction O(«, ¢) est
douée aux points singuliers uy, v,

Il'y a licu d’observer que si ©(«,¢) s'annule au point 4, ¢, la
courbe O (u,¢) = o, sur la surface 5, rencontre la courbe unicursale
singuliére qui correspond aux valeurs u,, ¢, des arguments, et réci-
prosquement.
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Les courhes qui ne rencontrent aucune des courbes unicursales sin-
guliéres (') sont donc, d’aprés la formule précédente, d’ordre 2km
leur degré est ainsi divisible par 2/4. Parmi ces courbes, celles de
degré minimum s'obtiennent en faisant 2 = 1; eclles sont représentées
par I'équation générale

(17) S(u—hv—u)=o,

ol A et g sont deux constantes quelconques ct 5 une fonction théta
’ordre un. On peut supposer quc S(u,+) cst la fonetion normale,

I (0 59).

Nous appellerons courbes ]cs courhes représentées par I'équa-
tion (17); ces courbes, en nombre doublement infini, sont, comme
on V'a dit, les courles du plus petit degré qu’on puisse lracer sur la
s'u/'/'acz' hyperelliptique, sans rencontrer les courbes unicursales
singulicres; clles sont d'ordre 2/, ce qui donne |a mgml' ication géo-
métrique du nombre 7, ordre des fonctions théta qui servent i repré-
senter les coordonnées d'un point de 5.

Les courbes v sont de genre deux et sont représentables point par
point F'une sur Vautre (n° 60).

Sur une courhe de genre deux, on appelle points conjuguis deux
poin ts formant un groupe ¢, o35 daprés ce que noos avons dil au

" 62, deux points conjugués sur la courbe Z(u - 7, ¢ --u)=0
ont pour arguments u, ¢ cl 2k - u, ap. - v. Enparticulier, les points

d'une courbe ¥, qui coincident avee leurs conjugués, sont au nombre
. . w ; e 4
de six el onl pour arguments A + =5 = =55 0 désignant par- s

2

J’ordre un et de cqraclcrlsthuc

un des six couples de donu—pmodc s dont lc tableau a été domw au
n® 59.

Ces six poinls seront dils les piles de Ja courbe v & laquelle ils ap-
partiennenl; inversemenl une courbe v sera dite /'ourl/r' polaire de
chacun de ses six poles. On vérifie sans difficulté qu'un point quel-

(*) Ces courbes peuvent couper les lignes unicursales singulicres en des
points fizes, qui sont les points multiples de premiére catégorie (n° 128).
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conque Uy, ¢, a sic courbes polaires, correspondant aux valeurs de
I
2

Il existe entre les courbes v et les points de S une réciprocité re-
marquable que les théorémes suivants mettent en évidence ().

. ; ¢
ket p égalesd ug+ 55 ¢+

146. Considérons les courbes ¥ qui passent par un point donné
Uy, ¢4 ct cherchons le lieu de leurs poles.

Si
(17) S(u—Me—u)=o0
est une de ces courbes, on aura

(18) SOM— gy . —¢,)=o,

puisque Z(«, ¢) est unc fonction impaire. Si U, V est un pole de la
courbe (17), on a

C=M+19, V=p+3i9, (i=1,2, ...06).

Eliminant X et w entre ces deux équations ct I'équation (18), on
trouve le lieu cherché :

T(U—uy—30,V —vy—30) =0,

La courbe représentée par celte équation est une courbe v, ui
passe par le point a,, ¢, el admet ce point pour pole. Donc :

Les six poles d’une: courbe v qui passe par un point sont chacun
swr une des six courbes polatres de ce poind.

De méme, on démontre sans difficulté que

Les six courbes polaires d’un point d’une courbe v passent cha-
cune par un des péles de cette courbe.

(*) Clest la réciprocité qui existe entre les plans tangents et les points de la
surface de Kummer.



424 G. HUMBERT.

Ces théorémes justifient les dénominations de poles et de courbes
polaires, et établissent la réciprocité dont nous parlions plus haut.

147. Par deux points donnés de S passent deux courbes v, et
inversement deux courbes v se coupent en deux points. Ces proposi-
tions résultent immédiatement du théoréme de M. Poincaré.

Cherchons les conditions auxquelles doivent satisfaire deux points
u«,, ¢, et u,, ¢, pour que les deux courbes y qui passent par ces points
coincident.

Si S(u —h,¢ — ) est 'équation d’une courbe v passant par les
decux points, on a

S-()\__u” P,_.()')zo, 3(7\~“ﬂ,*‘-—('2)=0.

Ces deux ¢quations en A, ¢ ont deux solutions communes, A,, @, ct
hyy thy, liées (n® 63) par les relations

A+ h==u, + u,, Py + =20, + ¢,  (mod. périodes).
Si
=", et Uy == fhyy
il vient
2= U+ U, U=, + 0, (mod. périodes).

Jerivant maintenant que A, et ., vérifient la relation
c - —_
S(M—uy, py— ) =o,

on trouve la condition cherchée

2 2

. Uy— g §g— 05"
(r9) 3‘(-1—-’" ') =o.

On peut donner unc interprétation géométrique de cette formule.
Considérons en effct les courbes v qui passent par un point u,, ¢,, ct
cherchons le lieu du point conjugué de u,, ¢, sur chacune d’ellcs.

Soit $(u — A, ¥ — u)= o unc des courbes v passant par «,, ¢,; ona

S(A—ugyy p—v¢,)=o0.
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AN
~
(¥4 4

Le conjugué de u,, ¢, sur cette courbe a pour arguments
U==24 — U,; 0= 2L — 0,;

il déerit done la courbe

afl—tty ¢—¢,
(20) S{—> = 0.
/ 2 2

Si I'on compare maintenant les équalions (19) et (20), on ohtient
cetle proposition :

Lorsque deux poinls sont conjugués sur une méme courbe v, la
seconde courbe v qui passe par ces dewr points coincide avec la
premiére, el réciproguement.

148. Unc avtre propricté de la courbe (20) résulte des considéra-
tions suivantes.

Cherchons Uenveloppe des courbes y qui passent par un point
fine ty, ¢,

Deux de ces courbes

u--hoe— )=z 0] TR w')=o0
se coupenl en u,, ¢, ¢t en un second point, «, ¢, tel que 'on ail
"4y =h 4N ¢ 0T W (mod. périodes).

Si les deux courbes primitives sont infiniment voisines, on aura, i
la limite, ’

W20 — Uy ¢ "!J. bl P

on obtiendra le lieu de u, ¢, e’est-a~dire Penveloppe cherchée, en éli-
minant A, u entré les deux équations qui précédent et la relation

SOh =ty po—0,) =0,
(qui exprime gue la courhe ¥ considérée passe par u,, ¢,; il vient ainsi

: o[l dty € =0y
(20) S{—> - = 0.
‘ 2 2

Journ. de Math. (4= séric), tome 1X. — Fasc. IV, 1393,

“t
-—
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Donc : L’enveloppe des courbes y qui passent par un point coin-
cide avee le licu des conjugués de ce point.

Dans cel énoncé, nous appelons points conjugués deux poinls con-
jugues P'un de Pautre sur une méme courbe Y.

149. Cherchons la condition (ui exprime que deux courbes ¥ :
S(u-="hy, ¢—wm )= 0; St = Iy — ) =0

sont langentes: on lrouve aisément, par des considérations semblables
aux précédentes, que cette condition est la snivante

/

A hy— Ty My — s
ot (—-‘--~—~ ) '—'————»-—‘-) = 0,
o o

Lorsque deux points sont conjugués surune courbesy, chacune des
ste courbes polaires de Pun touche une des sie courbes de Uaatre;
réciproquement, lorsque deus courbes v se touchent, chacun des
st poles de Uane est conjugué d’un des siz poles de Uaulre.

Par suite :

On en déduit immeédiatement cet autre théoreme :

Le licw des péles des courbes vy qui touchent une courbe s fiee se
décompose en sie courbes, dont chacune est livw des conjugucs d’an
pole de la courbe fire.

150. Les courhes % forment une famille doublement infinic : dans
celte famille considérons une série simplement infinic et algébrique
de courbes y; & et w scront alors liés par une relation de la forme

0(7\, :J.A‘) == 0,

O(%, ) désignant une fonction uniforme quadruplement périodique
de A, @, ou, si 'on veut, une fonction théta de 2, p.
Le lieu des poles des courbes y considérées est donné par I'équation

9

g, @
G)( (- Ly - )—') == 0}
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il sc décompose done en six courbes, généralement distinctes, de
méme genre ¢t de mémes modules.
Plus généralement, sur chacune des courbes

S(u—h e —u)y=o,

oft A, w vérilient la relation @A, u) = o, prenons le point qui corres-
pond & un point fixe «,, ¢, de la courbe Z(u, ¢) = o dans la transfor-
mation univoque qui lie ces denx courbes; ce point sera (n° 60)

"= A+ u,, =,

Il déerit par suite la courbe

O(u — 1y, v —vy)=o0.
Ainsi ¢

Soil une série algébrique, quelconque d’atlleurs de courbes 5 :
le lieu du point qui, sur chacune de ces courbes, correspond univo-
quement & wn méme point M de Uune delles, est une courbe algé-
hrique; si le point M varie, on obtieat ainst une infinité simple de
courbes algébrigures, qui sont toules de méme genre ot de mémes
modlules : Uéquation générale de ces courbes est de la forme

O(u—z,¢--58)=—=o0,

O(u, ¢) étant une fonction théta, elz, s deur parametres, variables
d’une courbe @ Vautre, lics par la relation

3(z, g)=no.

Inversement, il est clair que, sur chacune des nouvelles courbes, e
point qui correspond univoquement a un méme point de Pune d'elles
décrit une des courbes vy de la série considérée : la démonstration est
identique 4 celle qui précéde.

Ces résultats se généralisent sans difficulté.

Soit une séric quelconque simplement infinie de courbes de méme
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genre ct de mémes modules, tracées sur une surface hyperelliptique et
comprises dans 'équation

(21) 0(u — Ne — @)= 0,

ot §(u,¢) est unc fonction théta donnée et ot A, w désignent deux
paramétres liés par une relation de la forme

O(\ 1) =o,

O (A, p.) étant une nouvelle fonction théta.
Considérons la seconde série de courbes

O(u—a,0—f)=o0,
ou o ct b sont deux parametres liés par la relation

0(2,5) = o.

Les courbes de cette nouvelle série sont ansst de méme genre el de
mémes modules, el les deux séries jouissent de la propric¢lé snivante :

Le lieu du point qui, sur chacune des courbes d’une série, cor-
respond unicoquement & un méme point de Uune de ces courbes,
est unce courbe de U autre série.

Si les deux fonctions 0 (u, ¢) el O(u, v) sont les mémes, les courbes
des deux séries se confondent; il en est de méme si 0 «, ) est une
fonction paire ou impaire et si OCu, v) = 0(u— u,, v - v,)1 u,, v,
étant des constantes données. Dans ce dernier cas, les courhes de la
premicre série passent par le point fixe w,, ¢,. In particulier :

Considérons les courbes y qui passent par un point fire : le lieu
du point qur sur chacune d’elles correspond univoguement @ an
méme poind d’une courbe v donnée est une courbe v passant par

le point fixe.

Le théoréme du n® 146 estun cas particulier du précédent.
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151. VL. Revenons maintenant aux surfaces adjointes : la formule
qui fait connaitre le nombre des surfaces adjointes d’ordre 1 + ¢ — 4,
linéairement dislinctes, donne licu 4 une remarque intéressante.

On sait que deux définitions ont été proposées pour le genre d'une
surface d’ordre n.

Le genre géométrigue, P, estle nombre des surfaces d’ordre 2 — 4.
lin¢airement distinctes, adjointes a la proposéc;

Le genre numdérigue, 1, s’obtient en faisant \ = 2 — 4 dans la
formule qui donne le nombre des surfaces distinctes d’ordre N satis-
faisanL aux conditions des surfaces adjointes, c’est-a-dire ayant pour
courbe multiple d'ordre / —- 1 toute courbe multiple d’ordre { et pour
point multiple d’ordre /--- 2 tout point multiple d’ordre / de la pro-
[)OS(.‘L‘.

Ces deux définitions, en apparence identiques, ne le sont pas récl-
lement : en effet, on ne sail pas déterminer & 'aide d’une formule gé-
nérale le nombre des conditions auxquelles équivaut, pour une surface
d'ordre N, Tobligation d’avoir pour courbe multiple d'ordre / — 1 une
courbe donnée, que si N est suffisamment grand par rapport au degré
de la courbe. Pour ce cas, il existe une formule générale exacte, mais
on ne sait pas pour quelle valeur minimum de N clle cesse de s"appli-
quer. En d'autres terines, les courbes et les points multiples d'une
surface d'ordre 1 étant donnés, on sait calculer le nombre des surfaces
adjointes d'ordre Ny N étant suffisamment grand : si dans la formule
ainsi oblenue on fait N = n — 4, rien ne prouve qu’on doive obtenir
réellement le nombre des surfaces adjointes d’ordre - 45 on trouve
un nombre I, qui peuat différer de P, mais qui est également intéres-
sant, parce (u'il posside le caractére d'invariance dans les transforma-
tions birationnelles, comme I'ont montré MM. Cayley ¢t Zeuthen.

Pour les surfaces représentables point par point sur le champ hyper-
cllipuque, ona (n* 102) b

=1,

quant & P, on le calculera, d’aprés ce qui précéde, en faisant ¢ = o
dans la formule qui donnc le nombre des surfaces adjointes d'ordre
i+ g — 4, ct'on trouve ainsi

A
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Les deux nombres P et P’ sont donc différents. 1l convient de sup-
poser, dans celte application, que la surface S n’a pas de points mul-
tiples isolés; en ce cas, notre définition des surfaces adjointes coincide
avec celle qui est généralement adoptée.

CHAPITRE 1V.

Classes parficuliéres de surfaces hyperelliptiques.

152. Les plus simples des surfaces hyperellipliques sont celles qui
w'ont pas de courbes unicursales singuliéres.”

Pour une de ces surfaces, les fonctions ., (u, ¢); w, (1, 015 2, (1, v):
x.(u,¢) sont quatre fonctions Lthéta, de caractéristique nulle, d'or-
dre b, ne s'annulant simultanément pour aucun systéme de valeurs
des parameétres,

Les formules du n® 123 donneat alors, pour lordre 1 de la surface
et le genre p de ses sections planes,

o o n =
Y /1 p=_"-+u; ou  pE=- e
Ainsi :

Si une surface hyperelliptiqgue w’a pas de courbes unicursales

singulicres, son ordre est le double d’un carré.

135. Surfaces adjointes. — Le nombre des surfaces adjointes,
linéairement distincles, d’ordre o+ g — 4, a pour expression (n° 133)
’ /i 1y 4] ;

g (g — 1y {g—2)(g =30
ces surfaces découpent, sur la proposce, un systéme linéaire ¢*/* -

fois infini de courbes ayant pour équation générale (n” 131)

MO (uy0)+ 20,00, 0) oDy B, ) = o,

o 0,(u, 0), -.., 00w, ¢) désignent ¢* /i fonclions théta, d'ordre ¢h
ct de caractéristique nulle, linéairement distinctes; en d’autres termes,
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toule fonction théta, d’ordre ¢k et de caractéristique nulle, égalée a
zéro, représente sur S une courbe qui est I'intersection de $ avec
une surface adjointe d’ordre 2 +¢ — 4 (*).

ILe degré de cette courbe est égal & 2¢A* ou gn(n® 137).

Le probléme des surfaces adjointes de contaot est susceptible
d'unc solution plus compléte que dans le cas général.

Cherchons les surfaces adjointes d’ordre n + ¢ — 4 qui ont avec S,
toutle long de la courbe commune, un contact d’ordre 7 — 1 : on voit,
comme au n® 141, que le probléme n’est possible que si 'on a

hg =rg,

¢ ¢lant un entier; mais il n’est pas nécessaire de supposer ici que s
divise ¢, ctle probléme comporte ainsi une solution plus étendue que
celui des surfaces adjointes de contact passant par les courbes unicur-
sales singuli¢res d'une surface hyperelliplique générale.

Soit @ (1 — A, v — w) = o P'équation d'une des courbes de contact
cherchées; O(u, o) sera une fonction théta quelcongue, d’ordre 3 et de
caractéristique nulle; &, w scront deux constantes vérifiant les con-
grucnces,

N

I'su.
b

r

i

0

O

(mod périodes).
=20 )

Hi

On le démontre par la méthode appliquée au n® 141.

On en conclut, toujours comme au n° 141, que les courbes de con-
tact sonl lowtes eelles qui appartiennent a 7' familles, et 'on peut
énoncer le theoreme général suivant :

Soit &5 une surface hyperellipligue sans courbes unicursales sir-
gulicres, d’ordre n(= 20*); désignons par q, r, ¢ des eatiers po-
sitifs tels que

qgh =rz.

{') Pour abréger, nous dirons qu’une courbe est I'intersection de $ avec une
surface adjointe quand elle constitue, jointe aux courbes multiples, Vintersec-
tion compléte des deux surfaces.
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Les surfaces d’ordre n+ g - 4 adjointes a S, et ayant acec
cetle surface, toul le long de lewr courbe d’intersection (non mul-
tiple ), un contact d’ordre 1 — 1, se répartissent en r* systémes.

Pour les surfaces d’un systéme, les courbes de contact sont des
courbes d’un méme ordre et Lune méme famille, et forment une
série lindaire g — 1 fois infinic. Incersement toute courbe de
Pordre et de la_famille considérée est la courbe de contact d’une
des surfaces du systéme.

Les r courbes de contact de 1 surfaces d’un méme systéme sont
surr une surface arljofnlr' dordre n +- ¢ - 4.

Par r -1 courbes de contact appartenant @ des systémes quel-
conques on peul mener une suiface adjointe d’ordre n + ¢ — 4.
qui coupe vn oulre S suicant une 1™ courbe de contact.

Cette théorie est au fond la méme que celle qui a é¢ exposée an
“ - . . . .
n* 117 pour les courbes du champ hyperelliptique sans point singu-
lier.
En particulier. si Von fait ¢ == 1, == /i, an voit que :

Il existe I surfaces dordre n — 3 adjointes % et ayant avec
colle surface, le long de lear intersection, un contact d’ordre b 1.

Les ¥ courbes de contact sont des courbes vz par -y d’eutre
clles passe une surface adjointe d’ordre n — 3, coupant cn oulre S
suicant une 1°" de res courbes.

On a des théoremes touta fait analogues pour les surfaces adjointes
dordre u + ¢ — 4 passanl par une ou plusicurs courbes données
stir § eLayvant en outre avee S, tout le long du reste de lintersection,
un contact d’ordre - — 12 ces surfaces se répartissent encore en r* sys-
times; les courbes diz contact de 7 surfaces d'un méme systéme el les
courbes fixes données sur S sont sur une méme surface adjointe
dordrenn +~q — 1: ...

Ces propriétés, qui offrent une analogic compléte avee celles que
Fon a établies pour les courbes de contact adjointes i une courbe plane,
ne s’élendent pas, du moins, sous cetle forme générale, anx surfaces
hy perelliptiques douces de courbes unicursales singuliéres.
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154. Courbes tracées surla surface. — L’équalion d’une courbe
algébrique quelconque tracée sur S s'oblient cn égalant & zéro une
fonction théta: si ¢ est 'ordre de celleci, le degré de la courbe cor-
respondante sera 2hq : ainsi, les degrés des courbes tracées sur S sont
des maultiples de 24.

Si ¢ est inférieur a &, on peut, & une fonction théta d’ordre ¢, asso-
cier au moins une fonction d’ordre 4 — g, de telle sorte que le produit
des deux fonctions soit une fonction théta d’ordre £ et de caractéris-
tique nulle (n° 116); donc:

Par une courbe quelconque, tracée sur S, et dont l'ordre est in-
Jérieur & Uordre n de la surface, on peut faire passer au moins
une surface adjointe d’ordre n — 3.

De plus :

Siagh est Uordre de la courbe considérée, le nombre des sur-
Jaces adjointes d’ordre n — 3, linéairement distincles, passant par
’ i) 2
la courbe, est égal a (b — g)*.

De méme on démontrerait que :

Par une courbe d’ordre 2qh, tracée sur'S, et dont Uordre est
compris entre n et 2n -—1 (c’est-c-dire telle que 2h>g2h) on peut
Jaire passer (2l — ) surfaces adjointes d’ordre n — 2, linéaire-
ment distinctes, elc.

Rien n’est plus aisé que de déterminer toutes les courbes d’un de-

gré donné 2hq, que I'on peut tracer sur $: leur équation générale est
de la forme

O (=N — ) = R0 — A e — )+
+hplpe(u— N0 —p)=o0,

ol Ay ..., A2, ki sont des constantes arbitraires, et ol ,(«,v),
0,(u,0),... désignent ¢* fonctions théta linéairement distinctes,
d’ordre g et de caracléristique nulle.

v
[ ]

Journ. de Math. {4§* séric), tome1X. — Fasc. IV. 1893.
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Les courbes du plus petit degré, que 'on puisse tracer sur la surtace.
ont 'ordre 2/, et sont les courbesy (*).

183. Remarque. — Les courbes découpées sur S par les surfaces
adjointes d’ordre n + ¢ — 4 forment un sysiéme linéaire ¢*/* —1
fois infini; le genre de ces courbes est ¢4 +1 (n° 114); deux d’entre
elles se coupent en 24°/* points, d’aprés le théoréme de M. Poincaré :
la connaissance de ces nombres nous permet de discuter une formule,
duc 4 M. Nother, et qui est une extension aux surfaces du théoréme
de Riemann-Roch relatif aux courbes algébriques.

D’aprés M. Nother, si 'on appelle :

C des courbes du genre =, situées sur une surface algéhrique 5, el
9 o]
formant un systéme linéaire () fois infinij
v < 9
s le nombre de points d’intersection de devx courbes C:
P le genre de la surface 5, supposée de degreé »;
¢ le nombre des surfaces d'ordre 7 — 4 linéairement distinetes ad-
jointes 4 S, ct passant par une courbe C,

on a l'inégaliLé
QzP +s—z— ¢ --1.

Si nous appliquons la formule 4 une surface hyperelliplique S, ct
au svstéme des courhes C découpées sur elle par les surfaces adjointes
d’ordre 1+ ¢ — 4, nous trouvons, puisque ¢ = o,

g =120+ 2?2 — (g h* 1) +1 ou —1zP.

(*) 1l est a observer que les courbes ¢, bien qu’étant toutes du méme ordre
et du méme genre et formant un systéme continu, n'appartiennent pas & une
série linéaire de courbes de méme ordre qu’elles, c'est-a-dire de courbes de¢-
coupées sur § par un systéme linéaire de surfaces, chaque surface mobile ne
découpant qu’une courbe. Ce fait ne s’est pas présenté sur la surface de Kummer,
oit toutes les courbes d’un degré donné se répartissaient en une ou plusieurs
series linéaires; la raisen générale de cetle diflérence tient 4 I'existence sur $

des deux intégrales de premiére espéce /dlt et fd(’, comme nous l'avons mon-

tré dans une Nole insérée aus Comptles rendus de I’ Académie des Sciences

(28 aotit 1893).
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Or le genre géométrique, P est égal & 1; la formule n'est donc pas
vérifiée pour cette valeur de P. Elle 'est au contraire sil’on introduit,
au lieu du genre géométrique, le genre numérique P, égal ici & —1.
I y a done licu de penser que la formule générale de M. Nother doit
étre précisée, soit dans le sens que nous indiguons, soit en tenant
compte des intégrales de différentielles totales de premiére espice
appartenant & la surface.

186. Les surfaces hyperelliptiques qui n’oni pour courbes uni-
cursales singuliéres que des droites, c'est-i-dire pour lesquelles les
quatre courhes coordonnées x;(u, ¢) considérées dansle champ hyper-
elliplique n’ont en commun que des points simples, jouissent d'une
propriété spéciale.

Dans ce cas, en cffet, la singularité 4, que présentent les courbes
x;(U,¢)=o0 en un de leurs points simples communs, n’est pas une
singularité proprement dite, ct les courbes adjointes ne sont pas assu-
jelties 4 passer par ce point. En d’autres termes, la singularité s,
1'existe pas.

I en résulte (n° 130) que les surfaces adjointes d’ordre 1 — 3 dé-
couperont sur § la série lincaire de courbes dont I'équation s’obticnt
en ¢galant 4 zéro une fonction théta quelconque d’ordre £ et de ca-
ractéristique nulle, renfermant, par suite, sous forme linéaire et ho-
mogtne, 12 coefficients arbitraires.

Les propriéiés des surfaces de contact adjointes d'ovdre 1 — 3
scront ainsi les mémes, pour la surface $ considérée, que pour les
surfaces sans courbes unicursales singuli¢res, en particulicr il existe /*
surfaces adjointes d'ordre 72 — 3 ayant avec 5, le long de leur inter-
seetion, un contact d’ordre 1 — 1, ele.

[.c nombre A est lié ici au genre p des sections planes de S par la
relation

p=n+r1.
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CHAPITRE V.
Etude de quelques surfaces hyperelliptiques.

157. Nous ¢tudierons, dans ce Chapitre, quelques surfaces repre-
sentables point par point sur le champ hyperelliptique : nous n'avons
pas réussi a déterminer d’une maniére générale le degré minimum
des surfaces de cetie nature; il résulte des recherches de M. Picard
que ce degré est supéricur & cing ; nous avons, d’autre part, formé des
surfaces hyperelliptiques d’ordre huit. Il ne resterait donce, pour com-
bler la lacune, qu'a former des surfaces d’ordre six et sept, ou & dé-
montrer, ce qui semble probable, que le degré doit nécessairement
dépasser sept.

Quoi qu'il en soit, nous allons faire connaitre et ¢tudier quelques
surfaces d’ordre huit.

158, Soicnt Zy(u,¢)s 5,(u, )5 Z.(n, )5 Z3(u,v) quatre fone-
tions théta normales, du premier ordre, formant un groupe de Rosen-
hain (n® 20) : pour fixer les idées, nous supposerons qu’clles oni
respectivement pour symboles (n® 20) 47, 12,13, 41".

La fonction £, (u, ¢) est ainsi la fonction théta (paire) d'ordre un,
de caractéristique nulle, et les trois fonctions 5, %, =, sannulent
pour la demi-période z = o, ¢ = o.

De plus, le produil =,%, Z,Z, étant une fonction hmpaire, de carac-
téristique nulle (n® 21), il en serade méme du produit £, %,%,.

Cela posé¢, considérons la surface définic par les relations

N

(]
0y

i
w
W

~
-
.

B

~
—_——
= ~

\.\;

Sz,

-

a

w
WS

ou, cn coordonnécs carlésiennes,

[\
W
3y
W
e

(2) L= 0'—1, )’= 02’ 5=
) 23 173

(\"

w

W)

w

l\’i w
v

l:ia‘ tey

Les qualre fonclions coordonnées, «;(u,¢), sont des fonctions
théta, d'ordre trois et de caractéristique nulle, sannulant & la fois
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pour les valeurs de @, ¢ qui vérifient les équations
Zo(u,v)=o0, 5z

1~y =0

et (ui sont au nombre de six, d’aprés le théoréme de M. Poincaré.
De plus, les fonctions 3,, S,, Z; devenant nulles pouru =0, 0 =0, le
point u = o, v= o0 est un point double pour les courbes du chamy
hyperelliptique z,(«,¢) =0, z,(u,9)=o0, z,(&,v) =0 ct un point
triple pour la courbe x,(«, ¢) = o; par suite, c’est un point double
pour toute courbe Az, + X, + hyu, + Az, = o et il diminue e
degré de la surface (1) de quatre unités (n® 123).
En résumé, les zéros communs aux fonctions x;( «, ¢) duminuen! le
degré de 6 + 4 = 10 unités; ce degré est donc ¢gal 4 2.3% — 10 =8.

Ainst:
La surface définie par les relations (1) est d’ordre huil.
Nous la désignerons par X.
1l est ais¢ d’obtenir son équation.

Les velations (1) donnent en effet sans difficulté

" ra 1 2Tl
(2) Ty =
= X
P Xy
T 1 ~u ', o2 ! .
.4‘—:;;',1‘, ~J:;‘—J/., N:‘z,‘;“lz.
<o T )

e iane 22 2
les fonctions 2, £3,

3, 55 sont donc respectivement proportionnelles
A wyayy sy Lyt oy, el Péquation de la surface X s’obtiendra
en remplacant =5, 54, 22, 57 par leurs valeurs proportionnelles dans
I"équation homogéne classique qui lie les carrés de quatre fonetions
théta d'un méine groupe de Rosenhain.

Cette derniére relation est la suivante

G B+ (5 B + (R 55
—2,dy T (T~ T — 2a,a, 5352(5)+ 51
(b)) | —2a,a,5355(5,+ %))~ 2a,a, 5553 (5— %)
4 2a,a, 35505+ 5 — 20,0, 55525+ T))
+ 2A 2S5 =,
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Les coefficients @, @,, a,, A dépendent des périodes des fonctions
hyperelliptiques considérées; nous renverrons, pour leur expression,
au Mémoire de Rosenhain.

On a d’apres cela pour ’équation de £

iy (o) + 1))+ awtal (wh+ ) + @t (wh )

s — 20, Ay T Xy (3 — k)) - 20, @y nh 1y (B a4+ o))
(5) |\ —2aa,75%2,(0) 2]+ x)) — 20,0, 7% 0 07 (55— 1}

' + 24,0, 2,0, 0, 7 (2] + X)) — 20, @, 158, 8y (54 £

1

+ 2htLial = 0.

xX Ly Iy . . ’ . '
Remplagant —', =%, = par «, y, 5, on obtiendrail I'équation carté-

Xy Xy Ty
sicnne de Z, & laquelle nous donncrons plus loin une forme simple (*).

159. On voit que X est bien du huititme ordre; cette surface, en
coordonnées cartésiennes, admet pour centre Porigine x = o, y = o,
s =0, ainsi qu’on pouvait s’en rendre compte @ priori : cn clfet, si
I'on change wetv en — «, — v, les fonctions ,, x,, x, restent inalté-
récs el x, change de signe, puisque 7, 53, 53, 55 sont des fonetions
paires ct que 5, 5,5, est une fonction impaire.

La surface X est lice d'une maniére simple i la surface de Kumner.
Posons en cffet

w
2

-
Y

(u,¢), Z=2 (u,v).

l\’l w

YXY

(6) X = (u,v), Y=

w ‘ w
S
w I

sw

wroCe2

Le point X, Y, Z décrit une surface de Kummer, puisque 2, $2,
&3, S sont des fonctions théta d’ordre deux et de caractéristique
nulle, linéairement distinctes (n® 42); cette surface admet pour plans
singuliers les plans de coordonnées et le plan de I'infini, qui forment
un Létraédre de Rosenhain.

(') Léquatien (5) représente, (uelles que soient les constantes ay, a,, ay, 7,
une surface , parce que 'équation (4), oir les & sont considérées comme des
coordonnées homogénes, représente toujours une surface de Kummer (voir le
ne 159).
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Entre les coordonnées X, Y, Z d’un point de la surface de Kummer
ct les coordonnées z, y, 5 d’un point de X, correspondant aux mémes
valcurs de «, ¢, on trouve aisément, cn ¢liminant les 3, entre les
relations (2) et (6), les équations

d’oit Pon tire
X Y Z
8 L TZ e, = Z = —=.

(8) N SR <A VXYZ

Ainsi 4 un point de la surface de Kummer correspondent deux
points de X symétriques par rapport 4 I'origine et & un point de X cor-
respond un seul point de la surface de Kummer.

Soient K (X, Y,Z)=o0 l'équation de cette dernic¢re surface cl
X(x,y,3) =ocellede X; on a, d’apres (4) ct (6),

K(X, Y, 2)=C(X, Y, Z)+ 2B,(X, Y, Z)+ A*(X, Y, %),

C,, B,, A, ¢tant des polyndmes homogénes en X, Y, Z d'ordre
marqué par U'indice

C,= &iX*+aY*+ a2 — 20,0, XY — 20,04, X2 — 2a,a,YL,
B, =— a,a,X(Y?—1?)

+a,a, Y(X2+2L2)— a,a,(X*+ Y?)+ AXYZ,
A= o, Yl ~a,ZX —a,XY.

On en déduit pour le polynéme X (x, y, 5) la forme simple

B(,y,5) = 252G, (2,3, )

(9) +oxysB,(x,y,3)+ Aj(x,y,3); -

on a de plus identiquement

(10) K(:l;,y,z)zml—;-gx(w,y,:).
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160. Cela posé, les formes (5) (9) et (10) que nous avons données
a 'équation de la surface X mettent cn ¢évidence les propriétés sui-
vantes.

EEn coordonnées homogenes, les six arétes du tétracdre de référence
sont des droites doubles de Z. Les trois arétes qui partent du point
£, =&, =x,=0, cest-d-dirc les trois axes des coordonnées carté-
siennes, sont en méme temps des courbes unicursales singulieres : en
effet, les courbes unicursales singulicres de Z, abstraction faite de celle
(qu’on obtient en faisant u = o, ¢ = 0, correspondent aux valeurs de
u, ¢ qui annulent simultanément 3, et £, 5, Z,. Orles qualre fonclions
Tuy T4y Say 75 forment un groupe de Rosenhain et par suite des deux
systémes de valeurs (demi-périodes) de «, ¢ quiannulent a la fois =,
¢t S5 'un annule 5, et 'autre annule 5,. Méme remarque pour les
systémes qui annulent & lafois S, el 5, ou 5, el 5.

1l en résalte, si 'on se reporte aux relations (1), que les courhes
unicursales singuli¢res considérées se réduisenl aux trois droites
SIS0, Ly== 030, =0, 2y 7= 05 Ly = 0, 2, = 05 chacune d’elles étant
obtenue deux fois.

La courbe unicursale singuliére qui correspond aux valeurs = o,
v =0 csl unc conique, qui est située dans le plan x, = o3 en eflel,
%, 24y Ty stannulent pour «w = o, v =0, et 5, ne s'annale pas; sidone
on donne & uw cLo des valeurs lrés petites, «,(u,¢) est infiniment
petit par rapport aux trois autres fonclions i, ., 2.

L’¢quation de cetle conique s’oblient en faisanl x, = o dans (5) el
en divisant par £} 7 5 on Lrouve ainsi

(‘2(-’1'” Lyy Ly ) == O,

Cest une conique qui touche les trois arétes du tétracdre de réfé-
rence situces dans le plan 2, = o.

En coordonnces cartésiennes (¢), on voil que Porigine est un point
quadruaple de Z; le cone des tangentes en ce point est le cone chu second
ordre

Ay(yy,5)=0

complé deux fois; ee cone passe par les trois axes de coordonnées. I
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esl & observer quel’origine (oule point 2, =z, = ;= 0) est un point
multiple de premiére catégorie (n° 428); si en effet, dans les rela-
tions (1), on donne a u, ¢ des valeurs annulant $,( %, ¢), on trouve
Ly=Lyg=L3=0.

161. La sarface d’ordre qualre adjointe 4 X se trouve aisément;
on pourrait la chercher directement par I'étude des lignes doubles,
mais la marche suivante est plus simple.

la surface de Kummer, K(X, Y, Z) = o, admet, comme nous le sa-
vons, une intégrale double de fonction rationnelle ne devenant jamais
infinic; la fonction K étant .d’ordre quatre, cette intégrale a pour ex-

pression
dxX dyY
K;

Sous le signe ffremplacons X, Y, Z par leurs valeurs (7) en
. . ) . I 1 I . '
fonction rationnelle de x, y, z, c'est-a-dirc par —, == oy Pintégrale

nonvelle restera finie pour tous les systemes de valeurs de «, y, 5 qui
correspondent &4 un point de la surface Z, et par suite elle sera de la

forme
ffl)(.z', )’,0)(1'&'(!,

D étant e polynéme d’ordre quatre adjoint 4 X,
Or les relations

= — Y:—L
¥s T
donnent
dx dy . 3 L
(ll) dXdY Z_I’—‘)"%:‘(J 5“;’ +y;y‘+3),

(): ()3 n ' . . ,
5o et P ¢tant les dérivées partielles de z par rapport & « et & y, dé-

dnites de la relation

Z(x, ¥,3) = o.

La relation identique (10),

K(X,Y,Z)= ;r}«zz 2(x,y,3)

Journ. de Math. (4¢ séric), tome IX, — Fasc. IV, 1893. 56
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donne, en chaque point de la surface T = o,

v/ ()5"
,{)/‘—l'z-v:"')—,z ’

=

T 1 w9z Oy
K= gy (B +

J.c dy Jz
I’ 9L IT.

considéreés comme fonctions des trois vartables X, Y, Z. Or on tire
de (8)

étant les dérivées partielles, par rapport 4 / Ly de ay y. s

9 Jr X 2 dy Y . U3 |
- -y = ) b - —= D = = o
9L 1XYZ oL~ ZVNYZ gL \\NYZ

et, en remplacant X, Y, Z par leurs valears en ., y, 3, il vient

. A , - W v
(“)') ‘?‘l\/_'f?r)".(—l",r )‘-r+" =
Daillewrs on a
. VAR -1 is
_ YoV -\ =\w (;'l ik _)
7, ) ) pep Ty iy L()l "|'y {)y"”» o

t, par smite, dapres (11) el (12),

f cl\d\ jj ~,_.(/./ /l\’.

Cette formule montre que la surface adjointe DD = o a pour équa-
tion £yz = o, c’est-4-dire, en revenant aux coordonndées homogenes,
2y Ly Lk, == 0, puisque cetle surface est d’ordre quatre.

La surface adjointe du quatricme degre se décompose done en
(qualre plans, qui sont les faces du tétraédre de référence : il en résulte
(que la surface X n’a pas d’autres lignes multiples que les arétes de ce
tétraédre, qui sont des lignes doubles; on le voil de suite en faisant
suceessivement ., = 0, £, = 0, £, = 0, £, = 0, dans |'¢quation (3 ).

11 'y a licu d’observer toulefois que les six aréles ne jouent pas le
meéme role géométrique. Si 'on comsidére en effet la section de la
surface X par un plan quelconque P, cette seclion a six points douhles
en chacun des six poinls ol P coupe les aréles; mnais on démontrerait
sans difficulté que chacun des trois points doubles situés dans le plan
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x, = o diminue le genre de la scction de trois unités, tandis que les
Lrois aulres points doubles, situés sur les arétes qui partent du point
x, =z, =&, = 0, sont des points de rebrousscment ordinaires. Les
trois premiers points doubles sont donc d'une nature loule particu-
liére; les deux branches de la courbe passant par chacun d’enx y ont
un contact d’ordre ¢levé.

Lia section plane de X est ainsi de genre

$.7.6—3.3-3=y,

comme on le savait @ priori, car les qualre courbes z;(«, ¢)= o, con-
sidérées dans le champ hyperelliptique, ont six points simples et un
pointdouble (¢ = v = o) communs; dés lors la formule

p=ht+1—;X1(54 ;)
donne ici
p=3F+1—1=0.

162. 1¢éude des courbes algébriques tracées sur la surface £ nous
entrainerail trop loin; nous nous hornerons & parler de celles qui sont
du plus petit degre.

i dehors des courbes multiples et des courbes unicursales singu-
licres, toute courbe tracée sur une surface représentable point par
point sur le champ hyperelliptique est au moins de genre deux, puis-

quelle admet les deux intégrales de premitére espéce /du cL/du:

les courbes de moindre degré seront donc au moins du quatriéme
ordre. Si elles sont du quatriéme ordre, clles seront planes, car les
courbes gauches de degré quatre sont de genre zéro ou un.

Sur la surface Z existe effectivement une série simplement infinic
de courbes planes d'ordre quatre et de genre deax. Soit en effet
3(u,v) la fonclion normale impaire d'ordre un et de caractéristique

10
1}

; désignons par X ety deux paramétres liés par la relation

S(hp)y=o0
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et considérons sur X les courbes représentées par I'équation générale
(13) S(u+he+p)=o,

Nous allons montrer que ces courbes, en nombre simplement in-
fini, sont d’ordre quatre.

En effet, dans le champ hyperelliptique, la courbe
S(u+he+uw)y=o0
a un point simple en u = o, ¢ = o, puisque

S(hyu)=o0;
la courhe

Flwl(uﬂ ¢)+ szz(u9 v)+ 0323 (Uyv)+ pyw, (U, v) =0

a un point double au méme point. Donc des six points communs i
ces deux courbes, deux coincident avec le point « = o, ¢ = o.

“n revenant 4 la surface Z, on voit que toute courbe (13) tracée
sur cetle surface est rencontrée par un plan quelconque en 6 — 2 == j
points ; elle est par suite du guairiéme degré.

Voici quelques propriétés des courbes (13).

ILa fonction
S(e+n e+u)S(u—"n v—u)

est évidemment une fonction théta d’ordre deux et de caractéristique
nulle; elle s’exprime donc en fonction linéaire et homogéne de quatre
fonctions distinctes de méme nature, par exemple de =3, =7, <3,
Comme d’ailleurs elle s’annule pour # =o0, v = o, ainsi que 5%,

%3 et que 5} ne s'annule pas, on pourra l’exprimer a 'aidede £7,$3, 5
seulement, ct ’on a ainsi

Observons ici que, si 'on considére la surface de Kummer déja in-
troduite et définie par les relations (6), le plan

AX+1,Y +2Z=o0,
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en vertu de 'équation précédente, est un plan tangent de cette surface
(n° 89) dont le point de contact est défini par les denx équations

S(u+no+uw)=0, Z(u—%k¢—u)=o0;

c'est donc le point « =0, ¢ =0, c’est-a-dire le point X =0, Y =o,
Z = o, qui est un point singulier de la surface. En d’autres termes, le
plan A, X +2%,Y +2;Z = o touche le cone C,(X,Y,Z) =0 formé
par les tangentes cn ce point singulier (n°159).

Si nous revenons & I, nous voyons que I’équation (14 ), aprés mul-
tiplication des deux membres par S,(x, ¢), peut s’écrire

So(ty)S(u+ 7 v+ p)S(e—A v —u)
=nx, (4 )+ Nz, (uy 0) + A, (1, ¢).

Le plan Az, + X,,+ A;; = o coupe donc la surface X suivant
les deux courbes du quatriéme ordre

(16) T(u+h e +u)=o, S(u—2 ¢ —u)=o.

Le facteur S¢(z, v) ne donne que l'origine des coordonnées (n° 128).
Les deux courbes (16) sont symétrigues I'une de I'autre par rapport a
Iorigine, car on passe de 1'une 4 'autre en changeant z et ¢ en — v,
— o (n° 159). Le plan A,z + Ny + A, z2=0 enveloppe le cone
C,(z, y,5) = o d’aprés ce qui précede. '

En d'autres termes :

Les plans menés par le centre de X, tangentiellement au cone qui
a pour sommel ce poinl et pour base la conique située sur la sur-
Jace coupent T suivant dewr courbes du quatriéme ordre.

Ces deux courhes ont le centre (qui est un point quadruple de X)
pour point double; on démontre sans difficulté qu’elles ont toutes
deux pour asymptotes les trois droites suivant lesquelles leur plan
coupe les trois plans des coordonnées cartésiennes, et qu’elles sont
osculatrices entre elles aux points 4 'infini sur ces asymplotes, ctc.

Pour six positions du plan sécant, correspondant aux six plans sin-
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guliers de la surface de Kummer passant par le point ¥ =o, v =o,
les deux courbes du quatri¢ine ordre coincident (') : trois des plans
sécanls ainsi définis sont les plans de coordonnées x =o, y =o,
5 =o0, et les quartiques se décomposent en droites; les trois autres
plans touchent X le long d’une quartique de genre deux proprement
dite.

1l serait aisé de déduire de ces propositions un mode de généra-
tion de la surface £ par des quartiques planes; sans insisler sur cc
point, nous nous bornerons & faire observer que toutes les quarti-
ques (13) sont des courbes ¥ et ont par suite les mémes modules.
Géométriquement on peut donner de cette derni¢re propriété une dé-
monstration identique & celle du n® 60, basée sur la fixité des rap-
ports anharmoniques des six droites suivant lesquelles un plan mobile,
tangent & un cone du second ordre (C, = o), est coupé par six plans
fixes tangents au méme cone.

Enfin il y a licu de remarquer que les propriétés générales des
courhes ¥ passant par un point fixe s’appliquent 4 nos quartiques,

163. On obticent une seconde surface du huiti¢me ordre, analogue
a la précédente, mais un peua plus générale, de la maniére suivante :

Désignons par Z,(u,¢); 5,(u,¢); S3(u,0); Z,(¢,¢)5 Z5(uyv);
Z4(u,¢) les six fonctions théta normales d’ordre un qui sannulent
pour u =0, v =0; ce scront les six fonctions impaires, ayant pour
symboles respectifs

12, 13, 4, 14, 21, 31

Soit Loujours F,(, ¢) la fonction d’ordre un et de caractéristiue
nulle, de symbole 44'. Considérons la surface S définie par les équa-
tions

W

ry e [
07 44 a— - 1944 — - — 'l — - o
././’ = 0~ 962 = ~pra9 '1’3 ——-dowa,

(r)

[
~

0

Ly =g, 5

c 2 e
23t P 79575,

o1 ¢ est unc constante quelconque (pour p = o on a la surface X). Les

(*) L équation de ces six plans est évidemment B} — C,AZ = o.
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quatre fonctions x,, x,, x;, x, sont d’ordre trois ct de caractéristique
nulle, comme on le voit aisément; les trois premiéres sont paires et la
derniére est impaire.

Ces fonctions s’annulent simultanément :

1° Pour les six solutions communes aux équations

[ Y — CC S At .
~.,(u, ‘1)——-0, ~ gtz 'J.J,‘-J:’-ac——o,

2° Pour le systéme v =o0, ¢ = 0; de plus, le point u=o0,¢=0
est un point double, au moins, pour chacune des courbes du champ
hyperelliptique z;(u,v) =03 (j =1, 2, 3,4).

I en résulte que le degré de S est égal 4

2.3—060—4=28.

Cette surface, en coordonnées cartésiennes, a pour centre le point
£=0, y=0,3=0, qui cst un point quadruple (de premiére caté-
gorie). Examinons maintenant en quelques mots rapides les courbes
remarquables tracées sur S, et d’abord les courbes unicursales singu-
ficres.

Les six solutions communes aux deux équations

LS\

s =0 ct R
sont deux & deux égales et de signes contraires; soient u,, ¢, ¢t — «,,
— ¢, deux d’entre elles. Donnons a «, v dans les fonctions x;(u, ¢) les
valears uy + 2, ¢, + 1, € et 1 étant trés petits, il vient
zi=a,(Ae+Br)+...,

z,=a,(Ae +Byn)+...,

zy=a,(Ae+ Bn)+...,

J/'4=Ai€ +B;‘q +-'-’

lesa, A, B étant des constantes et les termes négligés étant du second
ordre au moinsen ¢ et 4.

Quand z et 7 varient, l¢ point ainsi défini décrit la droite

Ly Ly T3
ay as 2]
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La droite analogue qui correspond aux valeurs — u,, — ¢, des pa-
ramétres coincide avec la précédente, car dans le calcul ci-dessus a,,
@,, a, sont les valeurs (ue prennent les fonctions paires 53, 53, &} pour
U=Uy, = 0.

En d’autres termes, les six droites (unicursales singuliéres) se rédui-
ront & trois, passant par le centre de la surface et dont chacune sera
une ligne double de S. Nous avons déja rencontré le méme fait pour
la surface Z.

Au systéme u = o, v = o correspond sur S une courhc unicursale
singuliére qui est une conique, située dans le plan x, = o (n° 160);
I’équation de cette conique, ou plutdt celle du céne qui la contient et
(ui a pour sommet le centre de S, est C,(z,,x,,z,) = 0, comme
~ dans le cas de la surface X, car I'équation cherchée ne dépend que des
valeurs que prennent les fonctions x,, x,, x, pouru =¢, v =1;, el ces
fonctions sont les mémes pour les surfaces Set X.

On voit également, comme plus haut, que les plans tangents au
cone C, = o coupent S suivant deux courbes v, du quatri¢me ordre,
symétriques par rapporl au centre, et dont les équations sont de la
forme :

S(u+re+p)=o, (u—"r,¢e—u)=o0,

h et p. étant deux paramétres li¢s par la relation Z(%, n) = o.
~ Toutes ces courbes ont pour point double le centre de S.

On démontre ensuile sans difficulté que, parmi les plans tangents
au cone C,=o, il en est six qui touchent la surface S suivant une
courbe du quatrieme ordre (). Les trois faces du tri¢dre formé par
les droites doubles trouvées plus haut, touchent également le cone, et
coupent chacune S suivant une conique, qui est une ligne double de
cette surface.

Enfin le plan %, = o0 coupe S suivant la conique qui correspond au
systeme de valeurs # = o, v = o, et suivant une courbe du troisi¢ine
ordre qui est également une ligne double de la surface.

in résumé, la surface S a pour lignes doubles trois droites, trois

(") Parmi ces plans figurent les plans de coordonnées xy =0, 23=o0, z;=o.
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coniques ct unc cubique; le genre des sections planes est ainsi égal &
4.7.6— 12 =9, comme on le savait a priort.

La surface adjointe du quatritme ordre se décompose en (uatre

plans, qui sont les faces du triédre formé par les droites doubles et le
plan x == 0.

164. Nous nous bornerons enfin i signaler une trotsiéme surface
hypereltiptigue d’ordre huit, qu'on déduit de £ en remplacant x,

] 1 i1 ' -
Ys 5 par—, 5 =; clle a pour équation

C,+2xyzB,+ Al?y*s=o,
élant poseé

C,=a v+ au's* + a0’ y? — 20y3(a, a5 + A, Ay + Ay,
Bz = - “'_ra:s'll;(:"2 _',Vg,)
~a,a,y(x* +37)— a,a,35(*+ y* )+ hxys,

A=y —ayy -~ a,s.

QUATRIEME PARTIE.

SURFACES REPRESENTABLES POINT PAR POINT SUR LA SURFACE DE KUMMER,

Généralités.

163. Nous avons admis jusqu'ici, dans I'étude des surfaces hyper-
elliptiques générales, qu'a un point de la surface ne correspond, aux
multiples prés des périodes, qu’un scul couple d’arguments «, ¢.

Supposons maintenant qu'a un point d'une surface € dont les coor-
données cartésicnnes x, y, 5 s'expriment en fonction quadruplement
périodique uniforme de deux paramétres u, ¢, correspondent deux
couples d’argurents u, ¢ et ', ¢. Nous allons démontrer que la sur-

Journ. de Math. (4~ série), tome 1X. — Fasc. 1V, 1593, 57
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face € est représentable point par point sur une surface de Kummer.

n cffet, considérons, en chaque point x, ¥, = de €, la somme
du + du' : clle peut se mettre sous la forme Mdz + Ndy, M et N
étant rationnels en z, y, 5, car « ety étant les variables indépen-
gg + %Z—I ct %’, -+ %%: est unc fone-
tion rationnelle de .z, y, s en chaque point de €, puisqu’elle n’a qu'unc
seule valeur en ce point.

Si maintenant, dans Mdx + N dy, on remplace x, y, = par leurs
valeurs en fonction quadruplement périodique de u, v, il vient

dantes, chacune des deux fonctions

du + du' = A(u,0) du + B(a, ) de,

-A et B étant des fonctions (uadruplement périodiques uniformes.
De méme on aurait

de + do' = A (u,v) du + B, (u, ¢) dv.

Les deux intégmlcs](du + du’) clj(rlu—i- do’) restent évidem-
ment finies sur la surface T; or l’il‘llégmlc‘/A(u, eYdu+ Ba,v)de
ne peut demeurer finie que si les fonctions quadraplement périodiques
A et B se réduisent 4 des constantes, et de méme les fonctions A,
et B3,.

On a ainsi

(1)

s’ du+du =2 du+3 de,

U de +do == o, du+ 5, dv,

%y By %y py Clant des conslantes.
Permutant ¢ et /', v et ¢ dans ces relations, on trouve les nouvelles
équations
o (du — du' )+ 3 (do — dv')=o,

(2)

o (du — du' )+ 3, (do — dv') = o.
Deux cas sont & distinguer :

1. Silona
du =du et d¢ =de,
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les deux relations (2) sont satisfaites. Mais on en conclut ' = u +- v,
¢ = v 7¥,; Y et y, étant des constantes, ct par suite les coordonnées
x, ¥, 5, considérées comme des fonctions quadruplement périodiques
de u, ¢, admettent le couple de périodes v, v,. Le systéme d’argu-
ments &', ¢ n’est donc pas distinct (aux périodes prés) du sys-
teme u, ¢.

I1. SiT'on n’a pas simultanément
du = du’ et do = dv',

les relations (2) montrent que le déterminant af, -- 3a, est nul.
Dislinguons encore deux cas.

1° Si 2, B, a,, B, sont tous nuls, il reste dans (1)

du + du' = o, dy + dv' = o;
d’on I'on tire
u-+u ==y, 040 =y,
Posons maintenant
v="U + 3y, o=V + v,
. w=Utly,  o=Vip;
il vient
U+U =o, V+V=o.

On voit ainsi que les coordonnées i, y, z, considérées comme fone-
tions quadruplement périodiques de U et V ne changent pas quand
on remplace U etV simultanément par — Uet - V; ce sont done des
fonctions paires de U, V. ,

2¢ Supposons que I'une au moins des quantitész, 8, a,, B,; «,, par
exemple, ne soit pas nulle.

On déduit des équations (1), en tenant compte de la condition
2B, — Ba, = o,

(a,du—adv)+ (0, du — adv') = o;
d’olr . '

(3) (e —ap)+ (o U —av)=y.
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La seconde relation (2) donne d’ailleurs
) (o +Bo) ~ (2 e+ B, ') =1y,.

Prenons maintenant pour variables, & la place de w et o, les argu-
ments U et V ainsi définis

UC=au—a0—}y,

V=o,u+ 8.

Les relations (3) et (4) montrent que, & un point de @, corvespon-
dront les deux systémes d’arguments

U, Vel —U, Vr,.

En ce cas, les fonctions quadruplement périodiques considérées se
raménent aux fonctions elliptiques.

Soit en effet F'(U, V) P'une quelconque des coordonnées ., y, =
d’un pointde E; on a, daprés ce qui préetde, pour toutes les valeurs
de Ui, V,

(5) F(U,V)=TI(- U, V+¥,
On en conclut, en changeant encore une fois Uy Veen — U, Vv,
F(U, V) = F(G,V +27,),

2+, est donc une période par rapport it V senlement.
Soient maintenant o et o’ un couple quelconque de périodes simul-
tances de U, V : changeons dans (5) Uet Ven U+ o, V+ o';il

vient successivement, par des transformations ¢videntes,
F(UV=FU+0,V+0)=F(—U-0,V+o+7v,)
=F—-U,V+20+7,)
=F(U, V+a20'+2v,)
=F(U,V+20).

Cetle derniére relation montre que 20’ est une période par rapport
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4 V scul; et, par suite, puisque (2w, 20) est un couple de périodes
simultanées, que 2w est une période par rapport a U seul.

1l en résulte évidemment que F(U, V) est une fonction doublement
périodique de U et doublement périodique de V.

166. Résumant toute celte analyse, on voit que, si I'on reste dans
le champ hyperelliptique proprement dit, toute surface €, telle qu’a
un de ses points correspondent deux points du champ, peut, aprés
un changement de variables, étre représentée par des équations de
la forme

x=F,(u,r), y =F,(u,v), z3=F,{u, v),

ou I, I, I, sont des fonctions quadruplement périodiques peaires
de u, o, c’est-a-dire ne changeant pas quand on remplace «, ¢ par
—-u, - 0.

En d'autres termes :

La surface € estreprésentable point par point sur la surface de
Kummer.

167. Les coordonnées homogénes x,, x,, x4, 2, d'un point de la
surface € peuvent élre mises sous une forme remarquable.

Si l'on se reporte cn effet au théoréme de M. Appell, rappelé au
n° 1, on voit u’on peut écrire (en négligeant le facteur de propor-
tionnalité) .

x,=0,(u,v), xz,=0,(u,v),

xy=0,(u,v), Ly = O»’-(“’ v)s

O,(uyv), ..., 0;(u,v) étant des fonctions théta de méme ordre et de
mémes multiplicateurs. :

. xr . . . .
Pour que la fonction — soit paire, il faut gu’on ait

+

0,(eey0) O (—uw, —v),
0,(u, ¢) - 0,(— e, —v)’




454 G. HUMBERT.

[ L] ' 3 L) . 0,(—~ y ==
d’ou I'on déduit aisément que le quoticnt iﬂ%?)ﬂ
1 ’
et par suite (n® 10) il faut que 0,(z, ¢} soit une fonction paire ou
r Vs

——l— =y

impaire, ou qu’elle le devienne quand on la multiplie par ¢ * *
p' et ¢' étant des nombres entiers.
Désignons par 0, («, ¢) la fonction paire ou impaire

doit ¢étre entier,

)

v

L.t
0, (u,0)e * *,

le raisonnement fait au n° 14 montre que 0, («, ¢) est une fonction
normale, de caractéristique quelconque.

. 6, 0, 0, , . T
Les quotients ¢, :2» .* étant des fonctions quadruplement périodi-
1 1 1

ques paires, les trois fonctions

»

—— -

O=c¢ * T 0;(ue) (j=234)

qui sont des fonctions théta, seront des fonctions normales, de méme
ordre et de méme caractéristique que 0, (#, ¢), et seront paires ou
impaires avee 0.

in d’autres termes :

Les coordonnées homogénes d’un point de € sont proportion-
nelles @ quatre fonctions théta normales, de méme ordre ol de
méme caractéristigue, simullanément paires ow impaires.

On peut dire aussi que toute surface € correspond point par point
a une surface de Kummer K, par les relations

.1;,-:S’,-(X,,X.,,,,’_:,,X,,') (\'/.::[,2, 3,/‘).

en désignant par z; les coordonnées d’un point de T et par X; celles
du point correspondant de K.

Les fonctions S, égalées & zéro, représentent des surfaces liées d'unc
maniére remarquable 4 la surface de Kummer; d’aprés la théorie
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générale des courbes tracées sur cette surface, cing cas sont 4 distin-
guer : )

1° Les coordonnées z;(«,¢) sont d’ordre impair, 2p + 1, et s'an-
nulent pour six demi-périodes : les surfaces S; = o sont d’ordre p+1
et passent par une méme conique de K.

2° Les coordonnées z;(«, ¢) sont d’ordre impair, 2 + 1, et san-
nulent pour dix demi-périodes : les surfaces S; == o sont d’ordre ¢ + 2,
et passent par trois mémes coniques de K, ayant en commun un point
double de K.

3¢ Les coordonnées xj(u, v) sont paires, d’ordre pair, 2z, ct de
caractéristique nulle : les surfaces S; sont d’ordre ¢ et n’ont en com-
iun aucune courbe située sur K. '

4¢ Les coordonnées x;(u, ¢) sont impaires, d'ordre pair 2¢, et de
caractéristique nulle : les surfaces S; sont d’ordre ¢ + 2 et passent par
(qualre mémes coniques de K, formant un groupe de Rosenhain.

5° Les coordonnées «;(u, v) sont d’ordre pair, 2¢, et de caracté-
ristique non nulle; les surfaces S; = o sont d’ordre g+ 1 et passent
par deux mémes coniques de K.

168. Ces principes ¢lant établis, il est aisé, en répétant les raison-
nements faits au Chapitre IIT de la troisitme Partie, d’établir la
Lthéoric géndrale des surfaces €.

Nous nous bhornerons & ¢noncer les résultats principaux.

Toute surface €, d’ordre n, admet une surface adjoinic d’ordre
u—4 (n° 402); cetie surface a pour ligne multiple d’ordre £/ — 1
loute ligne multiple d’ordre [ et pour point multiple d’ordre / — 2 (uu
moins) lout point multiple d’ordre [ de €. Elle coupe €, en dehors
des lignes multiples, suivant les courbes unicursales singuliéres
de €, celles qui correspondent & des demi-périodes pousant tou-
lefois étre cxceptées (n° 107). )

La théorie des courbes tracées sur la surface de Kummer, exposcée
au Chapitre IX de la deuxitme Partie, s’applique évidemment sans
modification aux surfaces €, du moins pour les proprié¢tés qui restent
invariables dans les transformations hirationnelles.

Le nombre des surfaces d’ordre n — 3, linéairement distinctes,
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ad:joinles 4@, estégal dap + 1, p étant le genre des seetions planes
de €.

Le nombre des surfaces d’ordre n + ¢ - 4, linéairement dis-
tinctes, adjointes a €, est égal d

i9(q—1)n+g(p—1)+2+i(g—1)(g — 2)(¢ — 3).

Cette formule ne differe de la formule analogue, relative aux sur-
faces hyperelliptiques générales, que par le terme additif + 2 (*).

Si les quatre fonctions coordonnées x;(u, ¢) sont des fonctions
d’ordre %, ayant en commun des singularités s,, 6,,...,5, en des
POINLS &y, 04, .. ., Uy, V4, les courbes de coupées sur@ par les surfaces
adjointes dordre n+ g — 4 forment une série linéaire:

(g —n+qg(p—1)+1
fois infinie, et ayant pour équation geénerale
0 (e, o)+ 18, (uye)+ ... =0,

les 0 (u, ) élant les fonctions théta normales d’ordre hy, linéai-
rement distincles, de méme caractéristique que les fonctions +'(u, v).
et paires ou impaires selor que ces derniéres sont paires ow im-
paires; de plus, les fonctions 0(u, o) ont en chague point wy, ¢, lu
singularité adjointe de la singularité composée (gz,).

169. Remarque. — Il peat acriver que les fonclions )(u, ¢) aient
en uy, v une singularité d’ordre plus élevé que la singularité ad-
jointe (g5, ), en raison de la condition particulitre qui leur est imposée
d’étre paires ou impaires, Par exemple, si ces fonelions sont des fone-
tions paires, de caractéristique nulle, ct si la singulavilé s, consiste
en un point double correspondant & une demi-période, — (0, 0) par
cxemple, — la singularité ¢z, sera un point multiple d'ordre 2g, ¢t 1a

(") L'existence du terme + 2 Lient & ce que les in légrales‘/rln etfdv ne sonl

pas desintégrales abéliennes le long de toute courbe tracée sur .
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singularité (¢6,) un point d’ordre 2¢ — 1, correspondant 4 la méme
demi-période; mais une fonction paire ne peut avoir au point (o, 0)
(qu'un point multiple d’ordre pair; les fonctions §(u, ¢) auront ainsi,
en ce point, un point multiple d’ordre 2¢, et parsuite y seront douées
de la singularité (¢s;) et non de la singularité adjointe (¢5;). La
proposition énoncée plus haut n’en subsiste pas moins, si I'on con-
sidére comme douée a fortiori de la singularité (¢s,) toute fonc-
tion (ui présente en &y, v, une singularité plus élevée que (¢5,).
Dans cet énoncé voici ce que nous entendons par singularit¢ plus
élevée que (¢3;) . Soient 0,(u, ¢) une fonction quelconque, ayant en
tyy vy la singularité (¢sy), et O(u, ¢) une fonction quelconque ayant
la singularité adjointe (¢ 5;) : la fonction §(u, v) aura une singularité

e ;. . 0(u,v) . .
plus ¢leviée que (g5, st le quotient Zi7=23 tend vers zéro quand u, ¢

s'approchent respectivement de u;, ¢4 en restant liés par la relation
0,(u,v)y=o.

170. On démontre également, comme au 1° 133, que:

les surfaces adjointes d’ordre 1+ q — 4 qui passent par les
courbes unicursales singuliéres, communes 4 € et & la surface ad-
Jornte d’ordre n— 4, découpent sur € la série lindéaire des courbes
comprises dans Uéquation

MO (uye) + 2,0, uy0)+...=0,

0t 0,,0,,... désignent les fonctions théla normales d’ordre hq, li-
néairement distineles, de méme caractéristique que les fonctions
24 (u, 9), et paires ou impaires en méme lemps que ces derniéres;
de plus, les fonetions 0,0, ... ont en chaque point u,, ¢, la singula-
rité composée (¢ sy ).

Le nombre des surfaces adjointes, linéairement distinetes, dont il
est question, est au moins égal a

19 +)n—q(p—1)+2+i(g—1)(g — 2)(g — 3).

Il est égal i ce nombre lorsque les singularités (¢ 5,) sont indépen-
Journ. de Math. (* séric), tome 1X. — Fasc. IV, 18¢3. 58
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dantes pour les fonctions théta normales, d’ordre hg, de méme carac-
et ‘ H 4 3 e H res ¢ Ce

téristique que lc:,'fonclmns 2% (u,¢) el paires on impaires en méme

temps que celles-ci.

Ces divers théorémes donneraient lieu 4 des applications géomé-
triques analogues a celles qui ont été développées dans le cas des sur-
faces hyperelliptiques générales, et sur lesquelles nous n'insisterons
pas.

Surfaces hyperelliptiques du quatriéme ordre.

174. Laissant maintenant de colé Vétude générale des surfaces €,
nous dirons quelques mots de celles qui sont d’ordre minimum,
¢’est-a-dire d’ordre 1 : il est clair, en effet, que les surfaces € sont au
moins du quatriéme degré, puisqu'elles sont de genre un.

Les surfaces €, d’ordre quatre, ne peavent avoir dautres courbes
mmicursales singulicres que celles qui correspondent a des demi-pe-

riodes. En effet (n° 103), intégrale double / ' / P de, sur une sur-

face T, dordre 1, se met sous la forme

//’ D(r, v, s)ydrdy

Nous savons de plus (n® 107 ) que la fonction D(x, y,z). dordree
1 — 4, sannuole en Lows les points d'une courbe unicorsale singulicre
i ne correspond pas 4 une demi-periode. St Tz, y, 2) est Fordre
quatre, D (x, y, z) est une coustante non nulle, et par suite il est im-
possible qu'il existe des courbes unicursales singnliéres, en dehors de
celles qui correspondent 4 des demi-périodes.

Les quatee fonctions coordonnées «(u, ), (f==1,2,%, 1), qui
définissent une surface T d'ordre quatre, w'ont done de singularites
communes (u’anx seize points ( %‘ ) ‘-l)::), en désignant toujours par ¢, 4
deux périodes simoltanées.

Soient 7,, 7,,..., 5, ces singularités dont plusicars ne peuvent pas
exister; on a, en désignant par /i 'ordre des fonctions x;(u, ¢),

=120 = E3(5454)];
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car I'ordre de € est évidemment égal 4 la moiti¢ du nombre des solu-
tions non fixes communes 4 deux équations x;(«, ¢) = o, z,(u, 9) = o,
puisque ces solutions sont deux & deux égales ct de signes contraires,
et qu'a deux systémes «, ¢; — u — ¢ ne correspond qu'un point de €.

Les sections planes d'une surface € d’ordre quatre sont de genre
trois, car la surface €, qui est de genre un, n’a pas de courbe mul-
tiple; par suite, le nombre des surfaces adjointes & €, d’ordre
n ¢ — 4, c’est-a-dire d’ordre ¢, est, d’aprés la formule dun® 170 ('),
au moins égal &

2¢(g+1)—29+2+3(¢g —1)(¢—2)(¢—3)

ou

i(g +1) (¢ +2)(g+3).

Or l¢ nombre L(g +1)(q +2)(g+ 3) est précisément égal au
nombre des surfaces les plus générales d'ordre ¢ linéairement dis-
tinetess il en résulte :

1 Que les surfaces d’ordre ¢ adjointes 4 une surface € d'ordre
quatre sont toutes les surfaces d’ordre ¢ de I'espace, ce qui était évi-
dent a priori;

2 Que les mots au moins doivent &ire supprimés dans I'énonce
ci-dessus, cl par suile (n° 170) que les singularités (¢5,) sont indé-
pendantes pour les fonctions théta normales de méme ordre ct de
méme caractéristique que les fonctions z7, el paires ou impaires en
méme temps que celles-ci. En particulier, si Pon fait ¢ =1, on voit
que les singularités communes aux quatre fonctions z,(u, ¢) z,(u, v),
r4(Uye), 2,(u,¢) sont indépendantes les unes des autres, pour les
fonctions théta normales de méme ordre ¢t de méme caractéristique
ijue ces qualre fonclions, et paires ou impaires en méme temps qu’elles.

Lnfin le nombre des surfaces adjointes Jinéairement distinctes
d’ordre un ¢tant égal 4 quatre, la proposition du n° 470 montre qu'il
n'existe pas, en dehors des quatre fonctions z;(u, ¢) et de leurs com-
binaisons lincaires, de fonction théta de méme ordre et de méme

(*) Cette formule donne bien le nombre des surfaces adjointes d'ordre ¢,
puisqu’il n’y a pas de courbes unicursales singuliéres communes a T et 4 la sur-
face adjointe d'ordre n — 4.
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caracléristique que ces forictions, paire ou impaire en méme temps

2 =

- ’ . L . . (J-‘ QI
qu’elles, et douée des mémes singularités aux scize points (—, -;-)-

172. 1l résulte de la qu’on pourra trouver toutes les surfaces T
d’ordre quatre en appliquant la méthode suivante.

Soit A un nombre queleonque; on considérera les fonctions théta
normales 9(u, ¢), d'ordre /i, paires (ou impaires) ayant une caracté-
ristique donnée. :

Désignons par N le nombre des fonctions théla considérées, linéaire-

. . . . . . @ gy, .
ment distinetes; une singularité 5, en un des seize points (;, —2-) équi-
vaut pour ces fonctions a ¢, conditions : on formera les fonclions
O(u, ¢)qui ont en chacun des seize points précédents des singularités
Gy Gay .oy 546 Choisies arbitrairement, mais de telle sorte cependant
que Pon ait

(6) 422N =X,

On aura donc ainsi formé quatre fonetions O(u, ¢) linéairement dis-
tinctes qui sont les fonctions coordonnées .c;(u, o) d'une surface g,
dont le degré n est donné par la relation

() n=i|2/h*— 2154, 54)]-

Les singularités 5, deveont étre choisies de Lelle sorte que = 4.
Toutefois il conviendra de s’assurer que les quatre fonctions O (u, ¢)
trouvées ne sont pas divisibles par une méme fouction théta, et qu
un point de & ne correspondent pas dautres conples d'arguments que
u, el —u, —v¢,

Voici des applications de cette méthode & chacun des cing cas con-
sidérés an ne 167, ‘

173. 1. Les fonctions O(u,v) sont d'ordre 27 + 1, paires par
Qg

. . e §
exemple, et sannulent pour six mémes demi-périodes, ;’ s 7’

Le nombre de ees fonclions, linéairement distincles, est égal
(n*8,7)a
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Si on les assujettit & avoir un point multiple d’ordre 2% pour une
. .. @ 9 .
des dix demi-périodes autres que —*» —*, le point (o, o) par exemple,

on trouve aisément le nombre de conditions auxquelles équivaut cette
singularit¢. En effet, les développements des fonctions paires 0(w, ¢),
suivant les puissances croissantes de #, ¢, ne contient que des termes
d’ordre pair; si’on annule les coefficients de ces termes jusqu’a Pordre
2k exclusivement, on obtient un nombre de conditions égal a

1+ 3+...+(2k —1), Ccesl-a-dire K%,

Si I'on assujettit les fonctions 0(w,¢) 4 avoir un point multiple
d'ordre 2k + 1 pour une des six demi-périodes primitives, on frouve -
de méme un nombre de conditions égal 4

244 +...+ 2k =k(k +1).

Par suite, pour les fonctions 0(«,¢) douées de points multiples
ordinaires, correspondant aux scize demi-périodes, et d’ordres

ahy, 2kyy ..., 2k, 2k, 401, 2k,4+0, ..., 2k, +1,
les relations (6) et (7) deviennent
h=24+20+1 — (K +1i+. ..+ k)
— [, (e, + 1)+ o+ Ky (b + 1)),
4 :%[2(2F+ I)z- ,‘(kf+'+ I‘fo)
— (2k, 4+ 1) = = (2, 1)),

On vérifie immédiatement que ces deux relations ne différent pas
l’une de lautre, et chacune d’elles peut s’écrire

822+ 8 —6
= 4k} + 4K 4.+ 4G+ (2K, ) 2k 4 1)

(8)

On arrive ainsi 4 ce résultat remarquable que les surfaces € du
quatriéme ordre cherchées correspondent aux décompositions du
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nombre 8c°+ 85 — 6, en dix carrés pairs et en six carrés impairs.
2¢ + 1 étant I'ordre des fonctions coordonnées.
Voici un exemple :
Pour p=1,0na
8p*+ 8z —6G=10.

Les décompositions du nombre 10 en careés suivant la formule (8)
se réduisent & une scule

=4 +1+1+14+1+1-+1,

Les fonctions §(u, ¢) sont alors des fonctions théta paires, dordre
trois, de caractéristique nulle, s’annulant pour six demi-périodes. ¢t
ayant un point double pour une autre demi-périnde.

Géométriquement, la surface @ correspondante est définie par des
équalions de Ia forme -

(9) 'vj:Sj(Xn\-zs N X,

o X, X,, X;, X, désignent les coordonnées d'un point d'une surface
de Kummer, K. Les surfaces S; = o sont ici des quadriques, passant
par unc des coniques singulicres de K et par un point double sitié en
dehors de cette conique. La transformation ainsi obtenue est one
transformation par rayons vecteurs réciproques de la surface K, si
I'on suppose que la conique considérée sur K soit le cerele i Iinfini et
que le pole soit placé en un des points doubles & distance finic.

L’étude de la surface du quatrieme degré trouvie n'offve done
aucune difficulté.

174. II. Les fonctions §(u,¢), d'ordre 22 + 1, sannulent ponr
dix demi-périodes. Celles d’entre elles qui sont linéairement distinctes
sont (n* 3, 7) en nombre égal &

28% 425,

émon me tout & 'heure qu’on obtiendra une surface
Ond tre comme lout & I'heure qu’on obtiend face T
d’ordre quatre, en assujeltissant ces fonctions & avoir des points mul-
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tiples d’ordres (2k, +1), (2k,+1), ..., (2k,,+ 1) pour chacune
des dix demi-périodes primitives ct des points multiples d’ordres 2k,
2k, ..., 2k, pour chacune des six autres demi-périodes, les nombres
k et k' devant vérifier la relation unique

822+ 85— 6 =(2k, + 1) ...+ (2k, 4+ 1) + 4K+ .+ fK2.

Exemple, — Pour g =1, 822+ 82 — 6 est égal a dix et il n'y a
qw'une décomposition possible :

10=f14+141+4...4+ 1.

Les fonctions 0 («, ¢) sont alors des fonctions d’ordre trois s"annulant
pour dix demi-périodes.

Dans les relations de la forme (9) qui définissent €, les surfaces
N, = o sont des surfaces cubiques passant par trois coniques de K
avant en commun un point double de cette derniére surface. Nous
reviendrons plus loin sur Ja surface € ainsi obtenue.

175. UL Les fonctions 0(u,¢) sont paires, de caractéristique
nulle et d’ordre 225 1e nombre de celles qui sont linéairement dis-
tineles est égal (no4) a

2% 2.

On obtient une surface T d’ordre quatre en assujettissant ces fone-
tions i avoir, pour les demi-périodes, des points multiples d’ordres
2hiyy 2hiyy ...y 2k, les nombres k vérifiant la relation anique

2t — o=k +k+...+ K,

emples. — Pour g = 2,0n a

Iy a deux décompositions du nombre six en moins de seize carrés

1¢ O= 24141,

2 O=1414+s4+14+1+1.
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On voit sans difficulté que la surface € qui correspond & la pre-
mitre décomposition est définie par des équations de la forme (g), ot
les surfaces S; = o sont. des cdnes du sccond ordre qui onl pour
sommet commun un point double de K et passent en outre par deux
autres points doubles de cette surface. 1l est clair qu'a un point de €
correspondent dés lors deux points de K, situés sur une méme droite
issue du point double qui est-le sommet des cones S; = o, el par
stite @ est non pas du qualri¢me, mais du second degré.

Pour la surface @ qui correspond & la seconde décomposition, les
surfaces S; = o sont des quadriques passant par six points singuliers
de K. Parmi ces six points, cing ne peuvent étre dans un méme plan
singulier de K, parce que les fonctions coordonnées «;{u, ¢) seraient
alors divisibles par la fonction 5 du premicr ordre correspondant & ce
plan singulier.

176. TV. Les fonctions O(u, ¢) sonl impaires, de cavactéristique
mulle, d’ordre 25, clles s’annulent pour chacune des scize demi-
périodes; le nombre de celles qui sont lincairement distinetes est
252 —2(n" 4).

On obtient unc surface € d'ordre quatre en assujetlissant ces fone-
tions & avoir, pour les demi-périodes, des points multiples d'ordres
(2hy+v), (2ky41), ...y (2,4 1) 5 les nombres & vérifiant la rela-
tion nnique

8p*— 8 ={(2h + 1)+ (2hy+ 1) +.. .4 (2h+ 1)

Exemple. — Pour p=2, 852 —8 esl ¢gal & 245 il n’y a qu'une
décomposition du nombre 24 en scize carrés impairs

=9+ 1+T14...41.

Les quatre fonctions x;(u, ¢) relatives & la surface @ correspon-
dante sont des fonctions théta normales d’ordre quatre appartenant a
la famille singulitre; les courbes x; (%, ¢) = o sur la surface de Kuni-
mer ont un point triple en un des seize points singuliers; ce sont donc
(n° 78) les courbes de contact de surfaces de Steiner inscrites & K.

Nous retrouverons ¢galement plus loin cetle surface €.
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177. V. Les fonctions (u, ¢) sont d'ordre 2 ct de caractéris-
tique non nulle. Elles s’annulent pour huit demi-périodes; le nombre
de celles qui sont linéairement distinctes est égal & 2°.

On obtient une surface @ d’ordre quatre en assujettissant ces fonc-
lions & avoir, pour chacune des demi-périodes primitives, des points
multiples d’ordres 2k, +1, 2k, + 1, ..., 2/, + 1 ct, pour chacune
des huit autres demi-périodes, des points multiples d’ordres 2k, ...,
2k}, les nombres &, &' vérifiant la relation unique

Bp* — 8= (2k,+ 1) +...+ (2ky+1)* + 4] +. ..+ 4K,

F'/;(Jmple. — Pour p = 2, 8g* — 8 est égal az4;ily aplusieurs dé-
compositions du nombre 24 en huit carrés pau*s et huit carrés impairs;
considérons par exemple la suivante

=4+ 4+ 4+ 0+ 114+ 4T

Pour la surface  qui correspond & cette décomposition les surfaces
S; = o sont des surfaces du Lroisi¢tme ordre, passant par deux coniques
de K, et en outre par quatre points doubles de cetle surface. Les
quatre derniers points doubles doivent étre distincts de ceux qui sont
situés sur les deux coniques considérées, mais peuvent cependant coin-
cider avec I'un ou Tautre des points doubles communs aux denx
coniques,

178. La théoric précédente montre qu'on peut obtenir des surfaces
@ du quatri¢me ordre, quel que soit Uordre (ixé a priori, des fonclions
coordonnées correspondantes; I'étude générale des surfaces ainsi défi-
nies serait sans doulte fort intéressante, mais nous ne I'aborderons pas
ici, nous contentant d’examiner une des surfaces particulieres indi-
quées plus haut.

Nous nous bornerons & faire observer qu’on peut, pour des va-
lears différentes de 'ordre fixé, retrouver la méme surface ('); ¢'est
ainsi que la surface de Kummer se retrouve, comme on le voit aisé-

(') Le raisonnement fait en note au n° 405 ne s’applique pas aux surfaces €,
puisque les différentielles du et dv ne sont pas abéliennes sur ces surfaces.

~
Journ. de Math. (§ série), tome IX. — Fasc. IV, 18g3. 20
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ment, pour diverses valcurs simples de 'ordre. A chaque mode nouveau
de représentation de cette surface correspond évidemment une trans-
formation birationnelle de la surface en elle-méme, et réciprogunement.
On voit par la que 'étude des surfaces ici examinées présente nn réel
intérét; nous aurons sans doute occasion d'y revenir ().

Etude d’une surface hyperelliptique du quatriéme ordre.

179. Soit R la surface du quatri¢me ordre pour laguelle les fone-
tions coordonnées z;(u, ¢) sont les quatre fonctions théta impaires,
linéairement distinctes d’ordre trois et de caractéristique nalle (nv174).
Ces fonctions s’annulant simultanément pour dix demi-périodes, la
surface R a dix droiles, qui jouent le réle de courbes unicursales sin-
guliéres. Les points qui correspondent sur W aux six auvtres demi-
périodes sont évidemment des points doubles de la surface (n® 15).

Jtndions maintenant les courbes représentées sur B par les équa-
tions Z;(uw, 0) =0, Z;(u,¢) ¢tant une des seize fonctions normales
d’ordre un.

L’ordre de la courbe Z;(u, ¢) == o est égal &

2.3 -5,

s" désignant le nombre de celles des dix demi-périodes primitives qui
annulent S;(u, ¢); or nous savons ue ces dix demi-périodes sont celles
cui n’annulent pas une méme fonction thita dordre un, qui est ici la
fonclion Z,(u,v) de caractéristicque nulle, et il en résulte sans diffi-
cult¢ que la fonction 5;( , ¢) s’annule pour quatre des demi-périodes
considérées, & moins qu’eclle ne soit la fonction £, («, ¢) elle-méme. On
a donc s = 4 pour quinze des fonctions S;(u, ¢) et le degré de la courhe
correspondante cst égal a 1.

Nous trouvons ainst guinze nouselles droites sur R.

Ces droites sont celles qui joignent deux & deux les six points dou-
bles de 8, car chacune des quinze fonctions £,(u,¢), autres que

(') Dés maintenant nous pouvons dire que la surface de Kummer admet
d’autres transformations univoques que les quinze collinéations et les seize réci-
procités fondamentales.
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Za(u,v), s'annule pour deux des demi-périodes qui annulent $,(«, ¢),
c’est-a-dire pourles arguments de deux des six points doubles.

lies dix droites trouvées primitivement sont les arétes des couples
de plans qui passent par les six points doubles : en effet, chacune des
dix demi-périodes qui correspondent & ces droites annule six des quinze
fonctions 5;(«, v); en d’autres termes, chacune des dix droites primi-
tives rencontre (n® 1438) six des quinze droites nouvelles, d’ott I'on
déduit de suite la proposition i établir. ‘

‘nfin la courbe 5,(u,¢) = o, sur B, est unc cubique gauche qui
passe par les six points doubles.

Il résulte de Ia que B est le licu des sommels des eones du second
ordre qui passent par les siz points doubles, car on sait que ce licu
est une surface du quatrieme ordre, laquelle passe évidemment par
les vingt-cing droites et par la cubique gauche trouvées tout i
Pheure (7).

180. Nous trouvons ainst entre la surface licu des sommets des
cones passant par six points et la surface de Kummer, K, un lica
remarcquable, signalé pour la premiére fois par M. Darboux. Les coor-
donuées . d’un point de la surface B sont liées aux coordonnées X
d'un point de K, par des relations de la forme

t9) xyp= Sj(xa7 X,y X, ‘.) (/ =1,2,3,4),

ot 5; = o est I'équation d’une surface cubique passant par trois coni-
ques de K qui ont en commun un point singulier. D’a‘prbs cela
(n** 44-49) aux sections planes de B correspondent, siir K, les courbes
de contact de surfaces cubiques inscrites, douées de quatre points
doubles : c’est la précisément la liaison indiquée par M. Darbousx.
Cette liaison ne permettant pas de transformer aisément les pro-
pri¢tés connues de la surface de Kummer pour les élendre i la sur-

1"y Voir, sur cette surface :

Dawsovx, Bulletin des Sciences mathématiques, 1. 1, 1 série, p. 354; Hien-
novzer, Math. Annalen, t. 11, p. 582; Scuortky, Journal de Crelle, 1. 103,
p. 238; Reve, ibid., t. 86, p. 87 et 98; Caseary, Bulletin des Sciences mathé-
matiques, 18g1.
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face B, nous allons cn déduire une seconde, d’application plus facile.
Il résulte de la proposition du n® 168 que la courbe commune i une
(uadrique ct & R aura une équation de la forme

O(u,¢)=o,

O(u, ) étant une fonction théta normale, paire, d’ordre six, a carac-
téristique nulle, douée d’un point double pour chacune des dix demi-
périodes qui annulent les quatre fonetions i; (&, «), et réciproquement.
Si la quadrique passe .par les six points doubles de 8, la fonction
O(u,¢) aura encore un point double pour chacune des six autres
demi-périodes, ct réciproquement.

Or, sur la surface de Kummer, dont les coordonnées X (u, ¢) d'un
point sont supposées proportionnclles & quatre fonctions d'ordre deux
et de caractéristique nulle (n” 12), la courbe O(u, ¢) = o0 est sur une
sarface cubique (n” 30) qui passe par les seize points singuliers. Mais
toute surface cubique passant par les seize points singuliers de K esl
évidemment la premiére polaire d’un point de P'espace par rapport
a K1 il en résulte qu’aux courbes découpées sur B par les quadriques
mences par les six points doubles correspondent sur K les courbes
de contact des tangentes issues d’un méme point, et réciproquerent.
Si done on transforme K par polaires réeiproques en une autre sur-
face de Kummer, K’, on voit qu'aux sections planes de K’ correspon-
dent, sur R, les seetions par des quadriques passant par les six points
doubles, et réciproquement.

Draprés cela, si X, X7, X}, X, sont les coordonnées d’un point
de K et o, ..., %, celles d'un point de B, la liaison entre les*deax sur-
faces sera exprimeée par des relations de la forme

(10) »’\j = (-‘i(,,‘l"l s Lag Lyg L4 )s

les surfaces C; = o élant des quadriques passant par les six points

doubles de B (').

(") Cette relation entre K/ et 8 est celle qu’a indiquée M. Heve au Tome 86
du Journal de Crelle; on voit qu’'elle se déduit de celle de M. Darboux (entre
K et #) en opérant sur K une transformation par polaires réciproues.
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181. Cherchons inversement & exprimer les x en fonction des X'.
Lorsque le point # décrit une section plane de #, le point X décrit,
sur K, une sextique passant par dix points singulicrs, et, par suite, le
point X’ décrira, sur K’ (n® 78) une courbe du huitiéme ordre de la
famille singuliére, ayant un point triple en un point singulier de K'.

On aura donc

xp= Rj (X’n X;’ X,:n XT’:)a

les surfaces R; = o élant des surfaces du quatricme ordre, passant par
uatre coniques de K’ qui appartiennent & un méme tétraédre de Ro-
senhain (n° 30); de plus, cessurfaces ont un point double en un méme
singulier de K’, qu’on peut supposer différent des sommets du té-
tra¢dre.

Ces résultats montrent également que les fonctions coordonnées
d’un point de R peuvent se meltre sous la forme

(11) wi(W,vy=9(u,v),

les 03(«'y¢") étant des fonctions théta impaires, d’ordre quatre, de
caractéristique nulle, douées d’un point triple pour une des seize
demi-périodes. On a donc ainsi un nouveau mode de représentation
paramétrique de la surface 8 (').

182. La relation entre les surfaces 8 et K’ donne lieu 4 des consé-
(uences intéressantes.

“Considérons les relations (10) comme liant les points d’un espace I,
ol les coordonnées sont X', aux points d’un espace ¢, ou les coordon-
nées sontx; ( Transformation de Reye). A un point, x, de e correspond
an seul point X' de E’, mais a4 un point X' correspondent dew.r
points x, puisque trois quadriques C;(a,, ., 2y, 2,) = o ont huit
points communs, dont six sont fixes.

(*) Ge mode de représentation comprend, comme cas particulier, celui que
M. Schottky a indiqué, et ou les 0;(«', ¢') sont des produits de quatre fonctions &
du premier ordre,

Le mode de représentation primitif comprend, comme cas particulier, celui
de M. Caspary.
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Lorsque X' déerit un plan, x décrit une quadrique passant par les
six points fixes; lorsque X’ décrit une droite, i décrit une biquadra-
liqque passanl par ces points, el réciproquement.

Trois quadriques passant par les six points fixes se coupent en outre
en deux points ¥, %, ui correspondent & un méme point X' : si
I'un de tes points, ", est sur ¥, parmi les quadriques qui passent
par £, «*! ct par les six points fixes, figure, d’aprés la définitian
de B, un cone ayant x'" pour sommet; il en résulte de suile que les
deux points 2! et x4 sont confondus. En dautres termes, les deux
points qui, par les relations (10), correspondent & un méme point X',
pris sur K', sc confondent en un seul point situé¢ sur 8.
~ Le point X' décrivant un plan langent 4 K’, le point « décrit une
rjuadrique passant par les six points fixes el tangente a2 R : cetle qua-
drique est évidemment le cdne qui passe par les six points, et qui a
son somimetl au point de 8, correspondant du point de contact du
plan considéré avee K.

Observons enlin qu’une cubique passant par cing points doubles
de B coupe en outre la surface en deux points, g, et g, : d’apres la
définition géométrique de W, ces deux points sont en ligne droite avee
le sixiéme point double. Or I'ensemble de la cubique etde ladroite g, o,
peut étre regardé comme une biquadrique, menée par les six points
doubles, et tangente 4 W aux deux points g, el g,; en d’aulres termes,
cette biquadrique correspond 4 une tangente double de K'. Ainsi les
points de contact d'une bitangente de K’ ont pour correspondants
deux points de B situés en ligne droite avec un des six points dou-
bles.,

Cette belle relation, indiquée par M. Darboux, et en évidence les
six systémes bien connus de bitangentes de L1 surface de Kumnmer.

I185. Voici quelques applications de ces principes; nous les donnons
sans développement, nous hornant 4 renvoyer aux propriélés de la
surface de Kummer que nous transformons.

Une biquadratique passant par les six points doubles de R coupe
er oulre la surface en quatre points p,, P, Ps, Pss @ chague répai-
tition en dews couples de cos quatre points correspond une réparii-
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tion en dewr couples des quatre cénes passant par la biguadra-
tigue, ou, si l'on veut, des sommels des quatre cénes, q,, ¢., 45, ¢,
(couples conjugués, n® 96).

Les points p,y pay ps, ps sont les sommets d’un premier étraédre;
les points q,, q., ¢,, ¢, sont les sommets d’un second : chaque
couple d’arétes opposées d’un des tétraédres s appuie sur un couple
d’arétes opposées de autre (n® 100).

Les deux tétraédres appartiennent donc i un systéme desmique de
trois tétraédres el jouissent ainsi des nombreuses propriétés qui carac-
Lérisent un tel systéme.

Dewr points doubles quelcongues de B sont les sommets opposés
d’une double infinité de quadrilaiéres complets, dont les quatre
aulres sonunels sont sur .

Cette proposition dérive d’un thévréme de M. Darboux (n*37) en
vertu duquel il existe des quadrilatéres gauches dont les cotés sont
des bitangentes d’une surface de Kummer et dont les sommets sont
les poinls de contact de ces bitangentes.

Comme conséquence :

Les cones des tangentes a 8 aux sic points doubles de cetle sur-
Sface onl en commun une méme cubique gauche, tracée sur la sur-
face et passant par les six: points (V).

184. Nous terminerons cn indiquant quelques propriétés de deux
systtmes de courbes remarquables tracées sur 8. °

Le premier systéme se compose des courbes, en nombre double-
ment infini, suivant lesquelles # est coupée par les cones quadriques
qui ont pour sommets les points de ¥ et qui passent par les six points
doubles ou points fondamentaux de B; ces courbes, lorsque R est
rapportée au systtme de coordonnées (11), ont pour équation géné-
rale

('y Hiernorzer, loc. cit.
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5 étant une fonction théta du premier ordre, et A, . des constantes
arbitraires. Nous désignerons ces courbes sous le nom de courbes y';
chacune d’clles a un point double, en dehors des points fondamen-
Laux.
Le second systéme se compose des courbes représentées par I'équa-
tion
S(u—"h e —u)=o,

lorsque R est rapporté au syst¢me de coordonnées u, ¢ du n* 179;
nous les appellerons courbes y.

On démontre aisément que toute courbe ¥ a un point double, ct
qu’elle est le lieu des sommets des cones du second ordre qui passent
par les six points fondamentaux et par ce point double.

Les courbes y el v jouissent des propriétés générales des courhesv:
elles sont de genre deux; les courbes v sont d'ordre six, les courbes v/
d’ordre huit.

Chaque courbe y ouy” a six pdles (n° 143), qui s'obtiennent géo-
métriquement d'une maniére simple. en vertu de cette proposition :

Chacune des droites joiznant un des six: points forudamentaus:
au point double d’une courbe v (ou ~') rencontre vu outre cotte
courbe en un nouceau point; les siz: points ainsi obtenus sont les

poles de la courbe.

Inversement, chaque point de % est le pole de six courbes v (ou +")
(qui seront diles ses courbes polaires, et dont les points doubles se dé-
terminen! par le théoreme précédent.

On démontre comme aun® 146 que :

Les six piles des courbes (ou ') qui passent par un point dé-
cricent chacune une des courbes y (ou ¥'), polaires de ce point.

Le licu des points doubles des courbes y ou y* passant par un point
se déduit du lieu des poles par la constraction indiquée plus haut;

on voit ainsi que :

A chacune des six courbes ' polaires d’un méme point de B, on
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peul associer un des sixc poinls fondamentauzx, de telle sorte que lrs
sir cones qui ont respecticement une des six courbes ' pour direc-
trice el le point fondamental correspondant pour sommet, sc con-
pentsuicant une méme courbe nouvelle, située sur .

Cette courbe nouvelle, lieu des points doubles des courbes ¥ me-
nées par un point, est aussi, par définition, le licu des sommets des
cones quadricues passant par ce point et par les six points fondamen-
taux; c¢’est donc une courbe ¥, ayant le point considéré pour point
double.

On a ainsi entre les courbes ¥ el Y la dépendance qu’indique V'é-
nonce suivanl :

Soit une courbe v (ou ¥) quelconque; les six cones qui ont
respeclivement pour sommels les siz points fondamentoux et qui
passen! par celle courbe coupent en outre B (en dehors de droites
Joignant les points fondamentaux) chacun suicant une courbe v
(ou ), ayant pour pdle le point double de la courbe’ (ou ¥) pri-
milise.

ERRATA.

La proposition analytique énoncée au n°9(p. 44) de ce Mémoire est inexacte;
la démonstration indiquée établit seulement que : si une fonction théta est
divisible par une fonction théta aux mémes périodes, le quotient est une fonc-
tinn Lhéta aws mémes périodes.

Cest d'ailleurs dans ce sens que nous avons toujours appliquéda proposition.

/
s

/.
/

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. IV, 18g3. 60



