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LES ACTIONS

ELECTRODYNAMIQUES ET ELECTROMAGNETIQUES,

PAR M. P. DUHEM,

Chargé d’un Cours complémentaire de Physique mathématique et de Cristallographie
a la Faculté des Sciences de Lille.

INTRODUCTION

Dans un récent Mémoire ('), nous avons essayé d’établir les lois géné-
rales de I'induction électrodynamique, telles qu’elles ont été formulées par
M. H. von Helmholtz, sur des hypothéses trés simples et qui se présentent
pour ainsi dire d’elles-mémes. Nous allons maintenant, poursuivant cette
revision des lois de I’électricité, aborder I’étude des actions électrodyna-
miques et des actions ¢électromagnétiques. Nous ne nous occuperons que
des corps conducteurs, magnétiques ou non magnétiques, etnous remettrons
a un autre travail I’étude des corps diélectriques. La méthode que nous
emploierons est I’extension de celle que nous avons appliquée aux conduc-
teurs linéaires dans le tome III de nos Legons sur I Electricité et le Ma-
gnétisme. Les résultats auxquels nous parviendrons seront en complet
accord avec ceux qu'a formulés, parfois presque sans démonstration,
M. H. von Helmholtz. Si nos études contribuent a faire partager au lec-
teur 'admiration que nous inspire I'ceuvre de l'illustre physicien, notre
but sera atteint.

(1) P. DuneM, Sur U'Induction électrodynamigue (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, t. VII, B.; 1893).

Fac. de T. — VIIL G.1



G.2 P. DUHEM.

CHAPITRE PRELIMINAIRE .

LES FONCTIONS D’HELMHOLTZ.

§ 1. — Introduction des fonctions d’Helmholts.

Changeons les notations qui nous ont servi au dernier Chapitre de notre
Mémoire : Sur ’Induction électrodynamigue (*). Désignons par Oz, Oy,
Oz les axes absolument fixes que nous avions désignés par OZ, Oy, OC.
Désignons par u, ¢, w les composantes suivant ces axes du flux électrique
au point (z, y, z), composantes que nous avions désignées par 9, ¢, 7.

Posons

) 14+ A« I1—Axy—x [2,— X —y 5, — 3
U:f e < ! wy Pl w, ) | dw,,
L 2 7 2 r r r r
[14+ A ¢ 1I—A yy—v/xy—x — 3, — 3
() ¢© :f =+ A 5 < ! ¢¢,+y' yv1—|— ! W1>:| dw,,
| 2 r 2 r r r r
1+ A w I—A 5,—3 [X,— X /'y — 3, — 3
L
\ | 2 2 r r r r

les intégrations s'étendant a I'inducteur entier.

Ces quantités 0, ©, @ changent de valeur, a un instant donné, d’un
point & P'autre de I'espace; en un méme point de l'espace, par leffet des
changements survenus dans 'inducteur, elles changent de valeur dun in-
stant a 'autre. Ce sont donc des fonctions des quatre variables z, y, z, .

Moyennant les égalités (2) du Chapitre I et des égalités (8) et (13 bis)
du Chapitre 1I, I'inducteur auquel appartient I'élément d, engendre au
point (@, y, z) une force électromotrice d’induction dont les compo-

(1) Ce Chapitre est destiné a exposer quelques théorémes analytiques indispensébles. Ces
théorémes sont tous dus a M. H. von Helmholtz.

(2) P. Dunem, Sur I’Induction électrodynamique (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, t. VII, B; 1893 ).
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santes &y, &, ¢&; sont données par

. A Of oh
uxdt_———2—-<3(‘)-—|—(‘)d —I—’Q)dx @d>
(2) d‘dt_—f(axu—(‘)df—{—i‘?»—i—@dh)
()y dy
Sodt=— > (3@ odf 0% x@‘)h>
A\ du d"
Dr’ailleurs, on a évidemment
“ 5‘(‘):(—)9f+d—®g+dvl+g(—)dt
\ dz Jat
11AV) a0 a9
(3) ;00 = dxf+ yg+d_‘,;h+52 dt,

ow ® 0 oW

oxf+5;g—'— h+ =~ dt.

oW = 05 ot

Soient a, b, c les composantes de la vitesse au point z, y, 5. Nous au-
rons

(4) J=adt, g =bdt, h =wdt.

En vertu des égalités (3), (4) et (5), les égalités ( 2) deviendront

[ gg(do 90 90 90 da b do
\Lx“ R LY Ml M FR rA P S L
. Az (90 v A% 09 da ab dc
/ — e — el i
(5) (cy._ 5 (dt +adx+b0 +eoz +©0]—|—1 0)’+Wdy>
L Aw 0w L 09 oW b dc
\¢;_~_ 2<dt +a7);+b0y+ 03 I_Oda 05—+ 0z>
Posons
g 00 0w
E ay
, o® 00
(6) R="9z 9z’
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ct les égalités (5) pourront encore s’écrire

R CT v R S

| . Frov 0
(7) py:——;[—dj +c¥ —aRk + @(Ua—;—vb—!—\@d],
. A2 T 0® @ d -
So— Y 5 Y o 9 .
L& 2\:0[—1—61,1 bl+0;(()a—l—\b+lﬁpc)J

Les formules (6) mettent en évidence le role capital que joueront, dans
la théorie de 'induction électrodynamique, les fonctions ©, ©, @ définies
par les égalités (1).

Ces fonctions ont été introduites en Physique et leurs propriétés ont
été étudiées par M. H. von Helmholtz (*). Nous allons reproduire les ré-
sultats auxquels il est parvenu.

§ 2. — La fonction W (x, y, z, ).

Considérons un conducteur dont (x,, y,, 3,) est un point et dw, un
¢lément de volume tracé autour de ce point; soit ¢, la densité de 1'électri-
cit¢ libre en ce point; soit dS, un élément de surface électrisée apparte-
nant au méme conducteur; soit E, la densité superficielle en un point de
I'élément dS,.

Au point (z, y, z) de I'espace, et a I'instant ¢, la fonction potentielle
¢lectrostatique a pour valeur

V(x,}/, ) t):fgl—!dwl+ S%ds,,

la premiére intégrale s’élendant aux divers volumes électrisés qui font
partie du systéme, et la seconde aux diverses surfaces électrisées; 7 est
la distance du point (z, y, z) a un point de I'élément dw, ou de I'élé-
ment dS,.

Nous savons que cette fonction est uniforme, finie et continue dans tout

(1) H. Heumuovrz, Ueber die Gesetze der inconstanten elektrischen Stréme in kérper-
lich ausgedehnten Leitern (Verhandlungen der Naturhistorisch-Medicinischen Vereins
zu Heidelberg, B.V, p.84-89; 1870. — Helmholts Abhandlungen, t.1, p.537). — Ueber
dic Bewegungsgleichungen der Elektricitit fiir ruhende leitende Korper (Borchardt's
Journal, t. LXXII, p. 57; 1870. — Helmholtz Abhandlungen, t. I, p. 545).
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9. . \ . , . I
I'espace; a l'infini, elle devient égale & o comme ~- Nous savons, en outre,

qu’en tout point non situé sur une surface de discontinuité électrisée, cette
fonction admet, par rapport a x, y, z, des dérivées partielles du premier
ordre qui sont finies et continues.

. . A% .,
Désignons par 5 la quantité

— S [ w,cos(Ny, &)+ ¢y cos(Ny, ) + o cos(Ny, z)

—+ Uy €08 (Ny, ) + 95 c08(Ny, ) + w, cos (N, 5)] ; ds,
Jdu, dv, ow\ 1
~ (5 o+ B) s

la premiére intégrale s’étendant aux surfaces de discontinuité que pré-
sentent les conducteurs et la seconde au volume de ces conducteurs.

%l; dt serait ainsi la variation éprouvée, pendant le temps d¢, par la fonc-

tion potentielle, si les conducteurs, tout en étant traversés pendant ce
temps par les flux électriques qui les traversent & I'instant ¢, demeuraient
immobiles dans la position qu'ils occupent & cet instant.

. . \%
Au sujet de cette fonction % » nous admettrons :

., 0V . . . .
1° Que la quantité - existe, est uniforme, finie et continue dans tout

1 . . 1 1 A *a I
I’espace; qu’a 'infini, elle est égale 4 o de la méme maniére que ~:
s q 5 q 7

2° Qu’en tout point non situé sur I'une des surfaces de discontinuité élec-
0’V 9*V 92V

0z ot dy 9t’ 95 0% existent et

trisées que le systéme renferme, les quantités

sont finies, uniformes et continues.
Cela posé, considérons la fonction

, - __ 1 dV(x,,yi,z,,t) 1
(8) W(‘r’}/y",t)— Etf_—dt*— ;dw,,

Uintégrale s’étendant & tout l'espace. Elle représente la fonction poten-
tielle d’un agent répandu dans tout I'espace, et ayant en chaque point
(xy, ¥, 3,) une densité solide, finie et continue

1 9V (xy, yy, 51y t)_

AT gt



G.6 P. DUHEM.

L’étude de la fonction potenticlle (*) nous fait connaitre les propriétés

de cette fonction, qui sont les suivantes :

1° La fonction W' (x, y, z,?) existe, est finie, uniforme et continue en
tout point (x, y, z) de I'espace.
d‘F d‘F o
dz’ 9y’ 05
en tout point (x, y, z) de espace.

3¢ Ces fonctions sont définies par les égalités suivantes :

2° Les fonctions ex1stent sont hnles uniformes et continues

J-
J ) - o 1 OV (24, 1, 51, ) _r
dzllf(x,y, 3, 8) = — Mf dwy,

oat Jdx
1
(9) 7} . . 0V(7’1,)’1, ‘mt)
5)—, ‘F(x,y,g,t)_—;;-_c i ()), dwl’
dl
! ~q qf(x y"’yl)__“”fdv xi’y“"ht) a—_—dml
o d“P'

4° Les fonctions - existent, sont finies, uniformes et conti-

0z’ 0z ¢ d
nues en tout point de 'espace, méme sur les surfaces électrisées.

5° En tout point de I'espace situé ou non sur une surface de discontinuité
électrisée, on a

__ oV
(IO) A]*Ir —= 2 —d‘t
Les identités

o2r I (x1_$—)2
PP i
Fr_1_ =y
dy: T r r3
025_1 (3 —a)
ds: T Ty

(1) Les résultats de cette étude ne sont pas immédiatement transportables ici, puisque
Pagent dont W est la fonction potentielle s’étend dans tout l'espace et que l'étude de la
fonction potentielle a été faite en supposant que cette fonction provint de masses limitées ;
mais les raisonnements qui justifient les applications faites ici de ces propriétés sont si
simples, qu’il a semblé inutile de les détailler.
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donnent
Ar — —{-)-
’
et, par conséquent,
1
17' —A(¥
dr 2 oxz)’
I
Iz

1 or
7-5“(5:-)’

ce qui permet de remplacer les équations (g) par les suivantes :

2 N 1 ov or
gz LBy 5 t)=— 797“(55)"”““
9 1 avV ar

(r1) d—};‘p(l‘;)’w,’)“—ﬁ WA<5}>dm,,
J - I ov . [or
az lp(x',}’,z,t)_———ﬁ —&A(&)dﬁl.

Or le théoréme de Green donne aisément

oV (xy, ¥4, 51,y 1) or . ar OV (xy, ¥y, 5, 8)
' ot A (55) do= | 58 ot e
N 7} dV(x,,_y,,z,,t) dV('rn_Vlvzl’t) I .
+S’ Zﬁ[ oN, + oN, @53

la derniére intégrale s’étend aux diverses surfaces de discontinuité électri-
sées; N,, N, sont les deux directions de la normale & 1'élément dS,.

En tout point («,, y,, 3,) qui se trouve soit a I'extérieur, soit a I'inte-
rieur des conducteurs, mais qui n’est pas situé sur une surface de discon-
tinuité électrisée, on peut écrire

AV (2, 1, 51, 8) = — 4Te

et, par conséquent,
de,

dv(l'n}’n Gy, t) .
A= =y,

0

D’autre part, ‘en tout point d’une surface de discontinuité électrisée,
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on a

6‘7(‘7;1’.}/19 E2T) t) . dV (xh,yl’ 3y, t)
oN, oN,

= —47E,

et, par conséquent,

(%[0V(flay1a51~l)+d (xn?’n"nl)] — 4T dEt

ON, ON,
On a donc
or de, Or JE, or
L (r2) th<dx>dw1__4n Ot 0z W ATy G 9s B
Mais on a aussi
de du dv Jw
3 . __ ! 1
(13) a9t <d:c1 oy m,)
JoE, .
(14) ot = [uicos(Ny, &) + ¢, cos8(Ny, y) + w,cos(Ny, 2)]

— [uyc08(Ny, @) + 9308 (Ny, ) + wyc08(Ny, 2)].

En vertu des égalités (12), (13) et (14), la premiére des égalités (vl 1) de-
vient la premiére des égalités

9 N du, dey | dwy
‘ ()xw(waya",o— f(dal“—;)?"—l— 0z >dxd

— S [ a,cos(Ny,2) + ¢,cos(Ny, ) + w; cos(Ny, 5)

—+ 308 (Ny, ) + ¢, c0s (Ny, ) + w,c08(Ny, 2)] g—; ds

- Jdu, Qﬁ w1 ar
ENERT t) — f<d$1 d}’l J3, 5‘—}/ dm
(15) : — S [ uwycos(Ny,a)—+ ¢, cos(Ny,») + w, cos(Ny, 5)

+ 15 ¢08 (N, ) + 05,008 (Ny, ) + w08 (Ny, 5)] %/ ds,,

(P e owyor
<$ Y50 = f<0w1+dy,+dz,>dzdw’

- S[ uy cos(Ny, ) + vy cos(Ny, y) + wy cos(Ny, 3)

NIQ‘

—+ 15 €08 (Ny, 2) -+ ¢4 cos (Ny, ¥) + W, cos (Ny, 3)] gi: das,.

Les deux autres s’établissent d’une maniére analogue.
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op!
O

Mais, d’autre part, on a

du, 90y dw1 or _ r or orr )
(16) f<01'1 d >()a?d *'f(llid d&l‘ + v 1() dy1+ 10 0z dtﬁl

— S [ ucos(Ny, z)+ vscos(Ny, y) + w,cos(Ny, z)

+ 308 (Ng, &) + 93¢05(Ny, ) + wyc0s(Ny, 5) ]d

et
0tr dr  (zy—zx) 1
dxdx, dx* r3 0
(17) dr _ r  (zi—x)()h—Y)
ox dy, dxdy r ’
or __dr _(m—x)(5—3)
\ dxz 03, ©  dxds r

en sorte que la premiére des égalités (15) devient la premiére des égalités
- ‘P‘(x,y,z, t)__f[”1 < x1-: x +‘,1‘)’1:)’+W1z1— >x,l—x] dw,,

r

(18) %‘P’(x,‘y,z,t)_—_——f[%f-—(uixlr—x+‘,1)’1:}’_‘_“,1&"—:))’:-ﬁ*y] dw,,

r2

Jd w zy—x - 5,—3\ 5, —3
Ezllf(x,y,z,t):——f[—,.l—(ui 17‘ —|—v1-7/1".7-|—¢v1 1,. > 11_2 ]dwl-

Les deux autres se démontrent d'une maniére analogue.
Ces égalités (18) vont nous servir de point de départ dans ’étude des
trois fonctions d’Helmholtz o (z, y, z, 2), © (z, ¥, 5, 1), ©(x, y, 3, ().

§ 3. — Propriétés des fonctions v, ©, @.

Sil'on compare en effet les égalités (1) et (18), on trouve

D
— 2 oW /3, ¢
(19) O (2, 5,5, t) = . (xdg ) f%dm,,
@(‘Z',}’,Z,t)_ . )\ d‘p(l’dz_y;'-',t) ‘tld

Fac. de T. — VIL G.2
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De ces égalités on déduit sans peine

oL ol ol
(20) OV, 09 0® 1) /< rr Y
2 iz d}/—i—d—z-_ 5 i T 10y+wzd @,

Maison a

. f dt11+0s) dw, L
- 0x, dyl_*_dzi Pl

+S[ 1, ¢0s(Ny, @) + 0, c0s(Ny, ) + v, cos(Ny, 5)

—+ uy c0s(Ny, @) + ¢, cos(Ny,y y) + wa cos(Ny, 5)]dS,,

ou hien, en vertu des égalités (13) et (14),

f< ot ol ol v
ctld—+(10y+wld do, = — T

Si l'on tient compte de cette égalité et de ’égalité (10), on trouve

00 90 9@ .9V
(21) 5;“‘—8;—*——0?—-——)\—0—2'

Les égalités (19) donnent également

AD — I—k—d—AIP Af”'dm,,

1—A L)_
dy

AY = A‘F—l—Af%dm,,

A — Lﬂ-"- AW 4+ Af“"

2
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Sil'on observe d’ailleurs que I'on a, d’aprés ’équation de Poisson,
u
A[—’i do,=— 4T u,

Afi} dw,— — hro,

Afv—:—ldm,:—ﬁémv,

et si 'on tient compte de I'égalité (10), les égalités précédentes deviennent

2
A© :(1—7\)% —4Tu,

2V

(22) AV :(I—K)m — 4,
v

A@—(I——)\)m —47’[“".

Les égalités (19) mettent, en outre, en évidence la proposition suivante :

Les fonctions©,©,® varient d’une maniére continue méme lorsqu’on
traverse une surface de discontinuité électrisée; il en est de méme de
leurs dérivées partielles du premier ordre par rapport a x, y, z.

Telles sont les diverses propriétés des fonctions ©, ©, ® dont nous aurons
a faire usage par la suite. Ces propriétés, jointes aux formules (5) ou (7)
permettent d’établir tout ce que M. H. von Helmholtz a démontré touchant
le mouvement de électricité dans les conducteurs immobiles. Parmi ces
propriétés, il en est qui nous seront utiles par la suite et que nous allons
établir au paragraphe suivant.

§ 4. — Propriétés de la quantité 11.
Considérons la quantité
2
(23) H:—%f('(‘)uﬂ—‘@v—k@w)dw,

dapns laquelle l'intégration s’étend a tous les conducteurs parcourus par
des courants, ou, ce qui revient au méme, a tout ’espace.
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Nous savons que ’on a en tout point

_ 2V

fmu = (1— )\)d 5 — A0,

(22) bry ——(1—7\)00 Xt A,
. *vV

hrw = (1— )\)d T — AW,

En vertu de ces égalités (2), I’égalité (1) devient
A2
(24) n:mf(mAv+x?Ax‘>+®A@)dm

2 PV gV P
- “‘MREf(Ooxaz R T +@()zdt> dw.

Or le théoreme de Green donne

oo e (85 2) (3 () (2 o
o | s m Sl - ) L + () () o
f@A@derS@(gfi w)ds——fL(‘; >2 ( ) (d >]dw,

les signes S indiquant des intégrations qui s’étendent aux diverses surfaces
de discontinuité. Mais nous avons vu, a la fin du § 3, que 'on avait, aux
divers points de ces surfaces,

20 d"(D —o,
oN, TN, T
90 09 _
ON, 0No
.dg. —+ 0&. - 0
ON,  ON, 7
en sorte que les égalités (25) donnent
(26) f(oA@+@A@+@A@)dm

T ()~ ()~ ()
() () ()

() () (5 e
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D’autre part, ’égalité (21)

90 99 0@ _ 9V

P A P T
donne

. 0V . 02V 2?Y
f(odxdt—l_vdydt—'_@dzdt)dw

1 [ O<am 9% 02@>
=71 9zt V9zay T 9z oa
o<om LB 0w

dy dx ~ dy? dy 05,

920 02Q 2@\’
2z0r 0z ay T 9ar >J .

0 (5o

Si I'on observe que les fonctions ©, ©, @ et leurs dérivées partielles du
premier ordre sont continues dans tout I’espace, on aura, au moyen d’inté-

grations par parties, la formule suivante
~ 0%V 0?vV 0*vV
- V]
(27) f(waxoﬁ‘ayoz*@dzoz)dw

d@ d’@
=3 f + 55 > de.
Mais on a

<()U+d’@ 0@) . (l'(.?>2+ a9 2+ oW \?
dox dz) ~ \ oz dy dz
(2999 900w 09 a0y
dz 9y ' dx 9z 9dy dr )’

en sorte que I'égalité (6) peut s'écrire

0V 0*V 0%V
28 o)
(28) f(l +\dydt+@dzdz>dw

== J1(5) () = (%) ]

f(d@ 0P 0w IO 9V 9V
7 dy 0z 9z ox ' ox oy )®

1(1_1)f[ d\) ff)] dw.

Au moyen d’intégrations par parties, on trouve sans peine I'égalité sui-
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[0 _owoe),,
dy 0z 0z 03
)
_S@[ —cos (N, y)+ —d}—cos(Nz, )

00 d<
— Wcos(Nl,g) — WCOS(NQ,&)—J das,

vante

'intégration qui figure au second membre s’étendant aux surfaces de dis-
continuité. Mais, comme nous I'avons vu & la fin du § 3, les dérivées par-

tielles du premier ordre de la fonction © sont continues dans tout I'espace;
on a donc

<

9
g_v cos(N;, y) + g;- cos(Ny y) =o,
Za

1A a0
W cos(Ny, 5) +- . cos(Ny, 5) = o,

ct Pégalité précédente devient la premiére des égalités

00w, 000w,

dy ds ) 9z dy Y
0w 99 0® 00

9z 027 =) 9z 9z v
d0 99 . (" JV d_\.‘jdm

0z dy ® = dy oz '

qui transforment I'égalité (28) en
9*V 0V 22V
(29) f(mdxdt ' ooyaz+@dzoc>d"’

== 5) - (5) + (5)

09 0® 0®W 00 20 00
Q(W@‘*?ﬁ 79?+Wafc>]d“’

e S (e 3y +52) 4o

Les égalités (24), (26) et (29) donnent

o 90 0@\* (0® 9O\ d_O_d_'Oﬁs
(30) “'“mif[<a—z‘07>+<o‘x—‘o—z>+<ay m)."‘"

20 0@ 2
)\f< dz> dw.
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Cette formule (30) montre que, si la constante \ d’Helmholtz est posi-
tive ou nulle, la quantité 11 est & coup str négative.
C’est de ce résultat que M. H. von Helmholiz a déduit cet autre :

Sur un systéeme de conducteurs immobiles, équilibre électrique
est assurément stable si la constante \ est positive ou nulle.

oIl
Cherchons 'expression de —- S5 cette dérivée étant prise en supposant

lous les conducteurs immobiles.
L’égalité (1) donne

/"Oudw:ff[ﬂyl
. 2 r

I— Ay —x/2y— 2 —_ 5 — 23
+ ! < ’r ui—i-y’r‘yvri— ! W‘):ludwdml

2 7 r
et ar conséquent
b Y

ifvudw:ff[—-l-‘—)\ ad
ot 2 r

1—)\ y—x (23— —_ 5—3
-+ l,-’l < ! U1+.yl 'yvl_i" ! N (V1>]d—l—tdwdwl

I —Axy—x(x,—x duy  yi—y 0vy  5,—3 0w,
-+ ~ < - 9 -+ ” N -+ T u do dw,.

Mais on a évidemment

ff[l;x duy 1—2-1 (x,l—;m dol?]“ dw dw,
_ffl:l—i—)\ uy 1—7\ (wt—x)’ ] dw dw,.
Nous aurons donc
I+ A du1 1—-—7\(.76',—-56)2 du,
dtf’(?udw_sz[ v 2 —Tw]dwdw,
1— A (w,—x)(y1 y)< dv,
—l—ff S 0t+u75->dwdw’

1— A (2 — 2) (5, — ) du ow
+/f ! = - < 157 T dt>dwa’w1.
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De méme

P /de _2ff[1+1 00 1=2 (n—y)’ "Vin dw,
ar IS r gt
ff[_x (=) ~)< L "5:1>dwdw,
+/‘fl~—)\ ‘—7)(‘1'1“‘1')( _+V%>dﬁidﬁ5h
I il v
ar 2 r d
+ffl—) (51—’)(r1—x) "W 0”‘ dwdm
Yo '
I_uzl—swi—y) L
+ff 2 r3 "7)7 d do da.

Ajoutons membre a membre ces trois égalités en observant que

ff(n—y)(~. ‘V‘o dw d, = f@—v)(n x) 0dv1 i dw,,
<~,—~>m ), X 4o, = <y1—7><~1—z’>vs’ﬁd dw

i o] i

[[amalnm) % = f fomln ) w2 4 i,
(r= D) (51=3) , 0 ([ o

[ w, 0 “ i di, ff dw dw,,

f (@1—x) Yi— ) o dwdwl—ff(yl }’)(“’1—”) 001dmdw,,

_ 9 ' — — ?
ff(h 7’) xl )ll_d_‘; dwdlm:‘ff(xl x’)‘3(y, y)uﬁ dw dwy,

et nous obtiendrons le résultat suivant :

0

dtf(()u-{—\)v—t—@w)dw

1+ A dul 1—7\ Xy — & [y — 2 duy  y,—y 00y 5— 3 0wy ]
ff[ 2 1‘2(r 57+ r —d—t+ r ot )]

1+ A ()v 1—1 i—y (ei—x duy  yi—y vy z—5 0w\ |
Tff[ 2 2 <I‘ 7 TR ot ) |

1 )\dwx 1T—A 3,—35 [a,—ax duy Yi—y 09y z;— 5 0w\ ]
+2ff[ ot T Iz < R T A T

u dw do,

v do do,

w dwo do,
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résultat qui peut encore s’écrire, en vertu des égalités (1),

‘ 0 . _ 00 a0 oW
(31) a—tf(t)u+\)(>+@Lv)dw_2f<wu+Wv—i— —ét—&v)dw.
Les égalités (23) et (31) donnent
on__ 00 o oW
(32) ??—t—_——z—f<Wu+Wv+ Ft—w)dw.

Nous ferons usage de cette égalité au prochain Chapitre.

§ 5. — Influence de la constante \ d’Helmholtz
sur les phénomeénes d’induction.

Dans quel cas les trois composantes ¢,, ¢, &, [égalités (2)] de la force
électromotrice d’induction en un point d’'un systéme conducteur ont-elles
des valeurs indépendantes de la valeur attribuée a la constante A?

Les égalités (19)
u, 1— A oW
4 ::f_ dw, + or
r 2 Jdx
1— A 0¥

_ [ v
o_/rdwmu o

@:fﬁdwl—i— 1—2 QEF,
r 2 Js

quisont vraies & chaque instant 7, que les conducteurs soient en repos ou
en mouvement, résolvent immédiatement la question posée. Elles nous
montrent que, pour que les forces électromotrices d’induction engendrées
par un conducteur mobile ou non soient indépendantes de la constante
d’Helmholis, il faut et il suffit que I’on ait dans tout Uespace

v v o
= =0 — =20,

(33) %—-0, W_ ’ =

ou, en d’autres termes, que la valeur de la fonction W au méme instant,
en lous les points de Uespace, soit la méme.

Ces conditions peuvent se transformer.

Avec E. Mathieu ('), réservons le nom de seconde Sonction poten-

(') E. Marnieu, Théorie du Potentiel et ses applications a Lélectrostatique et au
magnétisme, t. 1, p. 77; Paris, 1885.
Fac. de T. — VIL G.3
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tielle de la distribution dont les densités solide et superficielle sont g et
a la quantité
V:fﬁdw,—r— G2 as,
r r

et nommons premiére fonction polentielle la quantité

J—_—fplrdw,—i— So’,rds,.

Considérons la distribution qui a pour densité solide

du  dv  Odw
p="\ozx "9y "oz
et pour densité superficielle

cg=—][ wu;cos(N;,z)+ ¢ycos(Ny, )+ w,cos(Ny, 5)

~+ 1y €08 (Ny, ) + 03 €08 (Ny, ) + w, cos(N,, 2)].

Sa premiére fonction potentielle sera

*du, dv, dw,
A —_— 1 iR -1 "
(34 = /(dwl oo dz1>'dw’

— S[ uy c0s(Ny, x) + ¢, cos(Ny, y) + wy cos(Ny, z)
+ 1ty 0s(Ny, ) 4 ¢ c0s(N,, ¥) + w, cos(N,, 3)]r dS,.

Les égalités (15) donneront

) A _ 0 0¥ a0 _
( ox ~ dx’ ay oy’ ds ~ 093’
en sorte que les égalités (33) pourront s’écrire

. al aJ a
(33 bis) =% = o, PHEEED

La quantité J est elle-méme susceptible d’une interprétation intéres-
sante. Considérons la premiére fonction potentielle de la distribution
électrique que porte le systéme :

(36) K:felrdmﬁSE,rds,.
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On a
de  (du dv N ow
at (—9;'+dy 9z )’
JE
o =—[ w,cos(N;,z) + vycos(Ny, y) + w, cos(N,, z)

—+ 3 €08 ( Ny, &) + ¢5c08(Ny, ¥) + w, cos(Ny, 2)].

Supposons que les conducteurs qui forment le systéme demeurent im-
mobiles, mais parcourus par les flux (u, ¢, w); dans le temps dt, K éprou-
verait une variation

JK de, JE,

Wdl:dt Wl'dwl—l—dt Wrds,.

On voit que I'on a

JK
(37) J = o

Pour les courants uniformes, on a, & chaque instant,

de JE

52 = 0, ‘5; —= 0,
on voit alors que les égalités (7 bis) sont toujours vérifiées pour de sem-
blables courants.

Sous cette forme, on voit que les quantités ©, ©, ® ont des valeurs in-
dépendantes de A, méme lorsque les conducteurs sont mobiles, pourvu que
les courants soient uniformes. La valeur de \ n’influe donc pas sur les
phénoménes d’induction produits dans des conducteurs quelconques,
pourvu que les courants qui les parcourent soient uniformes.
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PREMIERE PARTIE.

LES FORCES ELECTRODYNAMIQUES.

——t———

CHAPITRE I.

IL'ENERGIE INTERNE D’UN SYSTEME DE CONDUCTEURS
PARCOURUS PAR DES COURANTS.

§ 1. — Détermination de Uénergie interne d’un systéme de conducteurs
parcourus par des caurants.

Nous savons que cette énergie interne U est donnée par la formule

() EU:ET+W+2<®—T‘;—$>(;+EU’,
ces diverses lettres ayant une signification et des propriétés qui ont été
précisées dans nos Lecons sur UElectricité et le Magnétisme au Livre X1V,
Chapitre I, § 1.

11 s’agit de déterminer la forme de la quantité U'.

Nous ferons usage, pour cela, d’une extension de la loi de Joule.

Soient, dans un systéme parcouru par des courants, #, ¢, & les compo-
santes du flux au point (x, ¥, 5) et g la résistance spécifique en ce point.
Posons

(2) pu=Eg pv —Ey, pww=E..

Nous admettrons que, pendant le temps dt, le systéme dégage une
quantité de chaleur dQ donnée par Uégalité

3) EdQ::dtf[ <Ex—T07lj:rf>u

o (B -12%),

+ <E; —T %%,i> wJ dm.
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Cette loi est I'extension naturelle aux conducteurs d’étendue finie en
tout sens de la loi énoncée ( Lecons sur I’Electricité et le Magnétisme,
Livre XIV, Chapitre II)) pour les conducteurs linéaires.

L’application de cette loi aux conducteurs immobiles va nous servir a
déterminer la forme de la quantité U'.

Ces conducteurs étant immobiles, nous aurons

dQ =—
ou bien, en vertu de I'égalité (1),

(4) EdQ:—[Edl+dW+d2<® Tg?>r]+EdU’].

La loi dont I’égalité (3) représente la généralisation a été établie en né-
gligeantles variations que les changements d’état du systéeme font éprouver
a la quantité ©. 1l est alors aisé¢ de voir que ’on a

00

(5) dW+dE<® T5T>
o T0(eV +0) d(eV+®) d(sV+®) .
e dt/[ Ir w -+ ay 73 ¥

_T< ) 90 p
dzoT “ T oyor " " 9zaT' )] -

D’autre part, la théorie des courants hydro-électriques montre que L'on
a, en général,

_ Pz 9%y 199\ o | 4o
(6) EdY= dtf[(@x TdT>u—i—<qoy Td,l,>v+<cp; dT)n]dﬁs.

Les égalités (4), (5), (6) donnent donc

(7) EdQ:dtﬂ [, 1% 9V 9 <® T0®> w

ofT *9z  or aT
do, OV 9 00\ ]
- (o8

- do. oV 0 907\
2= Tor — ():.-_z<® Tor >

- Py —

do — E dU’.

D’autre part, les égalités (2), jointes aux égalités (5) du Chapitre preé-



(A‘
x.22 P. DUHEM.

liminaire, donnent, dans le cas ou les conducteurs sont immobiles,

_9V+8) A2 9v

po_ 0EV+0) Az 9o
Ay — d)’ $y— o ’a't—’

. 0(eV+0) A2 9
Y CE St

Ces égalités, jointes a I'égalité (3), donnent

(8) EdQ_—_dtf; [cpx—Td%——sﬂ———d—<®—<T0—Q>—£ @]u

J9T dx Oz oT 2 Ot
doy OV 0 (g 490y 2 @g]v
< dT> 2 Ot

ot T3

La comparaison des égalités (7) et (8) donne

a2 00 a0 o®
n f— i) i v
(9) EdU'= 2dtf<dt L Ty w>dw.

Cette égalité est établie en supposant immobiles tous les conducteurs
du systéme.
Or, dans ces conditions, si l'on pose [Chapitre préliminaire, éga-

lité (23)]
(10) MI=— %f(@u +Qv + Qw) do,

nous avons vu que 'on avait [¢bid., égalité (32)]

A2 0 v
(11) %:—;f(%l—u—i—%—‘;v—i—%l—f—)w>dm.

Sil'on compare les égalités (g9) et (11), on trouve

du’ ol

de = ot

Cette égalité doit avoir lieu quelles que soient les variations subies par
les flux électriques sur les divers conducteurs; elle exige seulement que
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ceux-ci soient immobiles. De cette égalité on déduit

EU=—II+C,

C étant une quantité qui peut dépendre de la forme et de la position des
divers conducteurs dont le systéme est composé, mais qui ne dépend pas
des flux électriques dont le systéme est le siege.

Mais, si 'on observe que les quantités I et U’ s’annulent toutes deux
lorsque, sur le systéme, tous les flux deviennent égaux a o, on voit que
I'on a nécessairement C = o et

(r2) EU=—1I

Les égalités (1), (10) et (11) déterminent complétement I'énergie in-
terne d’un systéme parcouru par des courants quelconques.

§ 2. — Variation que la quantité 1 subit dans une modification
quelconque.

Les relations qu’a I'énergie interne d’un systéme parcouru par des cou-
rants avec la quantité II déterminée par ’égalité (10) nous aménent néces-
sairement 4 la question suivante : Etudier la variation que subit la
quantité Il lorsqu’on fait varier d’une maniére quelconque la forme et
la position des conducteurs que renferme le systéme et les flux élec-
triques qui traversent ces conducteurs.

Posons

\

1+ A u 1 —Axy—ax (2, —2 — F—
U, = — o+ : < 1’. uy + 'y’,_ )’01_*_ I,_ W,),

2 r 2 r*
14+ A9 I—Xi ¥y, — x,—x —_— & — 3
(13) (V, = ——[ -+ %4 3 'y< ! Uy —+ 4! - yv1+ ! - W1>,
2 7 2 r r r I}
I++A w 1T—A 5y,—35 [, —x — 3, — 3
W, = — + L < : wy+ L 4 BT W|>.
2 2 2 r r r 7

Il est facile de voir que la quantité
Uyu+V,o+ W,w

sera une quantité ou figureront symétriquement les variables relatives aux
éléments dw, do,, en sorte que 'on aura

(14) Uu+Vie+Ww=Uu + Vo, + Ww,
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ct que 'on pourra écrire
. A i
(15) H:—;—Z(U11¢+\16»'+\V1w)a’wdm“

le signe 2 indiquant une sommation qui s’étend & toutes les combinaisons

distinctes des éléments du systéme deux a deux.

Si I’élément dw variait seul, tout, dans I’élément dw,, demeurant in-
variable, la quantité

(G + V¢ + W, w) do do,
subirait une variation
0[(Uyu+ Vyv+ W,w) do] do,
(qui pourrait encore s’écrire, a cause de ’égalité (12),
o[(Uuy+ Vo, + Ww,) do ] de;,.

Si, au contraire, |'élément dw, variait seul, tout, dans 'élément de, de-
meurant invariable, la quantité

(Uyu+ V¢ 4+ W,w) do do,
subirait une variation
O [(Uyu+ V0 +W,w)dw, ] do
(qui peut encore s’écrire, en vertu de I’égalité (12),
0,[(Uuy+ Vo, + Ww,) de, | de.
La variation totale de la quantité

(Uyu+ Vv + W, w) do do,
est done

S[(Uuy+ Vo, + Ww))do]de,+ & [(Uju + Vv + Ww) de, | do
ou, si I'on préfére,

O[(U,u+ Vo + W,w)delde, + 0, [(Uuy+ Ve, + W) do, | do.
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On a donc, d’aprés I'égalité (15),
M= 2 3 3[(Uty+ Vo -+ Wery) do] dy -+ 3, [(Uy e + V, 0+ Wyor) desy ] |
ou

2
M= — 2 N[y + V0 -+ Wyw) do) dwy + 3, [(Utes+ Voy -+ Weny) dy ] ds).
Drailleurs, on voit sans peine que ces égalités peuvent s’écrire
A2
(16) oll =— ?fdw1f6[(U1u+V1v+Wlw)dw],
A2
(16 bis) 811:——;—fdw,f&[(Uu,—|—V(’,+Ww1)dm],

les intégrations s’étendant toutes au systéme tout entier. On doit se sou-
venir que ¢ indique une variation ot 1'élément dw varie seul, tout, en
I’élément do,, demeurant invariable.

C’est la forme (16) qui va nous servir au calcul explicite de SII.

Soient 8z, 8y, 8z les composantes du déplacement subi par I'élément de.
D’aprés la définition de la caractéristique &, il est évident qu’on aura sim-
plement

i ou, . . 9U,
Ui =%z =+ U+ 05

! av, v, av,
/ e — 'l — — z
(17) 6Vl - dd}‘ 6‘Z+ d)’ 5)”*“ 03 6 ’
W, OW, oW,
\ 6W1—— W&x -+ -—07-6}’ -+ 0= 03.

Si I'élément do se déplacait en entrainant avec lui le flux électrique dont
1l est le siége, sans que ce flux changeit ni de ‘grandeur ni de direction par
rapport 4 des axes invariablement liés & ’élément dw, les composantes u,
¢, w de ce flux par rapport aux axes Ox, Oy, Oz qui sont invariables su-
biraient des variations &'«, ¢'¢, &'w. Nous pouvons poser

Jdu
—_ N
ou —ad'u +——dt dt,
oy
(18) ﬂ 8‘) —6,(/' +m dt,
ow
N v
( ow —0'w+ T dt.

Fac. de T. — VII. G.4
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59_‘1
' ot
dant le temps dt, les composantes u, ¢, & du flux en un point de I'élé-
ment dw, si celui-ci demeurait immobile. ‘

Calculons &' u, &0, &'w.

Pour cela, prenons trois axes rectangulaires O, O, OC dont l'orienta-
tion soit invariablement liée & celle de la matiére qui forme I'élément dw.
Soient g, ¢, y les composantes par rapport & O&, Oy, OC du flux en un
point de I'élément dw. Nous aurons

On voit que Z—l: dt, —dt, dd—‘:)dt sont les variations qu'éprouveraient, pen-

u =¢cos(&, x)+ ycos(n, z) + y cos(g, x),
(19) ¢ =¢cos (&, y) + b cos(n, y) +y cos (%, ),
w—=0¢cos(E z)+Ycos(n, 5) +y cos (L, 5).

Si I'élément do se déplace en entrainant le flux qui le traverse, les quan-
tités o, ¢, v demeurent invariables; elles doivent donc étre comptées
“comme constantes dans le calcul des quantités &'w, &0, &'w, en sorte que
I’on aura

‘ o'u =9 dcos(§, z) + ydcos(n, x) +xdcos(g,x),
(20) i 8¢ =gdcos(§, y)y+ddcos(n, y) +ydcos(s, y),
a o'w=o0dcos(E, s)+ddcos(n, z)+ydcos(Z 5).

Soient ®, ', ®” les composantes relatives & Oz, Oy, Os de la rotation
instantanée de la particule de. On voit facilement que 'on a

d cos(&, x) =cos (&, z)w’ — cos(E, y)w’,

dcos(&, y) =cos(&, z)0" — cos(f, 5)w,

(21) dcos(k, 5) =cos(E, y)o — cos(E, z)w',
( 0 cos(n, ) = cos(n,s)w’ — cos(n, y)w’,

Les égalités (19), (20), (21) donnent

s du =wo'— v,

!

Qs

v =uw —wo,

( v =vw —uw'.
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Les égalités (16), (17), (18), (22) donnent

U, U, au,
fdw,/l: lt<7 a,l’—l—w 6}’—‘—? u>

—+ ¢ <% 6‘x+d—Y1 6)'—*—@ 6:->

dx oy 03
IW, 0W, oW,
—I—W< oz ox -—-078y+ 93 Q>]dw
— %{:fdw,f[ U, (3tdt—|—ww -—vw”)
A% % dt + ue" —w
-+ Vy (dt +uw —wo

+ W, (0—dt+vw —uw >] dw

— ?/;im,f(Uizt + Vio +W,w)d(dw).

Si I'on observe que I'on a

on pourra écrire

‘ oA dJu . 9V 00
(23) M=— ;f[ ll(%al —!—7);8)/ —|——326..)

—i—(v<—®6x+d@6y+%®6 >Ja’w

a2 17 dv ow

2 »
——%—/[(Om”—@m/)u—l—(@w-—"Om”)v—i-(Ow’—\‘)w)w]dm
22
——z—f('(‘)u—i—’ﬂ?v—i—@w)é(dw).

Cette égalité (23) nous sera d’un grand usage dans le calcul des forces
¢lectrodynamiques.

-0 00—
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CHAPITRE 1I.

LES FORCES ELECTRODYNAMIQUES ENTRE CONDUCTEURS D’ETENDUE FINIE
EN TOUT SENS.

§ 1. — Travail élémentaire des actions électrodynamiques.

Considérons un systéme de conducteurs d’étendue finie en tout sens,
parcourus par des courants quelconques. Imaginons que ce systéme
éprouve une modification infiniment petite quelconque.

, .. . my?
Son énergie interne croit de SU; sa force vive de ¢ ¥ —; les forces ex-
b 2 M

térieures qui le sollicitent effectuent un travail d¢,; il dégage une quantité
de chaleur dQ et 'on a

2
(1) EdQ +d2’£:_:—E6U + dg,.

D’autre part, la loi de Joule [ Chapitre I, égalité (3)] donne

B OF. JE,
(2) EdQ_dtf[<Ex~T?T> LL—F(Ey——TW)V
JF,
-+ <:E;-,~~ T —dTI;> W] do.

On peut dire que les forces intérieures au systéme effectuent un travail

2
(3) de;=0 ¥ " —de..

I’ensemble des égalités (7), (2) et (3) donne

(4) dGi:—EBU—"—dtf[ (EIFT%I?%%

JE,\
Ey—TBT>s

<
()

oT

+
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Dans notre Mémoire sur 'Induction électrodynamique (*) [ Chapitre I,
égalités (1 bis)], nous avons donné des égalités qui, jointes & la définition
des quantités E,, E,, E, données par les égalités (2) du Chapitre précé-

dent, nous permettent d’écrire

! vV 00
Ex———EEE — ’a;“‘"q’x"‘_cx'

" ov 00
(5) Ey:—s?); Iy + 9y + &y,
E=:_5%§ — %(:)T + ¢+ Co.

Les égalités (4) et (5), jointes aux égalités (1) et (12) du Chapitre pré-
cédent, permettent d’écrire
09,
ﬁ) w] dwe

(6) dzz,:dtf[(%_ %%) u+<%_T

—EoY

—edtf(ﬁu—k-d—vv-f— gw>dm—6\’v
Jdx dy

99y
'ﬁ;) ¢+ <<Pz— T

ox

00 0?0 /00 0?0
—dtf[(d—x _T—dxd'F> U+ ay —Ta——yd,r) v
0 . 0°0

00
—62<®—Tﬁ>q
+dtf(€xu + &pv + Eow) do + Il

Or les diverses théories exposées au Tome I de nos Lecons sur I’ Elec-
tricité et le Magnétisme nous laissent facilement reconnaitre :
1° Que la quantité

ov ov ov
—ced gy ar gy _
€ tf(dx u—+ 0}/(1—1— 93 W)dw oW
représente le travail élémentaire des actions électrostatiques qui s’exercent
entre les diverses parties du systéme conformément aux lois de Coulomb;
2° Que, si I'on néglige les variations qu’éprouve la quantité @ par suite

(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VII, B.; 1893.
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du changement d’état des diverses parties du systéme (approximation que
nous sommes convenu de faire) la quantité

9 . 920 00 20
"““f [(5; —Toz or) “ <5; —Tyy o’r> ‘
0 . 920

3 (o-rm),

représente le travail élémentaire des actions moléculaires imaginées par
M. H. von Helmholtz;
3° Que la quantité

dtf[(:pw—T%c%f—”> lt+<cpy-—T(j)c,PI{>V-{— <<pz—T(—’~?—>w] dw

—Eor

13

!

représente le travail élémentaire des forces qui s’exerceraienl entre les di-
verses parlies du systéme si on les ramenait 4 I’état neutre.

On voit donc que la présence de courants électriques dans le systéme a
pour effet d’ajouter aux forces intérieures déja connues de nouvelles forces,

dont le travail élémentaire a pour valeur
(7) cl-r:—dtf(Cztt—l—Cyc)+Czw)dm—l— oll.

Ce sont les forces électrodynamiques.

§ 2. — Calcul plus complet de ce travaill.

La quantité 8II nous est donnée par 1'égalité (23) du Chapitre précédent.
1l s’agit donc de calculer plus complétement la quantité

dtf(Cxu—&—Cyv—l— Cow) de.
Nous aurons
Cz[l[:6L1+aLz +...,
(8)  &ydt =0M, + M, +. . .,
C:dt = 0Ny + 0N, +...,

les quantités 8L, M, N ayant les valeurs données dans notre Mémoire
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sur I'Induction électrodynamique, Chapitre II, égalités (13). Seulement,
dans ces derniéres égalités, les notations ne sont pas les mémes que dans
le présent Chapitre. Pour faire concorder ces notations, il faudra remplacer

®, ¥, X, par U, V., W,
Eoom ¢ par  x, ¥ 5
foog  h par  dx, dy, 0s.

On aura alors, par exemple,

) N N .
oL, = — 2 {a(u, dml)+<U,@”+v,"_°—Z+W1@i>dw, :
2 | dx P ]
N IR do 29 J 0z i
o =— I [aev, ah;;1>+<U1 d‘” -V, dyy+w, o >dm1~,
N o 98 99 0385\ . ]
oNy=— " _S(Wldwl)+<Ul 03‘7" Vv, a»y +~W, ds)dw,J.
Sil'on observe que 'on a
v _—_IU1 dw,,
0 = [V, dm,
'@:fw,dm',,
on peut écrire les égalités (8)
cxdz—_s—‘z<ow+od—8—‘”+xda’ +<32>5)—6—"'>,
2 dx dx
A2 ddx ddy 033
Cpdt —=— — — VA 27,
ydt 2 <av +0 Jy + Jy +@dy>
-t ddz .08y 85
E.de ?<6@+OT+K 5 + @ 93 >
On a donc
(9) cltf(&xzz+6yv+a‘)zcv)dw

2
:—%f(ué(‘)—kvé@—kw&@)dw

2 3=
_ 2 [ <(’)g§'—v+1?giy+@dé">u
| N\

2 Jdx dr

0dx ddy
+<‘°W+‘9‘67 Ty

—i—(’()%é_f —l—’@da‘y —+~@085)w] dw.
3 E Js /)
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L’égalité
2‘2
oll = — ;—f(r)u—k—’k?v—i—@w)dw
donne

2
ganz—%f(u6(9+v8\?+w6@)dw
212
_ E.f((‘)éu—i—”@év-i—@&w)dw

wz—;?f((')u +00 +Qw)d(dw).

Sil'on remplace u, 8¢, Sw par leurs valeurs déduites des égalités (18) et
(22) du Chapitre précédent, on trouve

(10) —?[(u&(‘)—i—v&@—l—wé@)dw

. Az du dv ow
=20l + 7dtf((’)52 —1—@05 =@ dt>dm
;2‘2
+ ?f[v(w—@wwv(@w—ww”>+www'—%>l dw

+ ?I(Ou-’f—\'f)v—%—@wﬁ(dm).

Les égalités (7), (9) et (10) donnent

p: b du dv aw
(11) dr:——&ﬂ——;dtf('(?a—t ““?Z)? —I—@W)dm

— ?f(’@u—l—’@v—i—@vv)é(dm)
,RQ
— ?f[(\?m”-—@m’)u—i-(@w 0 + (V6 — Qo) w] do

'*‘“f[ (d&x voday @dab>

+<,008x+006.y @d6z>}

2 dy dy
-+ ’Od—(—i—x-l—'@day—i—@ga—Z)w]dm.
dz 0z

Remplagons maintenant SII par son expression, déduite de I'égalité (23)
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du Chapitre précédent, et nous trouverons

. e 0V 00 oV
(11 bis) dr = — l: u<—-6x dys —r"-a?6»>

2

oy = 03

§ 3. — Transformation de Uexpression précédente;
calcul des forces électrodynamigques.

Conservant le premier terme de I'expression de dt, nous allons trans-
former le dernier au moyen d’intégrations par parties.

Soit S une surface de discontinuité qui sépare deux milicux conducteurs r
et 2. Les composantes du mouvement ne sont pas forcément les mémes de

part et d’autre de cette surface; d’un coté, elles seront ¢z, Sy,, ¢z,; de
Vautre, Sx,, Sy, 25,.

On voit sans peine que I'on peut écrire

o [ o{ot et et

(Odar 0oy ®oa@>

dy dy Jdy
+ w(l‘) 000.22 —+© ddé‘y + QW — 993 )] dw

— S} [ cos(Ni, @) + v, cos(Ny, ) + w1 €08 (N, 5)] (0 03+ ¥ By, + W 03,)
+ [z €08 (Ny, @) + 03 €08 (N3, ) + 3 €08 (Ny, 5)] (0 0y + © Qyy + W 8z,)| S

av A
-—f[ zz<—6x~ —5y dx&’)

0 . g% Iw
+ ¢ (a—y—ox—f-—éy-i————aq)

dy ay
cv | av 4 a®
+w<0do d—&y 9 8)] dw
Jdu o d«v
_/<07+@ -+ (USx—i—\)&y-i—@&u)dw

Fac. de T. — VIL. G

(14
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Les égalités (11 bis) et (12) donnent

2
(13) dr=— %— S ' [uycos(Ny,2) + ¢ c08(Ny,y) + w; €08(Ny,2)] (0 02y + © 3y, + @ 63))

—+ [z €08 (Ny, ) + ¢3c08(Ny, ¥) + w3 ¢05(N, 3)] (O 8y + O Sy, + @ 6z2)§ dS

+E‘_2f _0_-52 _d_(.?>p __((_)B _(BL@ v — O _0_(( ﬂ dw Ny

2 i dxr  dy . Js ox (dx - dy o5 )%
+|:<d@_.d._\2>(p_ .@_gﬁ))u_‘g‘)' 924__014_@ 0

dy 93z ) dr 9y oz dy " 9s)]|%Y

"0V 0® o® v Ju v dw j
(5 ) (G~ ) (5 g 5 ool e

Posons
0o 2 (20_ow)
VA R
: __ A0 ov
([4> — \75 ()I—E )
A /00 AN
(%)

et I'égalité (13) nous permettra d’énoncer les résultats suivants :

Un conducteur continu quelconque, traversé par des courants quel-
conques, subit deux sortes de forces électrodynamiques :

1° Des forces appliquées a chacun des éléments des surfaces de.dis-
continuité qui le terminent. L’élément dS subit une force dont les com-
posantes sont N.dS, ydS, »dS, X, ¥, % ayant les valeurs suivantes :

[ %1‘) [wcos(N; x) + ¢ cos(N;, y) + weos(Ny, 3)],
. - A
(13) N =— ?V [« cos(N;, x) + ¢ cos(Ny, ¥) + wcos(Ny, 3)],
;,‘.‘2

> Wl ucos(N; x) -+ ¢cos(N;, y) + weos(Ny, 3)],
N; étant la normale a Uélément dS vers Uintérieur du conducteur .

2° Des forces appliquées a chacun des éléments de volume du con-
ducteur. I’élément do subit une force dont les composantes sont X dw,
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Ydo, Zdw. X, Y, Z ayant les valeurs suivantes : -

.1 u av ow
X—E[cn‘)— ‘2,”"—\/—()(01 +;)3/+—d_;>:|,

p: | Jdu dv  Ow
e @ S — —_— 9 e _ )
(16) Y _\/i«[l" R \/2_\ ( +d]+ 9z >J

Z :i Qu—9Ly — @(du s +()i)> .
‘ V2 V2 ay 03,

Ces formules sont dues a M. H. von Helmholtz (*).

§ 4. — Remarque relative aux forces appliquées a la surface
d’un conducteur.

Imaginons qu’une surface de discontinuité S sépare deux conducteurs 1
et 2; supposons, en outre, que les deux conducteurs adhérent 'un alautre
le long de la surface S, en sorte que les composantes éz,, Sy,, 8z, d'un
point M, du conducteur 1 infiniment voisin de la surface S différent infini-
ment peu des composantes 8z, 8y, 63,, d'un point M,, appartenant au
conducteur 2, mais infiniment voisin du point M,. Dans ces conditions, la
force appliquée a un point de la surface S, considéré comme faisant partie
du conducteur 1, et la force appliquée au méme point de la surface S, con-
sidéré comme faisant partie du conducteur 2, se composent en une force
unique dont les composantes sont

g:—Eo[ u cos(Ny, ) + ¢, cos(N,, ¥) +w, cos(Ny, 5)
+ 13 €08 (Ny, ) + ¢, 05 (Ny, ) -+ wy cos(N,, 5)],
n:—-;\‘)[ t; €08(Ny, ) + ¢, cos(Ny, y) + vy cos(N, z)
“+ 1308 (Ny, &) + ¢5 08 (N,, y) -+ vy cos(N,, 5)],

A2
Zz——;@[ wycos(Ny, x) + ¢y cos(Ny, ¥) +w, cos(Ny, 5)

=+ u5 €0s(Ny, &) + ¢3 cos(N:, ¥) + w, cos(N,, 5)].

(1) H. voNn HeumuoLrz, Ueber die Theorie der Elektr odynamik. III'** Abhandlung. Die
elektrodynamischen Krifte in bewegten Leitern (Borchardt’s Jour nal, t. LXXVIII,
p- 300; 1874. — HeLmuorrz, Wissenschaftliche Abhandlungen, t. 1, p. 734).
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Soit I la densité électrique en un point de I'élément dS; nous aurons

%];: =—[ wucos(Ny, 2)+ ¢, cos(Ny, ) + w, cos(N,, 3)
=+ 13 €08 (Ny, ) + 9, c0s(Ny, ¥) —+ w, cos(N,, 3)

],

et les composantes précédentes pourront s'écrire

A2 JE

E=S 050

A2 JE

('/) 'ﬂ——?'OW,
Az JE

g 7\@-&-

Si, en particulier, les courants qui traversent la surface S sont des cou-
rants uniformes, et ce cas est le seul qui puisse étre soumis & des observa-
tions précises, la force dont &, 1, & sont les composantes s’évanouira.

Si la surface S est la surface de contact d’un conducteur avec un iso-

lant, les composantes X, ¥, % de la force appliquée en un point de la sur-
face S pourront s’écrire

., Az JE

é\‘—-'—z—l)—d—[,

\ A2 JE

8 N =T
(8) 9 2vdt’
T T e ot

On voit que cette force s'évanouira, elle aussi, dans le cas ou le conduc-
teur est traversé par des courants uniformes.

On serait tenté de croire que les forces représentées par les formules (15)
peuvent devenir observables dans le cas ot deux conducteurs 1 et 2 confi-
nent I'un & I'autre par une surface S sans adhérer le long de cette surface.

Dans ce cas, en effet, en un point du conducteur 1 situé sur la surface S
agit une force dont la composante suivant Oz a pour valeur

A2 .
Ny = — 7(‘)[u, cos(Ny, ) 4+ ¢, cos(Ny, y) + w, cos (N, z)]-

En un point du conducteur 2, situé également sur la surface S, agit une
force dont la composante suivant Oz a pour valeur

Az
Ny = — > Of us cos(Ny, ) + ¢5 c08(Ny, ) + w, cos(Ny, 5)].
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Supposons uniformes les courants qui traversent la surface S, et soit
J dS dt la quantité d’électricité qui traverse I'élément dS, dans le temps d¢,
du conducteur 1 vers le conducteur 2; nous aurons

J=—[u, cos(Ny, ) + ¢, cos(Ny, ¥) + w, cos(Ny, 3)],
= ;€08 (Ny, 2) + v5 c08(Ny, ) + w7, cos(N,, z),

et, par conséquent,

(N, =m0, Ny—— o,
2 2
Az Az
(’9) (r:yi:?\?']’ 3’2—_—-“‘?\9*}’
2 5 32
b, :g—@J, by=— —@J.
2 2

D’aprés ces égalités (19), les deux forces (¢, 5, %,) et (X, 5, %,)
qui correspondent & un méme point de la surface S sont égales et de sens
contraires; les actions électrodynamiques tendent donc a entrainer en sens
contraire les parties superficielles contigués de deux conducteurs que par-
courent des courants uniformes.

On pourrait donc espérer d’observer les effets des forces représentées
par les égalités (19), sil'on pouvait faire glisser deux conducteurs I'un sur
I'autre, sans qu’ils adherent le long de leur surface de contact.

Mais une pareille surface de glissement parait irréalisable. Si, par
exemple, on essaye de la réaliser en faisant mouvoir un conducteur solide
dans un conducteur fluide, I'effet du frottement sera tel qu'une mince
couche fluide adhérera au solide et sera entrainée dans son mouvement; si
I'on passe de I'intérieur du solide & 'intérieur du fluide, on observera une
variation rapide des vitesses au travers d’une couche de faible épaisseur,
mais non une variation discontinue des vitesses a la traversée d’une surface
d’épaisseur nulle. Dés lors, les forces (X, &y, %,) et (X, J,, %,), repré-
sentées par les égalités (19), se détruiront.

Il en sera encore de méme si 'on essaye de faire glisser deux conducteurs
solides I'un sur 'autre. En réalité, ces deux conducteurs seront en contact
non pas directement, mais par I'intermédiaire de I'air interposé, et nous
pourrons répéter ce que nous venons de dire.

Les forces représentées par les égalités (15) paraissent donc échapper
aux prises de I'expérience.
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CHAPITRE 1II.
THEOREMES DIVERS SUR LES FORCES ELECTRODYNAMIQUES.

§ 1. — Simplification des fonctions @, 9, &

Les forces appliquées aux divers éléments de volume d'un conducteur
dépendent des fonctions €, 2, &, définies par les égalités [Chapitre 11, éga-

lités (14)],
{ @:_ﬁ_<@_@?>,

_ AR
(I) Q_— \/2 dl ()5 ’
Jv  gv
\ ﬁ*‘ﬁ(a—y ~55)
Posons
¥ oV 1
('2) ‘F—-——2—7-T ’-0-—[— 70,'{61,

5 4t désignant la variation que la fonction potentielle électrostatique du

systéme éprouverait pendant le temps d, par suite du changement de dis-
tribution qu’engendrent les flux (u, ¢, w), si les divers conducteurs du
systéme demeuraient immobiles; en sorte que

%‘;:_S[ uy cos(Ny, x)—l—Vlcos(N,,y)+chos(Nb;)

~+ 1, c08(Ny, &) + ¢, c08(Ny, ¥) + w3 cos(N,, z)] ,i as
du, dv, dw,
AR e Y
Nous aurons [ Chapitre préliminaire, égalités (19)]

|

1—) owr
oz’

o
I
i

1l

I

(3) v
1-—7 o

! [ d.. .

i
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Moyennant ces égalités (3), les égalités (1) prennent la forme trés simple
. A ¥4 0 W, A\
! —'“E<azf7 doi— g [ T dm),
! A/0 w 7 u
(4) eQ:—E(;,;'fT_‘dwl—d—;f,—,’dm.)

o A /0 u, 0] "y
w1 ),

ou encore, d’aprés les propriétés connues des fonctions potentielles ordi-

naires,

I I

0 - 0 -
o2 /<M_j'_w,d_y">dw,,

2 e/ e

& I I

0~ J -
(3) Q= 3/ <w r——lll —r>dm'
AN 1 1

‘ V2 ‘oz 03

1 1
‘c _‘—\—/—2 U](F'—(ldx [220]

Ces expressions de @, 2, & mettent en évidence un résultat fondamen-
tal; c’est que les trois fonctions @, 9, & ne dépendent pas de la constante '\

d’Helmholis.

Sil’on observe qu’en tout point d'un conducteur parcouru par des cou-
rants uniformes on a

du adv o

oz -+ 35’ -+ 93 =0,
on voit que les égalités (16) du Chapitre précédent, jointes au résultat
précédent, conduisent & la conclusion suivante :

La valeur de la constante \ d’Helmholtz est sans influence sur les
Jorces électrodynamiques qui sollicitent les éléments de volume d’un
conducteur traversé par des courants uniformes, quel que soit d’ail-
leurs le courant agissant.

Nous avons vu, au § 4 du Chapitre précédent, qu’aucune disposition
cxpérimentale réalisable ne permettait de constater les forces ¢lectrody-
namiques appliquées aux divers points des surfaces de discontinuité d'un
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conducteur traversé par des courants uniformes. Nous pouvons donc dire
que la constante d’Helmholts est sans influence sur les actions électro-
dynamiques subies par un conducteur que traversent des courants uni-
Jormes de la part d’un conducteur que traversent des courants quel-
congques.

Pour un conducteur traversé par des courants uniformes, les fonctions
©, ©, @ ont, en chaque point de I'espace et & chaque instant, des valeurs
indépendantes de la valeur attribuée a la constante A (Chapitre prélimi-
naire, § 5). Deés lors, les égalités (15) et (16) du Chapitre précédent nous
montrent que la valeur attribuée & la constante N d’Helmholtz est sans
influence sur les actions électrodynamiques qu’un conducteur traversé
par des courants uniformes exerce sur un conducteur traversé par des
courants quelconques.

S1 nous rapprochons ces conclusions de celle-ci, que nous avons déja
obtenue (Chapitre préliminaire, § 5) : La constante \ est sans influence
sur les phénomenes d’induction engendrés dans un conducteur quel-
conque par un conducteur que traversent des courants uniformes, nous
pourrons donner cet énoncé entiérement général :

Les propriéiés électrodynamiques des conducteurs traversés par des
courants uniformes sont indépendantes de la valeur attribuée & la
constante N d’Helmholiz.

Si 'on cherchait les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
conducteur exerce sur un autre conducteur, traversé par des courants
quelconques, des actions indépendantes de la valeur attribuée 4 la con-
stante A, on serait immédiatement ramené a chercher les conditions né-
cessaires et suffisantes pour que les trois quantités ©, ©, ® soient indé-
pendantes de cette valeur; or ces conditions nous sont connues; elles
s’expriment par les égalités [Chapitre préliminaire, égalité (33)]

oF oW 0w

a}—_o, 6—}/‘_0, E—O

ou encore par les égalités [Chapitre préliminaire, égalité (33 bis)]

aJ a a

- — 0, a:-—-

=% Ty

o.

Les courants qui produisent des forces ¢lectrodynamiques indépendantes
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de la valeur de la constante A sont donc aussi ceux qui engendrent des
forces électromotrices d’induction indépendantes de la valeur attribuée a
cette constante.

§ 2. — Retour au cas des courants linéaires; lot de Grassmann.

La premiére des égalités (16) du Chapitre précédent devient, en vertu

des égalités (5),

.

I I I I

2 Iz = 5 =

(6) X=—— Ngy ~az) "\ Moz M/ | 9
A2 du_ dv_}_dw>
S \oztTay e

1+Au I—Ax—x, [x—2x — 5—23
Xf{ e B ‘( r—’ul+‘}i—7ﬂvl—l— = ‘wq)]a’m,.

2 r 2 rs

Nous pouvons évidemment écrire

I T I 1
d;_ d; d- d-
- o\ — — 0y — | —w\ W, — — uy— de
(7) | "\ ay — M ow 1oz T s ’
B I 1 I8 1
0~_ d—' d—' 0~
== u lt—l -+ V—, -+ w ! — (uu,—+ 0o+ svvy) . drs
- | ! ox dy 0z ! ! r b

Soient f et f, les flux qui ont respectivement pour composantes i, ¢, &
et u,, 0., w,; solent s et s les directions de ces flux; nous aurons

wuy + vvy + woy = ff, cos(s, s;),

dx
u,:f,z:-,
02 oL 0t ol
u + o= +w r—f s, -
7l 7] 0z ~ 7 0s
1
x— x, Y—n z— 3 d;
Uy —3 -+ ¢y T +w = flm—

Fac. de T. — VIL G.6
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Les égalités (6) et (7) fournissent donc 1’égalité

oL ok
A2 rdx
X = 7f/l:cos(s, S‘)dx_—g a5 Jf,dm,
S dm !
+_2_¢_2 ‘du ﬂ_*_dw 1+ A ds, I— A d_
2 (dx+dy 03 P x‘)d Jidw,.

Supposons maintenant que les courants agissants soient des courants li-
néaires, d’intensités J et J,, de sections w et w,. Nous aurons

do = wds, dw, = w, dsy,

J:fﬁ)’ leflwh

dy ., [du dv dw
.——a’ (%*5}+‘& dw.

L’égalité précédente deviendra alors la premiére des égalités

/ R
. A r 7 dx,
| Xdo = —-Z—JdSL [COS(S, 81)5; —_ ()—S -‘E] Jl dS,
/’ dx, ()1“
A dl) 1+ A\ ds, 1— A r
+ c—i;dsb 2 -+ (r—a,;) T)s—,] J, ds,,
1 1
Jd- d-
“32 r r dV{
Y dw _Tst/[cos(s, 51)0 7 dsl]J, ds,
d.}’l dl
A2 d) 1+ A a’s, 1— r
+ 5 Zf&ds, 2 . (y y,)d J, ds,,
9% 0
_,RB r dai
7 dw %?st/\[cos(s, .S',)d 051 dsl]Jldsl
dz, 9l
A2 dJ L+ )\ ds, 14+ A r
+—2~—c—1§ds 5 T (z—~z1)&‘l J, ds,.

Ces égalités (8) redonnent expression déja trouvée [ Lecons sur UElec-
tricité et le Magnétisme, t. III, p. 266, égalités (1)] des forces qu’un
courant linéaire exerce sur un élément de courant linéaire (').

(8)

(1) C’est ici le lieu de rectifier une erreur qui s’est glissée dans cette partie du Tome III
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Les forces appliquées aux divers éléments de volume d’un conducteur et
définies par les égalités (16) du Chapitre précédent ne sont pas les seules
qui soient appliquées & un conducteur. La surface de ce conducteur est, en
outre, sollicitée par des forces que définissent les égalités (15) du Chapitre
précedent.

Dans le cas ol les circuits agissants sont linéaires, ces forces se rédui-
sent a des forces appliquées soit aux extrémités libres des conducteurs ou-
verts, soit aux points par lesquels deux conducteurs linéaires glissent I'un
sur 'autre. Si I'on désigne par M un de ces points d’application, par J

de nos Lecons. A la page 257, nous avons écrit I'égalité erronée

0 cos' = cos 7 orr
S = ®w— 7
ee Js 0s
a la place de I'égalité
, ozr
cosf cosh' = cosw + r—— -
ds 0s

L’égalité (2) (p. 257) doit alors étre remplacée par I'égalité

A T I

et I'égalité (3) par I'égalité

N(r)=g(r)+ -

Il en résulte qu’a la page 265, on devra faire

A2 1 —
M(r)_—-T- 0
au lieu de )
A2 11—
M(r)= - 5
. T dJ .
Le terme qui, dans X [(p. 265, égalités (10)], renferme en facteur 7 ds deviendra alors
ol dx’'
A2 dJ or 1+~xds |,
Y= T e
Une correction analogue, consistant a remplacer le facteur —-<—;;~~>; partout ou il

A .
figure, parle facteur ! » devra étre faite aux pages 266, 271, 272, 273, 275, 276.

A cette derniére page, dans l'égalité (10), le terme indépendant de r devra s'écrire
A4 ddl dJ’dd et non A2 3 —2d) Ay
2 a2 dsds s P T & ds

et non pour la valeur A = 3, de Afque ce terme disparaitrait.

dsds'. C’est pour la valeur X = —1,
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I'intensité du courant qu'y améne le conducteur, la force appliquée au
point M aura pour composantes

Py

I dx,
A 1— A roo1+ ) ds,
Y——Q-J i > (x—£1)98—1+—2——TJJ1d8“
[ P dy:]
it {—2A 14 ds,
Y—;J | ()’“)1)';)“8““ 5 _,T‘JJidSn
B 0! ds, ]
e 1—A . 14 A ds,
Z —-2—J | (.’.‘ -—nl?d—ﬁ—l—- > —’—-J chlsl.

Les forces de ce genre, appliquées aux extrémités libres d’un conducteur
ouvert, disparaitront si, comme nous '’avons constamment admis au
Tome III de nos Legons, l'intensité du courant ouvert est nulle aux deux
extrémités du conducteur.

Quant aux forces de ce genre appliquées aux contacts glissants, elles ne
seront pas observables si, en un pareil contact, la continuité du mouvement
est rétablie, comme nous I'avons expliqué au § 4 du Chapitre précédent, et
si, en outre, comme nous l'avons sans cesse admis au Tome I1I de nos Le-
¢cons, l'intensité du courant ne subit pas de varialion brusque en traver-
sant ce contact. Ainsi la théorie générale des courants, exposée dans le
présent travail, conduit aux mémes conclusions, dans le cas des courants
linéaires, que la théorie exposée au Tome III de nos Lecons.

Les rapprochements que nous venons de faire nous permettent de dire
que les formules

” X, do = E‘: (Rv — dw)dw,
Vo

A
(9) Y, dw:\/

= (Rw— Ru)dw,
2

7, deo = i(@u — %) dw,
\ \/2

représentant une force appliquée a 'élément dw, sont, pour des courants
quelconques, 'expression de la loi de Grassmann. Les égalités (16) du

Chapitre précédent nous permettent alors d’énoncer la proposition sui-
vante :

Les actions électrodynamiques qu’un courant quelconque exerce sur



LES ACTIONS ELECTRODYNAMIQUES ET ELECTROMAGNETIQUES. G.45

chacun des éléments de volume d’un courant uniforme sont données par
la loi de Grassmann.

Si I'on observe en outre, comme nous I’avons fait remarquer au § 4, que
les forces électrodynamiques appliquées aux surfaces de discontinuité d’'un
conducteur parcouru par des courants uniformes peuvent toutes étre pra-
tiquement négligées, on voit que 1'on peut énoncer le théoréme suivant :

Un conducteur traversé par des courants quelconques agit sur un con-
ducteur traversé par des courants uniformes comme si chaque élément
dw, du premier exercait sur chaque élément dw du second une force
ayant pour composantes

W[ or o oL ol

t dodo,—=— — i —oy Lo N wi-L —u, L | | dodw

1 Py | l())’ ld(l/‘ 10.%' 105 | 19
B I 1 1 1

(10) do dw = ) d; d; d; ) 0; tw dw d

N de do, = > L “E—W‘Ef w— uiay—n% l_ w1,
(95 0 07 9;

\Cdmdw,:-—;— ) W‘d_x———ulﬁ u— Vld_z—wl—(;; v_ dw dw,.

§ 3. — Lot d’Ampére.

Si I'on se reporte a I'une des égalités qui expriment la loi d’Ampére
[ Legons, t. 11, p. 288, égalité (6)], on voit sans peine que cette loi d’Am-
pére donne l'expression suivante pour la composante paralléle & Oz de
P'action que I’élément dw, exerce sur I'élément do

A (x — xy)

r

3/x—x — 52— 3
x[uul—i-w,—i—wwi—-z-( - Yy 4 ].yiv—i— ~ ‘w)

x—x — z—3
< ( by L - s w,)] dw dw,.

r r

() {dodo,—=—

Sil'on compare cette égalité & la premiére des égalités (10), on trouve sans
peine que ’'on a

(12) (5’-—5)dwdzm:?(au-l—ﬁw-i—yw)dmdwl
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avec

9~ s P ) a-
o= uy — (xl—-x)——r —+ 0y = (xl——ac)~’— +wia— | (v —x) 5= |
dx, ox | ay: L ox | 0z, | ox
_ - — . -
(12 bis) (\@*—u—d— (x——x)if o J — =z d; +(v_d_ (x——x)d 1
_— ldx‘ L 1 d.)’ -+ 10‘)/1 L(xl )B_‘)_/'_ 4 1031 L 1 0
2 % 2 ol J W
\ y:ftl?)—av—, —(xi—x)—(ﬂ_ +V1E L—(xl—x)—d—:_ +W15;; L(@H x)— dz ~'

L’égalité (12) montre que si 'on veut que la loi d’Ampére et la loi de
Grassmann donnent le méme résultat lorsqu’on les applique au calcul de
I'action exercée sur un élément de courant dw par le conducteur auquel
appartient I’élément dw,, il sera nécessaire et suffisant que 1’on ait

(13) /.aa’wl:o, f@dzm:o, fydm,:o,

%

et six autres égalités analogues obtenues en considérant les composantes
paralléles 4 Oy et &4 Oz.
Or il est aisé de voir que ’on peut écrire

,)_

/adwl_“—S(xl—w)d [ wu,cos(N,;, &)+ ¢, cos(N,, y) + w; cos(Ny, 35)

—+ 1, €08 (Ny, o) + ¢, c0S(Ny, ) + wycos(Ny, 5)] dS,
du, du, dw,
_f(xl x)dx <dx1 * oy, 0y, + dq)dw'
ou bien

focdun:— S(x’—_x) [ uicos(N,, z)+ ¢ cos(Ny,y)+ w cos(Ny, 5)

—+ Uy €08 (Ny, &) -+ ¢5 €08 (Ny, y) + wy cos(Ny, 3)] dS,
(2, — x) du, dvi 0W1>
f <5;; -+ = dy1 -+ ()ZI dlD'1

La premiére des équations (13) devient donc la premiére des équa-
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tions
S(xi_x) dEI dsl f(xl—x)2 del dw,:o,
ot
JE 2 gde
(14) S(J’tﬁ)’) 1ds1 f(.)’x Y) ()_tldw‘:o’
2
S ("1_") 0E1 dsl+f ("1 “) %%'dw,:o,

S (.7'1_}’)3(51"‘5) dEde f()’i (~'1—“Z) 331(1 %, = o,
Iz
(15) S(Zl_;")rgxi—x) dEldSI f(zi ")(xl_x) ddetid 1_“_0

(x.—:c)(m ¥) dEl (x.~—r) — ¥) de,
S s, + f % do

', = o.

Ajoutons membre & membre les égalités (14), en tenant compte de la re-

lation
r=(x;— )+ (y1—y)?+ (5,— z)%

Nous aurons
1 dEt 1 de1 .
(16) SI dS, -+ f; del~o.

Moyennant cette égalité, nous pourrons donner aux égalités (14 ) la forme

[(zy—2)? 1] JE, [(z,— 2x)? 1] de,
S | T ds‘+f_—r3—_7-_ o1 B
[ (ri—y)* 1] 9E, [ (r1i—y)* 1] de
(17) ST = 1| G [ L7 — 1| Sas,
- } e _
S (51_;5)2 _— l 0El dSl f (zl ; ‘) _ _£ dei dsl
L r r L r r]

Si 'on définit la quantité J comme elle a été définie au Chapitre pré-
liminaire, égalité (34), les égalités (15) et (17) deviendront

0] 2] 9

0 T g =% gm =o
(18)

2y 2y »y .

dyos dzoxz dx dy

St ces égalités sont vérifies en tout point extérieur au conducteur
agissant, la loi de Grassmann et la loi d’Ampére, appliquées au calcul
de Uaction exercée par ce conducteur sur un élément de volume d’un
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conducteur parcouru par des courants, conduiront a des résultats iden-
liques.

En particulier, si le conducteur sur lequel s’exerce 1'action est parcouru
par des courants uniformes, la loi ’Ampére conduira a I’exacte expression
de 'action exercée sur ce conducteur par le courant agissant.

Il est évident que les conditions (18) sont remplies lorsque le courant
agissant est uniforme. Ainsi :

La loi d’ Ampére est équivalente a la loi de Grassmann dans le calcul
de Uaction exercée par un courant uniforme sur un élément d’un con-
ducteur parcouru par des courants quelconques; elle donne l’expression
ecxacle de cette action si ces derniers courants sont aussi uniformes.

§ 4. — Généralisation de la loi d’Ampére.

Laloi d’Ampére, exprimée par la formule (171) et par deux autres for-
mules analogues, posséde cette propriété que les actions mutuelles de deux
éléments de volume, découpés dans deux conducteurs que traversent des
courants, sont soumis a la régle de 1’égalité entre I'action et la réaction.
Nous allons nous proposer, dans le cas le plus général, de réduire les ac-
tions ¢lectrodynamiques & des forces élémentaires soumises au principe de
'égalité entre I'action et la réaction.

Les égalités (16) du Chapitre précédent et (12) du présent Chapitre
montrent que I'élément dw peut étre regardé comme soumis :

1° A des forces émanées de chacun des éléments dw, et données par la
loi d’Ampére [égalité (11)];

2° A une force dont la composante paralléle a Ox a pour valeur

et 2‘2 . d d 0
(19) Edo=— " [ufadwl-%- Vfﬁdﬁ’i"'wjydm‘_'_@(()—i_'_é—kd_f)] -

Sil'on fait usage des formules (12 bis), on trouve sans peine

(20) ufocdwl—}-vfﬁdwl—i—wfydwl

x—x x—x — z—3
— 1 : 1—4—0‘)’ ‘)’1_|_W 1
3 72 72

72

x [ 1w cos(N,, x)+ ¢, cos(Ny, y) + wycos(Ny, z)
+ 15 c08(Ny, ) + ¢5 c08(Ny, y) -+ w, cos(Ny, 2)] dS,

kY b TR G A S Bl A Y L G2 %)d
+f r <u A TV ET YT ><dw1+dyl+dz1 -
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D’autre part, I'égalité qui définit © [ Chapitre préliminaire, égalités (1)]
donne sans peine

(21) ©O= ]:—)\f[u,0%<L:x>+v,£;<x1,—.x>+wl%<x1—’— v>] do,
B ) p

tx— x — a, Y — 3 — 2z
-+ iy T 0 7 T W 3 dw,.
, \ =] - 2

On a, d’ailleurs,

) 0 [x,—x , J [x,—x ) 0 [x,—x
e f g () e (M) e g (05

— =T u; cos(Ny, ) + ¢y cos(Ny, ) + o, cos(Ny, 5)

—+ 13 €08 (Ng, ) 4 ¢, €05 (Ny, ) + o, cos(Ny, 5)] dS,
x—x, [du, dv, ow,y
[ (G o)

Moyennant les égalités (20), (21) et (22), 'égalité (19) devient

- A (e xr — x, LY = 5 — 5\ [Ou; 9y, ow,
(23) Zdo=— - I - <u = —+ ¢ W = 5;1_‘_;}’—1+0—51 dw,

du dv  Ow xr—z xr—zx Y 5 —3z
(@ g ) [ (e T e IR e I e
1+X/du  dv  Odw x—x,/du;,  dv, dw1
T <5§+—dy+_d—z>f—r <dz1+ d~1>dw‘
+Sx—xl<l(x—:x1+vy—y _'_WQ——‘%)
r r re r

X[ uycos(Ny, 2) + ¢y cos(Ny, ) + o, cos(Ny, 5)
+ Uy €08 (N, ) + v3 €08 (Ny, ) + wy cos(N,, 3)] ds,

1+ A /du dv _’_dw
> \oz oy &)

< S xjxi [ wicos(Ny, &) + ¢ycos(Ny, y) + w, cos(Ny, z)

=+ U3 €08 (N3, 2) + 03 c08(N,, ) + w, cos (N, 5)]dS, dw,.

Les égalités (12) et (23) nous font connaitre la loi des forces appliquées
aux divers éléments de volume dw du conducteur.

Un élément dS de I'une des surfaces qui terminent ce conducteur subit
Fac. de T. — VIL. G.7
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une force dont la composante paralléle & Ox est [Chapitre 1L, égalité (15)]
X Az
NedS = — - V[wucos(N;, ) + ¢ cos(N;, 1) + weos(N;, z)] dS.

‘n vertu des égalités (21) et (22) cette égalité peut s’écrire

(24) >

14 (fx—x (duy  deop | Oy
+— / - <0I1+W+~U_ST dos,

I+, —x B
+ — S—’——’[ 1, 08 (N, ) + ¢, cos (Ny, y) + v, cos(Ny, 3)

r — x, xr—x r—y 55—z
= 3 ; <ul Nt Y —l g, [> dw,
' r? e 7

—+ 11,08 (Ny, &) + 0508 (Na, ¥) + w, c08(Ny, 2)] dS, | dS.

Des égalités (12), (22), (24), et des égalités analogues auxquelles don-
neraient lieu les composantes des forces suivant les directions Oy et Os,
on déduit sans peine la conclusion suivante :

Les actions qu’un conducteur quelconque G, exerce sur un aulre con-
ducteur quelconque C peucent se décomposer en actions élémentaires de
la maniére que voici :

10 Tout élément de volume dos, du conducteur C, exerce sur tout élé-
ment de volume ds du conducteur C une action dirigée d’un point de
Pélément dss, vers un point de ’élément dw et ayant pour grandeur

— 3

I 3 /ory—x Yi— ¥ 3, — 3
= | e+ oy o — - w4 ¢+ w
r? 2 r r r

X —x Yy — ¥ 5— 3
< < L w4 - ﬂ'l>]
r r r

1 Xy — X Yi— 3, — 3\ /du Jde duv
— —(u = SRR AL S by
: r r r dr,  dy, EN

t X=X Yi— Y 3, — 3\ [du dJde dn?
— " e J o du  Jv dw
ar\U Yo Yo dxr  Jdy ():)

V=2 /du  de oW\ [duy  dey day) |
——— —1 I dw dw,.
-+ 4 < + > <()*1)1 -+ dl)’l 031/) , dw d®,

dx 5)—/4*0:,

2 Tout élément d3,, appartenant ¢ une surface de discontinuité du
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conducteur C,, exerce sur tout élément de volume dw du conducteur C,
une force dirigée d’un point de Uélément dS, vers un point de Iélé-
ment dw el ayant pour grandeur

\ I . -
— e —57[ uy cos(Ny, ) + ¢, c08(Ny, y) -+ w,cos(Ny, 3)

+ 1,08 (Ny, ) + ¢, c08(Ny, ) + wyc08(Ny, 5)]

x—.x Vi ¥ 5y — 3%
><<u ',. 4o ."+W ! )

7 r

! T)\[ iy c0s (N, 2) 4+ ¢;¢0s(Ny, y) -+ w;cos(Ny, 5)
4

+ uyc08(N,, ) + ¢3¢08(Ny, ¥) + w3 c08(Ny, 5)]

= (%j—; —+ % -+ (()T(:‘_> :»(lsldw.

3° Tout élément de volume dss,, appartenant au conducteur G, exerce
sur tout élément dS de Uune des surfaces qui terminent le conducteur G
une action dirigée d’un point de Uélément do, vers un point de Uélé-
ment dS et ayant pour grandeur

1 -
— 21?—: — 5 [wcos(N;, x) + ¢ cos(Nyy y) + weos(Ny, 5)]
Xy — X Yy — I — 3
><<u1—‘~—-— 4o Y 2 )
r r r

14 A
4

+

[wcos(Ny, x) + ¢cos(Ny, ¥) + weos (N, s)]<% + (%‘— + %}1>:r15(lm,.
1 J1 ~1
4° Tout éléement dS,, appartenant a Uune des surfaces de disconti-
nuité du conducteur C,, exerce sur tout élément dS, appartenant a lune
des surfaces qui terminent le conducteur C, une action dirigée d’un
point de I’élément dS, vers un pointde Uélément dS et ayant pour gran-
deur

142 . .
— [ w cos(N, xr)+¢ cos(N;, y)+ w cos(N;, 5)]
4

— 2

< [ wycos(N,,x)+ ¢ycos(N,, y) -+ w,cos(N, 5)
~+ U3 c08( Ny, 2) + ¢, c08(Ny, y) + vy c0s(Ny, 5)]dS dS,.

1l est visible que toutes ces actions éléementaires satisfont a la régle de
Iégalité entre Uaction et la réaction.

La loi que nous venons d’établir est évidemment la généralisation de
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celle que nous avons trouvée (') pour les courants linéaires | Lecons sur

Electricité, v. 11, p. 276, égalité (10)], loi d'aprés laquelle deux élé-
ments ds, ds’ de courants se repoussent avec une force

2 ! ! P
R=— M <COS&) — g cos@cos9’>
d) , 5, d) o A dldy
]dc(?dscos9———lds 7 d.sco>9—~?—2-a;ds, ds ds'.

L’existence de forces indépendantes de la distance parmi ces actions
¢lémentaires constitue un paradoxe aussi facile & expliquer dans le cas gé-
néral que dans le cas particulier des courants linéaires (voir Le¢ons sur

UElectricité, t. 111, p. 276).

(1) Celle-ci étant corrigée comme nous I'avons indiqué plus haut (page 43, en note).



