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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

LES ACTIONS

ELECTRODYNAMIQUES ET ELECTROMAGNETIQUES,

PAR M. P. DUHEM,

Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Rennes.

DEUXIEME PARTIE ®.
LES ACTIONS ELECTROMAGNETIQUES.

. &

CHAPITRE I.
LINDUCTION ELECTROMAGNETIQUE ET L'ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE.

§ I. — Calcul des quantités ©, ©, ® relatives a un aimant.

L’hypothése fondamentale sur laquelle nous ferons reposer ’étude de
I'induction électromagnétique est celle que nous avons développée dans
nos Lecons sur Uélectricité et le magnétisme au Livre XVI, Chapitre II;
rappelons cette hypothése.

Considérons un élément magnétique de moment 9 do. Soit BA ou d!
son axe magnétique. Menons un plan perpendiculaire a I'axe d/; dans ce

(1) Voir dnnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VII, p. G.1.
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plan, tracons un petit circuit C embrassant une aire Q dont ¢/ est la nor-
male positive. Supposons ce circuit parcouru par un courant dont I'inten-
sit¢ J, est donnée par la relation

(1) }/1 J Q== I de.

V2
Nous admettrons que cet élément magizc'lique et ce pcliz courant engen-
drent, en toules circonstances, les mémes forces électromotrices d’induc-
tion dans un élément conducteur quelconque.

Cette hypothése raméne 'étude de I'induoction électromagnétique a
I"¢tude de I'induction électrodynamique exereée par certains courants uni-
formes. Ce que nous avons vu dans notre Mémoire sur I'/nduction élec-
trodynamique nous montre que la mise en équation du probléme de l'in-
duction électromagnétique exige le calcul des trois fonctions ©, ©, @
d’Helmholtz relatives au courant C.

Daprés I'égalite (19) du Chapitre préliminaire, nous avons

i, 1— % oW
O=| —d b —— .
f r amy 2 de

Drailleurs, si le conducteur auquel se rapporte la fonction v est parcouru
par des courants uniformes, on a, en tout point de la masse de ce conduc-

teur,
du,  Jdv, Jwv,

'

dry " dy, | 03, —°

ct en tout point de l'unc des surfaces de discontinuité que présente ce con-
ducteur,

ty cos(Ny, r) + ¢y cos(Ny, y) + o, cos(Ny, 3)
-1ty 08 (N}, ) + ¢y c0s(Ny, ¥) + w, c0s(Ny, 5) = o,

ce qui donne [ Chapitre préliminaire, égalités (15)]

0w

o0

Ainsi, pour un conducteur parcouru par des courants uniformes, on a sim-

plement
0= I—l: dm‘l.
),

Appliquons cette formule au conducteur C. Soit » la section infiniment
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petite du fil que I’on suppose disposé suivant la courbe C. Soit ds, un élé-
ment de longueur de ce fil. Nous aurons

do, = o ds,,

dx
Wi — J1 ;“[S; .
Nous aurons done
V= ‘L t_li.x: ds,.
e ds,
Si nous observons que d/ est la direction de la normale positive a laire
plane Q qu’entoure la courbe C, le théoréme de Stokes [ Lecons sur l Elec-

tricizé, Tome III, p. 35, égalité (2)] nous donnera

0= 0-
(2) V=2QJ, [cos(d/,z)g_g——cos(dl,y)—gg],

£, , { étant les coordonnées d’un point de I'élément do.
Soient &, ¥, € les composantes de I’aimantation 9 en un point de I'¢lé-
ment de. Nous aurons, en vertu de P'égalité (1),
Vel

Ao dy = M cos(dl, z)dv = —

cos(dl, x),

¥ dp = I cos (dl, y) dv = \/2;”‘ cos(dl, y),

€ dv==IN cos(dl, z) dv = \L%SE—J’ cos(dl, z).

L’égalité (2) devient donc la premiére des égalités

i ot dl)
2 ; ;
— 00 =\2 — — — Jdy
\/2 < dﬂ : "
0t ot
(3) -211‘)~<A9-1—e-1>d'
va o \Tor T T/

dl dl\
s ()
e \TE T Ton /T

les deux autres s'établissent d’une maniére analogue.
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Ces formules donnent les valeurs des fonctions d'Helmholtz pour un
¢lément magnétique. Pour un aimant de dimensions finies, on aurait

I
.| 97 ;
—0 = 2 -~ —w— J|de,
V2 dn S
I I
0 - 0 -
(3 bis) 3 r ~ T
‘ ’ =V = b= — S = | dv
Vo 0% gz ) "
AT EE T
‘—3"; W = ) f) — b ——,' (l".
\\ \’r/g . )C_ ()'ﬂ
§ Il. — Propriétés des fonctions ©, ©, @ relatices & un aimant.

Nous pourrions étudier directement les propri¢tés des fonctions 0, v,
@ ainsi introduites; mais un artifice trés simple nous permettra de déduire
ces propriétés de démonstrations déja faites.

Imaginons qu’on laisse & 'aimant sa forme, mais qu'on y distribue une
aimantation nouvelle dont les composantes A/, ', €' soient li¢es aux com-
posantes &, w, € de 'aimantation précédente par les relations

A A

A" = o, T_—U'a': 2, —Z=—h.
V2 V2

~

(4)

/

E\II W

La fonction o sera la fonction potentielle magnétique de cette distribution.
Les propriétés de la fonction potentielle magnétique, ¢tablies au Livre VII
de nos Lecons sur UElectricité et le Magnétisme, nous feront connaitre
immédiatement les propri¢tés de la fonction ©. Un procédé analogue nous
fera connaitre les propri¢tés des fonctions © et w. Nous obtiendrons ainsi
les résultats suivants :

1o Les fonctions ©, ©, @ sont uniformes, finies et continues dans tout
I'espace, sans excepter les points qui font partie de I'aimant ou des surfaces
de discontinuité qu’il présente.

2° On a, dans tout I'espace,

A
(5) “v=— N[ 2icos(N,7) —icos(Ni, 2)
V2

+ 2, c08(Ny, ) — Wby cos (N, ;)];ds

d@ dlﬂ) 1
(5 %) 5
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la seconde intégrale s’étendant au volume entier de I'aimant, la premiére
aux diverses surfaces de discontinuité que cet aimant présente, et en par-
ticulier & sa surface terminale.

3° Les dérivées partielles du premier ordre des fonctions ©, ©, ® sont
finies, continues et uniformes dans tout’espace extérieur a I'aimant et aussi
dans toute région intérieure a 'aimant ot les dérivées partielles des com-
posantes &, ¥, © de 'aimantation sont finics.

4° On peut écrire, en tout point d’une semblable région,

A 00 - o i
(6) V'—Ed—x“_s[ €,co8(N;,y) —vb; cos(Ny, 5)

0t
+ &, c0s(Ny, ) — b, cos(Nz,z)]EﬁdS

I
(de_zvgy’_?ds
o on o) cx

et des égalités analogues pour 0V 9V 9V

3y 930 om0
5° De telles égalités montrent que 1’on a, en tout point d’une semblable
région,
00 99  0®
(7) oz -+ Ty‘ —+ —(E — 0.

6° En un point d’une surface de discontinuité séparant deux régions 1
et 2 de I'aimant, on a

% (g%); —+ 3—1?2) :411%[(@1 cos(Ny, y) — Wb, cos(N;, 3)] +[S, cos(Ny, ¥) — b, cos(N,, ;)];,
(8) % <gl% -+ g—;‘)) = Ang[(uh, cos(Ny, z) — €; cos(N,, 2)] + [ oy cos(N;, 5) — Wby cos(N,, x)]‘l,
\ % <3—% ~+ g%> = 4m|[(vb; cos(Ny, ) — oy €0s(Ny, y)] -+ [Wh; cos (N, 2) — by cos(N,, y)]g_
»° En tout point extérieur a I'aimant, on a
(9) AU =o, AQ =o, A® —=o.

8° En tout point intérieur & I'aimant et non situé sur une surface de dis-
Fac. de T. — VIIIL. A.2
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continuité, on a

Ao =4 (22 _@>,
V2 dy ds
(1o) %A@ == %—3—3),
“ %A\@:ir(% — %)
§ 3. — Linduction élecli‘omaglzéli_qu(?.

Les fonctions v, ©, @ une fois connues, il n'y a plus aucune difficulté &
éerire les lois de Uinduction électromagnétiques elles se déduiront immé-
diatement des lois de I'induction électrodynamique. En un point (.2, v, =)
d'un conducteur, point dont le déplacement a pour composantes ox, 2y,
¢z, la force électromotrice d’induction électromagnétique aura pour com-
posantes [ Chapitre préliminaire, égalités (2)] les quantités ¢, ¢, ¢, dé-
lerminées par

A2 Jdor J oy d0s
Cpdt —— — D+ 0 = Vs >
Cad 2 <,\OO Ry Yo v ).x >
. A2/ do.x J ay Jdos
e = 9 . o e
(rn) ' Cydi=— - (0\ O TS >,
I Sl AN Loor doy 00z
‘ L:(}[-—“?<O\@—f— ()()—:—,— 0= @—J—:—>

Ces ¢galités sont susceptibles de transformations analogues a celles que
nous avons exposées au Chapitre préliminaire, § I; il est inutile de nous y
arréter ici.

N

§

. — Lénergie interne d’un systéme qui renferme des courants
et des aimants.

Dans un systéme qui ne renferme pas de courants, mais quirenferme dex
atmants, I'énergie interne a unc valeur U donnée pav I'égalité [ Lecons,
Tome I1, égalité (3)],

E[?:E1"+:T+\V—;—2<6~T3—$>q

. f [§(3R, T)—T ‘-’;'%lf’ T?] de,
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ces diverses lettres ayant la signification qui leur a toujours été attribuée

dans ce qui précede.
Lorsque le systeme renferme des courants, nous pouvons écrire

L 00
(12) EU=EY -4—;7—&—W+2<®—T0—T>q
0 2 -

+/[3?(;>1L,T) _T‘)—*%’fiﬁ_’ﬂ] do +EU/,

la quantité U’ étant assujettie 4 devenir égale a o lorsque les flux s’annu-
lent en tout point du systéme.

(est cette quantité U’ que nous nous proposons de déterminer.

Pour cela, nous ferons usage de la proposilion suivante, énoncée et com-
mentée dans nos Legons sur I Electricité, au Livre XV, Chapitre IV, § 4:

La quantité de chaleur dégagée par le systéme pendant le temps dza une
valeur dQ donnée par I'égalité

- . o OE . JE, g m OE. .
(13) EdQ_-dtf[<Ex— I‘W)lt—k(}f.y——TW)u-i— (E;——I‘ 0T>W] de + EdQ’;

Ii,, E,, E. sont les composantes de la force électromotrice totale en un
point (z, y, ) de I'élément conducteur dew; intégrale s'étend 4 tous les
conducteurs que renferme le systéme ; quant a la quantité dQ’, on ne con-
nait son expression que dans deux cas particuliers : elle est ¢égale a o si
les corps magnétiques sont tous des solides rigides, d’état invariable, et si
chacun des éléments magnétiques que renferme le systéme se deplace en
entrainant avec lui une aimantation invariable; si tous les corps magnéti-
ques d’aimantation variable que renferme le systéme sont des corps par-
faitement doux, elle a une valeur donnée par I'égalité

(14) EdQ’:T% ‘%U'_T) 39T dp,

I'intégration s’étendant & tous les corps magnétiques dont I'aimantation a
varié pendant le temps dz.

Nous allons, pour déterminer U, appliquer cette proposition au cas ot
le systéme, formé de corps immobiles, dont I'aimantation est invariable,
est parcouru par des courants qui varient d’une maniére quelconque. Dans
ce cas, la quantité dQ’ est égale a o, et la quantité dQ a (— SU); en
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outre, on a

-
0 = o

>

af[(j(;m,T)—Toﬂ—j(g';’T)]d‘-:o,

en sorte que les égalités (12) et (13) donnent

oT
JE. OB, JE. B
+dtf[<E T‘)T) +<Ey—TT;><)+<E3_T 0T>w:| dw = o.

Ecrivons les expressions de E,, E, E..

(15) E3Y 4+ 3W -+ aZ(o_ T‘)@>q+1«:aU'

fel . . . . |
Désignons, désormais, par les symboles @, U, X les quantités 7 0,
3 v’
\/- 19 Z w, relatives a 'aimantation distribuée sur le systéme, quantités
2

deﬁmcs par les ¢galités (3 bis); réservons les symboles ©, ©, @ pour les
fonctions analogues relatives aux flux ¢lectriques qui traversent le sys-
teme, fonctions définies au Chapitre préliminaire, égalités (1).

En vertu des ¢égalités (1) de notre Mémoire Sur I'Induction électro-
dynamique, (6) du Chapitre préliminaire et (11) du présent Chapitre,
les quantités Sx, Sy, &3 étant nulles en tout point, nous aurons

J A2 90 A 900
Ep=— 2 (V4 0) 4o, & 20 20
== gzt )+ %a PN
Mais, les conducteurs et les aimants devenant immobiles, 'aimantation
? 2
demeurant invariable, la fonction ® garde ¢videmment une valeur indé-
pendante du temps, en sorte que I'on a

oliy

T

L’égalité précédente devient alors la premiére des égalités

() A2 ()O
E,=—— (E‘ —*—@)+ox— ~ o0
2 JO
Ey:—i(sV+0)—i— oy——i A >
Jt
_ o B0
E;—— a(év—i—@)‘f"?z—'; W’

les deux autres se démontrent d'une maniére analogue.
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L’égalité (13) devient

oz do
E6Y—|—dtf[(cpx——T 0T>u—i—<<p TdT>v+< 2

—|—6W—dtfa<ﬂu+g‘—[v+d—¥w>dw

do,
9T > W] de
dx dy ds

00 p 00 0 90
+62<®—T0—T>q—dtf[ud—<® T0T> dy(o TdT>

0 00
+wa<® TWH dw

9
+ EoU'— f<d'(‘) d'& +‘Z—(§)W>dm:0.

En raisonnant comme nous I'avons déja fait (premiére Partie, Cha-
pitre I, § 1), nous trouverons que cette égalité entraine la suivante

2
EU = %f((‘)u—i—'(?v + Qw)dw,
en sorte que ’égalité (12) devient

oJt

+f[s"(:m, T) — Tﬂ(?%’ﬁ] d

2
-+ %—f('(‘)u—!— Vv + Q@w) do.

(14) EU=EY + W+ g+z<@ TQ_Q)

On voit que, conformément & ce que nous avons déja rencontré, dans
des cas plus particuliers (voir Legons sur I’Electricité, Livre IV, Cha-
pitre 1V, et Livre XVI, Chapitre I), 'énergie interne d’un systéme qui
renferme des courants et des aimants ne renferme aucun terme électroma-
gnétique, c’est-a-dire aucun terme dépendant a la fois des intensités des
courants et de I'aimantation des aimants.
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CHAPITRE II.

LES FORCES ELECTROMAGNETIQUES.

v/g

I. — Tracail virtuel des forces électromagniétiques.

(estencore a la proposition dontnous avons fait usage pour déterminer U’
que nous demanderons les principes propres & déterminer les forces qui
s'exercent entre les courants et les aimants ; mais, pour appliquer cette pro-
position, nous ne supposerons plus immobiles les divers corps (ui compo-
sent le systéme; nous supposerons sculement que les corps magnétiques
sont des solides rigides, d’¢tat invariable, et que chacun des éléments ma-
gnétiques garde une aimantation invariable, en sorte que, dans I'é¢ga-
lité (13) du Chapitre préeédent, la quantité dQ) sera égale a o.

Pendant le temps dt, les forces extérieures au systéme effectuent un

. . N B g2
travail de, et la force vive croit de ¢ ¥ —— . On a done
¢ 2

EdQ =dé,—EoU — 62”“",

2

en sorte que Pon peul dire que les forces intérieures au systéme effectuent
un travail
de;=—E(dQ —sU),

ou bien, en vertu de I'égalité (13) du Chapitre précédent,

(1) dt;—=—EdU

, o OB, _ ()Ey). o/ OB
——dtf[<Ex——fW>u + <Ly—1’—(ﬁ; ( fﬁE:— I'W>uJa’m.

Chaque élément magnétique garde une aimantation invariable. On a

done
s (2o ) _p 3O
of[)( K, T)—T T dy = o,
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et I’égalité (14) du Chapitre précédent donne
(2) EOU=EaY + oW +dy+3 Y (6 — T"@>
aT
22
—+ Zéf(t)u +O¢v+Q@w)do

D’autre part, on a [Chapitre préliminaire, égalité (2) et II¢ Partie,
Chapitre I, égalité (11)]

B D)
_i<(9+()g_6_x 'g.d_a.z_{‘@@_z_>
Jox dx
—<am+q>‘@ wl X"_af>
\/— x 0]
0
Eydt:—[@(sv-{—@)—cpy]dt
(3) _® 6@+O—dax+x‘>()6y+@66”>
2 dy dy dy
1_<6W+<D"8x+w"—67.+x‘)65>
V2 dy dy dy
0
Ezdt_—-[b—z(eV—}—@)—cp;]dt
a2 dox 06}/ 00z
-——(6@4—0—0?—%—1) - @7:>

0oz d oy 04z
\/2<6X+(I>d— vl x 22 )

Les égalités (1), (2) et (3) donnent

00, \ 0 ’ d9¢:
(4) dGi:—ESY—dtf[¢x— 0T>u—|—<¢y-—’l cP{)v—q— (QDZ—T()—?I,)w]dw (1)

ov A" av
—6\V+sdtf<5;u+d—yv+m—w>dw (2)
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\ d@
SEOICEL Y

y (3)
0 00 ) 00 0 00
—d O le_T1%Y 9 (a_ 799 LA
S0 pfo- 7).+ Ho-r2) o
~ oy (4)
Az, L \
——Tof(t)ll—i—'@()—(—@;p)dw
4
._,_%- f[ <50+U()() —!—Ud()iy—!—@()()f>u
/ 06r 00y . 003 )
+— {0V + 0 92 b
: (ox PR M ()),>v
— <6@—;—0 ()5; —+ 0 0003/ -+ @ d(;;) w] ds
~-= o0+ @007 I 905y,
Vo dx ox )
0ox .00y 003
N 4 ooy ) , 6
<11/+c1>()v qd},+xd]>‘ (6)
w . 6997 9%y | d0s
e(OX—r@ pE Y E 4+ X 0;>w]dw.

Or, au second membre de cette égalité (4), les termes (1) représentent
des forces intéricures qui subsisteraient dans le systéme ramen¢ & I’état
neutre ct désaimanté;

Les termes (2) représentent le travail des forces électrostatiques données
par laloi de Coulombj;

Les termes (3) représentent le travail des forces électrocapillaires ;

Le terme (4) représente le travail des forces magnétiques;

Les termes (5) représentent (I' Partie, Chapitre 11, §2) Ie travail des
forces ¢lectrodynamicjues.

[’égalit¢ (4) nous conduit donc & la conclusion suivante : Dans un sys-
teme qui renferme a la fots des courants et des aimants s’ exercent des
forces différentes de celles qui nous sont déja connues par les théories de
la Physique aulres que I’Electromagnétisme. Ces forces ont pour tra-
cail virtuel

) a 0dr 03y <85
(5) dL.—\/?f[ <a¢+¢>—d7+qu$+x )
dox .00y LA
<a‘<+¢d;‘” W"d;;y'+x0iz>dew,
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Itntégration s’étendant a tous les conducteurs parcourus par des cou-
rants. .

Rappelons que, pour établir cette égalité, on a supposé :

1° Que les aimants étaient des solides rigides;

2° Que I'aimantation de chaque élément magnétique demeurait, dans le
mouvement de cet élément, invariablement liée & la matiére qui forme cet
¢lément.

Ces restrictions ne doivent pas étre oubliées dans le calcul des quantités
8P, W, 8X.

Nous avons [ Chapitre I, égalités (3 bis)],

La variation 8@ qu’éprouve dans le temps d¢ la fonction @ relative 4 un
¢lément conducteur de, qui lui-méme éprouve un déplacement Sz, Sy,
¢z, peut s’écrire

L oD oD od

%—? dt désignant la variation subie pendant le temps dz par la valeur que

prend la fonction @ en un point fixe (x, y, z) de I'espace.
La particule dv garde un volume invariable; dans le temps d¢, elle subit
une translation (8%, &y, () et une rotation dont les composantes ont pour

valeur
o= 1(900 _ 0%
T2\ 9z dy ’
103 0%
(6) °’—2<"a?—52>’
1 (23 e
© =3 oy oz )’
On a alors

T I I I

oL ol ot ot
S50 = gn ot B T O+ Gogzdh

9= 02 022 0=
A A ra
O —=w'S — ", o =0 db—0e, 02 = b — w .

Fac. de T. — VIIL A.3
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Ces diverses ¢galités nous donnent

()— ()%
od = (b — o’ u%)—a———(m b — ) =

J

d% 0% dn 072
oD . ob . oD
4 == 0F + —— 03y -+ == 03
or dy 0z

cor M1 Dy . ’ LR}
Les quantités W, X s’expriment d'une maniere analogue.
Nous trouverons sans peine que I'on peut écrire :

(7) wo® + ¢ oW + woX
T (g iy
)z dJ N
< ob - 0Q | _JR
=4[ — +h — )
o1 da < on
op 20 .
+( ()’+l)"+ ()’)O
F(BR+EZQ)m (2P — LR)o + (LQ — D | de
()(I) L N > ~
-+ -+ OL} —+ u
()I PERS )
(2L )_ v o LN\
o Iy 0: )
oX . () JX |
o)
avee
( ()} I)%
Do, e
S I
§) Jd- J -
( - I - P — 5o
Q=0 0z oz
] ]l 2!
‘\ ]i:z(Tn—c' T_
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Si 'on rapproche ces égalités (8) des égalités qui définissent les fonctions
®, 2, & [ I Partie, Chapitre III, égalités (4)], on trouve

eﬁ(.s,n,m_—Tdem,
|
Q(E,ﬂ,C)——\—/;/de,

K(E 1, 8) = — V;fﬁdw

Si, de plus, Uaimant et le conducteur que lon considére n’ont aucune
partie commune, de telle sorte que le point (&, v, {) ne puisse faire partie
du volume dont dgos est un élément, les dérivées partielles des fonctions ¢,
2, & par rapport a £, v, {, s’exprimeront par des égalités de la forme

or _ i @dm
9T o) T

L’égalité () permettra donc d’écrire

(9) m%/ (0P + ¢0W + woX)dw
2
P
SJ (5 entp =)
(\
+<oqggf +v‘ + dﬁ)an
an
0
-4—(19%—!—1" ——+vd;}{>6:
0¢
(W — £+ (26 — Aol + (1 — &)o' | do

2 <@ax+‘)q’a +—a>
_\/;’/ ox dy Y &

(Gow+ o0 o)
9 A T

oX X . X
+<5—0£+-07 +7—8> ]dm,

®, w’, " ayant les valeurs données par les égalités (6).
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D’autre part, on a

(10) /[ <®()ox+q()oy+\()o>[

Jdr Jd o

dox j.doy 003
+<d) oy + dy + 7y >c

0. .00 03
+<®003”+11%%Y~T\00i>“,]dm

:——S[ 1 oS (N, )+ ¢ycos(Ny, ¥) +wyc0s(Ny, 3)

+ 103008 (Nyy ) + 0,08 ( Ny, ¥) + 0,08 (N,, 2)] (Do -+ Wiy + X 93) dS

] [ 0 (e 0 de),
| dx dy ds de Jdy o ds )|
VLT T T
o dx Jdy ds dr  dy Iz )|

[0 ey e G e X (G ot 5o )| os L

| ox Jdy Js dr  dy d= )|V

Le signe N indique une intégration qui s’é¢tend aux diverses surfaces de
g 8
discontinuité du conducteur.
Les égalités (3), (9) et (10) donnent I'expression suivante, pour le tra-
vail virtuel des actions électromagnétiques,

(11) (/&Z;-_——lf[ <L()—+1i',~dd—;+ %?);‘
-+ \() -i—l)b()) ()R>OF
on dn dn f
_|_({)()__+1|l)0_})\_;_3i);@:>“:

. J 0% 4

4 (R — D) » + SR — L) '+ (2L — W) 7 | e
(

— ——b[ @, 08 (N, ) + ¢ cos(Ny, y) + wycos(Ny, 3)

+ 1,08 (N,, &) + 0,008(Ny, ) + w,¢08(Ny, 3)] (Por + Way + Xoz)dS

Ay [0 oW /oX _a_<1>>] i
\Fif( L (‘)V 0»1‘> K()VL 03
<oq dy ay —ox)|™

o /oX o0 (oW JX A )
—1—Lu< ) ¢ (03 -—?yj] )x-\)(/m

Lde OE

—i_/‘(ﬂ—i—ﬂ—% ()‘>((I)01vr110) + Xis3) dw.

Vo \adr dy Js
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Cette égalité, rappelons-le, suppose :
1° Que 'aimant est un solide rigide;
2° Que le courant ne traverse aucune partie de 'aimant.

§ 2. — Forces électromagnétiques.

On déduit sans peine de I’égalité (11) les résultats suivants :

1° Un courant quelconque exerce, sur un aimant rigide qu’il ne tra-
cerse pas, une action qui se compose :
En premier lieu, d’une force (Edv, Hde,Z dv), appliquée a chaque

élément do de U'aimant, &, H, Z étant donnés par les égalités

P 3 v
E:-(&ﬁ-a—ubd—g—l-ed—d}),

oF 0% OF

_ 08 WO S IR
(12) H_—~<u%%+u},%+vd_n>,
[ 0% 02 _ O

En second lieu, d’un couple (Lidv, Mdo, Ndv), appliqué a chaque
élément do de Uaimant, L, M, N étant donnés par les égalités

‘ L = — (BhA — 9),
(13) I M=—(22 — aa),
( N=— (o{;@ — 1|'<)@).

Il est aisé de voir que les formules (12) et (13), appliquées & un courant
linéaire, redonnent les lois des actions électromagnétiques exercées par
de semblables courants [ Lecons sur Electricité et le Magnétisme, t. 111,

p- 496, égalités (1) et, p. 497, égalités (2)].

2° Un aimant exerce, sur un conducteur qui lui est extérieur et qui
est parcouru par des courants quelconques, une action qui se com-
pose : :

En premier lieu, d’une force (xdS, 5dS, ©dS), appliquée ¢ cha-

cun des éléments dS de toute surface terminant une portion continue du
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conducteur; N, 5, % sont donnés par les égalités

|

& N = — —= ® [ucos(N;, x)+ ¢ cos(N;, ¥) +weos(Ny, 3)],
\V 2
A

D) (N =— —= W [wcos(N, x) + ¢cos(Ny, y) + weos(Ny 5)],
V2

L = — —= X [wcos(N;, r) +¢cos(N;, y) + wcos(N, 3)].
V2

En sccond licu, d’une force (Xdw, Y dw, Lds), appliqguée ¢ chacun
des éléments de volume du conducteur, X, Y, Z étant donnés par les
cgalités

X il _w A (_)E) AN oo S du  dv  Ow
N B /ol \dy dr dr 0z or - dy ~9: )]

. . AT oW oX (0D oW [ du Jde dw
" ' Ve S (G ) ey ) (e g 5]
7 —

3A,,§_QQ>_,(0_‘1’_0_X (0 v ow

Des considérations analogues & celles que nous avons exposées dans la

-

-

-

premicre Partie, Chapitre II, § %, montrent que les forces représentées
par les égalités (14) disparaissent dans tous les cas ou les courants consi-
dérés sont uniformes. Ces forces ne seront donce pas observables.

§ 3. — Lot de Biot et Savart.

La loi de Biot et Savart (Legons sur UElectricité et le Magnétisme,
t. I, p. 293 et p. 432) conduirait a admettre la loi suivante, pour I’action
d'un courant sur un aimant :

Remplagons chaque ¢lément magnétique de par deux masses magné-
tiqques et — w, placées en des points A, B de cet élément, de telle sorte
que T'on ait

pBA cos(BA, 2) =M dp,
©BA cos(BA, y) = de,
pBA cos(BA, 3)=2dv;

cela fait, admettons que toute masse magnétique u subisse, de la part d'un
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conducteur auquel elle est extérieure, une force appliquée a cetle masse (.
et ayant pour composantes

‘x
(16) l”Z-#%
3

Cherchons dans quelles conditions les résultats auxquels conduit cette
loi seront d’accord avec les formules (12) et (13).

I1 est facile de voir que, d’aprés cette loi de Biot et Savart, tout élé-
ment magnétique do est soumis a un couple (L dv, M dp, N dv), défini par
les égalités (13), et & une force (E'dv, H'do, Z/ dv), &', H', Z étant définis
par les égalités

2= %—M Ut dtﬁ—l— i
— — ) da -+ Vo — de ?
a2, 0{ o 9R
- l — 1] o ==
(17) R = (l\odg—i‘ﬂ + dC)
, OR , OR IR
\Z <J\97)—£—+1! + & d*)

La comparaison des égalités (12) et (17) nous montre que, pour que la
loi de Biot et Savart s’applique exactement a 1’action d’un certain conduc-
teur sur un aimant extérieur quelconque, il faut et il suffit que I'on ait

[0 _ o

2 on’

oR d(f

(%) 0T 0T
9t _ R

on — o0&’

c¢’est-a-dire que les trois fonctions ¢, 9 , & soient, dans tout 'espace ext¢-
rieur au conducteur, les dérivées partielles d’'une méme fonction, uniforme
ou non, des coordonnées &, 7, {

Les égalités (18) peuvent se transformer.

D’aprés la définition des fonctions ¢, 9, & [premiere Partie, Cha-
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pitre TII, égalités (4)] nous aurons

g \
\/ <og M) _/<w o L0y .02,1- ,
’zon) T o Mo T o T o) ™
2L o2t 0L
= u —r—l—«'—r— -t | dw
e 022 d¢ d 0 9%

=/

Mais on a

ol aussi

as 0+
I‘___ _I
02— oxr’
- 01
r___r
dn dy
Q- 01
_r___r
ac 03

On peut donc écrire

1 1 1
()Q R —"2- < d;—l f—7'—|—I(Z>a/z;5
9 on) T oF or Y 0 "oz '

Une intégration par parties transforme cette égalité en

R . .
\/2 <3—§ %17) :gg S [ wycos(Ny, &)+ ¢;c08(Ny, y) + vy cos(Ny, 3)

} . -
~+ 5 €08(Ny, ) + ¢, ¢08(Ny, ¥) + w,€05( Ny, 5) ] 5 ds

du dv dcv
dEf< d-> ds.
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Reprenant une notation déja employée (Chapitre préliminaire, § 2),
nous poserons

,
(19) % —_ S [ uycos(Ny, 2)+ ¢ycos(Ny, ) + w, cos(Ny, 5)

~+ 13 €0S(Ny, ) + ¢, 08 (Ny, ¥) + wy cos(N,, 3)] '1 ds

[(ono, oy,
- ()w+dy+0z PR

L’égalité précédente deviendra alors

V3 (02 _ony a0V
AN dn/) 05\ 0¢
De cette égalité et de deux analogues, il résulte que les conditions (18)
peuvent étre remplacées par les suivantes :

/
s avy
(20) ‘(5;] <_d—t =o,

Ainsi, pour que la loi de Biot et Savart fasse connaitre exactement P'ac-
tion exercée par un certain conducteur sur un aimant quelconque n’ayant,
avec ce conducteur, aucune partic commune, il faut et il suffit que la fonc-

. 0V . A . . . .
tion - ait la méme valeur aux divers points de toute région continue de

'espace qui n’est pas occupée par le conducteur.
. . A% , . . 79e .
En particulier, comme 7 est égal & o & l'infini, on devra, dans toute

région illimitée de I'espace extérieur au conducteur, avoir

. ov
20 bis -=— = o.
( ) 9
Si les courants qui traversent le conducteur sont des courants uniformes,
on a, en tout point d’une région continue du conducteur,

du N ov dw
dxr  Jdy o
Fac. de T. — VIIL A4

- o,
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et, en tout point d’une surface de discontinuité,

t, cos(Ny, x) + ¢, cos(N, 1) + v, cos(N,, 3)
—+ 1, €08 (Ny, ) = 5 c08(Ny, ) + v, c08(Nsy 3) = o,

i L) 1 L o . 14 . ()\ .
Si P'on se reporte a P'égalité (19), qui définit Jg? On volt que, pour un

conducteur traversé¢ par des courants uniformes, Pégalité (20 bis) est véri-
fice dans tout I'espace. Donc la loi de Biot et Savart fait connaitre exacte-
ment l'action qu’un conducteur traversé par des courants uniformes quel-
conques exerce sur un aimant quelconque.

Mais les conditions (20) peuvent encore étre réalisées par des courants
qui ne sont pas uniformes. De ce nombre sont, par exemple, les courants
variables a I'intéricur d’une sphére qu’a étudiés M. H. von Helmholtz. Pour
ces courants, en effet, la quantité

du de O

or oy T s
a la méme valeur en tous les points équidistants du centre de la sphere. Si
donc on désigne par R la distance du point (%, 1, {) au centre de la sphére,
on aura

du  de dw\ 1 1 du  dJde  dw

/

— L wcos(N;, &) -+ ¢ cos(N;, y) 4+ weos(N;, 5)]dS,
R 4

dS étant un élément de la surface de lasphére et N;lanormale i cet ¢lément
vers I'intérieur de la sphere.
D’ailleurs, dans les courants étudiés par M. H. von Helmholtz,

wcos(Ny, o)+ ¢ cos(Ny, )+ weos(N, =)
a la méme valeur en tout point de la surface de la sphere. On a done, en
tout point (E, 7, {) extérieur a la spheéve,
S[u cos (N, x) + ¢ cos(N, y) —weos(N, 7))
_I\‘/~\*,.,, N 7))+ acos(N:. z)1dS
R [weos(N;, &) 4+ ¢ cos(N;, y) + v cos(N;, 3)]

et il est visible que I'égalité (20 bis) est vérifiée en tout point extérieur a la
sphere.
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§ 4. — Loi d’Ampeére.

Lesidées admises par Ampére (Legons surl’Electricité etle Magnétisme,
t. I, p. 293, 432, 503) au sujet de I'action qu’un aimant exerce sur un
courant conduisent & adjoindre 4 la force qui, d’aprésla loi de Biot et Savart,
agit sur chaque masse magnétique p, un couple appliqué & la matiére qui
porte cette masse, I'axe de ce couple ayant pour composantes
£=3(n—y)— Y9 —3),
M=X( —z)— 3 (£ —a),
W=y —2)—X(n—y)
ou bien, en vertu des égalités (16),
£=—p[R(n—y)—(E—2)]
M=—p[2E —2)—-R(E—2)],
U=—p[R(E —2)— E(n—0)]
Les deux couples appliqués a 1'élément de volume do se composeront
alors en un couple unique (£ do, o do, 9% dv), £, M, K étant donnés par
les égalités

IR R WE
L = (R —C 4| A —+ UhH — e —
= wa—e2) (5% +w o+ dc)(n 7)

<0‘,on - SRS

b=+ 2=

0% on %

Z dan a¢
(21) P J
J R L OR
_<cb7ﬂ— -+ U'o—d-E -+ 07;>(£—1)i| dv,
N oy o (92 02 | 9%
Jr,__[(AQ—UL»(L)+<QL 0,-1—1&) ()n—i—o ?)(g——x)
o 0P ®
—<a y—i—U‘o—%—o()—r(‘n———y) dy
| d; ) 5

Ces égalités peuvent encore s’écrire de la maniére suivante :

Posons

s A=9( —5)—R(n—y)
B=a(—2)—%(—=3),
C=@Mn—y)—2( —2x).

(22)
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¢l nous aurons

JA L 0A oA
k <l’?)7+“’7+"?f>d(’
(21 bis) R — K (())l‘; + U';(Z)—]j + < (())];}) dy,
aG . 0C L= adG i
(l)-*r \‘)E = I)d(.

Les définitions des fonctions @, 2, & | 1" Partie, Chapitre 1T, égalité (4
y 2y ) p )
permettent d’écrire

VL ['[<‘n~.»r->2+<:—s>2u_ (G—a)n—y) _ (E—a)(E=3)

’,3 73 73

_ [I_(?—ff] ==y  (E=) (=)

Bk p = g W dw
"/ ()1 ()1 01
o_j ( E >d”
() |

= { Sr[ ty cos(Ny, ) + ¢, c05(Ny, ¥) + a7 cos(Ny, 3)

JY\

= 11, €08( Ny, ) + ¢5€08(Ny, ¥) + 1w, cos(Ny, 5)] dS

+f<0u av o o i
52+IT+I i(zzs\;.

S1 nous définissons la quantité J comme au Chapitre préliminaire, ¢
lité (34), I'égalité précédente deviendra la premiére des égalités

O’;l__

el

3 91

‘Aﬁv P

| A9

3 B:-—_ S
(23) ; \/2 ()T)’
A 9)

Les deux autres se démontrent d’'une maniére analogue.
Les égalités (21 bis) deviendront alors

A 0 0] ~ 0% >
Po—= = A —— iy 4+ & —— ) dy,
~ V/g (\'{ 02 ! Jzon + Jz JZ o
E 02J 0 mJ>
. M = — == S : < v,
(+4) v A S Ty S Ty B
AT 0 ﬁou>
o= — — | . th Ty d
N A S [ ) oz )
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Etant donné un conducteur que traversent des courants, obtiendra-t-on
le méme résultat si I'on calcule I'action de ce conducteur sur un élément
magnétique quelconque, soit par la loi d’Ampére, soit par la loi de Biot ct
Savart? Pour qu’on puisse répondre affirmativement a cette question, il
faut et il suffit que 1’on ait

L =o, I = o, JG =o,

quelle que soit la position de I’élément do et quels que soient &, w, <.
D’apres les égalités (24), il faut et il suffit pour cela que l'on ait, en
tout point (£, v, {) de ’espace non occupé par le conducteur,

it R S B
z-z - on: ~ ’ 072 -
(25)
) _ 9t _ I
omoz " OCoE T " 9Fon "

Nous avons déja rencontré [premieére Partie, Chapitre III, égalité (18)]
ces égalités (25); nous avons vu qu’elles caractérisaient I’équivalence entre
la loi électrodynamique d’Ampére et la loi électrodynamique de Grass-
mann. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

11 est des conducteurs dont I’action sur un élément magnétique quel-
conque serait exprimée de la méme maniére, que l’on emplote au calcul
de cette action la loi électromagnétique de Biot et Savart ou la loi élec-
tromagnétique d’ Ampére; ces conducteurs sont aussi ceux dont Uaction
sur un conducteur quelconque serait exprimée de la méme maniére, que
Pon emploie au calcul de cette action la loi électrodynamique d’ Ampére
ou la loi électrodynamique de Grassmann.

Les égalités (25) montrent que I'on doit avoir, en tout point extérieur

au courant,
2J ) 9
ou

S [ wycos(Ny, z)+ ¢, cos(Ny, y) + w, cos(Ny, z)

2 5 2 5 2 N
= 1, €08 (Ny, #) + ¢, c0s(Ny, ¥) + w;, cos(Ny, )] <(3}—£; +g_/;'; -+ %%) ds

"‘f(ﬁ—i—g‘—)—k-.‘)—v_‘} or  0*r  dr P
. dz ~ Jdy Oz 0—5—2_’_0’—02_}—0_:2) = — o.
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Si I'on observe que 'on a

droir Pr o
PP Pl 07r T
cette égalité devient
oV
T

Clest I'égalité (20 bis) duprésent Chapitre. Nous avons vu ue, lorsqu’elle
¢tait réalisée en tout point extérieur & un conducteur, la loi électromagné-
tique de Biot et Savart faisait connaitre exactement I’action de ce conduc-
teur sur un élément magnétique quelconque; nous pouvons done énoncer
encore cctte proposition :

Lorsque la lot de Biot et Savart et la loi d’Ampere fournissent la
méme expression pour Uaction d’un certain conducteur sur un élément
magnélique quelconque, cetle expression est exacte.

8 5. — Géndralisation d’un théoréme d’Ampere.

On obtiendrait évidemment les formules (12) et (13) si I'on énoncait
de la maniére suivante la loi des actions d'un courant sur un aimant :

Tout élément de courant dor exerce :

1° Une force appliquée & chaque masse magnétique p. et ayant pour
composantes

X'= — pP dw,
Vo
A
(26) Y = — pQdw,
) \ 2
17 = jl— R ds.
V2

2° Une force appliquée & chaque élément magnétique e ayant pour

composanles
[ 3 20 or JdP IR
r— — W { — — — -—3 - T e 7v ([',
A [‘“ (\a;‘ ()'n> <o: 0: >] o
B} | IR d0) 20 0P
- f—= S ([ — =) — L [ — w o,
(27) Y = v’,; [v <()n 0;> -\ <0- on >] v s

)

, o ol (IR 0Q>
g w(er —w (2N | dm de
=] (5 %)= (G~ 92) ] am

Les quantités P, Q, R sont définies par les égalités (8).

’\
SA



LES ACTIONS ELECTRODYNAMIQUES ET ELECTROMAGNETIQUES. A.31

On pourra évidemment trapsporter le point d’application de toutes ces
forces que ’élément do exerce sur 1'élément do en un point (z, y, =) de
I'espace occupé par I’élément do, a condition de leur adjoindre deux
couples (L', M’; N"), (L”, M”, N”) donnés par les égalités

, 4 da L 9b  _ de )
L __—-<v195§ +\‘»)()—£+v()—£>(lﬁ5d‘,

A da ab de
M = =N\ o= fy — S — d.d"q
(28) M \//2 < b o1 +1 on - dn> S
N = \/ﬂ_<19 %’ 4+ b ;)_ﬁ’ + & g—§> dw d
2 > M ®
avec

a=Q (-3 —R(n—y),
(28 bis) b—R (£ —x) — P ({— 2),

c=Pn—y)—Q(E—=x)
et

L"=Y"({—3)—Z2Z"(n—p),
(29) ¢ M'=17"(t —2) — X" ({ — z),

N'==X"(n—y) — Y' (£ — ).

Or les égalités (28), (28 bis) et (29) donnent évidemment

L'+ L' =o,
M + M =o.
N+ N" = o.

On peut donc indifféremment supposer que les forces (X', Y', Z’) sont
appliquées aux deux poles de I'élément dp et la force (X”, Y”, Z”) en un
point de I'élément dv, ou bien que toutes ces forces sont appliquées en
un point («, y, ) de I'espace occupé par I'élément dz.

On obtient ainsi une généralisation d’un théoréme célébre démontré par
Ampére (Legons sur IElectricité et le Magnétisme, tv. 111, p. 204) pour
les courants linéaires, fermés et uniformes. Nous avions déja (t. I, p. 509)
¢tendu ce théoréme a des courants linéaires quelconques.
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CHAPITRE III.

L’ANALOGIE DES COURANTS ET DES AIMANTS.

§ 1. — Des courants uniformes qui équivalent ¢ un aimant.

Un aimant, limité par une surface S, étant donné, peut-on trouver un
systéme de courants uniformes, parcourant un conducteur limité & la méme
surface, et exercant la méme action que I'aimant sur tout aimant et sur tout
courant extéricur?

La réponse a cette question ne semble pas douteuse, au moins au premier
abord, puisque nous avons admis qu'un élément magnétique pouvait, dans
toules ses actions, ¢tre remplacé par un courant uniforme infiniment petit.
Mais, a regarder les choses de plus pres, on voit que l'on peut douter s'il
existe une distribution de flux électriques variables d’une maniére con-
trnwee a Uintéricur de aimant, et exercant a Uextéricur les mémes actions
(que cet aimant.

Nous allons voir que tout aimant peut étre remplacé par une double
distribution de flux ¢lectriques : les uns, distribués d'une maniére continue
i I'intéricur de toute région continue de 'aimant; les autres, flux superfi-
ciels, distribués d’une maniére continue en toute surface de discontinuite
que présente Paimant, et, en particulier, en la surface S (ui limite
"aimant.

Cherchons d’abord a quels caractéres analytiques on reconnaitra I'équi-
valence d’un aimant ct d’un systeme de courants, uniformes ou non.

Désignons par s la fonction potentielle magnétique de 'aimant. L’aimant
exercera sur un ¢lément magnétique de, dont (£, v, {) est un point, ct
dont (A, v, ©) est aimantation, une action qui se composera :

1° D’une force (2 do. W do, 7 do), =/, I, 7' étant déterminés par les

dgalites
| = Cd 03N ARV dJd a3 Y|
““{“ﬁ(ﬁ>*“&(m)fvz<f)’

T ) /r)A 0 [08 J (03N

)
g [0 (5 (95 o0 (05
r=—|1 2 (% ,) ) d_> 22 (%))

=/
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2° D’un couple (L' dv, M" do, N’ dv), L', M’ N’ étant déterminés par les

égalités , ) )
L —— <qt5‘;_z - cg'%),
(2) zM’:—~<€g§~c‘g§Z >

Si 'on remplace I'aimant par un systeme de courants, ces courants
exerceront sur un élément magnétique une action qui se composera :

1° D’une force (Ede, Hdo, Zdv), 2, H, Z étant donnés par les éga-
lités (12) du Chapitre précédent ;

2° D’un couple (L do, Mdo, Ndp), L, M, N étant donnés par les éga-
lités (13) du Chapitre précédent.

Pour que Uaimant et le systéme de courants exercent la méme action
sur un élément magnétique quelconque, il faut et il suffit que l'on ait
en tout point (5,71,¢) de Uespace non occupé par cet aimant ou par ce

systeme de courants

o
I__d;"
> a3 :
(3) IR
P
L=

Les actions de l'aimant sur un systéme de couranis quelconques sont
données par les égalités (14) et (15) du Chapitre précédent; les actions
exercées sur le méme systéme de courants par un conducteur que parcou-
rent des flux électriques sont données par les égalités (15) el (16) de la
I*¢ Partie, Chapitre II. La comparaison de ces é¢galités montre sans peine
que P'aimant et le conducteur exerceront la méme action sur un systéme
quelconque de courants, si I'on a, en tout point (£,7,{) extéricur a espace

occupé par I'aimant ou le conducteur,

| (I)_: — 1),

Ot

Fuc. de T. — VI1IL. A.
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Drailleurs, si ces égalités (4) ont constamment lieu, non seulement
'aimant et le conducteur parcouru par les flux électriques exerceront les
meémes forces sur un systéme quelconque de courants, mais encore ils
engendreront les mémes forces électromotrices d’induction dans un con-
ducteur quelconque.

Nous allons démontrer que les égalités (4) entrainent les égalités (3).

Nous avons, en effet [I'* Partie, Chapitre I, égalités (14)],

@ — A <Q\_) — 0_@\
o J¢ dn /)’

en sorte que les égalités (4) nous permettent d’écrire

(5) @

- ()

Mais nous avons [ Chapitre I, égalités (3 bis)|,

e

T

oe S (22
Y :(7 \ols ;); — o~()——1_’ d(‘.

2 1 T
<1\' ?—; — L ?ﬁ)d
. ox T Ty, "

x, y, = ¢tant les coordonnées d’un point de I’élément de de I'aimant.
Si 'on observe que l'on a

v

P 0! ot 0t 0t P
- o S
() Jx = 0 dy = on 9 X
on déduit des égalités (5) et (6)
. .
/ 97 9} <02% oﬂl‘-_>
®— b - S — A\ e ‘.
T f. 0% dn - IE I L 0z ont s
Mais on a
2l el gl
r r r
T =o,
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ce qui permet d’écrire, au lieu de I’égalité précédente,
< 02 £ 03 l d? I; >
— _riw e T )
*= e T ogon T oEe )
1 T 0
—_ g_ <°){9 0_7 1 ?l + & iz )d(’
% 9E T on T 0t ’

ou bien, en vertu des égalités (7),

& I 1 1
T Ok dz " "y " T 0 )

C’est la premiére égalité (3).

Ainsi, si un aimant et un courant exercent la méme action sur un
systéme quelconque de courants, ils exercent la méme action sur un
aimant quelconque.

La réciproque de cette proposition n’est pas exacte: on ne peut des
égalités (3) déduire les égalités (4).

Nous venons de voir que I'on pouvait écrire

oW X 08

0% on 9
et, de méme,

oX o0 __ 98

06 0z on’

0P oY _ 98

on 0 9

Ces égalités, etles égalités que définissent @, 9, & [I'® Partie, Chapitre II,
égalités (14)] permettent de remplacer les égalités (3) par les égalités

R
7

(‘m_%o>_g£<w—%w> =o.

O,
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Ces ¢galités (8) sont ¢équivalentes aux égalités (3), car il est facile d’en
déduire ces dernitres. Or, ces égalités (8 ) donnent, non pas les égalités (1),
mais les égalités plus générales

¢ — _3 O - ')l s
\ 2 =

o o, OF,
\ 2 Jrn

Nz Ly O,
Vo 03

Iy

F ¢tant une fonction uniforme ou non de (%, v, 2).

Ainsi de ce gi’un atmant et un courant exercent les mémes actions sur
un aimant quelconque, il n’en résulte pas qu’ils exercent les mémes
actions sur un systeme guelcongue de courants.

L'équivalence entre les égalités (3) et les égalités (8) a un sens physique
tres clair.

Lorsqu’un systeme de conducteurs est parcouru par des courants uni-
formes, les forces soit ¢lectrodynamiques [I'® Partie, Chapitre I, éga-
litds, (15)] soit clectromagnétiques [ 11¢ Partie, Chapiwe 11, égalités (14)],
quisontappliquéesaux ¢léments de surfaces des divers conducteurs cessent
d’¢tre observables. Dés lors, la comparaison des ¢galités (15) du Chapitre
précédentaux égalités (16) du Chapitre Ide la premicre Partic montre que,
pour qu'un aimant et un conducteur parcouru par des courants exercent la
méme action sur un systéme de conducteurs parcourus par des courants
uniformes, il faut ct il suffit que les égalités (8) soient vérifides. Dés lors,
Véquivalence entre les ¢galités (3) et les ¢galités (8) peut s’énoncer ainsi :

St un courant et un aimant exercent la méme action sur un aimant
quelconque, ils cxercent la méme action sur un systéme quelcongue de
couranls uniformes.

Etant donné un aimant, nous allons prouver que l'on peut toujours
trouver une distribution de flux ¢lectriques tant dans la masse méme de
cet aimant u’a sa surface, assimilé¢e & une lame conductrice, de telle sorte
qque les égalités (4) ct, partant, les égalités (3) soient vérifices.

“n chaque point (., y, z) de la masse de l'aimant, déterminons les
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composantes u, ¢, & du flux par les équations

A.37

N 2o + _(ZE) 2P
\‘/—5 U = — 47’: d([‘z d‘y__, -+ 052 >
{9) \7: ¥ = hr ozE 0y 05 )’
lﬁw_ Lﬂﬁ+f§ﬁﬁ)

Y T G \ ot dy* 03?

En chaque point (2, 3) d’une surface de discontinuité de 'aimant, dé-
terminons les composantes f, g du flux électrique par les équations

(00 0w oqf Lo oX  oX
N, d\l cos(at, ) + d\I cos(a, ¥) -+ al\f—l——di—) cos(a, 3)
| ==
(x0) ‘<ac1> dd))cos("b‘ (dqf ()IF)cosﬁ o (XL 0XY
oN, " aN 2+ ON T oN, 4 <a\1 ' c)N 0os (3, <)
___ME

Les flux ainsi calculés détermineront un systeme de courants uniformes.
En effet, en tout point (x, y, z) intérieur & la masse de 'aimant, on aura,

dw> IA oD
Toz) T T \ox T

Mais on a [Chapitre I, égalité (7)]

d’apres les égalités (g),

W X
dy = 03

<du+dv
\/2 dxz 0

o0 oW

ay

X
=

on a donc, en tout point de la masse de I'aimant non situé sur une surface
de discontinuité,

du v d_w

(1) gx Toy T a5 T

Considérons un élément dS d’une surface de discontinuité, dans le
temps d?; les flux qui parcourent la masse du conducteur aménent en cet
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¢lément une quantité d’électricité
(12) dQ = | wycos(Ny,x)+ ¢, cos(Ny, ¥) -+ o cos(Ny, 3)

= Uy €OS( Ny, ) + 508 (Ny, ¥) -+ v, cos(N,, 5) ] dS dL.

Les flux qui parcourent la surface elle-méme y ameénent dans le méme
temps, en I'élément 3, une quantité d’électricité [Lecons sur I’ Electri-
cité, 1, p. 431, égalite (a1)]

PR r— _l._ ()Bf_'_ Q;\'g>
(131 dQ'=— (\_()1 -5 ds dt.

On a
dQ + dQ' = o.

Ce théoreme est général; pour le démontrer, il est nécessaire d’éerive de
trés longues formules; aussi nous contenterons-nous d'en donner la dé-
monstration pour le cas particulier ou la surface de discontinuité est une
surface plane; elle est notablement plus courte.

Prenons 'axe des et axe des y dans la surface, 'axe des = suivant la
normale N,. Les égalités (g) et (12) nous donneront alors

*°X ()‘ZX) /0°X  0*X 2X) .
) (e e ), | s
Mais les quantités %} et % ne subissent aucune discontinuité lors-
qu'on traverse la surface. On a done
3 ’()fx> DX T e
(14 AT —— == —_— ) — |5 5 t.
(14) 47r\édQ [(():2,1 (()32,)3][{5({

D’autre part, on peut prendre

On a alors

I’égalite (1 3) devient



LES ACTIONS ELECTRODYNAMIQUES ET ELECTROMAGNETIQUES. A.39

ou bien, en vertu des égalités (10), qui deviennent

2 )
/1 /2
’ 02([) d dq‘b d?llf'
(15) ﬁﬁ—dQ’ [( dzds dy ‘.>. 0z 0z m‘5>2] a5 dt.

Mais, en tout point soit de la région 1, soit de la région 2, on a [Cha-
pitre I, égalité (7)]

ox "9y 05 &
ce qui donne
20 2w X
dxds  Jdyds 0z?

L’égalité (15) devient alors

(16) 4n%dQ’:—[\%¥>l (‘;f)]dsan

La comparaison des égalités (14) et (16) donne, comme nous I'avions

annonce,
dQ + dQ' = o.

Les égalités (11) et (17) nous assurent que les flux définis par les éga-
lités (9) et (10) déterminent sur le conducteur un systéme de courants
uniformes.

Je dis maintenant que ce systéme vérifie les égalités (4).

En effet, les fonctions 0, ©, ©@, relatives a ce systéme de flux uniformes,
doivent vérifier les égalités suivantes :

En tout point extérieur au conducteur, on doit avoir

A0 =o, AQ —o, A® —o.

En tout point intérieur au conducteur, on doit avoir

AV = —7nu, AQ — — 4o, A® = — fmer.
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En tout point d’une surface de discontinuité, on doit avoir

Jdv 9o , , P
ON, TN, T AR eosta ) g eos (B, 0],
Jv av , s
oN, - O\, T AT [fcos(a, y) +— 2 cos(3, )1,

A
N, TN,

=—4n[fcos(2, 3) + gcos(3, 5)].

Le théoreme de Green montre, sans peine, qu'un scul systéme de fone-
tions ©, ©, © peut vérifier a la fois toutes ces conditions. Or, clles sont
manifestement vérifices si l'on prend

A
—= () - (I),
Vo

\’I\ ! 37 © :]«I‘.’
V2
A .
—-® —= \X.
V2

Ces ¢galités (4) sont done foreément veérifices.

Ainsty, on peut toujours troucer un systéme de courants wuniformes
ceercant la méme action qu’un aimant donné aussi bien sur wi aimant
quelconque que sur un systcme quelconque de courants. Ce systeme de
courants uniformes st formé de flur parcourant la masse de I aimant
donné et de flux super ficicls parcourant les surfaces de discontinuite de

col aimant.

§ 2. — Des atmants qui sont équivalents @ un systéme de courants.

Si I'on se donne un aimant, sa fonction potentielle maenétique est. en
; 8 [
tout point (%, 7, L) extéricur a laimant, finie, continue et uniforme, ainsi
que ses dérivées partielles de tous les ordres; lorsque la distance R du
point (%, 1, {) a lorigine des coordonnées croit au dela de toute limite, les
(uantités
0s 03 a3

v 2 7 2 27
J: ’ i Jn R Jz

R?

ne croissent pas au dela de toute limite; enfin, en tout point extéricur a
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N
-

l'aimant, on a
LS S o8
AS = —d&—z -+ ot —+- a-c‘z—

= 0.

Réciproquement, étant donnée une fonction s (%, v, {) qui, en tout
point exitérieur & une surface fermée S, est soumise aux conditions
précédentes, peut-on former, a Uintérieur de la surface S, un aimant
qui ait la quantité s (§,v, {) pour fonction potentielle magnétique & I ex-
térieur de la surface S?

Il est facile de voir que ’on peut former une infinité de semblables ai-
mants.

Donnons-nous arbitrairement une fonction f(, ¥, %) qui, en tout point
(@, y,z) intérieur a la surface S, soit uniforme, finie et continue, ainsi que
ses dérivées partielles du premier et du second ordre.

D’apreés le principe de Dirichlet, il existe une et une seule fonction
& (x, y, z) soumise aux conditions suivantes :

1° La fonction & (z,y, z) est uniforme, finie el continue, ainsi que ses
dérivées partielles du premier et du second ordre, en tout point (x, y, =)
intérieur a la surface S.

2° En tout point intérieur & la surface S, on a

AT (z,y,3)=Af(x, ¥, 3).
3° En tout point de la surface S, on a
& =3.

D’aprés le principe dérivé de Lejeune-Dirichlet, il existe une infinité de
fonctions ¢ (z, y, z), différant les unes des autres seulement par une con-
stante et soumises aux conditions suivantes :

1° La fonction ¢ (&, y, ) est finie, continue et uniforme, ainsi que ses
dérivées partielles du premier et du second ordre, en tout point (z, y, z)
intérieur a la surface S.

2° En tout point intérieur a la surface S, on a

Aoz, y,3)=Af(2,y,z).
3° En tout point de la surface S, on a

09 _ 05 0%

oN, — 0N, T oN;
Fac. de T. — VIII. A

o
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Prenons l'une quelconque des fonctions % et posons, en tout point
(z, y, z) intérieur a 'aimant,

‘ 1 Jy 1 0o - 1 Jo
A= o= =5, b = — =, S ==
AT dex 4T dy AT 03

A, Wb, © seront, au point (x, y, 3), les composantes de 'aimantation
d’un certain aimant limité a la surface S.

Prenons une fonction qui soit, en tout point (%, v, {) extéricur a la
surface S, égale a s(%, 7, {) et, en tout point (z, y, =), intéricur a la sur-
face S, égale a & (z, y, =). Il est aisé de voir que cette fonction sera la
fonction potenticlle magnétique de I'aimant que nous venons de définir.

In effet :

1° La fonction potentielle magnétique £ de notre aimant doit étre sou-
mise aux conditions suivantes :

Elle doit étre uniforme, finie et continue dans tout I'espace.

Ses dérivées partielles des deux premiers ordres doivent étre uniformes,
finies et continues dans tout I'espace extérieur a la surface S et dans tout

I'espace intérieur a la surface S.

0 o . .

==, R?=Z doivent demeurer finies.

dn 2

Ion tout point (%, 7, {) de I'espace extérieur a la surface S. on doit avoir
Y D )

. ., 3z o
A linfini, les quantités RE, R? -(Z)—, R?

4
<
L4
Y

*
L4

02X

— -
-5 t 55 + g0 — AT
. 3

W_'_T);_‘_():,'

J*X X X (()dg cvh 92 \)

En tout point de la surface S, on doit avoir

0 0 , N . . - N
aN. N, = 4r[b cos(N, 2) 4+ v cos(N;, y) + S cos(N,, 5)].

2° Deux fonctions distinctes ne peuvent vérifier toutes deux I'ensemble
de ces conditions.

3° Elles sont vérifiées par une fonction X égale a s en tout point extéricur
a la surface S et a & en tout point intéricur a la surface S.

Nous avons donc défini un aimant dont la fonction potenticlle magné-
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uique est égale & s(&, 7, {) en tout point extérieur 4 I'aimant. A chaque
fonction f(w, y, z)arbitrairement choisie correspond un semblable aimant.
Il en existe donc bien une infinité, comme nous I'avons annoncé.

On voit, de plus, aisément que la méthode précédente donne tous les
aimants simplement lamellaires (Legons sur I’Electricité, v. 11, p. 92)
qui sont enfermés par la surface S et qui admettent, 4 'extérieur de cette
surface, la fonction potentielle magnétique donnée.

Ces préliminaires posés, proposons-nous, tout d’abord, de répondre a la
question suivante :

Etant donné un systéme de courants qui parcourent un conducteur
enfermé dans la surface S, existe-t-il un aimant, limité & la méme
surface S, el exer¢ant sur un élément magnétique quelconque la méme
action que le systéme de courants?

L’équivalence entre le systéme de courants et l'aimant s’exprimera en
écrivant que les égalités (3) sont vérifies en tout point (£, v, {) extérieur
ala surface S. De 1, nous déduisons tout d'abord la conclusion suivante :

Si les actions d’un courant sur un élément magnétique quelconque
sont équivalentes & celles d’un aimant limité par la méme surface que
le courant, il existe une fonction de &, v, {, uniforme, finie et continue
en tout point (§, v, {) extérieur a la surface S, dont ®, 9, & sont les
dérivées partielles du premier ordre.

Réciproquement :

S’il existe une fonction de &, v, {, uniforme, Jinie et continue en tout
point (&, v, {) extérieur a la surface S, dont ®, 9, & soient les trois
dérivées partielles du premier ordre, il existe un aimant limité & la

méme surface que le courant et exercant les mémes actions que lui sur
lout élément magnétique extérieur.

Dans ce cas, en effet, il existe une fonction $(&, 0, 0), uniforme, finie et
continue en tout point extérieur a la surface S, telle que 1'on puisse écrire

@(g, n, C) - % 5(59 T, C)’

&M ) =2 8(5,m,0),
M,n,m:%sw,n,:).
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Si P'on se reporte & la définition des fonctions @, 2, & [I'* Partie, Cha-
pitre I1, égalités (14)], on voit que les trois fonctions @, 2, & sont uni-
formes, finies et continues dans tout Pespace extéricur & la surface S;
(uelles s’annulent a D'infini, et cela de telle manicére que les produits

demeurent finis lorsque la distance R de P'origine des coordonnées au
point (£, 1, {) croit au dela de toute limite. 11 en résulte que la fonction
$(%, 7, {) admet, dans tout 'espace extéricur 4 la surface S, des dérivées
partielles du premier ordre qui sont uniformes, finies et continues et qui
sannulent & I'infini de telle maniére que les produits

, 08 , 08 , 08

demeurent finis.

Les quantités @, , & admettent, dans toutI'espace extérieur ala surface 3,
des dérivées partielles du premier ordre qui sont uniformes, finies et conti-
nues. Il en est done de méme des dérivées partielles du second ordre de la
fonction s(%, 7, 0).

Dans tout I'espace extéricur a la surface S, on a (1** Partie, Chapitre 11,
¢galités (14)],

08 02 oR

= - —— =0
d;  dn I3 ’

en sorte que la fonction s (%, v, {) vérilie 'équation de Laplace

023 a3 023
—_ - _— O.

Jn? 972

Enfin, sur la surface s, on connait les valeurs de @, 2, & et, par consc-
03

oN,

Il existe une infinit¢ de fonctions s satisfaisant aux conditions que nous

quent, la valear de

venons d'indiquer. Chacune de ces fonctions, on le voit aisément, prend a
I'infini une valeur bien déterminée. La connaissance de cette valeur suffit &
achever la détermination dela fonetion s. Dailleurs, les diverses fonctions $
obtenues en changeant cette valear ne différent les unes des autres que par
une conslante. Si done parmi elles il en existe une pour laquelle on puisse
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écrire

S 08 ]
®= %Z.; 2= o R = 9%
on pourra écrire ces mémes égalités pour toutes les autres.

Donc, si les trois fonctions ®, 9, & sont les trois dérivées partielles
d’'une méme fonction de &, v, {, uniforme, finie et continue dans tout
Pespace extérieur a la surface S, il existe une et une seule fonction s (&,7,%),
telle que 'on puisse écrire les égalités (3) et énoncer en méme temps les
propositions suivantes : :

La fonction 8(&,7,) est uniforme, finie et continue en tout point (&, 7, %)
extérieur a la surface S; a l'infini, elle est égale 4 o.

La fonction s (&, v, {) admet, & I'extérieur de la surface S, des dérivées
partielles du premier ordre qui sont uniformes, finies et continues; a I'in-

fini les quantités R~d—f, R? —d—, R? 93 demeurent finies.
dg dan at
La fonction 8(&, 1, {) admet, a 'extérieur de la surface S, des dérivées
particlles du second ordre qui sont finies et qui vérifient I'équation

rs_ 05 08
dzz on? -+ a2

—_— 0.

D’aprés ce que nous avons vu il y a un instant, il existe une infinité
d’aimants, limités a la surface S, qui admettent la fonction s(&, 0, {) pour
fonction potentielle magnétique en dehors de cette surface. D’aprés ce qui
a été dit au paragraphe précédent, ces aimants ont tous, sur un aimant
extérieur quelconque, la méme action que le systéme de courants con-
sidéré.

Donc, pour que les actions d’un courant limité par la surface S sur
un aimant quelconque soient équicalentes aux actions d'un aimant li-
mité par la méme surface S, il est nécessaire et suffisant que les trois
Sonctions (&, 1,0), 2(%,1,0), & (&, 0, () soient dans tout Uespace E,
extérieur a la surface S, les dérivées partielles d’une méme fonction
uniforme, finie et continue de &, v, C.

Supposons, en premier lieu, que la connexité de premiére espéce de
Uespace E soit du premier ordre. Dans ce cas, pour que les trois fonc-
lions ¢, 2, & soient, dans tout l'espace E, les dérivées partielles d'une
méme fonction uniforme, finie et continue de £, 7, {; il est nécessaire et
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suffisant que Uon ait (Lecons sur I Electricité, v. 111, p. 63)

\()Z ~ On’
(‘)\ (J-‘
(18) ’%:%;
loe 0o
Son 0%

Nous avons déji rencontré [Chapitre 11, égalité (18)] ces égalités (18);
nous avons vu qu’elles pouvaient ¢tre remplacées par la condition sui-
vante : la quantité

()lr.—.__/' _()i_k()(’_‘_()(i’ ]d
ac — ) \ox oy T 9s)7r ®

— S[ u,cos (N, x) 4 ¢,c08(Ny, y) + w,cos(Ny, 3)

_ _ . 1 .
4+ 1,08 (Ny, ) + ¢3,€08(N,, ) + w3 c0s(Ny, 3) ] - ds

a la méme valeur o en tous les points de U'espace illimité I extérieur a la
surface S. On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Un conducteur tracersé par des courants est limilé par une surface S
telle que Uespace B, extéricur a celte surface S, ait une connexité de
premiére espéce du premier ordre. Pour que ce conducteur exerce sur
un aimant extéricur quelcongque les mémes actions qu’un aimant limité

@ la surface S, il faut et il suffit que Uon ait, dans tout Uespace L,

, oV
(19) 97 =0

Supposons maintenant que la connexité de premiére espéce de Pespace I
soit d'ordre (12 + 1). Les égalités (18), ou I'égalité équivalente (19) peu-
vent étre vérifiées sans que les trois fonctions @, 2, & soient, dans I'es-
pace I3, les dérivées partielles d'une méme fonction uniforme de &, 7, C.
1l pourra donc se faire que, bien que ces ¢galités soient vérifides, aucun
aimant renfermé dans la surface S ne puisse remplacer le courant considéré
dans ses actions sur un aimant quelconque extérieur a la surface S.

\Mais, dans ce cas, le théoréme de M. Enrico Betti (Legons sur UElec-

(ricité, t. 11, p. 63) nous apprend que 'on peut, au moyen de n surfaces
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coupures convenablement disposées, transformer I’espace E en un espace
dont la connexité de premiére espéce soit d’ordre 1. Chacune des surfaces

coupures I¥,, Iy, ..., I¥, peut étre considérée comme un feuillet formé de
deux surfaces infiniment voisines a,, 63 05, 6,5 ...; ,, 6,. L’ensemble des
surfaces S, ¢, ), 65, 63, ..., 0,, 0, peut étre considéré comme composant

une surface fermée telle que la connexité de premiére espece de I'espace
extérieur a cette surface soit d’ordre 1. On pourra alors raisonner sur cette
surface comme, dans le cas précédent, on a raisonné sur la surface S, et
I’on arrivera a la conclusion suivante :

Un conducteur traversé par des courants est limité par une surfaceS;
la connexité de premiére espéce de Uespace E extérieur a la surface S
est d’ordre (n + 1); peut-on remplacer Uaction de ce conducteur sur un
aimant extérieur quelconque par Uaction d’un aimant limité par la
surface S et de n aimanlts infiniment aplatis disposés suivant les sec-
tions ¥\, ¥y, ..., I, qui raménent & Uordre 1 la connexité de premicre
espeéce de Uespace EY 1l faut et il suffit pour cela que Uon ait, en tout
point de Uespace E,

av
(19) o <

D’aprés ce que nous avons vu au § 1, lorsqu’un courant et un aimant
exercent les mémes actions sur un aimant quelconque, ils exercent aussi
les mémes actions sur un courant uniforme quelconque et réciproquement.
Nous venons d’étudier dans quel cas un courant pouvait étre remplacé par
un aimant sans que ses actions sur un aimant quelconque fussent chan-
geées; ce sont aussi les cas o un courant peut étre remplacé par un
aimant sans que ses aclions sur un systéme quelconque de courants
uniformes soient changées.

8§ 3. — Résumeé.
Considérons les deux quantités

e =— (%2 2) ram

— S[ u; cos(Ny, ) + ¢yc08(Ny, ¥) + w, cos (Ny, )
+ u€08(Ny, ) + ¢5¢0s(Ny, y) + wycos(N,, 5)] 7 dS,
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oy du  dv Ow\ 1
== (G55 )sae

- S [ wicos(Ny, @)+ ¢pcos(Ny, y) 4w, cos(N,, 2)

s

- . . T
-+ ;€08 ( Ny, 2) + ¢, ¢08(N,, y) -+ wyc08(N,, :)]; ds

lices entre elles par la relation

i
<
-

zI e

(20) 0= ot T oz T T Tl

Parmi les courants, il en est qui sont tels (ue

2T 0 02) IV

. PrE ﬁ—a?:—zm_—_o,
en tout point (4,7, ) extérieur i la surface S qui les limite. Ces courants-la
jouissent des propri¢tés suivantes, et sont sculs & en jouir :

1 La loi de Biot et Savart fail connailre exactement Uaction de ce
conducteur sur un aimant quelconque.

20 Sila connexité de premicre espéce de Uespace B, extéricur au con-
ducteur, est d’ordre 1, on peut remplacer le conducteur considéré par
un aimant limité a la surface S, sans changer les actions exercées soit
sur un aimanl quelconque, soil sur un systéme quelconque de courants
uniformes.

30 Sila connexité de premicre espéce de Uespace E est d’ordre (n+-1),
on peut de méme remplacer le conducteur consideéré par un aimant
limité a la surface S et par n aimants infiniment aplatis.

>armi les courants précédents, une catégorie plus restreinte est formée
des courants pour lesquels on a, en tout point de I'espace L,

2y 0°J )

oz o P
) 2 _ o’y
onoz " ozez T vZon U

Ces couranls jouissent, a I'exclusion de tous autres, des propriétés sui-
vantes :

1° La loi de Grassmann et la lot &’ Ampeére, appliqguées au calcul de
Paction exercée par un tel courant sur un élément de volume d’un
conducteur parcouru par des courants quelconques, conduisent a des
résultats identiques.
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2° La loi électromagnétique de Biot et Savart fait connaitre exacte-
ment Uaction d’un tel courant sur un aimant quelconque.

3° La loi électromagnétique de Biot et la loi électromagnétique
d’Ampére, appliquées au calcul de l’action exercée par un tel courant
sur un aimant quelconque, conduisent & des résultats identiques.

Parmi les courants précédents, une catégorie, plus restreinte encore, se
compose de ceux pour lesquels on a, en tout point de I'espace E,

03 oJ oJ

‘T gm X

Ces courants possédent, i 'exclusion de tous autres, cette propriété que
leurs actions électrodynamiques les plus générales sont indépendantes
de la valeur atiribuée ¢ la constante \ d’Helmholtz.

Fac. de T. — VIIL A.p
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CHAPITRE 1V.

AIMANTATION PAR LES COURANTS.

8§ 1. — FEquations générales de I'aimantation par les courants.

Considérons un systéme renfermant des courants ct des masses magné-
tiques. Parmi ces dernitres, les unes sont des aimants permanents dont
nous supposons la forme ct le volume invariables ainsi que U'aimantation; les
autres sont des corps parfaitement doux.

Lorsqu'une modification infiniment petite, de durée ¢, se produit en ce
systéme, il dégage une quantité de chaleur Q), donnee parégalité suivante

[ Chapitre I, égalités (13) et (14)]

() EdQ=— dtf[(lz,— T "k) - <Ey— T ‘%) oo <E;— T %hT) w] s

QT TY o
dlf IO ot)ln dv,

la premiére intégrale s’¢tendant aux conducteurs qui traversent des cou-

rants, la seconde aux masses magnétiques.

Supposons que la transformation subie par le systéme pendant le temps ¢
se réduise 4 une variation d’aimantation des masses magnétiques parfaite-
ment douces sans déformation ni déplacement d’aucun des corps qui com-
posent le systéme; nous pourrons alors, en désignant par U P'énergie interne
du systéme, écrive

dQ =—ol.

Drailleurs, U est donné par I'égalité (14) du Chapitre 1. On a donc

____5 - A . @
(2) EdQ=—|Ea +aW+oZ<@ ra’r>‘1
+6;7+6f[j(am, 'l‘)-—TQLz],},’—T—)]dW

32
-+ T@f(t‘)u +'()('—1.—'@w)dw:'.
4

Désignons, suivant 'usage établi aux deux Chapitres précédents, par @,
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T, X, les quantités /_(9, /_f), \/—\i?) relatives & un aimant. Les conducteurs

et les aimants du systéme étant tous immobiles, les lois de I'induction
électrodynamique [Chapitre préliminaire, égalités (5)] et de I'induction
électromagnétique [1I° Partie, égalités (11)] donnent

J A2 900 A 00
Eﬁ)_ A v
AT
E ____d— A2 0@ A oX

=gy VO e s e

E,—— %(EV 4+ 0) - oy—

On a donc

o Sl R ()
(e en B
z d®> s 7] < > < g?>""] de

- Jl#(e-
- Slle%) ”T<“°y T57) 0 (o )] o
<07_ df) ()@ >d65

-5 -5
— :__ f .(E w -+ g}P 0+ d_‘<_. d
\/5 < L ()l ()l’ W w.
D’autre part, nous avons

(4) 3W:—adtf<(‘))—z t+% —I—%—V >dm,
(5) 62(@-—’]‘3—?)q——d¢ [ <® le,
o (0=T50)"

2o

P57 )e (TG ] o

%l% &l% S

(6) Eél’:dtf[<cp,—Tdd®F>u+
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Nous avons ensuite [ Chapitre préliminaire, égalité (32)]

A2 N ‘. QA2 &0 ()'O AV
- ) 9 ) _— —_— e ) e —
(/) 7 OL/‘(IU-{—\‘—}—’@H)([B__ ‘zd[f(\()[ i -+ ()tv_'_ ot w’)a'lﬁ.

I<nfin

(8) aj [j(an,T)~T9L?r‘—T] de ,ofs’(au T) dy

IF(, T .
—wa R son e

Les égalités (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8) donnent

\ N Yy <l o0 v X >
) 5y 5 [ F(: —— = 422 —o.
(9) 0L - of&()lL,'l)dc \';dtu[< gt PTAY w/ de —=o

Nous allons écrive cette égalité (9) sous une forme plus explicite.

Soient 3(x, y, 7) la fonction potenticlle magnétique, au point (i, y, 3),
de Taimantation répandue sur les aimants permanents ct e, y, 3) la
fonction potentielle magnétique, au méme point, de I'aimantation répandue
sur les fers doux; soient 8, Sw, 8e les variations ue subissent, pendant
le temps dt, les composantes de I'aimantation au point (x, y, ). Nous
aurons, d’aprés une formule connue,

(10) oy — j [(d: l %?) 0l - (g; -+ %) oub
-+ (3—; -+ 3—?) 69] dy,
Z, 1, C étant les coordonnées d'un point de I’élément magnétique ds.
Si nous introduisons la fonction magnétisante F (o), définie par I'égalité
1 1 J F(I)

FOOI) o~ 0w’
nous aurons

(11) /J(Bll ) do = fl 5T (b 0l + Vb JWb + € 62) do.

Nous avons [ Chapitre I, égalités (3 bis))
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el, par conséquent,

ot ()£>
a® - T r

Deés lors, si nous posons [ Chapitre II, égalités (8)],

on 0;
P = vd—: de’
P 9+
Q:WdE uyc—;
o5 0;
R_.u%- Vd—&:’

nous verrons sans peine que 1'on peut écrire

dd)u—l—dw’—i—éx dt
ot ot T ”

:f(Pécﬂs+Q6ub+ R32) do.

A.53

Sil'on observe que, d’aprés la définition des fonctions ¢, 2, & [I* Partie,

Chapitre III, égalités (4)], on a

R, nE)=— E/Pdw,

V5
__a
A, ¢) = ﬁ/de,
A5, §) = — \%Q/Rdw,

on aura aussl
A 0P or X
12 — ——d —— —_ —_—
(12) 7z tf(dtzt—l—dtc—i—d[w)dw

:f(%@mu 9 3 + R SS) d.
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In vertu des égalités (10), (11) et (12), I'égalité (g) devient

J5  0C A

= ® o 0.\
e PERE TE ]
e Q(Z_;@_._a _z_-___m’._—‘
T on T on TR F(oi) |
9
J

ol

[ s ]
*+Z)7+‘R+1 02§ dv = o.
A 2

Cette égalité doitavoir lieu, quelles que soient les valeurs de Sa,, Sw, 82,
en chaque point du fer doux; on a done, en toul point d'une masse de fer
doux soumise a I'action de courants et d’aimants,

1

98 JE
A== — F (IR ";+T+@>,
\ ( )(\0; 0¢
(13) ; 1»5:-F(D]‘L)<%+3i +Q>,

orn (§ - )

Ces équations (13) représentent, sous la forme la plus générale, les lois
de Iaimantation du fer doux; elles renferment, comme cas particulier, les
lois de I'aimantation du fer doux par des aimants permanents [Legons sur
I’ Electricité, t. 111, p. 179, égalités (6)], par des courants uniformes [/bid.,
t. 111, p. 397, égalités (3)] ou non uniformes [fbid., v. I, p. 490, ¢ga-
lités (16)], mais ne passant pas par l'aimant. Maxwell (*) et G. Kirchhoff (%)
ont donné ces ¢quations pour le cas ou les courants, d’¢tendue finie en tout
sens, sont uniformes; M. H. von Helmholtz (*) les a énoncées dans toute
leur généralité. Toutefols, ces auteurs se sont bornés au cas de 'approxi-
mation de Poisson, c¢’est-i-dire que leurs ¢quations renferment non pas la
fonction magnétisante F (9 ), mais un coefficient d’aimantation constant k.

(') MaxweLL, 4 dynamical theory of the electromagnetic field (Philosophical Trans-
actions of the Royal Society of London, t. CLV, p. 439; 1865. — Maxwell’s scientifics
Papers, t. I, p. 526).

(2) G. Kincuuorr, Zur Theorie des in einem Eisenkirper inducirten Magnetismus
( Poggendorfl’s Annalen. Ergdnsungsband, t. V; 1870. — G. hirchhof’s Abhandlun-
sen, p. 223).

(%) H. vox Heguynovrz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitdt fir ru-
hende leitende Korper, § 8; Einfluss dielektrischer und magnetischer Polarisation der
Media (Borchardt’'s Journal, Bd. LXXII, p. 114; 1870. — Helmbholts wissenschaftliche
Abhandlungen, t. I, p. 611).
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§ 2. — Les courants ne traversent pas la substance magnétique.

Les équations précédentes sont générales; elles demeurent valables soit
que les courants traversent la substance magnétique, soit qu’ils lui de-
meurent extérieurs; arrétons-nous un instant a ce dernier cas.

L’aimantation d’un morceau de fer doux sous I'action de courants qui
lui sont extérieurs peut-elle étre identique & I'aimantation engendrée dans
le morceau de fer doux par certains aimants? Pour cela, il faut et il suffit
évidemment que les trois fonctions @, 9 , & puissent étre regardées comme
les trois dérivées partielles de la fonction potentielle magnétique d’aimants
extérieurs au morceau de fer doux. Ce que nous avons dit au Chapitre pré-
cédent nous permet de remplacer cette condition par les suivantes :

1° La quantité %—‘Z est égale a o en tout point extérieur au conducteur

parcouru par des courants;

2° Si la connexité de premiére espéce de 'espace extérieur 4 ce conduc-
teur est d’ordre (7 + 1), on peut la ramener a étre de 'ordre 1 au moyen
de n coupures ne rencontrant pas la masse magnétique.

La premiére condition est toujours vérifiée lorsque les courants sont
uniformes, mais la seconde peut ne pas I’étre; certains courants uniformes
peuvent donc engendrer dans une masse de fer doux une aimantation qu’un
aimant ne pourrait pas engendrer. Nous en avons vu un remarquable
exemple (Legons sur I Electricité, Livre XV, Chapitre VII).

L’aimantation du fer doux par des courants absolument quelconques,
mais extérieurs & la masse de fer doux, se traite analytiquement de la
méme maniére que l'aimantation du fer’ doux par des aimants (Lecons sur
U Electricité, t. 111, P- 492).

§ 3. — Mise en équation du mouvement varié de ’électricité sur
une masse magnétique.

Nous allons étudier maintenant le cas ot les courants passent en totalité
ou en partie au travers de la masse magnétique. Ces courants peuvent étre
constants ou variés. Nous allons aborder, dans ce Chapitre, le probleme
du mouvement varié de 'électricité sur des masses magnétiques immobiles.
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Les équations de I'aimantation sont, en chaque point (x, y, z) éga-

liteés (13)],

S —-—r(su)(d—x+£+@>,
(%) W :--r(am)<%/ +-‘d—’-§+@>,
( c :_F(Ju)<3_ ;gc —|—5{>,

les fonctions @, 9, & étant d’ailleurs données par les égalités [I' Partie,
Chapitre II, égalités (14)]

/@:__i<di?_d_@\’
s \/2 Jdy

0z
w_90),
ox 0z

g —__<?_0_ ﬁ‘_})
L Y2 \ds 03

La force électromotrice d’induction électrodynamique a pour compo-
santes, au point (z, y, z) [Chapitre préliminaire, égalités (2)],

(13)

22 c)(f) 2(2 0\9 A2 9@
T2 o’ 2 o’ 2 Ot

La force électromotrice d’induction électromagnétique a pour compo-
santes, au méme point [Chapitre I, égalités (11)],

am AW AKX
V2 ot’ Va Jac’ Va ot
On a donc

[ 0 A2 90 A 0d
pu=— o= (eV+0)+ o, — - N
d A2 99 A v
(3) PV:—'{'}/(EV_F@)‘*‘(PQ/——Z"()—Z—F;/—; 90’
J A2 0@ A 0X
PW:_B‘E(SV'*‘@)‘*‘CPz—“?W \EW
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Si l'on désigne par e la densité de I'électricité en un point d’une masse
conductrice, et par E la densité superficielle de I'électricité en un point
d’une surface de discontinuité, on aura

2V eV eV

(4) gz T g g = e
et

y ov A% o

(D) 'Jﬁ;—i—m— [lﬁ'E

Les quantités dont on se propose de connaitre la valeur a chaque instant
et en chaque point sont les quantités

(6) Qo, W, 2, u, ¢, w, e, E.

La fonction s (z, y, z), la fonction @(z, y, z) et les fonctions 9, ¢,, ¢,
étant des fonctions d’z, y, z et du temps que ’on suppose connues, on voit
que les égalités (1), (2), (3), (4), (5) raménent la détermination des quan-
tités (6) a la détermination des huit fonctions

o]

’

v, YV, ¥, O W, X, V.

Dans le cas ot la fonction magnétisante F (o) est remplacée par un coef-
ficient d’aimantation constant, on retrouve les équations qui ont servi de
point de départ aux recherches de M. H. von Helmholtz; dans le cas par-
ticulier ou les courants sont uniformes, on retrouve les lois étudiées par

Maxwell, G. Kirchhoff et M. Paul Janet.

Fac. de T. — VIIL A.8



