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RECHERCHES SUR L'ÉLASTICITÉ,
P A U M. P, DUH.EM.

.PREMIÈRE PARTIE.
DE L'ÉaUÎLÎBRE ET DU BaOUTOMENT DES MILIEUX VÏTBEÏÏX.

. INTRODUCTION.

La plupart des travaux dont la théorie de Félasticité a été l'objet se
bornent à étudier des corps dont les déformations sont extrêmement
petites, soit que leurs divers points matériels demeurent immobiles,
soit qu'un mouvement de très faible ampli tude les anime.

La limite qui restreint ainsi les problèmes étudiés ne constitue pas
une entrave gênante lorsqu'on se propose seulement (Fana'lyser les
modifications des corps très peu déformables auxquels on réserve le
nom de solides élastiques; mais elle rend inuti l isables les résultats
obtenus par le théoricien, lorsque celui-ci se propose d'étudier ces
corps mous ou pâteux qui forment la transition entre les fluides et les
solides; il est alors indispensable de formuler des lois applicables aux
milieux qui ont subi des déformations finies.

G. Kirchhoff( 1 ) et M. J. Boussinesg (2) nous ont fait connaître les

( 1 ) G. KIRCHIIOFF, Ucber die Gleicîwi^en des Gleich^ewidite^ aines elaKtischen.
Kôrpers bel nicht unondUch Ideinen Ferschiebun^en seiner Thcile (SiîzungsbGricIite cler
maihematisch naturtvu'sensc/iaftilc/ien Classe der Akademie der f^ùsenschaften^ Bd.IX,
S. 76-2. Vienne 18.52). GeiécriL n'a pas été réimprimé clans les Abliandiuii^en do G. Kirch-
iiofr.

( 2 ) J. BOUSSINESQ, The'orle des Ondes llquidefî périodiques y ^Q{^ ï ï f ( Mémoires présentés
par divers savants à rinsUtut de France, t. XX).
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lois qui président à l 'équil ibre de semblables mi l ieux, du moi us lorsque
leurs éléments sont simplement soumis à dos ciclion^ rmrlonienws. I l
était intéressant d'étendre leur analyse au cas beaucoup p lus généra l
et insoupçonné avant nos recherches sur la M é c a n i q u e des f l u i d e s (1),
où les masses élémentaires q u i composent le m i l i e u sont soumises a
des actions non ruwtoniennes; le présent Mémoire apporte ce complé-
ment aux recherches de nos illustres prédécesseurs et met en évidence,
dans le cas où les actions ne sont pas newtoii iennes, l'existence de
couples élémentaires auxquels les actions newtoniennes ne sauraient
donner naissance.

Les lois du mouvement de mi l ieux affectés de d é f o r m a t i o n s f i n i e s se
tireraient des lois qui président a l eur équ i l ib re au moyeu du principe
de d'Alembert, si les m i l i e u x étudiés n ' é t a i e n t affectés d 'aucune visco-
sité; mais les corps mous et pâteux, q u i of f rent à cette analyse ses
plus intéressantes appl icat ions , sont, en même temps, (huis la p lupar t
des cas, des corps très v i squeux ; i l serait i l l u s o i r e d'eu é tudier les
mouvements si l'on devait fa i re abstraction de leur viscosité.

Nous sommes donc natUTellernent condui t s à 1 préciser les loin
auxquelles obéit la viscosité au sein de m i l i e u x élastiques*

Ce problème n'a tenté jusqu' ici , à notre connaissance, que ieî4
efforts d'un seul1 analyste, M1» Oskar 'Hmil JMeyer (s). Mais Iw
recherches de M. Meyer se sont bornées aux mouvements 1res pelîh
d'un corps isotrope à la fois é l a s t i q u e et v i squeux; eu outre elle^
reposent sur certaines hypothèses moléculî i i res que nous non H gar-
dons toujours d ' invoquer . 11 y avait donc J îeu de créer les fo rmule r
qui régissent les actions de viscosité au seirrde m i l i e u x é las t iques
affectés de déformations f inies . C'est l'un des p r i n c i p a u x objets du
présent Mémoire.

Ces formules nous ont permis d'obtenir certains résultats; m par-
ticulier, elles nous ont permis d'étendre à tous les mi l i eux é la^ l iqueH
visqueux^ qu'i ls soient vitreux ou cristallisée une propositîcm que

• 1 (i) Le potentiel thermodynamique et la prwion /ydrosfatiqtUî (À/fïwl(^ da l'Ê^otc
Normale, 3e série, t. X, 1893, p. ï83).

( î) O.-E- MisyKK, Zur Théorie iUr îtinercn ReUnw^ (Mûrchfirdt^ Jtwr/wljÏr die wifte
tfl anaewfL'ulte MtU/uifnaf.îÂ'. ÎÎ(L LXXVîU, fN^ î t» i'^\und an^ew fruité Matheinatik, Bd. LX.X.ViU, ï^7,.j, p. ï'to).
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nous avions déjà démontrée pour les f luides visqueux : Les seules ondes
qui puissent persister en un milieu visqueux sont des ondes sans propaga-
tion, qui séparent sans cesse les deux mêmes portions du milieu.

D'ailleurs, l 'emploi, de méthodes semblables à celles dont nous
avions fait usage dans l 'é lude des fluides nous a permis de donner ,
de là propagation des ondes au sein des milieux élastiques non vis-
queux, u n e analyse qui ne laisse place à aucun cas d'exception.

Les mil ieux que nous avons é tud iés ont toujours été supposés
dénués d'hystérésis; la possibilité des déformations permanentes a
donc été exclue, ce qui restreint la générali té de notre analyse et la
portée expérimentale des résultats obtenus. Mais les formules cinéma-
tiques qui nous ont permis d'étudier la viscosité des mil ieux élastiques
nous permettront également d'étendre à de tels milieux les principes
de notre théorie des déformations permanentes.

CHAPITRE L

I. -, Les déformations finies d'un milieu continu.

Nous commencerons par établir quelques formules relatives aux
déformations finies d'un mi l ieu cont inu. Ces formules, dues à
G. Kirchhoffet à M. Boussinesq, ont été magistralement exposées par
MM. E. et F. Cosserat dans un Premier Mémoire sur la Théorie de
l'Élasticité (1). Nous aur ions pu nous bornera renvoyer le lecteur à ce
Mémoire, si complet au double point de vue historique et théorique ;
si nous ne l'avons pas fait, si, nous avons repris la démonstration des
formules strictement indispensables, c'est surtout afin de fixer les
notations dont nous ferons usage.

( 1 ) EUGÈNE et FRANÇOIS COSSEKAT, Sur la Théorie (la l'Elasticité. Premier Mémoire
{Ànucdes de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 1896).
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Prenons un milieu continu dans un certain état, fixe une fois pour
toutes, que nous nommerons Vêlai initial; un point matériel déter-
miné occupe, dans cet état, une position déterminée [A dont les coor-
données sont a, b, c. La connaissance de ces coordonnées permedra
de reconnaître ce point matériel après que le milieu aura subi un
déplacement et une déformation quelconque, selon le procède
employé en Hydrodynamique et appelé procédé de. Lu^ran^c.

Au sein du milieu déformé et déplacé, le même point matériel
occupe la position M dont les coordonnées sont .v, y, z' ,r y " sont
des fonctions continues de „, /., c, dont la connaissance 'définit la
déformation et le déplacement subis par le système.

Dans la plupart des cas, nous poserons

^ "''' == a -+- '£' y == & -i- •ii, s — r;..(- ç.

Ç, ï], 'C, seront également des fonctions de a, b, c. Nous aurons

(^

àûc
ôa """1"

^=
à a
(h
Ja^

i -i-
()-n
Tkt'

<Kày

^
'Sa'

âx
Jh
ày
^
àz
'()'B

. ^.... ̂ ,

..-: i .i-
<K

~7)//

( ) h '

i),t:
'Oc
ày
ih-
as
'Ï)u '

^
(^'
<)ri
^'

t -t- <K

Soit un point matériel qui, dans l'état initial, occupe une no.i-
> o n K ^//, ̂  infiniment voisine de la position ̂ ,. • ); s
état déforme,, occupe une I>"sitior> M'C^.y^^jHy,,,,,^,,!^^^'^^^^^^^^

<leIapos,t,onM(^,^ .). En se bornant aux infininn.nt pe ( '
premier ordre, on a pt.ni-s (in

(3)

"- ^.^-^(^-.)=^(.^^,^^/,^,^^,^^

(y-^)=^(^--..)--,-^(,/-,..,),.,^(^,,,^^V.-.-c}

; )--^^ /-•a)"'-^(^•^)-. ^(.^-..).^'--^

Ces équations peuven t être regardées comme des équations en (a-s en (a' — a),
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( / /— &), (y— c). Leur dé te rminant est

(4) (D=~

<).37 ÔX ÔX

à a 7)b <)c
ày ây ày
à a àb àc
()z àz ('),z
àct àh ()c

^(^.r^)
] ) (a ,^c ) 1

Ce déterminant ne s'annule jamais en une défonnation qui laisse
finie la densité en chaque point ; nous savons, en effet, par Inéquation
de continuité, mise sous la forme de Lagrange, que le p rodu i t de la
densité par le déterminant (fô est égal a. la densité dans l'état i n i t i a l . I l
résulte, en outre, de là que la valeur de (Q est indépendante du choix
des axes de coordonnées.

En résolvant les équat ions (3), nous trouvons
œ<»•- •">- î -'-'- ̂ y-^- ̂ <s•-3'•
„(,/-„>.. ̂ (..., ,>.,.;.̂  „,.... ̂ .,.̂ ) (.,...,,
"'c-'-3 ̂ (-••- •r)- ifê '̂- '̂ i^c—'.

Moyennant les égalités (2), on peut mettre les égalités (3) sous la
forme

(3 bis)

^_,)=^-1)^_,)^1(/^,).,1(,,_^

(y-^=4>— ).-(„- ̂ >'-^ ̂ (—),
^^_,^^(,_^,.^^)^_,,

En même temps, le déterminant (D devient

(4^) (K):

x -+-dâ
àa

^
àct
àÇ
àa

à'i,
àb

an
^Tb

àÇ
àb

^

%

(hi
àc

()Ç
ï-4- —do
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Dans les égalités (3 /w), regardons a, b\ a et x, ^y, z comme des
constantes ; a', I / , c' ctx\y\ ̂ ' comme des variables; ces équa lions déf i -
nissent une t r ans fo rma t ion homograph ique d 'un espace u/(a\ //, </) en
un autre espace W{x\ y\ ̂ '), t ransformat ion q u i fai t correspondre le
point M (x, y, ^ ) a u p o i n t a (a, ^, c). Cette t ransformat ion représente
la parlie principale du déplacement et de la d é f o r m a t i o n que sub i t une
masse i n f i n i m e n t pe t i t e à l aque l l e a p p a r t i e n t le p o i n t matér ie l placé
successivement en p. et en M.

Etudions d'une manière générale cette t r ans fo rma t ion ,
Considérons, dans l'espace clos (a^y, ^), la sphère S de centre M

et de rayon i et cherchons de que l l e* surface elle est la t ransformée.
Pour que le point WÇx', / , ̂ ) se trouve sur cette sphère, i l f a u t et. i î

s u f f i t q u e l ' o n a i t
(^ /-,r)24.1-(y^•J-)241--(^-^

Pour cela, selon les égalités (3 U v " ) , i l f a u t ot i l su l î i f , que ce po in t M'
corresponde à un poin t ^ dont les coordonnées a\ / / , </ vérHieut
l 'équation
(6) ^ • ^1+^) ( ^ — — ) < - l ( ^ - - ^ . - f «• ' - . )[(

[à-n
\_()a

+ fê'»'-)-^;! ("'-») ' - ( • • - ^)c-
>-«)-(-""
"^, / ^ ^— (a'— a)+ —
au ' <)b

w ('/--'"-'- ;;;;('•'••)
('•' '•) . t.

Cette équation exprime que le poini, y: (a', //, c") a pourikiii 1 1 1 1 (•(;r{.sun
ellipsoïde E ayant pour ccnt.re le point, y,(a, h, <•}.

L'équation de cet ellipsoïde Iî, développée, s'écrit
(7) (i 4- ae,) (<•<'-«)< 4- (i 4- ».£,)(//,,.... /,)2 ,̂ ,,;, ,̂ .̂  ^_.,__ ^,^

+ a -/i ( ̂  - b ) ( c' - c ) -+- ;<•/,( c' - <.. ) ( «' -. - a ) -l -. -< y, ( </ - - ̂  ) ( // -. // ) : ; ,,

en désignant par s., e,, £„ y,, ̂ , y, les six fonctions suivan (es de a, h, cî

^+iiï^y-i-^v'^v
^)
'&Y
^b)
^^Y
.^•y

^;v
,()«/'<)a ï[\ôaj ' \<)a) '

an(8) -^^ . " IY^Y, ^^V , W
-^ alArJ/-;; •'-t,^;; • ' •V^ / , 'Jb <)i^

<hiY
1 ) c )

^h
^y
J ) r )

<Ke;,-^-.,. + ..
VC 2
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y 2=

. ^"^

HF.C

à'n
àc ^
<K^
à ci

à̂ b '

iiEncnr

,-^,
" àb •

(Yi.
^ à c ~

à-n
- --Ç~ -()a

r.s si

+-^' ^ 6

h-^'h"^

<^
à a

1R L'

^4de '

^-t
à a

à̂b

ÉLAS1

^^
" (»6

^̂c
<)-/l
()a

rTCÏTK.

^+
dc

^-.
à a

à-n
àb '

<^
^6
dÇ
àc
àÇ
<)a

à^
àc

^
()a
àt,
àb

îo5

(8) (suite)

Cet ellipsoïde îidmet trois axes rectangulaires; soient a la longueur
de l'un des demi-axes et JL, ijl), ©, ses cosinus directeurs; ces quatre
quantités s'obtiendront, comme l'on sait, de la manière suivante :

Si nous posons

(9) 8==^,

S sera l'une des trois racines de l'équation du troisième degré

(10)
i 4{- 2£i

73

72

— S
i -

73

1- 2 £ 2 — S

71 J-4

72

7i
1" a Sa— S

et ojlo, ad), 3 s'obtiendront alors en résolvant les équat ions

( 1 1 )

( 1 2 )

( i + 9. £i ) .A.) -h y..{ ̂  -h y, 3 = S4.,,
y» ni, "i- ( i + î? £2) lil) -h yi S r-= Sli1),
72 ̂  -+- y i ̂  + ( î + 2 £3 ) 3 = S 2,

^24-^,2 .̂  32^ ̂

Aux trois racines S ^ , S^, S;, de l 'équation (10) correspondent trois
systèmes de valeurs de cr, cJl;), r l l^ l) , 3 (pourvu que nous ne regardions
pas comme distincts deux sytemes de cosinus qu i définissent une
même droite), systèmes que nous désignerons par

(i3)
( 0*1? ^i> ^i,
< i72, ftA.>2» ^>2,

( ^y? 4>3» '̂ .̂'h

<. c^»

Considérons le demi-axe de longueur cr et de cosinus directeurs jio,
-iil, e; il correspond à un rayon de la sphère S, rayon qui a pour lon-
gueur i et pour cosinus directeurs^, y, &. Selon les égalités (3 bis),

Ann. î<c. Norm., (3), XXI. -- MARS 1904. x A
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x.-Jf.-i-f').».+''s*., ''Sa'
L\ w/ w ^<r;

ï ;-'[(-'-
^= J^.,„.,.(,+^) >,!,-,-^©'l ^a \ à h } àc

^J^.,,-^^.-t-f,-,^sàa àh \ ô c )

Aux trois systèmes (i 3), ces relat ions f o n t correspondre trois gysfemes
de valeaTs de x, y, %, que nous désignerons respecfJvenKînt par

(i5)
^î» '7i > ^»»
ty ,,*, ^? 1 1 ' "^^ '"Js1.» "•'••'îî»

"̂;i» 7;!? ^\'('

Formons (x^, 4-^^ +&,&,). Selon les égalités ( ï4 ) , nous aurons

^^+^^+^,'a-r- r72f;3-r '^2 ̂

ou bien, en vertu des égalités f8),

^^3+ ̂ ^+l&a&3"^ cr^g j [(î 4« 2Êi) Jl̂  + y» ̂ a 4" ysSaJ^s

^1-< [( y» ̂  -Î-- ( ï 4- ^ Sg ) 'lH»s -4- yi ̂ a ] •t^s
4- |:(yA+ yi^-h(î -4" ac,) ̂ J Sg ;

ou enfin, en vertu des égalités (9) et (r i),

^2^3 + ̂ 3 + &âfeg ̂  î3 (^^JIng -h 1(^1^8 4" €a S^).

Or on a
^ nJl̂  •4- '^»glîî»g 4- Csi ̂ »l:rl:l: o*

On a donc la première des trois égalités
^^^^^^.[...Ï^^::,:,f^

^,^r-h^^Tr4- ̂  ̂ i ̂  o,

^r\^.41-l-rrï7r•lill- feî&r'^^
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Les deux autres se démontrent d 'une manière analogue. On voit que
les trois axes de l'ellipsoïde E correspondent à trois diamètres rectangu-
laires de la sphère S.

p/ étant un point quelconque de l'espace (a', //, c'), projetons la
longueur wif sur les trois demi-axes rectangulaires de Fellipsoïde E;
soient A,, A^, ̂  les trois projections; nous aurons

Al=:^l(a'-^)-4-a(l>l(^—^)+3l(c /—c),

(16) • A.2-=^2(a /~a)+^(^~-^)+a2(<-• /—^)»
K^^{a'—a) ̂ ^{b'—b) •+-e^{c'—c).

Au point [j! correspond, dans l'espace des (^ y, ^), un po in t M/;
projetons le segment MM' sur les trois diamètres rectangulaires de la
sphère S qui correspondent aux trois axes de l'ellipsoïde E; soient X i ,
Xa, Xg, les trois projections. Nous aurons

Xi=^(^-^)+^(/-y)4-^,(-
X,==oX,(^-.r)+^(/-y)+,^(^~^,
x^^^-^+^y-^+w-^.

En vertu des égalités (3 bis) et ( i 4 ) » 1^ première de ces égalités devient

x.^, [(..®*,.^<-,^|.,J[(-|)("-«)-.^(»-^|(.-)]

^fê^^I""1^'^)3-]^1'---^^"-"^-^)'1-']
ou bien, en vertu des égalités (8),

X,i= ̂  | [(i 4- â£0^+ y,̂ ill̂ + 7281] (a'- a)
•+• [ya^i-h (î+ 2£2)^i+7i3i] (^-~- b}
+ [72^1-+- 7i^i+ (J 4- 2£») 3i] (c' — c ) j

ou enfin, en vertu des égalités (9) et (ï r), la première des égalités

X^- I-[^l(â /-a)+^l(^-&)+©l(c> '-c)],
(7l

X.2== ^[oA,^^- a) +^(//- ^) -h 8â(^- c)"|,
0'â

X3= 1 [A^-a) 4- 'K^(6'- ^) + W- c)].
0-3
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Les deux autres se démontrent d^une manière analogue-
En comparant ces égalités aux égalités (,ï()}, nous t rouvons

/ , - N Y Al Y — Aa Y A;t
(17) A i == — ? X g —— , À,, :.-.- — -

<7; 0"^ (7,'(

Donc, pour passer de l'espaça des (W, Y\ </) à l'espace de^f (a/, y', s'),
?7 ê.st nécessaire et suf/hant :

ï ° De donner au premier espace un déplacement d'ensemble (fui rient
appliquer les axes (le l'ellipHoïde E wr (es trois diamètres realan^u-laircs
de la sphère S (/ai soru les tramforrmw de ces axes;

2° De réduire respectwîrnent dans les rapports -il!- » •-^ •"!- leîî mordon/nwÂ î i c r , 1 c ? g 1 c/f, ' ' i i l 1 1 1

de c/iaque point rapponéeff à ce irièdre trireefMn^le.

Kcvenons m a i n l e n a n i à la t r ans fo rmat ion la plus générale (l ' ï in
mi l ieu con t inu . A chaque point matér ie l occupant la posit ion a (a, ^, /*)
dans l'état i n i t i a l et la posit ion M (,r, ^y, s) dans l 'élat déformé, on pent
fa i re correspondre une dé fo rmat ion l iomogra ( ) l i iqu (» a n a l o g u e h lce!le
que nous venons d 'étudier . Si l'on néglige les i n f i n i m e n i p e t i f s d'ordre
supérieur au premier» cette défbrmal ion coïncide avec» la déformat ion
réelle qui se produit au mm d 'une masse in i in imont petite compre-
nant le point matériel considéré.

• A cette masse est lié invariablem.ent un certain triédre trireclande
qui, dans l'état i n i t i a l , coïncide avec les axes de Fdiipsoïde K relat i f
au point matériel considéré, et qu i , dans l'état déformé, coïncide avec
les trois, diamètres de la sphère S, relative au. même poin t , en lesquels
se transforment les axes de l'ellipsoïde li Ce triédre est le (rièdre des
axes de dilatation relatifs au point matériel considéré.

L'étude complète delà déformation au voisinage d'un point matériel
donné est achevée lorsque l'on c o n n a î t les valeurs des vingt et une1

quantités (ï3) et (i5). Celles-ci, à leur tour, par les équations "(8),
^MioMtïM^) et (i4), dépendent des valeurs prises au point
f 'a^ b, 6*) par

(9)
(x(

^ ^ ^
^ ÏJP Oe'
<hi (hf <hi
Ja9 W "(h'
^ J? <

1 (hf^ Jb' Je'
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II peut arriver qu'une grandeur dépende seulement de la déformation
proprement dite et nul lement de l 'orientation des axes de dilatation,
soit au sein du milieu in i t i a l , soit au sein du mi l ieu déformé. Cette
grandeur sera alors une fonction symétrique de cr^ o-,, cr;,. En vertu de
l'égalité ((}), il revient au même de dire qu'elle est fonction symétrique
des racines de Inéqua t ion (10) ou qu'elle est fonct ion rationnelle des
coefficients de S'\ S2, S, S° dans cette équation.

Développée, cette équation devient

( 1 8 ) S3— (3 -+- aJi) y-^ (3 + 4Ji •4"" Ja) S — (ï -+- lîJi -+• h-^r aJy) =• ô,

en posant
Ji=:Si4"£2+ ̂

(19) J2=4(£â£3•4 -Ê3£ l " ' ^ -£^ £ 2)—(7 Î -+ - YÎ+7Ï^

3.^= ^£,E^— £1 yî — sayl — e»yî "+ 71727»-

Donc, toute grandeur qui dépend uniquement de la déformation pcir
laquelle on passe de F état initial à F état déformé, et nullement de l'orien-
tation des axes de dilatation soit au sein du milieu initial, ffoit au sein
du milieu déformé, est une fonction des trou seules grandeurs î^ J^, î^.

La signification mécanique du dé terminant ce nous enseigne qu'il se
trouve précisément dans ce cas; ce doi t donc être une fonc t ion des
seules quant i tés J < , L, J ^ ; en effet, si l'on part de l'expression de a)
donnée par l'égalité (4 ^) et si l'on en forme le carré en tenant
compte des égalités (8), on trouve

(20) Cfâ2^

I-1-2 £1 73 72

73 Ï + - 2 Ê 2 7i

72 7i 1 -4 -a £3
; J -4- 2Ji-4- Jg-h 2j^

Cette expression peut se trouver d'une autre manière.
Prenons, dans l'état initial, un parallélépipède rectangle inf in iment

petit dont ;j.[j/ soit la diagonale et dont les arêtes, dirigées suivant les
axes de dilatation, soient A^ A^, Ay; son volume est A^A^A^ et sa
masse p ^ A ï A ^ A ^ , po étant la densité au point [x dans l'état initial.
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Dans l'état déformé, ce vo lume devient un n o u v e a u p a r a l l é l é p i p è d e

rectangle, dont la d iagonale est MM', et dont las arêtes, dir igées sui-
vant les axes de dilatation, sont X, , X^, X;» ; son v o l u m e est X f X y X ; ,
et sa masse pX^ X^X;,, p étant la densi té an point M dans l'état délonné*

La muasse se conservant dans la déformat ion, on a

p X ï X g X y ^ p y A l A ^ A ^

ou, selon les égalités (17),
p "":- py O'i <7^ •'7;p

En vertu des égalités (()), cette égalité devient

P2 ̂ ^î^^pî

ou bien, en verlu do l'égalité (18),

(^) p^i^aJ^+Jr-f-^J , )^-?^

Mais, d'autre part, on a l'égalité Hem connue

(^) pcô^p,,,

Ces égalités (21) et (22) redonnent l'égalité (20),

II. — Variation infiniment petite d'une déformation (r).

^ Imaginons qu'à partir d'un état déjà déformé qnâcimqw, îwm
imposions au système une modification, réelle ou virtuelle, infmhmmt
petite. Nous aurons, en celte modification,

r3x = rî^, 8 y ̂  or^ S s = %.

Supposons les quantités % ̂  ̂  données en fonctiong de a, h, c.

(^ P. Dww^ur quelque jwmu^ de cmématù^ utif^ dam la Wow ^W^
de l^ucué (Compta rendue t. CXXXVI, 19 janvier ̂  p. ̂  ê l€
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Les égalités (8) nous donneront

- _ ( à'i\à^ à-n à_5j) ^ à^
0£1 - V + ~àa} ~àa' Ta ' ûa • ôa ùa '

àS-n àôÇ ô'i àS'c, à'î, àSÏ, à-^ à8^ à-n àj^ àÇ àS^ àÇ àBÇ
^^ ~^ + ~fW + Jb ~àï 4- Te ~àb + àb ()c • 7)c <)b • Oh <k ' àc <)/7'

, . . . . , . , . . . . . . . . . . . « . • • . . • • • • • • « • • • • • . . . . . . . . . . . • » ' . . . . . . . . . . . . . . . . . y

les points remplaçant quatre égalités qui se t i r e n t des deux premières
en permutant les lettres a, b, c\

La modificat ion considérée peut être regardée comme un déplace-
ment i n f in imen t peti t imposé au système déjà déplacé et déformé;
selon la méthode de Caucliy, ce déplacement i n f i n i m e n t pe t i t est
défini , en chaque point , par trois translations, qui sonto^ ST], o'C, trois
rotations ^i, •^coa,-1 r^, trois dilatations Di , D^ D^ et trois glisse-

2 2 2

ments G^ G^ G,^.
Si l'on suppose les grandeurs §'̂  ST], §'( exprimées en fonctions

de ûc, y , z, on a

-n à^ -n » <)rîrJ ï) ~ <)%
1^1 r= —— 3 .Us.-"- --T— i if 3...-.— —--?

'̂ ^y 6/^
/ ^ /. ào'ï àS'n p <J^ ^oÇ p <}orj <)r^( 24 ) 2 (ï. == — ~\- —— 7 2 (ja ^-= -— - - —~~ 3 a tjit •== -,— + — ?x / <)y àz ô^ àx ôx ày

— àK _ ^OYl — ̂ i ̂  <)fîç -- ̂ ^ ^.ç,)^_-^^. ̂  ̂ ^, ^â-- ^ ^•, 0)3— ^ - ̂

Mais on a neuf égalités que l'on peu t tirer de celle-ci :

^°i~^^ ^ ̂  É0^^./ .̂y ^a ^A? <)& àx àc à.x

en permutant entre elles les lettres x, y , z d 'une part et les lettres ^
Y], Ç d'autre part; puis les égalités (5) donnent

l f)a i ï ) ( y , z ) àa i î ) ( s ,£c ) àa_ ï j)(^,y)
| Jx =: © DT^^? ^ ̂  îô jy^^y^ ^ — (0 j^^

rop^ 'ÉÉ.- 1 ^(^^ àb ï I)(^) ^ lï^^Z)
v / \ ̂  w (fâ Ï)(c, a)? î)/ ̂  (5 D'CcT"^' ^ "w" Oc) D(c, a)"'

^ — JL •DO /> ;S) ^ ï D (^»« ^ • ) ^ _ J û(^.r)
(̂  """ (fô 1) (a,b)? ^ ̂  Ci) I) (a, ^) î ^ ̂  ̂  ]]̂ ^ •
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Les égalités (2/1), (a5) et (aG) donnent,

(^7)

(28)

^

.0,=^

^ïïî

r ï)(y^) à^
[ i^^ïj ̂

^ :î)(^,'r) ^Ï
])(i;T) 1)a

D(.^y) r)or]^ ̂ .̂ ^ ..̂

"" D(^,.r) ̂
ÏT('^7) ^•
î) f .î", ;r ) <) f]'^
i)(h, c) ôa

i>(.r^)
' 'i)(/',^

l»(5, r f ' )
.,.), ̂ ^^

i>( ••'•,.y)
TXr-, rt)

I)(S,,^)
• 1 >(/,•, ^)

n (•'",,y)
iKc,/ / )

» fti'rf
<)oc,̂ ^

t)oî
'ôh 4'

ûn'f}
"J'h ^

^oÇ
'Jh 11""

^rîy^
r;^

î ) ( r , ^ ) ^1

!)(</, ^) ^r

î ) (5 , . r ) r;o:
J)1^1 '1^^1 '1 1 1^) "̂"

|)(.lr, y) ^Ï/j"
'111)' :11("1^1^} "<h'"',

S)(^,r) <^;
ÏÏ't^'h) t)('

Df.r'^y) ^o'/i1111

„()(//» //) ùc ,
(^9)

Dans chacun do ces troi^ giroiïposy lc^ po in i s r c tn i î l î i cd t l d<nîx ^gîi"
litcs qui se déduisent de la première en iKmmit.anI ent-îT cilcs d'iirn*
parties lettres Ç, y], Ç, (..l'autre part le^ lettreH ̂  j^ ^.

Des formules (^9) on lire ^ans peine celles •da î ï tCa ï î e l îy a f a î i ïiHa^e
pour établir, en Hydrodynamique, le Ihéorème de Lîigningc ^l l î ï con-
servation du mouvement tourhi l lonnai re-

Les six quant i tés Se,, $î^ Ss^, ^i» ^T^ ^îî? B'exprinient . sann ( î c i n e
en jfbnctiôns linéaires et homogènes de D^ Ï)^, 1)3, (l^, 0^, fi;p

Les égalités (2) et (^3) donnent

^ . ̂o£ l"^
, <);»
o-/i—^-

^0^'̂ ""
<}oÇ̂

( à Y4 c>r(

<}.-/,•
^Ih

àS'n
()a

â^
'Jb ^

^ 0.
()a

()r
+ ù b

()K

un'

à ÎY]
7e"" -h

^
r^-

f)3rï
i)b

(h.,. ^^ ^ô;
"1^1'

rfs. , . ̂ i)^̂.,

Développons les dérivées partielles de S^ ST], 51; par rapport il a,
b, c en fonctions des dérivées partielles des mkm(^ quant i tés par rap"
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port à x, j, ̂  et nous trouverons

' , fàx\-. / ^ rVn /^Vn , ^7 ̂  r . ^ ^ r - i . à x ' à y .gç —_ ( —— ) ]) 4- ( —— ) Do 4- —— 1)3+2 —— —• (ji -h 2 ~ —— (j2+ 2 —— -v- u^.A \^a/ \àa) \àa} àa àa 1 àa àa àa àa

/àx\2 fàyV^ /^Vn ^r^,. ^ ̂ p o^d/p^{àb) ̂ (i) Dâ+ (^) l )^2^J^G^3^^G-+2^^(^
fôx\\. fàyY^ /^^2n ^r ̂  ̂  , ùz àx „ àx ày .,

^ (^} Dl+ (^) D24- [Te) •D3+2^ ̂ Gl+2jc ̂ Gâ+2^ ^ ( x 3-

^=^^])^^^D^^^D,/ àb àc àb ôc àb àc
,. s . /^y f)^ c^y àz\ /as àx as à^\^ /ôx ày àx ày\^
(30) { -f- 2C-- -r- + '—• -r G,4- 2——7 -r- + —— -—] {j^+^ ( ̂ —+——--—] h^\ \àb àc àc àb) \ôb àc àc ôb) " \àb àc àc àb]

^ àoc àx ^ ày ày ,. as as ..<îy,==2— -y-Di+a— — - D a + a — -.-1)3/- ^ ^^ i àc àa àc àa w

[ à y as à y às\ p /<)5 Ar àz àx\^ /àx à y àx ày\ «
4-2-.L + ^ - - ^ G i + 2 - y - —— -{- —— — — . G 4-2 " - ——" -1- —— —• ^3»\^c àa àa àc) \àc àa àa àc/ \àc àa àa àc/

. àx àx ^, ày ày,. àz as§y — 2 D 4- 2 _L -Ç J|) 4- a — J)
* àa àb àa àb àa àc

\ far as à y às\^ fàz àx àz à^\^ (àx à y àx ày\^
4-2^-^+^-r -Gi+2^^y 4- •Yr —— (:X2 + 2 -y- -f- 4- ".y ~f- (.»3.\ \^a ^/^ ^(^ da/ \da ôb àb àaj \àa du àb àa/

Moyennant les égalités (2), on peut, si l'on veut, dans ces éga-
lités (3o), substituer les dérivées partielles des quantités ç, Y), *C aux
dérivées partielles des quantités x, y, z.

Aux axes rectangulaires considérés, substituons un nouveau sys-
tème de coordonnées rectangulaires x\ y, z\ Désignons le cosinus
de l'angle formé par un axe ancien, l'axe des x^ par exemple, et un
axe nouveau, Faxe des x\ par exemple, au moyen du symbole {x.x'Y
Au moyen de D^ Da, Dg, G^ G^, G;i, formons les expressions des trois
dilatations J)\, Dg, D^ et des trois glissements G\, Gy, G^ rapportés aux
nouveaux axes.

Les composantes du déplacement virtuel suivant les nouveaux axes
sont

^/ = (^, ̂ ') ôÇ + (j, ,̂ ) §-n 4- (^?, .̂ ) êÇ,

Ôr/= (.r,y ) 3^4-(y,/) â-n 4-( 5, Y) oX
ôÇ' = (.r, ^) ô^ 4~ (y, ^ /) ô-n 4- (^ ^Q ÔÇ.

AIIH. Éc, Norm,, (3), XXI. — MA as 1904. l5
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D'ailleurs, nous avons

et

y-àô-c,'_ àS-c, ()0-0 <;OÏ
"• ~ ̂ 7 - ̂ A ) ̂  + {y' ^ / da7 4"( "' •/' ) àa-'

ào'c, , ,.à^ , ,.à(Yc, . ,,^r%
^ ---^^ -*-(7>^)-^ -!-(=, ,z-')^,

^(,^)<^ +(y,^)^ ,-.(--,^)^,
(/a'' ' ' ()x ••' ' ()f ' ' ' ()3

^-(r r')^ . , . fv r1^'^ l ( • T'^W - ̂ '•ti ùx "f" (y> •A ) •^" 4" ̂  •/' ^ •Js
— î — / r r'\^-i . \ . { v -/•'•>'"•' i / - ,,"i"'1'•v f —— l tA/5 »*' f ^—— •"t"' i r f tf/ f -".—— ~^— l ^/t t<^ ) - »
()3C' '• ' 1 ();{; ' • J 1 ' ()y ' \ * / ,)y

Ces égalités, jointes aux «galités (24), (loiiriftilt liï prcmict'c é '̂tliU'i

1); == ( x, sc'Y\}, -)- (y, ,-f')21), + (j, ,,.')î f),
4- a(y, ,ï') (s, ,»')(„ -I- a(5, ,T') (,r, w')(,, t - ?.(.v, w') ( y , .,•')(',„

S), ̂  (.v, y'yï\ -|- (y, y')' I), - 1 . (s. j')" I),,
(3,

+ ̂ y../) ('", y')(*i i '•'•(s, .y') (./', ,y ' ) (*2- i •/,(.<•, y ' ) (j. /)<;,.
:1),== (A^')1])!.»- (y, 5')S1L+ (5, .;')'I>,

+ a(y, 5') (s, .;')<;, ,-i- a(;, 3') (.,•, ;')<', 1- •x(.r, <') (.,r, ̂ ')(;;,.

Les deux autres s(s dcmontro-nl d'iitic inaniî'rt1 îitiîiloguc.
Uno démonstration semblable il la précédente nous doiiiu'nt lys foî-

mules

2G',=- 2(^ y) (,»•, s ')Ui4- z{y, y<) (y, ̂ )I),+ a(^ y i ) (^ ^)0^

+ 2C(^ y') (7, ̂ ) + (y, y') (^.;')] G<-|- ̂ •(.t.j'X^ .') + (., /)(,/,.;')](;-»- ^.|<.»i-l-3|C.r, y'x-;, . s ' )M -C5 . v'ir.•/•,.;')](;,
2) . -'- '<t(7.y')(«^5')-(- (^,/)(y, a'jjG,

aG',:

a G -

Les expressions de G', et de G, se liront de l'expression de G' (.11
permutant entre elles les lettres se ' , y ' , s ' . <

^Supposons, (in particulier, que les nouveaux axes soient les axe» de
dilatation relatifs au point M du milieu déformé (x, y, s) ; rapportés
à ces axes, les trois dilatations iiiumniciif, petites et les trois glisse-
ments infiniment petits qui correspondent à la variation infiniiûcnt
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petite imposée au milieu déjà déformé, seront

Ai := D^i 4- Dâ^ 4- Ba&î -+- aGi^i ̂  4- ^ G^i -^, 4" aG.Xi^

^=:D,^l -+- ÏWJ + ̂ 1 -+- îïGi^^â+ ^G2^2^2+ aG^s^.

Aa^-Di^l-t-I^rJl +n3^S+aGi9'3&3+aG2^X34--^G3^y3,

ri = ̂ ^3»! + ?L3'3Dâ+ ̂ D3

(33) \ +(^^+^^3)Gi+(^^3+^2^3)G,4-(j2^+^2^)G3,

r2-=^3^1)l4-3'33'lD2+^&lï)3

+(^3^1+^3^l)Gl4-(X3^i+^^OG,4-(3'3^l4-^^)G,,

T,=^^Ï)^^,D^1^Ï,D,
+(^i3'2+^i^)Gi+(^^2+&i^)G,4-(^^4-^i^)G3.

Les six quantités A, , A^, A3, 1^, ra, r^ sont des fonctions détermi-
nées de a, b, c (ou de x, y , z) lorsque Fon connaî t , en fonctions des
mêmes variables, les six quantités Ç, T], Ç, §Ç, SY), â*C. Nous aurons
souvent, par la suite, à considérer les six fonct ions (33).

On peut se proposer de rechercher quelle Yar ia l ion subissent , au
cours de la modification vi r tuel le considérée, les q u a n t i t é s c^, G-^, cr;t
et comment se modif ient les axes de d i l a t a t i on soit au sein du m i l i e u
in i t ia l , soit au sein du mil ieu déformé.

Les égalités (19) donnent , en premier lieu,

ÔJi -==. ôëi -h Ô£z -4- Ses,

§3^ == 4 ( sa -}- ̂  ) r3ei -h 4. (£3 + £i ) 0£a + 4 ( £i 4- £2 ) os.-î — 2 y^ Qy^ — 2 y^ oy^ — a y;, rîy^

83.^=: ( 4 £ 2 £ 3 — yj ) <5£i+ (4.£3£i — yi) ̂ â+ ( 4 £ i £ 2 — yj ) 5^
4- (7273— 3£i 7i ) ̂ /i+ (y^Yi — ^ss) ^/â -{-- (7172 - a^7;i ) ^73.

L'égalité (18 ) donne alors

(33) [3S2- (6 4- 4Ji)S 4- (3 4- 4Ji4~ JQ] 5S
== 2 ( S ~ l)2 fîj^ ( S - i ) rîj, 4- 2 rîj,,

Si, dans cette1 égalité, on remplace oJ^ ûjy, âJ^ par leurs expres-
sions (34) et si, ensuite, on substitue à S soit S^ soit Sg, soit S;p on
obtient les expressions de §S<, §S^, $83 en fonctions linéaires et homo-
gènes de §£1, âs^, §£3, SY^ ây^ Sy3.
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Inégalité (9) donne

(36) ^=-îâS,
a "

expression qui permettra de calculer c?a^ ̂ , ̂  en fonctions linéaires
et homogènes des mêmes quantités.

Les égalités (î ï) et ( r2) donnent

( l 4- %£, — S ) <U 4- y, rhfî> + ya 08 -h Jl> ( 3i 5^ — rîS ) 4- U*» ô^ 4- © (̂  = Oy

(37) ^ y3 a^> + (r "+- 2£2- S) 5i(Ï) •+. 71 53 + ̂ , âya -^ ̂ (a ag,— oS) .4- S By, — o,

y, ,U, + y^ âiji, -h ( l "h à £3 — S ) â3 ̂  A, 5y^ »h Hî» 3y^ 4- S (% ÔÊ^ — 5S ) = o,

(38 ) ^> 0.1. -h llî) ÔKÎ» "h 8 <Î3 = o,

Les trois équations (37) ne sont pas p lus indépendantes îeg unes
des autres que les équations (n) dont 1 elles p rov iennen t ; (àacîunc
d'elles est la conséquence des deux autres. Deux quelconques de ^n
équations, jointes à réquation (3B) et à l 'équation (3S), déter-
minent (h,, Se,, êe^ $y^ ̂  ây^

Enfin, la première égalité (î5) donne

(39) , c :̂ f^^)^ .,-^^ ^^8|
L\ à a) ()h 1 ' 1 ^ j,̂, -,.^,,.,^ej^

4(-1)^.1...1^1.
-(^-^-^)-(A, ̂ i+,,.̂  + 3^)0\ i)u ùb r ^ )

Mais les égalités (2) permettent d'écrire

à^ - /,.(. ̂ \ <)^ ^ ̂  ^ ̂
^ \ ^<; </.-f Ou "()y 4- ̂  ̂ -'

^-^^ , ( , . <>ri\<)^ àî: âS'ê,
àb -- <;& ̂  + ̂  -1" -JZ;; -^ + ̂  ̂ '

^r-^^-..^^^ , /, , àîi\ ()§•£,
<)c àc àx àc~<^+[l+^)-^'

Ces égalités, jointes aux égalités (i5), transforment l'égalité (39)
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en la première des égalités
1 1 7

(4o)

§^

ây

^

==:

^
(7

^
o-

3o
(T

0(74

-+

âo-4

4

<^4

4

h (T

1

0"

- o"

1

(7

~ (7

O'

[(•
(•»
pi
Lja
(.

\̂àa

(^

à
^-à
àSî,
àx

S^>

àS-n
àx

âol

à^
àx

j

A
a

4

4

4

)
i— <y

-(
-î-c

-h

1 C?

<5A>4

Y<?^
^y
/ i +
^<îâr
J^-

^^l)ob
-.(3ÔÇ
J-^

^
d
l

àî,
ôb

-f-S

^'\
) b )

4-5

+

4-î

^-1

à^\
~^r
^+^̂c

» à§fï\
^-T"' ?

</-s /

?^<?c y

^^v"'(îF^

âst

ôat

Au second membre de chacune de ces égalités, les deux premiers
termes sont des fonct ions linéaires et homogènes de Se,, âe^ §£3, âyi,
^Ta» ^Ta» mais il n'en est pas de même du troisième terme, qui ne se
laisse point écrire sous cette forme.

CHAPITRE II.
ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN CORPS VITREUX.

I. — Du potentiel interne d'un corps vitreux.

Considérons un système continu et divisons-le en masses infini-
ment petites; soient dm^ dm' deux quelconques de ces masses. Le
potentiel ^de ce système peut toujours se mettre (1) sous la forme

(4i) ^y^^/yW dm dm',

(') Le potentiel thermodf/unmque et la prcssio/t. hydrostatique {Annales de l'Ecole
Normale supérieure, 3e série, t. X, 1893, p. i83).
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chacune des intégrations s 'étendant à la masse entière du système et
les grandeurs ̂  et W dépendant d'éléments var iables q u i on(. été éuu-
mères dans notre Mémoire Sur le potentiel thermwtynamif/uc ^t la f^'c^-
sion hydrostatique.

Nous allons particulariser de la manière su ivan te la na ture des
systèmes que nous allons étudier.

Nous supposerons que l'on puisse toujours concevoir, pour chacun
des milieux cont inus que nous aurons à considérer^ un é ta lon il serait
homogène, où il aurait en tout po in t la nieme densité et ou i l serait
isotrope; nous prendrons cet état pour état initial. Nous supposerons,
en second l ieu, que l'état d 'une masse é lémenta i re dans un état dé-
formé quelconque dépende de sa température absolue ï et tics trois
grandeurs cr^, o^, cr^ comptées à partir de l'état initial, mais po in t de
l'orientation des axes de d i l a t a t ion en l'état déformé-

Quand un mi l i eu remplira ces condi t ions , nous dirons que c^t
un milieu intreux ; un mi l ieu non v i t r eux sera d i t milieu m^talli^é.

En un mi l i eu vi treux, la fonc t ion <I>, q u i est 'une fonc t ion de Fêlât
de la masse dm, y compris sa température absolue, dépeîH.lni de T et des
grandeurs cr^ o^, cr;, relatives à m po in t de la irmsse dm, ̂ m dcpcîHJrc
de l'orientation des axes de d i l a ta t ion au sein de la masse dm. W^
lors, selon ce qui a été vu au Chapitre!, § I, elle dépendra de T et de^
valeurs de ,I\, L, J» en un point de la masse dm î
W ^^W^^,,^).

Quant à la fonct ion y,'elle ne peut pas dépendre des tempéra-
tures T, T' des éléments dm, dmf, mais elle peut dépendre ;

ï° Des grandeurs a,,, o^ c^ relatives à l 'élément^, et cela d 'une
manière symétrique, partant des valeurs J^ J^ J^ relatives à un point
de cet élément;

2° Des grandeurs a\, o^ ^ relatives à l'élément dm;, partant de^
valeurs Jp 3^ J^ relatives à un point de cet élément;

3° De la distance r d'un point de Félémcmt dm à 'un point de l'élé-
ment dm!' ;

4° De l'orientation mutuel le des axes de d i la ta t ion de rèlément dm
et des axes de dilatation de l'élément dm!.

Cette orientation est définie par les neuf cosinus dont on obtient len
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valeurs en prenant l'expression

(,, /) =: ̂ x; + ̂  + ̂ iU, ï:

et en y remplaçant de toutes les manières possibles l 'indice ^ d'âne
part, et l'indice/, d'autre part, par chacun des indices r , 2, 3 ;

5° De l'orientation de la droite de jonction r des deux éléments par
rapport aux axes de dilatat ion du premier élément; cette orientation
est définie par les trois cosinus

(r, i ) = ̂ =^ ̂  + ̂ =-2: ̂  + ̂  &„

(r,2)=^^^+^^^+^ '

(r,3)^Ï^^+2^^+^

6° De l 'orientation de la droite de j o n c t i o n rdes deux éléments par
rapport aux axes de dilatation du second élément; cette o r i en t a t i on
est définie par les trois cosinus

/•y» ___ ,'y» / rt/ ^__ 'V' /" . •" '

(/.', »• ) ̂  ̂ ——^ + ̂ ^Z y, + --—— &',,
/•y» __„ /y»' />/• __, f\fi fv wl

( /•', 3') == ———±- X, + J-^ ?J; + ————— &„

'y -™,™. .•'y' '•»/ „ , ^,,,,, i/' w .̂ ,̂ f'^
/ ,J ÎÎM __ w w ^f , J J rwf . -^ ^ ^ f
{ / , 6 ) —— ———^——— r-.V^ + ———^——— J^ 4- ———-—— ^y.

En résumé, W peut dépendre des variables suivantes :

t Jl? Jîi» Ja, Ji, J^, J^,
(43) { .%„ ,̂ âb^, ^ ,̂ ^

(.^~^), (y-j), (^-^).

Un cas très simple est celui où les actions mutuelles entre éléments
du milieu soïitnewlonienrie^; on a alors simplement

(44) . , ¥==¥ /•).
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II. — Variation virtuelle du potentiel interne.

Posons, en général,

(45)

<M>
^""-"(^

<M»
^.=-^

^ . ... à^-,~— ^ c*,i "'.,1..; '*—"• •».«••-»• ;()s^ ^
()«Ï> ^

<)y/69

égalités qui, en vertu .des égalités (34) ^t (4^)» deviendront, pour w
milieu vi t reux»

(45 bk)

i
f c?, =;:;

<?2 ,̂

^3 =:-:

^i •::::;-

^==

^=

^<1>^ ̂  .......

à^
" % ̂

rM>̂  .„„....,

rf<fr,y^^

<N>
^^J;-

^^fr
2^^'

4(^4.

4(8,4-

4(Ê î 4-

"" (»^yï

-(^^y»

- (a^y$

, (XI»E3)^;-
> ()^E,)^..
, ̂ <I>e2)^-

"•/»•/»)

—y, y,)

—7t7«)

(4î3£,,"

-(/,s,,î,-.-

" ( 4 £ > e » - -

^(1>
%'
fXI»
JJ,'

r^
5J.;'

7 Î )

yl)

7l)

<w
%^ï

^«I»^̂
€>^^

Ces six quantités <?,, c^ e^g,, g^ g^ ont des valeurs déterminées,
au point (x,y, s) et à l 'instant t, lorsque 1'on connaît seulement lag
valeurs, en ce point et à cet instant, de la température T et deH nix
quantités

^ ^ sst yi, ya, y;p

En vertu des égalités (45), la variation vir luelle la plus générale
de <l> est

(46) - à* r= -^ ÔT + ̂  Ô£t -h ̂  3g, -h ̂  a&â 4" ̂  ay^4- ̂  5y, 4- ̂  3yg.

La variation virtuelle la plus générale de Tpeut, en ̂  rappelant
ce que nous avons dit au Chapitre Ï au sujet des variations dw va-
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riables (43), se mettre sous la forme
(4^) <5iF=A-l-A'-l-B+B'-l-C+^-

Les termes A, B, C sont les suivants :

^ ^ ̂ ,, ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ r.,. ̂ ^
«9) B = 2 [ ̂ (.̂ ^^)

/ - 1 '2 '3 r̂ i /., ^^ à8n à8-n\
'1' ̂  ï/ V y'^ JJ ~ày ' à . )

W i /,.. ^5Ç ^Ç+3,.^M,
^^j^V^^'1"^^ y ^-1

(50) C=^i5£i++îôe2+4'3Ô£3+Xi'3Yi +x^y2+X;>°y3'

^ ^ ̂ .,, 7.. 7- 7-i étant dcs quantités dont les valeurs dépendent
des valeurs prises, à l'instant t, par ̂  -q, •( et leurs neuf dérivées par
rapport à ̂  y, ., en un point (.z-, y, ̂  de l'élément dm et des valeurs
prises au môme instant, par les mêmes quantités, en un point a;',j, z
de l'élément dm'.

Les termes A', B', C' se tirent respectivement des termes A, K, L en
intervertissant les rôles des deux éléments dm et dm'.

On voit alors que l'on a

( 5 1 ) g C C>Vdin' dm =2 f f (A+B + C)dm' dm.

Posons

x,=-/^, v.-^-, ^=-fï^'

^-f^ ",———/^ N———/%"'»'.

L,,=-/̂ , M,̂ -/̂ '»', N.--/^-"»'.

^ 1,,,.-/̂ , M.,=-/̂ «-, N,,=-/S-'.

ci; = — r ̂ i cw, ^ == - f ̂  <'̂ ', ^i==—f ̂  ̂ w'.
g,, = — Ç ̂  dm', Qîi -=- — f Xî dm', qu -=.— j -^dm'.

l6Ann. F.c. Norm., (3), XXI . — AVKII. 1904.
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Les dix-huit quantités ainsi définies ne (lépendoUpas seulement
de l'élément^. Leurs valeurs au point (,T,, y, s) et a l ' instant/dé-
pendent de l'état du système tout entier à cet instant.

Les égalités (48), (49), W, (51). C'»2) donnent

( 53 ) •I o ( f V dm' dm .--• — F ( X/ 5$ -+- Y/ rî-fl 4- X/ <5Ç ) <^»

/T {^'"^t L-î/:v"2 ^'-^'V^j L \ ^ ~ ̂  ~ ~"~^ i < ) : r

(b^^ Jhi^-t- bfJlA^
" \ aT ' " 0-2 ff:i } à y

Ĵ̂ lil -1-. LÎA .4., -^-^ ^ ̂ i.
\ 0-1 O'î <'';! / ^s

/Mi/'Y-i M,/"V.,, M:,,."V.;i\^w<
4 \. 'ffi 't' o'2 o'a / -̂l-'

/Mi/ .Ti , M,;-T, , M,/-T,\^yi+ ̂ .. ̂  -̂ . + -̂ -.̂ -

-̂î.'.̂ .î, .1. Mi/A» + ̂ i'A î '4- ^ ^ _ , ..- ^-- ..-. .̂.. • y ^

, /N.,-Y., , N,^s , N,/A'-,\^5Ç
-̂. 1 •«*„,-,»»«»«,- ^ »»».«W-.-.1 «l.̂ ,» ..„..-„...„„„.,*,.,.,...,„., 1 «.11™,,».

\ O-i CTâ 0-a / <AT

^ flllll 4. ̂ I? .4. ï̂ .̂.?^ .̂̂
V o'i ^2 cr3 / ^y

.,J^^^^^^
\ 0-1 ^â ^ / ^s J

— f (^ï/ 36i •+• ^â/ ^2 + ̂ s^ 'î^a 4- y n S^t + (ît2/ 5yâ 4-" ( î ̂ ys ) «^î,

Les égalités (4 i )» (4^) <^t (53) font connaître la variation subie par
le potentiel interne ^ en une modification virtiîeikï (jîïelconqiïe dix
système,

L'expression de cette variation ^i d'une extrême complication.
Elle se simplifie beaucoup lorsque les actions mutuelles des divers

éléments .du système sont newtûniennes.
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Dans cli cas, en cH'ct, si l 'on pose

x. . r^')^:^^\ ( -.-..-- 1 • • j 1 l "'/«' y
J à/1 </.^4) - y. :,.,,.-y'^^^^^^^^/ J ^" ^y

., pW(r) <)r , ,
L, ^•. — I —--.'-— — dfn'\

J dr ()s '

l'égalité (44) àonûQ simplement

(55) ^ 5 f Cm1 dm'dfn ̂  --- f( X< 5^ -h Y/ OTJ 4- Z, BÇ) ̂ ^.

III» — Travail deg actionB extérieures»

Nouî4 adincUtron^ quo 1^ tHAvai l v i r tuel dç,, dos actions extérieures
se compose de deux ternies

^,l:,...^:,-l•l•i^(^.

L^ prm'ïuer (^t I(î travail de pressions appl iquées en chaque poin t
de la Hurtaoo S qui l imi ta le ^yslemo dans son état actuel do défor-
matioïï

( il^ ̂  Ç(ï^w ̂  l 'y^y 4- P,^) ^S,
(37)

f(P.^ •4"11 Py 3"/Ï •••hl^oO^S.

L(Ï second provient d'actions exercées sur chacun des éléments de
mam du milieu, actions analogues à celles que ces éléxaents exercent
le^ uns ^ur le^ autres» L'expression de ce travail ^era donc de îa fornie

38) de, — ^ ( ?UC •1"11^ Y^^ - 1 1 1 ^ 1 1 - ̂ ^Ï) ̂

f lYI-î.^1» ,.. L^^ 4. b^\ ̂ i ^ . . /1" dm
J [\ ^î ^ ^^ / (;<'1

.....h f(^0€i 4- Cî.a^ 4» ̂ »^^ 4- (h^yi -h (ja^ya 4- (î y,) ̂ ^



Î2.i P. Mîl lEM*

Dans le cas où les actions extérieures sont ne^ionwnmîs, ce terme
se réduit à

( 59 ) d^ ̂  f\ X, ̂  4" Y, Sri + X, % ) dm..

Les diverses égalités que nous venons d'écrire nous founi isseni ,
pour toute modification isothern'uque vir tuelle y nmn'ession de

/.»». w, •^w1^ —•" o^.
Posons

1 ̂  ̂  ̂  (Li/ + Lu) 4- ̂  (L^ ^ L,,) 4- x3

P cr! ^ ry^

, »Y . -s'if

p G -= ^- ( t - i / + ̂ •) - t- -^ (1^ 4- L,,) 4- "^ (I-,, -1- (,„,),

^.^-;(L,,4-.L..)-,.^(I.,.,-L..)-, ;-(L,,/4 L..),

^ <, - ̂ (L,, ..+- 1,.,)4- ̂  (L,, -|- I,») + .̂  (I,, , („.),

^1L,== ̂  (M,/ + M,,) + ̂  (M,/ -l- M,,) .4 ^ (M,/ 4. M,»,),

io) ^ 3ILy ̂  ̂  (M,, + M^ 4- ^ (M,, 4. M,.,) 4- ̂  (M,,,,.,. M,,),(6<
1 * "- SS (7^

^ ail, „ ̂  (M., 4- M,) 4- ̂  (M,, 4- M,.) 4- .̂  (M;, ,- M,),

F ̂  -" ̂  (N" + N-) + ̂  ̂ . - > • N,-.) 4.. ̂  (N., 4. N,.).

^ ̂  = ̂  (N,, .̂  N,) -, ̂  (N. 4- N,) ,,. 1 (N, 4- N,.).

^ ̂  -= ̂  (N, 4- N.,,) 4.. ̂  (N, -,-, N,) - i . ^ (N, 4. N,,).

Posons également

(g,) ( ^ - ̂  -'- ;:</ -+- ̂ " ^ -.= ̂  - 1 - ;„ 4 ,̂ (^ ..: ... .,... ̂  ,, . ̂ ^

' ff. =~ À'» -1- {,.. •4- („„ („ -.: ̂  + ̂ ...... ,„„,, ^ ̂  ̂  .,.. ̂  _,, ̂
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PUIS

^-©''-(^•'••-©''.-'-^^^^^'«-^fe,
^ • • (©•'•. •. fê)'-- ©''-4: ̂ . -'-4^4^-
'N -Y^V^ ! f^Y^ i ^'V^ i .(h ^c ^ .(h àz r . àz ^n
p ns -11 ' W "1 4 1 ̂ ) l- 41- ̂ ; ̂  4" A ̂  ^ ̂  + ' ̂  ̂  (J2 + 2 ̂  ̂  ̂

ï ,., ûy ()s ,. ^r (h' ,, ^y /^ ,. Ah- ^ r}^ <)3\
p lv ̂  '()a âa '1 1 '1 Jh Jb ̂  > Ï}c 1)c ̂  ' {àh àc 4" (F JS} &ï

(62) < .-h f^ ̂  + ̂  î!̂  (/ 4. f^ ^ 4, ̂  ̂ \ (.
' ' l Vh àa ' ^^ ôc)^ ' ^^ ^^ 4 ôb JaJ^

î,., ^:î 0^ ,, ^s ̂  ,. f)z ()^ ,, /r^ r).̂  os ()^\ p
p ^y-^^^r - i 1 - ̂  ̂ .^-i-^^ ^•+ ^^ ^"-h^ ^^î

/^^ <;̂  /)5 ^^\ ^ //)^ ̂  ^5 ^\.,...., ̂  ̂  4... ̂  ̂  ̂  4.,. ̂  ̂  4. ̂  ^^ ^ (^^

i,., ^./' ^y ,. ù^ ôy ,. ^./' ^y ., fô^ ôy ô^ ùy\
p ! ' '1:1:"1'" ^" ja <l l" î '"1" îï <;Ï '1 1 1 '2 ""lr Je Ja "y " 1"" \()Ï àc 4"" 5e" 1 ) b ) < ) 1

r).'r <)y/^,/- ày ù^ ôy\ /r).r <)y ()^ ày\ ,^^^ ^^ 4... ̂  ^^ ^4« ̂  ̂  4... ̂  ^^ (^,

En vérin dc^ égalité (3o), ( > cséga l i t é s (Gf ) et ((Sa) nous donneront

(()H) [ ((^ -|- C î / ••1-^- ^i,.)^! -h (^a 4- ^^ "4" t1"^) OSa 4" (Ça "h ̂ 4- Cae) âfia
4. (^ 4... („, 4,- (^, ) o^ 4,.. ( ̂  ,..|.. {;^ .4, (^ ) oy^ 4.. ( ̂  4. r,^ 4,,.,,. y^ ) ̂ 3] ̂ ^

:::.:1-:: [N^Di 4111" Nyî)r4-1 N,'!)» 4- ftl^iîi 4" 3Ty(xâ4» aT^G;»] ̂

dfa' étant le velinne (le l 'é lément dm.
Arrêtorîs<tou^ un ins i î in t a celte égalité et aux égalités (6 î) et (6^),
Si le^ actions, t an t in tér ieures ({n'extérieures, sont newloniennes^

les ( { d a n l i t é H c et (î sont n u l l e s ; les grandeurs ^, ^y, <?;p 8\f g^ g\\
dépendent exclusivernent de la température T au point x\ y , z et des
•valeurs d(* &^ Sy, t^ ^1» Y^ T» au ffîclme po in t ; celles-ci s'expriment,
selon les égalités (8), en fonctions des dérivées partielles de i;, Y], Ç
par rapport à ̂  ̂  <ï, au ()oint considéré $ il en est de même, selon les
égalités (2), do —^ , , 5 < ^ * Nous pouvons donc énoncer la proposi-
tion su ivan te :

Si les actions, tant inlétieiires (jiieûotéfieareSs auxquelles sont soumifi
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les divers éléments du système, sont newloniennes, les z)al(mrs de N.̂  Ny»
N ,̂ Tç, Tp Tg, 6^ chaque point et à chaque instant, s'exprime, nt par les
équations (62) en fonctions des valeurs de

T,

^ ^ ^
.„,„„- , ^,— 5 ^« ,
àa ôb ()c

()'n ô'n J'/ï
àa^ ôb^ ûcî

()S r)Ç rX
«.,„——— , .___ y ....,»., y

àa (fb ôc

au même point et au même instant.

Cette proposition Tiest plus vraie lorsque les avions extérieures ou i/i»
térieures ne sont plus nwtonienrm, car les (inantités1 ô el ̂  dépond^ïiit
alors non seulement de la dé^)rmâtion au voisinage du point aïrmi-
déré, mais encore de l'état do tout le sy^tcmo et de^ eorpn exté-
rieurs à l'instant t.

Dans ce cas général, les équations (4x) , (46), (53), (57), (58)»
(6o), (61), (62) et (24) permettent d'écrire

(64) Û%C-(ÎT^== fil^y^+VySri^V.S^dS

4"A( X^ + X, ) 3$ 4- ( ̂  + Y,) en + {7.i ̂  Z, ) ay dm

, Ç( . à^ à^ à oÇ
j \ ^ lî? ^ ^ ï j y ^^J,

-}-

+.X doYÎ ^ ^L ^ây) t w ^^î ^L,.^4-)l^^+<)îl,^

^.^..-»,^-,-^^),,
-^^"^^•s

-^(t^?)-^^^?)^.'^^.^)]*.
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Posons

(65)

OT,,-+;)1U „
-—-7-— - "•'

•G; + ̂ .r

r^r-^;^.

•c.̂ - ̂  ̂

t̂i.r ^--•C.r

et. l 'égalité (G/)) pourra s'écrire

( 66 ) (K, -- 5,. ̂  - - f\ ï\,. ̂  -\- Vy 'H + P, rîÇ ) fIS

I • A( X, • l • X, ) ̂  + ( Y, + Y/.) 5/1 + ( Z/ + Z. ) %] ̂ i

./|(N.,l.,)g..(N,,,-,X,)^.,(N^^^

^)'în ù^
as ()y

r« , / f'm ( /^s \ /ri»i ,̂ \ / f /u ls (•/V4.,,(T,,-^,) , ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^(F,4-^) ^4- .^
^^Ç ()r3Ç^ 4. ̂

/^ ^ ./^OÊ àS'nY] ,.,(T^,^)^+^^j^

,„„ fr^ (^ ^ ̂ \ ,. ̂ W ^ ̂ ) ̂  ̂  ff? ̂  »1 .̂
J I, \ r̂ ^5 / \ à s àix 1 \ôx ^ ̂

An dernier t^rrno du second membre de cette égalité, la quantité
wm le Bigne f\ qm peut s'écrire

(.•(l^)î -h .^y^a -+• ̂ b) ̂ ,

a pris la (oro'H* du travail virluel d'un couple élémentaire. Ce couple est
yiul largue les mtio^ ^ont newtonie/mes.

Moyennant des intégrations par parties et on désignant par a, ^ y
les cosinus directeurs de la normale à l 'élément rfS menée vers l'inté-
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rieur du milieu étudié, on peut remplacer l ' égal i té (r)(>) par

(67) d^-^^-. C\ [P., - (N,,+,Qa - (T.- -I- ^)p - (Ty -1- Py)y

~^-^w^
+ [ P,. - ( r, + ̂  ) a - ( Ny -t- ;)ll y) p ( '1^ -1- <-., ) y

-.-(,(l,,S<—,'H,,)y'|^(

+ [1^ - (Ïy+ ^)oc- (T,,-l- S',;)? (N, . 1 .)-i.,)-/

- -(.•n,,p- -,'fl,.a):l%;f/S

+ [ • fp (X,-,- X,,) - ̂ Çt̂  - ̂ ^-^ - ̂ ,±&î
J [ ' rÂz* ^»r r/s

L /v 'V ^ 1<; (rw- 4- ^^ ^(:N ^- '-11 ' ;)lllrl ^ ( î.r -1^ .̂r 5
p(Y,-^,)^....^.,..^.,.^^^.....-....,...--,-.^ " l l • l l l • l l l : l - l : l l l • l - l l • 1 1 1 1 1^^7 1 - l l l l l l l - l l • i • l l l l l l l - 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 • 1 1 1 • 1 ^ , 1 1 1 ~ • 1 • - ' - 1 • • 1 1 1 • 1

r / 7 7 . ^ ( 'l'r 1 1 i i !- ^"r 5 ^ ( î^ -t-- î̂ ., ) ^ ( N, 4- ^T. - )
r11 ^^^.)~1--'1--1^^^^^^^^^^^^ •lllli'll•'ll•lll•lll:l•ll:lll'l^

/^ ^î,\1 .̂

• 1 - 1 1 1 " ' 1 ' 1 V^^1'1 1 ' 1 " " 1 1 1 1 1 ^r"1/]0^^-

La première intégrale s'étend à tous las élénicnts ()(* la mirfaœ qui
limite le milieu, la seconde à tous les élémcmh do volun 'Hî diî m i l imi .

IV. — Éq'uationB d'équilibre €m milmi vitreux.

Les résuitats déjà obtonus nous perniettfmt ( t 'éf ïr irc Ion rondi t ions
d'équilibre d'un înilieix vitreux. Ces condit ions s'ojîtJenmînt, (*n cllt*!,
en écrivant' que Von à

^—3,. ;?':•= o^

quelle que soit la modification vir tuel le imposée au sterne, partant
quelles que soient, en chaque point , les valeur de §i ̂  ̂  Noun
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devons donc avoir, en tout point (lu milieu vitreux,

/ ^N,:4-.l;.r) ^(T.4-"^) , ^(Tr4-(M ^ ^y <M= ^ ,..1 .,̂ ....,..,,̂ .....̂  ..„ .4.... .,._, .,. ———^___ 4- ̂ -. - -,^=p(X,+X^

/,.o, ) rfn\4-^) ^(N,4-M.O , ^(T^K,) . ^M, ^ ; _ / v , v .(bh) / ......-..,.....-.----,--.---..,....,...,.-..-,- ^ .,..„„„„.-...,...•.......„,......, -....,.-̂ ,,.... 4- ..,..,,..:..̂ ..,..,_—^^^^^ .4..» -»,— — _ , — _,p(^ Y^+ y^,^,
/ ^ /À^ ^J {^ 6U' ^^

^(1'r-l-^-r) . ^(T..4-^.) , ^(N.4-^,) . .̂.r ^A,,. y" 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 - 1 '\'1 1 1 - 1 - 1 1 1 - 1 1 - 1 1 1 - -li-» ••1 -—--1 1 . - 1 1 1 1 -—- 4- •—-. —•--:. 1.-.-—.."- -i- -,— — ——•-•-:•=: p { / j t - \ " / . j e )
(),f ()y a^ ()y 0^

cl, eu tout point de la surface qui linriile le milieu,

1 (N,4- ̂ .) y. 4- [T, 4" C^) p 4- (^'y 4- ^) y 4- X,7 - ̂  ̂  1.^,

{ (H) ) (1^ 4-- Ç'z) y. 41-r (N^ - ! . • • D }'iy) p l" (ï.^ -h ^)7 4- ̂ .̂  — ̂ y = 1 .̂,

f Cr, 4- ^,) a 4.- (T. 4- M ^ •-^ (N, 4" .^.)7 4- .'n^P - .-^a ̂  Î .

(;es équations, excessiveuienf4,*oinpliquees, se simplifient beaucoup
lorsque les act ions, tant inférieures qu'extérieures, ^minewlonie/înes;
(lans <'e cas, on a

.̂-..:::; 0, ^ïiy -• 0, .̂ ,5 ^•1: (» ,

Ç"^ •.:'..:^- <„>, ^'y. 1.-;^: 0, C^ •.1:-'^ 0,

/ » l ^ , 1 , :,:,,(>, ^ll^ 1:1.1-;. 0, ^.s =0

el les é ( i u u t l o n s ( (>H; et (();)} | ) r e n n e n t la (or ine classique

1 à^.<: , ^Ts , ^Ty - / v . Y ,i . , • p - i - 1 , :1-:: p(A/ 41- A^,},
l /À/ //>' ^^

1 r/r ^N\. <yi\r ,v , v \(» , , . / «;.-...:• .^ .- .-.•v. 4.-. -,-.,± :r: pO/. 4- \,'))
' / •/ j à^ ôy <.)s ' '

j r/i\. </r.r ^.^ï / r , , Y .,...... 2 .4... - • . -± 4... ......-..-- ::•„; p /, 4-" Zj,• ^./' ^y ^*;
N.,/.%JI1•-•11^+T.yy--^S..^,

( 70 J T^ -J- N;^4-T.^^P.r,
f T^-}-T,^4-N,7^P^

Dans ces égalités- (i^urent les six qaanlilés

N.., Hv, N,,

,,7////, /':fc-. A'^/'w , (^;, XX I , — Av«n,. \\)(A' ï^
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qu i se t irent des équat ions (6a) en y r e i n p i a c a n t r e s p e c t i v e m e u i

^•n <tl •^ ^!? (n? ()'^ (l'iî
par

Les condilions (l'équilihre (jue l'on obtient ainsi sont équivalentes
à celles qu'a données M'. Boussinesq ( 1 ) .

V. — Équations du mouvement d'un milieu vitreux ( a ) *

Pour parvenir à la mise en équat ions du mouvement .d'un milieu
vitreux, il nous reste encore à former I f * travail v i f t i i c l rAw /wrr.v
d'inertie et le f/wailvi.f'luel de la vi^cosifc.

Le premier de ces deux travaux, immédiatement connu, a pour
expression<^ "'-/--./'(^'-^ ;>-•-. .^'îj.-'".

Le travail des actions do viscosité est d'une forme beaucoup plus
compliquée.

Dans le temps dl, un élément de masse du système éprouve une
déformation intinimeni petite que l'on peut déiiuîr, en la rappor-
tant aux axes (Lr, Oj, 0^, par les six quantités

S)i •-= \\\ < ( t , I),":;::: l)^/^ i),,,,: D^ ̂
< î i -.- (.̂  ^/, (;̂ ::::: <^ r//, <;,=:, G^ r î t .

Au l i e u de rapporter cette dé format ion h des axes a rb i t ra i rement .
choisis , on peu t la rapporter aux seuls axes p r iv i l ég i é s q u e l'on recou"

( ' ; ,i. lîfHjssiNî^SQ, T/iconc f/cs o/fdcy (ifjîudf^ pnnwlif/iff'K, Nol<» î î i ( M^nïuirrN j»r^-
soiilc^par divers savunts a rïnslilul <Io Prmw, t. X.X;, — Cf. H. al F, CuHsî^vr, Sur lf(
Tlu'ot'ic de />^t^/<v^r•^<•/(j)relïlicr Mémoiro^ îi" !T)i.

( • î ) I1. Dcniar, -S///* la v^ ensilé en un milieu ry/mu,' f Coiiiptev wmiu.^ {. ^XX^VI, ^ fc-
vrior ï()(>3, p. ^81 j. — ̂  //'y dqiwf.îons da mûm^mc/U t ' t lu, w^Utait suppIctWiUmrc cm
wn (l'un fnlllm 'vllrciu' {/hul.^ \) {evrier KJO'!, ?» 'if^;,
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naisse a r instant /, au sein de Hdément considère, savoir aux axes de
dilalation de cet é lémcnl ; cette déFormation sera alors définie par les
six quantités in f in iment [Hui les

A' dt. A, ( I I , A^ dl, I", ̂ , 1^ ̂ , FÏ <^,

A', Al, A'., F , Fl, "r, étant ce que deviennent les quantités A, , A^, A;;,
r\, l\, 1', lorsque, dans ces esalil.és (3'î), on remplace I)., D^ I):p
(;,, (;^ (;, i)ar 'Dp 1)^ 1),, (ip ( î1^ (^. Cela revient a dire que l'on a;p "•î » '".i' ' . { "

A, -1)' ̂  ...h IK 7î "t-1'^;^ -l- ^ ^1^ ̂ i ̂  « +• a G. ̂  ̂ 4- 2 G^ ̂  ̂  '

l,a foncfioît (Imipative J^, relative an vol lime élémentaire ^fo,
devra être nne (onction de h température T; de Fêtât de la, masse élé-
mentaire a rinstant /, c'est-à-dire des valeurs prises a cet instant, en
un point de l 'élément r/cr^ par cr^ o-y, o";; ; enfin, d e A p A^, A^, i\, l.\,
r;.; eile doi t être une (orme quadratique définie posit ive de ces six
dernières variables. Des considérat ions de symêtri^^évidentes per-
met ten t d'écrire

(^) 4" .„: / 7 f - 7 ( , ̂ y^A^ -h ^(rr,,7;,, 7 i )A^ "4" ^(cr3,o-i,^)A^

î ^(^ ̂  ̂ ) A, A, • l - ̂ (^ ^» ^ î ) A ,A^ -i-1- ^ ̂ ;n ̂ i, ̂ )AiA,
C('7;{ , C T i , 0'^) 1.,;^<-(^ i , c-., crj .17 ••(cr^ cr:(, o'i)r^

-^ wo,» o-a, ̂ )r, r, - î " ̂ /(^ ̂ , ̂ i).r,r, 4" '^/(^i, ̂ n ̂ ) n î\
-h 'v'(yi, .̂.. ^;<)^ ̂  4 1 ^/(^ ̂ , ̂ OA,T, 4- -î/(^, ̂  ̂ )A,.I^

i a |1'/^ ( ̂ ï ̂ ^ ^3) r2 - ^ /// ( ̂ t ^ ^-î » <7^ ^ r^ '1 A/l

-î-- ^ |> (^, ̂ ^ o-i ) t^ • î - /^ (0-2, ^,, ̂ ) r, ] A^
-î1-1 '^ l1 / /1^ ( ̂  ^î ̂ i; ) l^/î "i- ftf ( ̂ is » '7^ crî ) ̂ ^ -1 A3 '

I.es mêmes c;onsidérations de symétrie montrent que Von a, quels

(lue soient cr, o"\ cr",
^(^^,^)-^(^^^'7 /).

^ //(o",^, ̂ ) —.' ^(^ ^^ '7/^
1 ^ (^c r / , ^ )^< : • (^^ / / ^ / ) .
d^^1^'1]^^^^11,^^

,/•(o-^^^)-.--/(^^^^)*

lînfin. les (onctions ̂  ̂  r, .̂ A ^ dépendent de la température T.
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S? /^ milieu, an lieu d'ciro vitreux, était cnslallisé., la fonction dissi-

patine J devrait être encore une forme ( / u n î l r a l i c l u e (V/inie poslîlw de

A'p A,, A,; r\, r,, ,r;
seu lemen t cette forme ne sérail p lus nécessa i rement donnée i )ar la
fo rmule (74); 1^ coeff ic ients de c e t t e f o r m e p o u r r a i e n t dépendre n o n
s e u l e m e n t de T el de o-i , o-y, o-;̂  mais encore de r o r i o n f a l i o u des
axes ï , 9., 3 par rapport a la mat iè re de r e l e m c n t d^,

Imposons au système une modi f ica t ion v i r t u e l l e q u e l c o n q u e o^, yr^
o^; à cette modif ica t ion correspondront , en chaque p o i n f , trois d i l a t a -
t ions vir tuel les D^ D^, D;( et trois ^ f i s se inen t s v i r tur^Is G^ C^ (.i;,
donnes par les égalités (a4)» p a r t a n t , six quan t i t é s Ap, A y , A;p l'p
Ï\, r;, données par les égalités (33). Le t ravai l v i r t u e l de la viscosité
sera

W €^..^
()S

1)Krà,
()£
M,

()£
M

/- A,

ô^ .. ^ ,, ù£ ,.„
^ . . v 1 1, i -!"1- u 1 1 .,r 1.;. -h ^"••vpr l?î

/M , 01,, ^1 „
^/m.
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Scion les égal i tés (33), l ' éga l i t é (7G) pour ra s 'écrire

(7^ ^".•^/(^S^r'-i-^.I)^-11-^!), -h '.> T r < î i -i1- '}. T v ( i a -h '"^ Ts < i :} ) dlj5

r ^ri•:' ooTj ^o'çj .,.^,;.l-., . > , ! - - , ,

/ f^ 0^ /) 0^ ' •.,^,,(^^-,.,(...^,^ ^^ç ^ /;^
, " / À / - ' 1 ' r^1

Si l^' fjuuniiiés v,/., v^,, v^ T^, T^., T^ adineHenï, par mp/wl à .r, y, ,̂
des d^fiw^ fHtrdcilcs qui soient Jini.(^, l'égîilile (78) peut se Iranstbrmer

•,fi {V,:y. - l -Tsp 4"7.ry)^

(7,5 a -l" y^.fÏ -h r.r7) ^'^
(T^ -^•T„ l^•4••-y,7)'îr l|^

f\ ^^...l.^^..,.,.^]^
„, ^./- /^r /^ ) -

'"(h' " i i { i i i " à y - l l ' i l l"" "1^^70

^/", ^r. (h

^fi

o; ^y.

I.e.s foriînUes (^\) h (79) sor î i vraies également yonr les ni.ilicux
vitreux el ()0i3r les plilii^ix cristallises.

Les equaf . io î îs du inoiivetneni du système s^hliennent en écrivant
que l'nîi a, pour (ouïe uiodificulion virtuelle imposée au système,

(80) . dç\

Celte égalité devant avoir lieu quels que soient 5^, îr;, %, on doit
avoir, selon les égalités (^ ' j ) , (72) et (79) :

î 0 En tout point de la, surface qui. limite le milieu

( ( ̂  ̂  €.'1- • • i - ' y ^ ) ̂  -{1-" (T^ l••h•çiil:s • 1 1 1 1 1 ' ̂  •î ̂  l• l l l i• l•• f ̂ ^ ""l•rl ç;^ •l"h ̂ -) y <'h (tn ̂  'l " ^^ i3 ̂  p^
(8l) î (1"« .-î- <^ -4- î, )a -••h (N, ̂ - -)1ly411-" Vy )? •4- (T.,+ ^^ 4- ̂ .)y •4- ̂  ̂  - ̂ ^i =: I\,

^ ( 'I1^. • 1 1 1 1 1 r, 1 i- -r, ) y. -{- ( 1^ -^ ̂  -I11- T., ) |3 41-1 ( N, -l- X, + r, ) y 4- .̂  jî - ..̂ .y ̂  -" P. ;
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2° En tou t p o i n t dis m i l i e u

^W^_<.,4^.,) ()(T, +(^+^) /}(Ty• l l l l•• l-Ç^- i" l l-T,,) ^ ^n,. l̂,.„-. .̂.,.,._^^^^^^ ...„„._, ^._^^^ ,„.,...., ..„„,....„...., ,,,̂ ,,̂ ,,...,.,.,.....,,̂ .,.,. ^ ,,,^, ^ ,̂ .̂ .,.

-,(x,-.x,,-^), '

^ T.-+_^+•:;.) ^(N,.-1- ;))L,.-i-y,.') ^CT,,- ' • • (" , . - ! - - , . ) <M,, t).i\,
-——^——-- . - -——- , , - - ^——. ! . ^ .,- ^ .-...̂ ;

-^V , Y f)ÎT^
-P^'4-^'-^/

^(_TV_+^.+T,.) ^ ^(ï.^•-]-t ; ' .,••-l-î•,r) ^(N.-,-1- .)7,;;-1'v..,) <)-A.,. (M,
().C • . ^ ^ - . . - . . ] - . - ^^.,.. [ .^^ „„ .,̂ ,̂

-F( ,̂,-a.

VI. — Qnantité de chaleur dégagée par nn élément du milieu ( ï i ) .

Considérons un é lément d(* ma^se c / m — p ^ , Son (*n( . ropk* ^t/m
esl donnée par réalité

..̂  ^<I»^-'^rr
.D'autre pari, les viscosités i n t r i n s è q u e s de eet é l é m e n t e f î e e t n e n f , ^n
n n e i n o d i f i c a t i o n r é t ^ l l e on v i r t n e l l e , u n ( r a v î i i l ( ( n i a ponr v a l e n r

dr, — ( v^ i) i -h ^, I:)g -h.. v, i), -,}.. ^ ̂ . (.; ^ ...,.i.-.. ^ - ^ (1; ̂  ...i,,... < > ̂  <, ̂  ^ ̂  _

Dès lors, en n n e i n o d i f i e a t i o n réel le on v i r t n e l l e ( j i ie lcDnqne, eet
éléroent dégage nne q u a n t i t é de c h a l e u r r/Q q u i ^ p o u r •val^^nr U{^
cherches sur l'fM//w/rnamir/f/(\ I^-erniérc* Parl ie , égalité (So))

(83) R^Q-[To^«^(^î).+y/I),.4.-..^r),-.,-

( 1 ) P. DUIIKM, -S^/' ̂  équaluw du mewonin/u ci la relation mppifnn^ntnm an ^tft
d'un milieu w.tnîux ( Complu rendue t. CXXXVÎ, p, 3,i'î; 9 févrbr H^oTh



i35H E C Î l E n C I i E S SIH^ L KïASTICm-

Posons

C ^ )

puis
/i"'(S:)) <'

M ' • " '

T <)^
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T ^•^
1 1 1 : 1 1 1 1 " 1 " ' 'Ë ^/Ï'f/I'

î

?

c^

(^ :::-.—

1' d1'^
y»,^ : •-• •111•1•-~

T (P^
1 'trr^ î

11 d-'<l>
î^ ^s',,1^'!'?

E j^T'

<^ :-

1'
^;; 1 1 - 1 - 1 -

11

lï

E

^p
^7'j'i'
f)1^^^

mi IHO!!, eii V î ^ ' f î î dos (^îililés (3'i) cl (4^»

1' l l < / '< I?s4: ^Àir^T
" f}^!»
_^»7^T
" ^ ' < l >
Wi^r

4f£rl- l l l l->•al}^ l, l^ lr
^"<i»i"^a )^l„ /rs.1

^<i>

f)'<!>
'^^J1,1?!1,

, , ^'^l»(^i--y.),H^ ;
(K:» ^^) {

î loi is aurot is, ct i vcrf.u t i cs (^alilés (3^), Ç^) et (8J},

( Kf» ) //Q - 1 , . . . . . - ( < * oV ^ <* i ̂  i I 1 1 " ̂  ̂  .3 ••••l"" (», o£, -II1I-; Si ôy i -h ̂  0/2 -i- ^;^ oy-î ) ̂ /^

î , f v . î h - i ^ 1^ i 1 - ^••D;i t 1 •^,,Gi 4- '̂ J;, 4- ^r^»;?) ̂ .
^k 1 ' '

J ^ O S O Î ï S

•^^'l1 /^•V' . /^'^'In 1 o</• l /• t
^ ̂  ()^ ^
i ()c <)a f!

^y ,̂y
^^ / J^ 1 4 1 ^ / ; ^ ^ 1 " ^

^y 1 ^ / r^ -Y . / ^ r i " , ( ,/̂  ^^^ . .^ ^y

^) ^^^V^) ^^^^h-) - " r ' { ' û h " ô ^ [ 1 " ôc àa<̂'..' Û(

Ô.Z ()^

^,f (),i' <)<S' ()^
^,^., •-^^•i-^^^ ^^

ôy ù'Y
^"ôa'Ob^
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t ^ ^y ^ ^y ^•3 ^y ^
^ ̂  î  crl ^ ̂  e:r-h ^: ^c e;t

/ ùy <):' ôy <h\ ^ ^ //h' /)^ r)j /^<'\ ^ /<}}' .̂" ôy ( ) z \. ̂ ^ ^ ..i. .̂. ̂ ^ ^ .̂..̂  ̂ ^ ̂  ̂  .̂ ^ ^^ g^,.j. ̂  ,^^ ..(.„. ̂  ^^^ ̂

| , c)^ ^.-/' ù^ ().v ()z à,if'
(87) j h'^ ()a ^^^^ ̂  ̂  (^-li:- ^^ ^•^î

^^^ ^((h.():ï\ .^()^ ()x\^ ! /^^' ^^ ^•\ / û z ô.r , ^5 / ; . / < l .
\5Ï Je ^"^ "ôc 7)î} ^1 " 1 1 " 1 ['<}€ 1k( "^ On ()c ) ^4'" \ ûff })h " } " ' ùh (h )"h \ô^ Je ^ Je Jh) ̂  ""L"1 ['(}c Jci 'iii}'" Jn J e ) ^

, <),v ôy ()x ()y O.f' ()Y•^ ja ^('lil-h j/, j^^+ -^ ^ (t,
^ fô^' ()y < ) . { 1 ()f\ ^ i ( ) ^ ()y rÀr ^y . ^ ^ /^./ ' ^y , /À/ ' .̂ r '\

\ '"11"" \<ïÏ1 /}r•l" ""1!"" Ja Jb) ̂  1 1 \Jc ])u l"l"illll"a r/^11' ^y1 ^îii+ \^f ôh ̂  Jh ^) ̂ '

En vertu des égaliles (3o), l'csalitt'î (8(i) dcvicndril

(BS)./Q^ ^T.,. (a.-^^)î),4- (.*.-ll•l'l^}l).-llli- (..-l-^1)!).

•-1.-...(b..^^)(^.-l....^ .//^

Toutes (•(,^s lonn-ulcs soni aussi vrîm^ jxiui' l î î s jimlikunx crislalliseh
que pour les milieux vitreux.

VII. — Formation de ' la relation supplémentairô»

11 nous suilirade t rouver u n e {mtre exi)ression de la q u a n t i t é f/Q
pour ob ten i r , 1 par le rappnMîh.ement de ces deux expressions, la, rela-
tion supplémentaire.

Admettons que la propagation de la. chaleur ait lieu exclusivement
par conductibilité.

La conductibilité du milieu, en chaque pomi peut être définie par
les trois coefïïcients de conductibilité suivant les directkHis des trois
axes de dilatation, directions que nous désignerons parles indices î ,
2> 3; visiblement, ces coefficients peuvent être représentés par

^(^ ^i ̂  ̂ h K(T, ̂ , y,, ^^5, K(T, ̂  y^ o-,),
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la 1 onc t ion K(T, o-, ^ /, ^) v é r i f i a n t , quels que so i en t T, cr, o-', a^
légalité

K ( T , ^ ^^ -KCr ,^^ , cr') .

Nous les représenterons ah rév ia t ivemen t 'par

K I , Ka, K;i.

Nous v ^a^nerons d 'ai l leurs en s000^1!1^» car nos ^nmik's dev ien-
< l r o n l également appl icabl(*s aux m i l i e u x c r i s ta l l i ses ; K i , K^, K^ dé-
i » e n d r o n t , dans ce cas, non seulement de T, de o",, o-^ ^3, inais encore
de l 'o r ien ta t ion des axes j y 2, 3 au sein de la matière c r i s ta l l ine .

Soit rfS un é lément d o n t la demi-normale n. f a i t , avec les axes de
d i l a t a t i o n , des angles ayant pour cosinus cos(/i, i ) , cos(/?, 2) ,
cos(n, 3). Dans le temps cU, el dans le sena opposé à la normale n,
r é i é m e n f r/S est traversé par u n e q u a n t i t é de chaleur

( KO ) q dl /// -. | K i ̂ r cos ( n, \ ) -I- K 3 ^-1. ces ( n, ^ ) 4- K 3 ̂  ces ( n, 3 )J ciï r / t ,

ff , ^T, <;T étant les dérivées de la température prises respectivement
0\ ( î ' f . <)?>
su ivan t les direct ions ï , ^ 3.

Or on a
</r ô-r ^ , aï ^\
..^.^^A^4-^^r^^^^^^^^

<}T,,^T.^ .^^ ^ ^ T ^ ^
"(h " 1 - " 1 " 1 1 " 1 ̂ ' <afc""" ^)l'"lla ^ ^'^
rn1 <)11 <)1- ^ ^rI1 „
,.,^.,,... ••— -,,..,-.. rt\^,. -1- "•-—•" ,};( ""t- " • > - • • ,̂  :i.
r):î rÀr ' ^y ^^

Si l'on pose

<'os( //, .ï1 ) = y-, cos^/, .r) == ?; cos( / / , . z ) -^ y,
on a

COS ( tï, \ ) ^- a^i -h |3;îi, "+• /&î,

cos ( /?, î^ ) "= ^ ̂ 2 -î-"" (3 ̂  + 7 ̂
cos ( //, 3 ) -= ^ -^a -^ p 9'3 4- 7^3.

^/i/î. .̂ ̂ yw,, (â ) ,XXL — AVÎ( ÏL ï9oî. J
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Soient, pour abréger,

(90)

K^.= K,i "^ï 4- Ka-V.! -i- K^j,
K^.=:K^ 4-K^j 4-K3;Tj,
K,=K,^ 4-K,Ï1 4~K,%
C^ —: K i-Ti.t-i 4- K^îgX^ 4"- K^ît^;},
Cy :=: KI^A*-^ -h K.^t:'2"^''3 "'ll'î'" K1;!^;»"^";»»
C, -: K^i^i4" K.A^.Ta11-!1- K,^y^

I/égalité (89) deviendra

(91) r / d S d £ ^ L, f) r ., <YV ^ (ÏY\
• Ka.^- 4- C, T-" 411-1 Cy1,"1- ' } y .L \ ^<7it 1 ' ^y (h )

. /F ^T . ^ ^T . /. ^V4.-^^^4,K,,,^^^^^^^^

,̂, ^11 /, ()T ,. ^l"'^ 1 ^ ,C „...{.(: , , , , , -...I-...K,- .̂-. y r/i//^k • // /> ^y r/? / '•r <h-

Considérons une surface fermée E; dans le temps (h^ la i^ ' i rf le d t î
mil ieu que l imi te cette surface fe rmée dégage u n e q u a n t i t é de c h a l e u r

(9^) Q d( ^•: (H i tf dl,

q étant donné par la fo rmule (91), où a, ^ y sont les cosinus1 direc-
teurs de la normale à l 'élément (FL vers Vinlérimfr de la surface S.

Il s u f l i t de transformer, on l 'égalité (92), l ' in tégra le de surface en
une intégrale é tendue au volume que c i rconscr i t cette sur face , pour
obtenir le résultat suivant :

Chaque élément de masse dm == p d^s dégage, dans le temps •dt, une
quan t i t é de chaleur

(9^)
f)rï f .) / <rr

p| îte^j;
^ à ( ^ < ï v

<)y \ ôx

rfQ=^.1 1 -iJK.-4-(.-4-<:^ f̂rr\
ThP 1- ^"<" \ ^••t' <),)•' <)s )

<) /„ f)T „ ^'1' . ô'V„ ^'1'
•\)y^v^,.4^'^4^-^

à ( , //r </r <ri^T)|
^^/J

^^-,^,-K^^-H^^ ///« (//.
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D'imire part., celle môme q u a n t i le de chaleur doit être donnée par
l 'e^ali i t i (8K), si l 'on y pose

, fi)'V <Ïi, à'f <h à'f à'(, ()T\^
0 '"' \<^ 1)1 + i)y ~ôl J^ '<)t " ~ài) ''

))i-..l)'i^, ïh=iy,dt, 1);,-=-])';,^,
(;i-=(x'irf/, (;3-:-:---G',rf<, (;;,=(;', A.

On doil , donc avoir

/(/!' ̂  (YÏ <)-n <ÏV ^ ^\
p<' [ 0,1- 'ôt. ôy '()t os ~iH ()t )

i (.^•4-^)l>',-4- ^.,.^t)l^l- (p».+i)l>»

• 1 1 . (? l',< -i- ̂ ) < • , 4- a (p !•,, t-^) ti. + •'• (f^ + t) <•'

^ /l, ^T , r ^'..c !)T^. ,̂̂ ,,,, ̂ .-,(..-. ^.K-.r^^

^ (\- </r i k </r l (• (r^• - ^ U - 3 ^ - ' k;^-l'L•l^;

^ /p (/r , < - ^-.K ^Ï'V •>.
•^^"-/r1-1"^ 1 K;^; -

(;'cstl;i rcliilioii st)l)i)léiiie>i(,;iii-e (lue rions iioiis proposions d'clablir,


