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RECHERCHES SUR L’ELASTICITE,

Par M. P. DUHEM.

DPREMIERE PARTIE.

DE L'EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES MILIEUX VITREUX,

INTRODUCTION.

La plupart des travaux dont la théorie de I'élasticité a été 'objet se
bornent & étudier des corps dont les déformations sont extrémement
petites, soit que leurs divers points matériels demeurent immobiles,
soit qu'un mouvement de trés faible amplitude les anime.

La limite qui restreint ainsi les problemes étudiés ne constitue pas
unc entrave génante lorsqu’on sc propose sculement d’analyser les
modifications des corps tres peu déformables auxquels on réserve le
nom de solides ¢lastiques; mais elle rend inutilisables les résultats
obtenus par le théoricien, lorsque celui-ci se propose d’é¢tudier ces
corps mous ou piteux qui forment la transition entre les fluides et les
solides; il est alors indispensable de formuler des lois applicables aux
milieux qui ont subi des déformations finies.

G. Kirchhoff (*) et M. J. Boussinesq (*) nous ont fait connaitre les

(1) G. Kwcuuorr, Ueber dic Gleichungen des Gleichgewichtes cines clastischen
Korpers bei nicht unendlich kleinen ¥ erschicbungen seiner Theile (Sitzungsberichte der
mathematisch naturwissenschaftlichen Classe der Akademic der Wissenschaften, Bd. 1X,
S. 762. Vienne 1852). Cet éerit n'a pas 6té réimprimé dans les 40handlungen de G. Kirch-
hoff.

(%) J. BoussiNesQ, L'hcorie des Ondes liquides périodiques, Note III (Mémoires présentés
par divers savants a I'Institut de France, t. XX).
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lois qui président d'équilibre desemblables milieux, dumoins lorsque
leurs éléments sont simplement soumis a des actions nesctoniennes. 1l
était intéressant d’étendre Teur analyse au cas beaucoup plus général
et insoupconné avant nos recherches sur la Mécanique des fuides (),
ot les masses ¢lémentaires qui composent le milicu sont soumises &
des actions non neswtoniennes; le présent Mémoire apporte ce complé-
ment aux recherches de nos illustres prédécesseurs el met en évidence,
dans le cas ou les actions ne sont pas newtoniennes, Uexistence de
couples élémeniaires auxquels les aclions newtoniennes ne sauraient
donner naissance.

Les lois du mouvement de milicux affectés de déformations finies se
tireraient des lois qui président & leur équilibre aww moyen du principe
de d’Alembert, si les milicux ¢tudiés n’étaient alfectés d'aucune viseo-
sité; mais les corps mous el piateux, qui offrent i cetle analyse ses
plus intéressantes applications, sont, en méme temps, dans la plupart
des cas, des corps tres visqueux; il serait illusoire den ctudier les
mouvements si 'on devait faire abstraction de leur viscosité,

Nous sommes done naturcllement conduits & préciser les lois
auxquelles obéit la viscosité au sein de milicux élastiques,

Ce probléeme n’a lenté jusqu’ici, & notre connaissance, que les
efforts d’un seul analyste, M. Oskar Emil Meyer (*). Mais les
recherches de M. Meyer se sont bornées aux mouvements (ris petits
d'un corps isotrope & Ia fois élastique el visqueuxs; en outre elles
reposent sur certaines hypotheses moléculaires que nous nous gar-
dons toujours d’invoquer. Il y avait done lieu de eréer les formules
qui régissent les actions de viscosité au sein-de milicux élastiques
aflectés de déformations finies. Clest 'un des principaux objets du
présent Mémoire.

Ces formules nous ont permis d’obtenir certains résultats; en par-
ticulier, clles nous ont permis d’étendre i tous les milicux tlastiques
visqueux, qu’ils soient vitreux ou cristallisés, une proposition que

© (1) Le potenticl thermodynamique et la pression hydrostatique (dnnales de U Ecole
Normale, 3° séric, t. X, 1893, p. 1823).

(?) O.-E.Meyer, Zar Theoric der inneren Reibung ( Borchardt's Journal fir die reine
und angewandte Mathematik, Bl. LXXVII, 1874, p. 130). )
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nous avions déja démontrée pour les fluides visqueux : Les seules ondes
qui puissent persister en un milieu visqueux sont des ondes sans propaga-
tion, qui séparent sans cesse les deua mémes portions du milieu.

D’ailleurs, 'emploi de méthodes semblables & celles dont nous
avions fait usage dans I'étude des fluides nous a permis de donner,
de la propagation des ondes au sein des milicux élastiques non vis-
queux, une analyse qui ne laisse place & aucun cas d’exceplion.

Les milieux que nous avons étudiés ont toujours ¢Lé supposés
dénués d’hystérésis; la possibilité des déformations permanentes a
donc été exclue, ce qui restreint la généralité de notre analyse ct la
portée expérimentale des résultats obtenus. Mais les formules cinéma-
tiques qui nous ont permis d’étudier la viscosité des milieux élastiques
nous permettront ¢galement d’étendre & de tels milieux les principes
de notre théorie des déformations permanentes. '

i 0. 0.0

CHAPITRE 1.

LES DEFORMATIONS D'UN MILIEU CONTINU.

I. — Les déformations finies d'un milieu continu.

Nous commencerons par ¢tablir quelques formules relatives aux
dé¢formations finies d’un milieu continu. Ces formules, dues &
G. Kirchhoff et & M. Boussinesq, ont ¢té magistralement exposées par
MM. E. et F. Cosserat dans un Premier Mémoire sur la Théorie de
I’Elasticité (*). Nous aurions pu nous borner & renvoyer le lecteur i ce
Mémoire, si complet au double point de vue historique et théorique;
si nous ne I'avons pas fait, si nous avons repris la démonstration des
formules strictement indispensables, ¢’est surtout afin de fixer les
notations dont nous ferons usage.

(1) EvucenE et Frangows CossiraT, Sur la Théorie de U Elasticité. Premier Mémoire
(dnnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, 1896).



102 P. DUIEM.

Prenons un milieu continu dans un certain état, fixé une fois pour
toutes, que nous nommerons U'état initial; un point matériel deéter-
miné occupe, dans cet état, une position déterminée p dont les coor-
données sont a, b, c. La connaissance de ces coordonnées permetlra
de reconnaitre ce point matériel aprés que le milieu aura subi un
déplacement et une déformation quelconque, selon le procéde
employé en Hydrodynamique et appelé procédd de Lagrange.

Au sein du milieu déformé et déplacé, le méme point matériel
occupe la position M dont les coordonnées sont @, y, 5; @, ¥, s sont
des fonctions continues de a, &, ¢, dont la connaissance définit la
déformation et le déplacement subis par le systeme.

Dans la plupart des cas, nous poserons

(1) &X == C', y =0, s=c¢-C

£, n, {seront également des fonctions de @, b, e. Nous aurons

SR Y VRN S VR
da oa’ ob oL’ de T oe’
(%) oy .. 9n A 90 dy da
’ da ~ o’ ob o0 oe e’
95 _ 0% gz & ds %
| da T 0’ Jb b’ Je S

Soit un point matériel qui, dans P'état initial, oeeupe une posi-
tion p'(a', ¥, ¢')y infiniment voisine de la position p(a, b, ¢); dans
état déformé, il occupe une position M'(a/, v/, 57), infiniment voisine
de la position M (x, y, z). En se bornant aux infiniment petits du
premier ordre, on a

/ y » .
(2 — &)= g;c(a’—‘ a) -4 %;— (0 ) %2 (¢ ),
J )
(3) (y —y)= ?)‘%;(a’« ay-i- :)%(// byt :;-(K((’ ¢),

5 — g} g3 L el gi !
( )= {)“(a @)t ()/l(/’ RS ;)‘('.T(C/M ¢)-

Ces équations peuvent étre regardées comme des équations en (« — a),
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(0'—b), (¢'—¢). Leur déterminant est

dz  dxr Jx
da Jb e

()y S)_.Z ()l . ])(1 Y>">

/ D= .
(4) ©=1%9a 95 dc | D(ab,0)
95 dz 95
da  0b  dc

Ce déterminant ne s’annule jamais en une déformation qui laisse
finie la densité en chaque point; nous savons, en effet, par I'équation
de continuité, mise sous la forme de Lagrange, que le produit de la
densité par le déterminant @ est ¢gal & la densité dans I'état initial. 11
résulte, en outre, de Ia que la valeur de @ est indépendante du choix
des axes de coordonnées.

En résolvant les équations (3), nous trouvons

, l)(y,~) . l)(~,1) l)(:l.',y) I
(D((t -"(().,,- l)(/} ()( ,)~ l)([) ()( —— )‘{‘ "r)*‘(“‘];‘;') (-.u - -.:),

~ N7y ~ D(y,3) N _!)(«.,’L) ’ n[)(y.;[.',.y) .
F‘)) O =)= Dic, a) (#!- ) k- l):(ﬂ(hu) (=0t D(c, a) ('),

l)(«v @) l)(-/I’,,Y)(:/___Z).

i oo Dy, s ‘
(I')((’ — ) et )( )t l)((( /,)(y - .y)'{' “I)“(C‘( /))

D («, b

Moyennant les égalités (2), on peut mettre les égalités (3) sous la
forme

(' —2)= <1 -+ -—~> (' — a)+ --)/ (b — ) - —))~( S — ),
(3 bis) (y'—-y)__d (@ — )+ < ’)")(/'-/ Z_)(c:’——c),
(:.’—z)_..i)—c—(c-—-a) (;g(/)—l)Jr ( -(-)z>(c’——c).

En méme temps, le déterminant ® devient

Jdz JE A

Y0 96 e

. | On Jdn o

([l bLS) 0 = -(-)7(1 I~ ;)*7)- -o—c
Ja¢ J¢ J¢
da Jb '+ Oc
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Dans les ¢galités (3 bis), regardons «, l) ¢ et a, v, s comme des
constantes;a’, b, ¢ eta’,y’, 5" comme des variables; ces ¢quations défi-
nissent une transformation homographique d’un espace p/ (@', 0, ¢") en
un autre espace M'(2, y/, 57), transformation qui fait correspondre le
point M (2, y, z) au point i («, b, ¢). Cette transformation représente
la partie principale du déplacement et de Tadéformation que subit une
masse infiniment petite & laquelle appartient le point matériel placé
successivement en p. et en M.

Etudions d'une maniére générale cette transformation.

Considérons, dans U'espace des (&, ¥/, z7), la sphere S de centre M
et de rayon 1 et cherchons de quelle surface elle est la transformée.

Pour que le point M'(z', y, z") se trouve sur cette sphére, il faut et il
suffit que I'on ait

(.’l"m-.l‘)"’»l

Pour cela, sclon les égalités (3 bis), il faut et il suffif que ee poinl M’
corresponde & un point ' dont les coordonnées o, &', ¢ vérifient
I'¢quation

(6)

(= (e

) N &
>((( ) - (/1 )t ()(:((’ . -(.)“
+ [-‘)ﬂ(«' - @)t <x- "")(/, e ) 3';_!((,-' ) Iz

- Ai}: ! ) , ()C N . ?
- ‘()(c(“ () =} b (b~ byt (x's— (){—._>((; . (,)'l

Celte équation exprime que le point /' (', U, ¢ ) a pourlicu un certain
ellipsoide E ayant pour centre le point p.(a, b, ¢).
I’¢quation de cet ellipsoide 13, développée, §'¢erit

(7) (1260 (@ =)'+ (1 22,) (4 0 -0
H 27 (U —b)(¢'—¢) 4 ay,(c"—¢) («

b agy) (¢ )t

ca) by (d ey (B ),

en désignant pare,, e,, €, v, Ya» vy les six fonctions suivantes dea, b, ¢+

=01 "(.«fé. () (52
Tda 2 |\da) "\ Oa ) oa ) |’
8 S dn 1 [0EN (r)a (0’ *
%) a0, 5 | (55) «)/, b ) ’
__()C 1 (()cf L (()r; 14
°“wckg”m>*‘m>*<w)y
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) on aZ JE OF dn dn 0% 9%

1"=9¢ 00 T a6 9¢ T 96 dc 96 d¢’
. 0% 08 0EOE  dndn 0L 0%
(8) (suite) V=90 T 9¢ T ¢ 9a T U¢ da T e Oa’

_ 05  dn QB JE  dndn  IL I
=90 T 0a T a6 T 0a 00 T da 0b

Cet ellipsoide admet trois axes rectangulaires; soient o la longueur
de 'un des demi-axes et &, ¥, 2, ses cosinus directeurs; ces quatre
quantités s’obtiendront, comme I’on sait, de la manitre suivante :

Si nous posons

1

(9) 8=

o’

S sera I'une des trois racines de I’équation du troisicme degré

1+2¢6—S8 73 Y2
(10) 73 1+2g— 8 71 =o0
Y2 71 T+ 2g3— 8

et &, w, e s’obtiendront alors en résolvant les équations

( (1428) N 4730h 4+ 7 2 ==5.1,
(11) Y3l (1 28) b 4+ 7 2 == 8,
72l 47U 4 (1 - 28,) 2 =82,

(12) Mo b= 2=y,

Aux trois racines S,, S,, S, de I'équation (10) correspondent trois
systemes de valeurs de o, o, ¥, 2 (pourva que nous ne regardions
pas comme distincts deux sytemes de cosinus qui définissent une
méme droite), systemes que nous désignerons par

©

Ty oy, 'Ulu)] y

1
(13) € oyy g, by, Sy,
Ty gy Uy, S

Considérons le demi-axe de longueur o et de cosinus directeurs .,

¥, 3 il correspond 4 un rayon de la sphere S, rayon qui a pour lon-

gueur 1 et pour cosinus directeurs &, 27, %. Sclon les égalités (3 bis),
Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — MARS 1904. 14
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on a .
N g [(I—l— :—;;C«)al. - —;—h W :;;:;3 ,

(1h) ;7:0[%'7’;.% + ( L . c ,
=0 [%—E— Mo = gf Wy - <| . :;f) al

Aux trois systémes (13), cesrelations font correspondre trois systimes
de valeurs de &, 3, %, que nous désignerons respectivement par

’:\.’15 ;’Yh ‘z'H
(15) Ny, Fay
':\".'h :,Y.'H 't':l-

Formons (X, Ny 4§25, - &, &5 ). Selon les égalités (14), nous aurons

Nog Ny~ Ny 2y -+ Ty oy

o { o % 3 e i E Ayl ‘L . az " l a:
=7 da ) F a6 "t e =1 (),) o7 Wy de =
Jn d an ., dn () // . an .,
”*‘ “()((, oan “‘" (‘ “*'*“ ;“)/‘}> \u)g' ‘ ’ “‘}“("; 'n—gl l 'y w" o l ( ‘pi'; } (){' “‘71‘
" 0C ()C ()C 14 Jz ( ary L
Z2 Moo= , o oy - i, e r>7
+ \_()a bt A < : l \ gt e \! : ¢h') !

ou bien, en vertu des égalités (8),

-

Ny Xog -+ Fo Nyt Loy aymy | [(14-26,) Aoy b 75 Wy 4 723,'] Ny
= [y oy -+ (( e 28y) Wy b 7y Ty Uy
A= [(7aog b g Wy b (14 2Ey) S, 2y

ou enfin, en vertu des égalités (o) et (1),

o e N - o2
’:\‘2’xs+ 32*7;;““ I’«z 1‘,3 i ;’—2 ('J,\"Z ""‘";;“““ ’\”)2'\".)3 ~f Qz 2”)‘
2
Oron a
nR)zﬂJf\m,—i- l‘?z’“l)-’ wpe ‘/2 v“ D0,
On a donc Ja premitre des trois égalités
"'\:‘.’- ;\"li = "‘T?-’Y;l' :"9 ta SO,
';\":; ”'\"‘1 -+ —’73 -’Yl =~ If;; l:: 150y
(SR SR ) P P B P I

————
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Les deux autres se démontrent d’une mani¢re analogue. On voit que
les trovs axes de Uellipsoide 1 correspondent & trovs diametres rectangu-
laires de la sphere S.

u/ étant un point quelconque de 'espace (a', 0’, ¢'), projelons la
longueur p.p” sur les trois demi-axes rectangulaires de I'ellipsoide E;
soient A,, A,, A, les trois projections; nous aurons

Ay=do, (@' — @) 4o (B — b) +
Ay=doy(a'— @) +hy (' — b) + 24(c'—0),
VA= by (@' — a) + Wy (' — 0) + ;(c'—¢).

31 (CI"‘ C):

(16)

Au point p’ correspond, dans I'espace des (2, y/, 5'), un point M';
projetons le segment MM" sur les trois diamétres rectangulaires de la
sphere S qui correspondent aux trois axes de Uellipsoide B; soient X,
X,, X, les trois projections. Nous aurons
Xy =Ny (2 —2)+ T (¥ — ¥)
X=Xy (2'— ) + T, () — ¥) + 5 (5'—
Xy = Ny (2 — @) + 2

+':::1(:,'°"5)7
»
T (¥ — y) + (5" — 3).

~
~

En vertu des égalités (3 bis) et (14), la premiere de ces égalités devient

0 05 0E T 0 ) :
[(1 - d”)éln AR [<1+ )2>(a-a)—!-:7%(b——b) Zz(“”‘)
~ on 0 0 : .
+[g~”~\n+< 00)1"»14-(7551 [52(4’—0)+<r 4-%)(//_0) —‘r-g—g(c’-—c)J
ot , s Jx, i )
+[0‘Jb db“>l+<l+d >v‘— l:ai((é (()—}— ——5<b’ b)+<1+"(5§_>(c’——(;)]§

ou bien, en vertu des égalités (8),

Xy=o;| [(x+2¢8)d;+ 7,0+ 7,2,] (¢ — a)
-+ ['/:wlol‘i‘ (14 28) b -/131] (b — b)
A [y2olog == 71U =+ (14 28;)2,] (¢ — ¢)l

ou enfin, en vertu des égalités (9) et (11), la premitre des égalités
Xy= = [y (@ — @) + W0 (b= 1) + 4 (¢ — o)),
1
Xo= —[Aa(@ — @) (V' = )+ 24(¢'— 0)],
2

X, = ;_‘.[,A%(a'_ @) + Wy (b — b) -+ S4(¢'— ¢)].
3
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Les deux autres se démontrent d’une manitre analogue.
En comparant ces ¢galités aux égalités (16), nous trouvons
. A A, A
(17) Xl:‘-;l-; Xg—"—“—cz7 <\:s »»‘o_"‘

Donc, pour passer de ['espace des (a', 0, &) a Uespace des (¥, y,3),
il est nécessaire et suffisant :

1° De donner au premier espace un deplacement d’ensemble qui vicnt
appliquer les axes de Uellipsoide B sur les (rois diametres reclangulaires
de la sphere S qui sont les transformees de ces axes;

29 De réduire respectivernent dans les rapports ;—l ) ;;, ; les coordonndes
de chaque point rapportees @ ce tricdre lrircetangle. '

Revenons maintenant i la transformation la plus générale d'un
milicu continu. A chaque point matériel oceupant la position . («, b, ¢)
dans I'élatinitial et la position M (v, v, 5) dans Uétat déforme, on peut
faire corvespondre une déformation homographique analogue i ecelle
que nous venons d’¢ludier. Si lon néglige les infinimentpetits ordre
supérieur au premier, cette déformation coincide avee la déformation
réelle qui se produit au sein d"une masse infiniment petite compre-
nant le point matériel considére.

A cetle masse est Lié invariablement un certain triedree trirectangle
qui, dans I'état initial, coincide avee les axes de Pellipsoide I relatif
aupoint matériel considére, et qui, dans I'état déformé, coincide avee
les trois diamétres de la sphére S, relative au méme point, en lesquels
se transforment les axes de Uellipsoide E. Ce tricdre est le tricdre des
axes de dilatation relatifs au point matériel considéré.

L'étude complete dela déformation au voisinage d’un point matériel
donné est achevée lorsque Von connait les valeurs des vingt et une
quantités (13) et (15). Celles-ci, & leur tour, par les équations (8),
(9)s (10), (11), (x2) et (14), dépendent des valeurs prises au point
w(a, b, ¢) par

de  di 02
A /A i
J dJi1 1
o’ b e
J% % J%
e’ ob’ e

7
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Il peut arriver qu'une grandeur dépende sculement de Ja déformation
proprement dite et nullement de orientation des axes de dilatation,
soit au sein du milieu initial, soit au sein du milieu déformé. Cette
grandeur sera alors une fonction symétrique de oy, o,, 5. En vertu de
égalité (9), il revient auméme de dire qu’elle est fonction symétrique
des racines de I'équation (r0) ou qu’elle est fonction rationnelle des
coefficients de S?, S*, S, S* dans cette équation.
Développée, cette équation devient

(18) S8 —(3+2J,)S1 (3 44T, +T2) S — (1 +2J,+ I+ 2J5) = o,

en posant
Ji—=¢, + gy gy,

(19) Jo= b (eres+ €38+ €.60) — (YE4+ 75+ 73 )
Jy=leese;— &1y — 273 — E375 + V17275

Donc, toute grandeur qui dépend uniquement de la déformation par
laguelle on passe de létat initial a Uétat déformé, et nullement de Uorien-
tation des axes de dilatation sott aw sein du mdiew tnctcal, soit aw sein
du milieu déformé, est une fonction des troes seules grandeurs J,, J,, J,.

La signification mécanique du déterminant @ nous enseigne qu'il se
trouve précisément dans ce cas; ce doit done étre une fonction des
seules quantités J,, J,, J,; en effet, si Pon part de I'expression de
donnée par I'égalité (4 bis) et si 'on en forme le carré en tenant
compte des égalités (8), on trouve

1-4-2¢; 73 72
(20) 2= Vs 1+ 2¢, Y1 =142+ Jy+4- 2],
}/2 71 1+2€3

Cette expression peut se trouver d’une autre maniére.

Prenons, dans U'état initial, un parallélépipede rectangle infiniment
petit dont pp” soit la diagonale et dont les arétes, dirigées suivant les
axes de dilatation, soient A, A,, A,; son volume est A, A, A, ct sa
masse p, A AL Ay, p, étant la densité au point p dans I'état initial.
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Dans 'état déformé, ce volume devient un nouveau parallélépipede
rectangle, dont la diagonale est MM, et t dont les arétes, dirigées sui-
vant lcs axes de dlldldll()n sont X,, X,, X;:son volume est Xy X, X,
et sa masse pX, X, X, p élant la densité au point M dans I'état deforme.

La masse se conservant dans la déformation, on a

PYIXIX P()AlAgAu

ou, sclon es égalités (17),

***** S pyTy T Ty
En vertu des égalités (o), cette égalité devient
P88, 8, pj
ou bien, en vertu de I'égalité (18),
(21) PP o d e dy b ady )y = pl
Mais, d’autre part, on a Pégalité bien connue
(22) pld =gy

Ces égalités (21) et (22) redonnent I'égalité (20).

II. — Variation infiniment petite d'une déformation finie ().

Imaginons qu'a partir d'un état déja déformé quelconque, nous
umposions au systeme une modification, réelle ou virtuelle, infiniment
petite. Nous aurons, en cette modification,

dw == 0, 0y == 01, 0

Ly
O

?
05

3 P A\ , .
Supposons les quantités ¢f, &7, ¢ données en fonctions de , b, c.

(1) P. Dungwm, Sur quelques formules de cuwmattquc utiles dans la "théorie générale
de Uclasticité (Comptes rendus, t. CXXXVI, 19 janvier 1903, p. 139).
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Les égalités (8) nous donneront

oo (1 ENOF 0 don ¢ 9%
S =1+ da) da Jda Jda da da’
} J

e 5 on doC 0t ()Og Jt Q0% dn 0dn  On don e 00Z ()C L4
1
)

= ¢ - 7)/) b oc¢ + dc 0b b de - ¢ b 9% 20 Jc ()(, A

les points remplacant quatre ¢galités qui se tirent des deux premiéres
en permutant les lettres a, b, c.

La modification considérée peut étre regardée comme un déplace-
ment infiniment petit imposé au systeme déja déplacé et déformé;
selon la méthode de Cauchy, ce déplacement infinim(,nt petit est
défini, en chaque point, par trois translations, qui sonto ¢k, on, oC, trois
rotations %m,,émg,-zmz, trois dilatations D, D,, D, et trois glisse-
ments G,, G,, G,.

Si I'on suppose les grandeurs 8%, ¢x, 8{ exprimées en fonctions
de z, y, 5, 0on a

__Jd¢ __don 03¢

Di—"' (),2’," ])2»~- ()J/ ’ I)J__ 7—7
. __ 00 00 JokE 3¢ ) A
R R
Sy T TR T Ty Ty

Mais on a neuf égalités que Uon peut tirer de celle-ci :

99t ot da | Jo; db | JdE dc

(23) dx — da dx ' 0b ()uc'+ dc 0z

en permutant entre elles les lettres z, y, 5 d’une part et les lettres &,
7, ¢ d’autre part; puis les égalités (5) donnent

da __ 1 D(y,s) da 1 D(s, ) Jda 1 D(z, y)
dz —~ ® D(b,c) dy T ® D(b,c)’ 05 ® D(b,c)

o) 120 1D0D b1 D(s@) 0b 1 Diny)
dz ~ ® D(c,a) dy ® D(c, a) 05~ W D(c,a)’
dc 1 D(y, =) de 1 D(s,x) Jc 1 D(= 5 Y)

0z~ ®D(a,0)  dy T ®D(4,0) 95 ® D(a,b)
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Les égalités (24), (25) et (26) donnent

b= L[ Dl 2% Dlyo) 2 bl s 0k,
(27) W D(bye) O D(e a) ob D (e, by oe
L1 D(z,a) (E: D(s, ) 007 " D(z,.r) i)fL‘
2by= ® ‘_ T)*le,”(m)‘ 0a + Die,w) b D(e, b) de
(28) D (2, ) doa  D(x, y) Jon " D, y) day l7
a Db, ¢) da T Die,a)y ob D, ) de
| Dz, ) 0% ; D(z, ) ()‘r')‘lf L b(z ) ao%
‘ KT} I D(b,¢) da  Di(e,u) ob Dy by oo
(29) l)(.ﬂr, ¥) ()r}q ‘l)r(r.l', ‘)') Ao ) I)(.{', ) ()f?‘(;
' T Dby Ou D(e,ay b~ D(a, by o |
O L T T

Dans chacun de ees trois groupes, les points remplacent deux éga-
lités qui se déduisent de la premiére en permutant entree elles dune
part les lettres &, 0, {, d'autre part les lettres a, y, =.

Des formules (29) on tire sans peine celles dont Cauchy a fait usage
pour établir, en Hydrodynamique, le théoréme de Lagrange et la con-
servation du mouvement tourbillonnaire.

Les six quantités ce,, 92, Sey, 8y, 87, Sy, S'expriment sans peine
en fonctions linéaires et homogenes de Dy, Dy, Dy, G, G,, G,

Les égalités (2) et (23) donnent

e — dz do  dy don _ 0Js 0%

YT Da oc Jda da da e’
by = 02 008 | 0w A3E Dy 93a  dy dda 03 05 03 09
=96 e de 0b Jdb de o¢ ob Y oon o U oue o’

............................................

Développons les dérivées partielles de 2%, 84, 87 par rapport i a,
b, c en fonctions des dérivées particlles des mémes quantites par rap-
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port a z, y, s, et nous trouverons

Jdy 0z

03

113

0z ():c dy

' dg, = (‘())2> D+ <3:;\)9D2+ <3(> I)J—i-z() ()aG,—i— 25, J;G 2 da(""
T R
3, = <‘(’)f> D, <‘(’)’c> D, - <%i> Dy+2% 3‘ Gyt 292 92y 92U,

oy 05 dy 03 32 dp 0 da )z gy 0z 0y
+2(% % T 9¢ ab>G' (B‘o o o 01))"2 <(To 5+ e o5) s
+z<%%sg+3;3;>ai N,
+2<3Z 32+ 3—23-) (52 5+ 95 5) 2 (52 T + 55 ) 6

Moyennant les égalités (2), on peut, si Pon veut, dans ces éga-
lités (30), substituer les dérivées particlles des quantités £, v, { aux

dérivées partielles des quantités 2, y, =.

Aux axes rectangulaires considérés, substituons un nouveau sys-
teme de coordonnées rectangulaires z', y’, 5". Désignons le cosinus
de I'angle formé par un axe ancien, I'axe des «, par exemple, et un
axe nouveau, I’axe des 2/, par exemple, au moyen du symbole (z, 2).
Au moyen de D,, Dy, D,, G, G,, G,, formons les expressions des trois
dilatations D', D;, D; et des trois glissements G, G}, G, rapportés aux

nouveaux axes.

Les composantes du déplacement virtuel suivant les nouveaux axes

sont
Ot = (=, &) 0k -+ (y, =) &n + (5, #') &,
on'=(z,y" )0k~ (y, y") dn + (5, y") 0§,
ot/ = (=, ')+ (y, 5')dn + (5, 3') 0¢.

Ann. Ee, Norm., (3), XXI. — MaRrs 1gof.
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D’ailleurs, nous avons

b= 4 = e G o 0
) 0% . (@, ') 2 NO% oy 0%

W“("L)T)—; (7 )())’ (”)():

02 — (2,0 O+ (3, )%’y" (s 2 22,

Ces ¢galités, jointes aux égalités (24), donnent la premitre égalite

(D! = (e, 22D (y, @)Dy (3, ') Dy
Aoy, ') (3, @) Grot-a (3, ') (o, @) Gy b o (e, &) (") G,
l): == ("1’7 .')”)”’1 -t (}’» y/), ”1 -1 (5’ ,7’,)3 n:l
-t 2(}’,,}’") (.:'1 y,)“l I 9'( S .7(> (,(‘, y’)“'.’ = ""('1'1 }") (.yv ,)")‘;w
D,ﬂ = ('l"’ zl)zl)l'}" (.7’ zl)‘z D, (:‘7 ;I>z D,
A 2(y,5") (5,3 )Gy (3, 8") (o 3" ) Gy -0 (e, 3T (0, 37 ) Gy

(31)

Les deux autres se démontrent d'une maniere analogue,
Unc démonstration semblable & la précédente nous donnera les for-
mules

2(}’1:"2(“", }”)(“f’; 5’)1)1-—% ""(.}'7 )") (}’; 5,)1)2"}‘ ?'(:’ .}") (—7 -L")l);
+2[(5 ¥) (5, 5") + (') (5, 8)] Gyt [(r, ") (5 5") 4+ (5, Y, "),
1= ""I(]"i .7"7 ("1‘: 5,) b (""’r.}")(.}’, :', ”‘;A

.....................................................................

1

Les expressions de G, et de G} se tirent de Pexpression de () en
permutant entre elles les lettres 2, y/, .

Supposons, en particulier, que les nouveaux axes soient les axes de
dilatation relatifs au point M du milicu déformé (a, y, 5); rapportés
& ces axes, les rois dilatations infiniment petites et les trois glisse-
ments infiniment petits qui correspondent i la variation infiniment
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petite imposée au milieu déja déformé, seront
Ar==D N2 D2 + DB} + 26y, %5+ 268 N5 26, N Y,
Ay=D;N2 + D52+ D32 + 2Gy o bg+ 2 Gplos Ny - 2 Gy Noy Y.
A= D3 + D3 + Dy%} + 26 3 s+ 2GoByN\ 4+ 2 Gy 1Y,
T =N\ D+ T3 Dy + 2, %Dy
(33) + (3 T+ Fay) G+ (Na Ty 2,700) Gy (52X + N ) G,
L, =N Dy + 535, Do+ By, Dy

A (B34 D3 %y) Gy (X By B2y N\op) Gy + (TN 4= 630, ) Gy,
Ty = &2 Dy + 15, D+ 2, 2, Dy

+ (21T o+ F1Bg) Gy (Noy To 4= oy Ny ) Gy = (' N0y == N4 Ty ) Gy

Les six quantités A,, A,, Ay, T',, Ty, Ty sont des fonctions détermi-
nées de a, b, ¢ (ou de @, y, 5) lorsque I'on connait, en fonctions des
mémes variables, les six quantités &, v, ¢, &, o, ¢{. Nous aurons
souvent, par la suite, & considérer les six fonctions (33).

On peut se proposer de rechercher quelle variation subissent, au
cours de la modification virtuelle considérée, les quantités o, o., o,
et comment se modifient les axes de dilatation soit au sein du milieu
initial, soit au scin du milicu déforma.

Les égalités (19) donnent, en premier lieu,

8Ty =14 (et &) Oey 4 b (g5 £1) Fea+ 4 (&1 &) Seg— 27, 071~ 27, Oy — 27, Oy,
oy = (heses—y1) 01+ (Geye, — "/:2))652“‘ (heyey—y3) Ogy
= (Y2¥s— 2€171) 071+ (Y371 — 2€272) 072 -+ (Y172 — 26473) 075

I’égalité (18) donne alors

(35) [382— (6 +4J:)S + (3 +4J,-+1,)] 08
=2(8S —1)?*0J;— (8 — 1) dJ, -+ 2 9J,.

Si, dans cette égalité, on remplace ¢J,, ¢J,, ¢J; par leurs expres-
sions (34) et si, ensuite, on substitue & S soit S,, soit S,, soit S,, on
obtient les expressions de ¢S,, 6S,, €S, en fonctions linéaires ¢t homo-
gtnes de Sy, Sey, Ogy, 0V, OVas OYs-
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I’égalité (9) donne

N T
(36) ()a'z——-;r\‘,

- . N I ~ J . 3 S
expression qui permettra de caleuler 6o, 8oy, 00, en fonctions linéaires
et homogénes des mémes quantités.

Les égalités (r1) et (r2) donnent

(14 26— 5) 0l = 5 O~ 75 62 -+ (2 05y — 68) = Wb 3y, - S dyy = 0,
(37) { 7300 4 (1 4 28,— 8) O + 7, 02 ~ A Iy, -+ Vb (2 deg— 68) - 2 dyy =0,
Y2 O - 7, O - (1 4 265 — 8) 02 ~ o dy, Wb Oy, - (2 dey— 08) =0,

(38) o Guls == Uh B <= E 02 == 0,

Les trois équations (37) ne sont pas plus indépendantes les unes
des autres que les équations (11) dont elles proviennent; chacune
d’elles est la conséquence des deux autres. Deux quelconques de ces
¢quations, jointes & l'équation (38) et a I'équation (35), déter-
minent d¢,, St,, oc,, SY1» 8*(,, Y-

Enfin, la premitre égalité (15) donne

. . 0E JE J N
< o\n - — . 1 - ’," Y
(39) ¢ [(”‘ /)(1) Al P K
i 0EN ()g o f)’g’ .
b l_(l “+- ()«) Oel <f= b ofh })(} r)./m )

00k 99E JBE
o 222 e, 2 %%
‘L_( da 00 +V()c>a

Mais les égalités (2) permettent d’écrire
90t - AL " on )3 0L 05
da = da) dx " da Jy

998 95 0% (I+ %,g)(f);i T 35 11)6'&

db T Ib dx

d0¢ __ JE It dn 05 a
: — = e (1 2
de T e dx dc dy dc) dz

Ces égalités, jointes aux égalités (15), transforment I'égalité (39)
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en la premiere des égalités

POV CEN 08 o ok se
o\ — —00‘+ o-[( -t > u\g+0bou‘,+d ]
I d ok ()Oe; ., 00F
+ E(” 0w 0»)
sy — 9 3 on Jdn an .,
- o5 =2 o o‘[ 91 3 < ab>5“”+ cav]
+l d ()on 9dn don
o d 05
3% = 2 86 ("C s+ & 9% ub -+ % av)
) dc
dd¢ 03C 055
a@\*‘a; +IG, tPer )

Au second membre de chacune de ces égalités, les deux premiers
termes sont des fonctions linéaires et homogenes de C,, Ge,, Ot,, Sy,
8Ya, 07;, mais il n'en est pas de méme du troisieme terme, qui ne se
laisse point écrire sous cette forme.

i O 0 ©

CHAPITRE II.

EQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN CORPS VITREUX.

I. — Du potentiel interne d'un corps vitreux.

Considérons un systéme continu et divisons-le en masses infini-
ment petites; soient dm, dm’' deux quelconques de ces masses. Le
potentiel & de ce systeme peut toujours se mettre (*) sous la forme

(4v)y j.—_-f(l)dm—i— é/f‘pdmdm’,

(') Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique ( Annales de UEcole
Normale supéricure, 3¢ série, t. X, 1893, p. 183). : :
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chacune des intégrations s’¢tendant & la masse entitre du systéme ot
les grandeurs ® et ¥ dépendant d’éléments variables qui ont été énu-
mérés dans notre Mémoire Sur le potentiel thermodynamnique et la pres-
sion hydrostatique.

Nous allons particulariscr de Ia maniére suivante la nature des
systtmes que nous allons étudier.

Nous supposerons que 1'on puisse toujours concevoir, pour chacun
des milieux continus que nous aurons i considérer, un ¢tat oit il serait
homogene, ol il aurait en tout point la méme densité ot oi il serait
isotrope; nous prendrons cet Gtat pour ézat initial. Nous supposerons,
en second licu, que I'état d’une masse élémentaire dans un élat dé-
formé quelconque dépende de sa température absolue T et des trois
grandeurs o, 0y, 73, complées @& partir de Uélal initial, mais point de
I'orientation des axes de dilatation en I'é¢tat déformé.

Quand un milicu remplira ces conditions, nous dirons que ¢’est
un muliew vitrewx; un milieu non vitreux serva dit mlica eristallise.

En un milieu vitreux, la fonetion @, qui est une fonetion de 'état
de la masse dm, y compris sa temperature absolue, dépendra de T et des
grandeurs ¢, 5,, oy relatives & un point de la masse dm, sans dépendre
de l'orientation des axes de dilatation au sein de la masse dipe. Dis
lors, selon ce qui a été vu au Chapitre I, § 1, elle dépendra de T et des
valeurs de J,, J,, J, en un point de Ja masse dm :

(4?) G ‘l’(T, Jis Iy, "3)'

Quant & la fonction W, elle ne peut pas dépendre des tempéra-
tures T, T” des éléments dm, dm’, mais clle peut dépendre :

1° Des grandeurs oy, o,, o, relatives & élément dm, et cela d'une
maniére symétrique, partant des valeursJ,, J,, J, relatives i un point
de cet ¢lément;

- 2 y \ o ! ! ’ e ¢ - : » ’

2° Des grandeurs o, o), o} relatives & I'élément dm/, partant des

1 7 r - . . ’ ’

valeurs J, J,, J, relatives & un point de cet élément;

3° De la distance r d’un point de I'élément dme i un point de 1'é1¢-
ment dm'’;

4° De Porientation mutuelle des axes de dilatation de 'élément dne
et des axes de dilatation de I’é¢lément dne’.

Cette orientation est définie parles neuf cosinus dont on obtient les
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valeurs en prenant I’expression
(4, J) =X+, 4 ,%5,

et en y remplacant de toutes les manieres possibles I'indice ¢, d’une
part, et 'indice j7, d’autre part, par chacun des indices 1, 2, 3;

5° De l'orientation de la droite de jonction rdes deux éléments par
rapport aux axes de dilatation du premier élément; cetle orientation
est définie par les trois cosinus

” ~
g

r
x
-, )

I 1

—_— . I o
(=" + Ly, 4

!

z'—x '—y. 5'—z
(7-, 2) - ,_ ;\-2 -+ Y - Y -j‘g . ,,._,,,r..._._ %2’

z'—z . ' — . 5 —z
() =20 - Ly 2 2

6° De I'orientation de la droite de jonction 7des deux ¢léments par
rapport aux axes de dilatation du sccond ¢lément; cetle orientation
est définie par les trois cosinus

ol / !

X — r ’y — Y 5—23 .
W LI Qp— >/ . . N/ l
(r', )= - X - —=~ e 2 —— %

17

xz—a' . y—y", 5—3 .
(ry ) =25 Ly 2Ry

x—.@,,_ — /, g —3 .
(3 ="+ Loy g 258 g

En résumé, W peut dépendre des variables suivantes :

T P S N S N
(43) ?‘;X"h Ni, % Ny Dy £
('—xz), (y'=y) (5'—2).

Un cas trés simple est celui ol les actions mutuclles entre éléments
du milieu sont newtoniennes; on a alors simplement

(44) V=Y ),
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II. — Variation virtuelle du potentiel interne.

Posons, en général,

( g o o

, == e="u 4T oy
(45) ‘ ob L 00
lo==5 ©=~F &7

égalités qui, en vertu des égalités (34) ct (42), deviendront, pour un
milieu vitreux,

A Y / P lo s ob
G gy il he) o (et 3D G
o Y o
Cy = -()J, --M/l(u:;'l‘h) )," - (l T2 Bl );)’ ’
b LY , P

("3:-:"—'(‘)]“‘“’['(61 EZ)()l (15152 /3)0’
(45 bis)

(P Qil:. _..(95 wf o Y Y gdf
gu=2t gy, — BaT 1) gio
o oL
Ly T2, (}j’; — (2872 = Vs 71) ‘(“)‘J:;’
L) oD
g =2, ___()J: J— (9‘5373 — 71'/2 ;):];.

Ces six quantités e,, ¢,, ¢y, g1, g2» &5 ont des valeurs déterminées,
au point (z, y, 5) et a Uinstant ¢, lorsque I'on connait seulement les
valeurs, en ce point et & cet instant, de la température T et des six
quantités

€, &2, &y, 715 Yo Yar

En vertu des égalités (45), la variation virtuelle la plus générale
de @ est
([6) — a(p — () I) r ” bl ) b hd o
(4 =—grotta 081 -+ €308, - ¢; 02y =+ &7y Oy~ g2 072 -+ &4 Oan

La variation virtuelle la plus générale de W peut, en se rappelant
ce que nous avons dit au Chapitre I au sujet des variations des va-
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riables (43), se mettre sous la forme

(47) O —=A-+A'+B+DB'+C+C.
Les termes A, B, C sont les suivants :
o o /L LN o owv o
(48) A-—E;o.:v—(—vj;oy—i—o‘_ ()z) +()) On+du %,
OV 1 (.. Q3 90F ()og>
— =2 N, == ALy —2
(49) Z [ ()':\"j O’j('\', Jdx +7l dy B t Jz
j=1,2,3
oW 1 /.. ddn . 0dn . 007
i 5 (0 e g )
oW 1 . dadt 00¢ da¢
g (v e )]
(50) C =y 9y + Yy 08, =+ s ey + %1 071 + £2072 + Zs 07,

Gy, bas by L4 Sae 7 Gtant des quantités dont les valeurs dépendent
des valeurs prises, a 'instant ¢, par £, n, { et leurs neuf dérivées par
rapport i @, ¥, 5, en un point (z, y, z) de I'élément dm et des valeurs
prises au méme instant, par les mémes quantités, en un point &', /', 5’
de I'éléement dm'.

Les termes A’, B, 7 se tirent respectivement des termes A, B, G en
intervertissant les roles des deux ¢léments dm et dm'.

On voit alors que I'on a

(51) 8/:/‘[" dm' dm = '),f (A -+ B -+ C)dm'dm.
Posons |
/ ~— dm/, i ~——/pﬂ dm', 1, :——/‘%If dam/,
Ly,=— ;;—):—\-I% dm', M;;=— ;);: dm', Ny=— g—gr—l dm/’,
oy L,y = 5‘%\:? dm', e :));-2- dm', Ny;= ——f% dm/,
Ly= — o dm', Ma[_—fdJJ dm', Ny=— %ﬁ dm’,
C“-::——-f Yy dm, L‘:g[:‘_‘f Sy dm/, Eyy ::——f Yy dm/,
G :—f w1 dm/’, 9’212—11 sa dm’, Gy :-——f $a dm'.
Ann. FEc. Norm., (3), XXL — AveiL 1goj. 16
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Les dix-huit quantités ainsi définies ne dépendent pas seulement
de 'élément dm. Leurs valeurs au point (2, y, =) ¢t & Pinstant ¢ dé-
pendent de I'état du systbme tout entier i cet instant.

Les égalités (48), (49), (50), (51), (52) donnent

(53) % 6]/ Ydm!dm = -—f(X,-r')"é 4= Y, 0n 4 1;08) dm

_‘/[ <Lu"\' - Ly Xy o+ _lifll":\::l > {)’.}é
Ty Ty (),T

(L,,.Y, L L“ o

) f)g
r) ¥

oy o2
i %y " Ly%y 111111 )jl
23] Ty

L. 2L
T4 P dx

1
(

N (Jﬁ’ Mo M,, N ,>( o

+ (Mu'@z 4o My "«1 T«

G T2

(Mﬂ‘%}. 4 My %y wa‘a

Ty Ty ) )z
o+ (Nﬁl\h . ﬁ‘%ﬁ}i o+ N’;/’:\- >( ot;
g1 T2 0
<N1i;71 Nzl;’Yz Nni:Tz ) ()')K
+ RS i) _i‘.. —— st ,..l . e wim asT—
o1 Ty Ty dy
e <.ﬁl£§’.‘. e Ni’_f‘ oo - N ) ()'()Z:J dm
=51 2P O';, 13

»—f (C1r 98y g1 dea - gy Feg 4+ iy 07y 4 (as 072 - (31 Oya) dim.

Les égalités (41), (46) et (53) font connaitre Ia variation subie par
le potenticl interne ¥ en une modification virtuelle queleconque du
systéeme.

I’expression de cette variation est d’une extréme complication.

Elle se simplifie beaucoup lorsque les actions mutuelles des divers
¢éléments du systeme sont rewtoniennes.
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Dans ce cas, en elfet, si Pon pose

) (Y dr ,
\, " /'/ odr - ;).;' dm ,

o parmyr
(54) Yoo / dr Jy iy
, AW () dr ;
. A ‘_‘/ s dm’,

I'égalité (44) donne simplement

(55) - r')‘/ /‘l’ dm! dm = »/(Xm; b Y 0y -t 1 08) din.

2

III. - Travail des actions extérieures.

Nous admettrons que le travail virtuel oz, des actions extéricures
se compose de deux termes

(56) A, d@, i

Le premier est le travail de pressions appliquées en chaque point
de la surface S qui limite le systeme dans son ¢tat actuel de défor-

mation

s oL / (P - Pyay 4 Pyis) ds,
(37) D . .

( /(p,, 2P, a1 PLat) dS.

Le second provient d'actions exercées sur chacun des ¢léments de
masse du miliew, actions analogues a celles que ces éléments exercent
les uns sur Ies autres. L'expression de ce travail sera done de la forme

(38)  del / (X, 02 1 Yohn 1 £e07) dm

4 ' ([‘“\‘ i Lo\ 4 .!LL’,_}._‘) dig P ] dm
. N T Tz Ty . .

%/ (Eroey + Egpde -1 Cypley 1= (rebys -+ (facdya -+ (fae7s) drne.



12 P. DULEM.

Dans le cas ou les actions extéricures sont rnewtoniennes, ce terme
se réduit &

(59) e - f (X.3E -+ Yobn 4 Z,30) dmn.

Les diverses égalités que nous venons d’¢erire nous fournissent,
pour toute modification sothermigue virtuclle, Pexpression de

Posons o
! ; Lo = %’ (Lys 4 i) -+ ;: (L 4= L) -1 :_1‘ (L 1 L),
é 0y Z’ (Lot + L) 1 ;* (Lot o+ L) 4 Z (Lo 1 L),
é I %:. (Lye -+ L) - :: (L =+ L) -+ m,l (L, + Ly,
éamxm‘: (Mys -4 My, -+ ‘::m,,” Mye) f:j‘;i(:m, YIRS
(60) {590y =74 Myt Mic) - 7 (M4 M) - T2 (M1 ML),
Lo, = f‘ (Myz -+ M) = 52 (M -+ Mo) - S8 (My, 1 My,
1 Ty Ty
7 o= T+ N TN M) 4 (N N,
é Moy = %77’ (Niz 4 Nie) -+ Zj (Na - Noo) + Z: (Ni -+ Ny,
é Wy = E: (Nyz -+ Ny -1 62 (Nyi -+ Nyo) -+ Lf;‘ (Nar + Ny
Posons également
61) s Crum=ey -1 &g 4 Eypy Ey =iy 4 Eyp b &y, Eyo g ol gy b gy

> e ) , , K ,
l Go= g1+ G+ Yo G2 == &t (a4 Gy s = ga+ Gyt
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puis
i AN O da\* ox dx | ox Oz ,, oz 0z
er — <)((> Gy - (()/)> Ly <’;)’(‘> Gy '(')7; Je ('11 '(}z' (—)—(’2 (E (')_bg:h
I dy\*, (()y“ 2 Jdy\*, dy ¢ dy 9y ., y dy
3 Ny = (()(1) ! ()/;) : <;)5 V295 e it Jc da G225, () 0b Gar
1 ds\* . dz\* ds\* s ds Jds 0Js )5
'\ . S ( ¢ (____ ¢ U0 e Y Us 3 U3
pl ¢ (()(l) i ()//) £ o) " ST Gi 2 Jdc ga 1+ *Ja 06 (oo
T dy Js 4! dy 0z, . dy < ()Q dy Jz  dy 03 o
o 0w da Y 0b ()/z dc de " TT\0b de T 9c ab)
(62) 4 (()_){ s \ dy 03’ ( y 05  dy ds o
de da ' da de { da 0b " b da) I*
Lp Js da . Js da e ds ()1 ¢, ds dx Js dx\
7 0w da SUT06 06T o b d¢ e 9b ) It
l (1):-: dr ds dx n 03 dr | 03 dx
\Je da T da Je da a6 96 9 ) v
T ) dy , O [ ()y‘I r de dy | dx dy\
o ° da V0 o6 0e 0e o de + de ob ) N
‘(I),I;' dy ) dz dy' n (()1 ()y dx dy G,
e da ' ded e ) = \ow 96796 Ja
Envertu des égalités (30), ces égalités (61) et (62) nous donneront
(63) | (g1 Cyr b Eypy ey 4 (g o Cgpote ) By~ (€5 = Cgg -t Ea0) Bty

2o b ot Gae) ‘}/2 = (g Gaet- (e) 6’/3] dmn

2Tz Gy dw,

= (b e Gre) 7+ (8
S NG Dy Ny Dy No Dy e 2Ty Gy - 2T Gy -

doy Gtant le volume de I'élément dm.

Arrétons-nous un instant i cetle vgaht(, et aux égalités (61) et (62).

Si les actions, tant intérieures qu ‘extéricures, sont newloniennes,
les quantités ¢ et ¢ sont nulles; les grandeurs ¢, ¢,y ey, g15 g2r &
dépendent exclusivement de la température T au point z, y, 5 et des
valeurs de g, €5, €5, s Y20 Yo a0 méme point; celles-ci s’expriment,
selon les égalités (8), en fonctions des dérivées particlles de €, v, €
par rapport i «, lz, e, .m point considéré; il en est de méme, sclon les

. o .
égalités (2), de ;);;; »()/,, ...~ Nous pouvons done énoncer la proposi-

tion suivante :

Si les actions, tant inléricures qu'extéricures, auxquelles sont soumis
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les divers élémenis du systéme, sont newtoniennes, les valeurs de N, N,,
Ny, Toy Ty, Ty, en chagque point et a chaque instant, s'expriment par les
équations (62) en fonctions des valeurs de

Il"
0 02 JE
da’ 0 dc’
dgn - Jdu 0
da’ b’ o¢’
Jd I 0%

o’ b’ ¢’
au méme point et aw méme instant.

Cette proposition r'est plus vraie lorsque les actions cxtericures ow in-
térieures ne sont plus newtoniennes, car les quantités ¢ et ¢ dépendent
alors non sculement de la déformation au voisinage du point consi-
déré, mais encore de I'état de tout le systéme et des corps exté-
ricurs 4 linstant ¢.

Dans ce cas général, les équations (41), (46), (53), (57), (58),
(60), (61), (62) et (24) permettent d’éerire

(64) dB,— 87 = f (P 82+ Py 0 4 Dy 02) S
"}'f[( X; - X,,) aa o ( Y, Yn) on -+ (Z; 1= ZL) '3“ dm

TR 050 it

dy
Jd1 Jdn o
k) [ ]'(, e e Ny e
gz My gy e

-, g
4+ G, 998 N dot - s ()0.,) oy

oz T Jdy " 0z
of

. I)Og . 00 . 1)0C
N;g () 1\7 0‘5}"'"\ V

o (080 d3CN\ . (08¢ 06F 06 000\
4+ P (2% L 0% L RN ALL
”(()" dy)+ "(()w ’ 0::) kT (dy + ()J:)de'
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Posons
Moy =My 96, — I,
o H;~ - iy ('nx, " — (RJ,
o4 g z ~4- 49‘()_. - — ’:)rc’
(65) \,;____3: =@y, Lz - = =,
Mo +Ly o My — Ly o
2 T Py == R,

et I'égalité (64) pourra s'éerire

(66)  dE,—3pF / (P 0% 1= Py 8 -1 P, ) S

L[{'(‘(,-lu Xe)0Z 4= (Yoot Yeo) 00 = (LT ) 08 dm

/I o L) )99 )12 b (N1 1L, )')'{94 (N, -+ )‘);’C

oL don 0oL 0oL 0ot
S (lf b )< ()_ | ()y> f-(ly"k-(-"/y) <'—(7-I- ()U)
' JoE  ddn
k(T t7")<()_}’ ) )] dw

a (090 00 o (006 00 don  JoE
(=% *""‘y(‘a:—-' )+ (5 =5

Au dernier terme du second membre de cette égalité, la quantité

sous e sigrm/, qui peut s’éerire

(R oyt Ry, b Ny ) o,

apris la forme du travail virtuel d'un couple élémentaire. Ce couple est
nul lorsque les actions sont nesploniennes.

Moyennant des intégrations par parties et en désignant par e, 8, v
les cosinus directeurs de la normale i I'élément dS menée vers Uinté-



128 p. DUNEM.

ricur du milieu étudié, on peut remplacer I'égalité (66) par

(67) d6,—0dcT= / o [Pp—(No-+La)or— (Ts 4 @) - (Ty -1 ¥y)7
e (Ryy e e B)] 0%

A= [Py — (Ty ~+ T — (Ny =0 y) 5 (T -1 C)y
e (R =Ry )]

A [Py — (Ty = @) o — (To-- )5 (N1 Ny)y

e (N ey ] 0 ; oS

”Ff % i‘f‘('x,--x-x(.)-w O(Ne-t-La) _ (Tar1-0)  O(T, 1+ &)

e dx s

oy ORN -
a [P, A P, ():
s dy ?

L (T @) DN, IR (T )
+- l—ra(Y,w-«\,-)w-u el P
fD R, DR
(\ e ds )"”’

g ATy &) AT b @) DN Iy
[p(lll e Lt) o ()’1: - ’).}, - )z

Ofe DN
: ( Dy o >}u‘,§r!m.

La premitre intégrale s’étend & tous les éléments de la surface qui
limite le milieu, la seconde i tous les ¢léments de volume du milicu.

IV. — Equations d’équilibre d'un milieu vitreux.

Les résultats déja obtenus nous permettent d’éerire les conditions
d’équilibre d’un milicu vitreux. Ces conditions s’obtiennent, en effet,
en écrivant que l'on a

dt, — 0pF =0,

quelle que soit la modification virtuelle imposée an systeme, partant
quelles que soient, en chaque point, les valeurs de 2%, 3w, 80 Nous
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devons done avoir, en tout point du milieu vitreux,

FONG-- )

O(T: +C)

R%

Jy

dy

Jy

DN, Iy

’) { 'l‘.l.' -t ("') |

. \ J( T_Y == a)') AR, IR . -
I R AR AR
(T, e ORy,
DE T oxr T 05 =p(YitYe),
DN+ T Ry OR, .
B s gy T ogw ettt

o, en tout point de la surface qui limite le milieu,

\ (Nt Ue) z4 (T2
(Ggy o (Te 4 @z) 2 -
( (Ty 4 @y o (T

T)p
(N, O B

Ca)fs

- (,'l‘_)‘ - F,)) i - “R‘)"/ o (n;}:{f, e l):m
b (T b= Tp)y =Rz =Ry =Py,
A= (Ng - 0g)y -+ Rpfp — Ry == D

Ces ¢quations, excessivement compliquées, se simplifient beaucoup
lorsque lesactions, tantin(érieures quextérienres, sont rewtoniennes;

dans ce cas, on a

ol ‘)7
-

G 0y
My 0,

I, 0, Moz 0,
Gy 0, ¢ S0,
Ay O, N, =0

el les cquations (68 ) et (6g) prennent la forme classique

N,
78
7
(70) Vo b
(’)T.' .
!
s N,
(71) T WA

rl!) 71

7 JT. N
dy )

ON,
4).j/ '
I,
Dy

'l‘:l’j ~k—-
N

'l',(.i’j I

Jry, o)
s p(Xit Xe),
I,
e o (Y- Yo,
Js A

rli.‘ _/ e l’;l.'?
Tey==Py,
Noy =P

Dans ces ¢galités figurent Tes six quan(ités

N‘l" N)’ \S‘V
e I o
l.rq l.yv ['
nn, Feo Normo, (3, XA — &dvnin 1g0f. 17
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qui se tirent des ¢quations (62) en y remplacant respectivement

k‘:;v (,I'n (.l“n ‘J'-’z

par

Cry  Coy Cuy Hiy o Sus S

Les conditions déquilibre que Fon obtient ainsi sont équivalentes
a celles qu’a donncées M. Boussinesqg ().

V. — Equations du mouvement d'un milieu vitreux (*).

Pour parvenir i la mise en équations du mouyement d'on milicu
vitreux, il nous reste encore i former le travail virtucl des forees
dtnertie et e travad virtuel de la viscosite.

Le premier de ces deux travaox, immdédiatement connu, a pour
expression

(72) Ay == /( :;L CERE 1}': '{' on ('))t’ "/f) s,

Le travail des actions de viscosite est d'une forme beancoup plus
compliquee.

Dans le (emps d¢, un élément de masse du systéme éprouve une
déformation infiniment petite que Pon peat définie, en la rappor-
tant aux axes O, Oy, Oz, parles six quantités

Dy I, D, =D, e, Db, ot
Goo GLd, G

s G, Gy G
Au licu de rapporter cette déformation i des axes arbitrairement
choisis, on peul larapporter aux seuls axes privilégics que Con recon-

(1) Lo Bovssinuso, Yheorie des ondes liquides périodigues, Note UL Mémoires pré-
sentés par divers savants & Plostitnd de Franee, tXX ), — Cf0 B et VL Cosstnae, Swr le
Thiorie de /’I':'lﬂ,s‘u'(:i/u’(pl'cmiur Mémoire, n" 17).

(4) PoDuses, Sur L viscosité en un milive vitreny ( Comptes rendis, o CXXNV], 2 (6=
vricr 1903, P 981 ). — Swr les équations du mousement of Lo pelation supplementaire an
sein Cun milicw vitrens (Jhid., g févricr 1903, p. 343 )
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naisse a Pinstant 2, au sein de Pélément considérd, savoir aux axes de
dilatation de cet ¢léments cette deformation sera alors définie par les
six quantités infiniment petites

Ao, N,dt, Npdt, Vode, Y,dt, T, di,

AL AL AL, T, T ¢lantee que deviennent les quantités A, Ay, A,
Iy Py Uy Jorsque, dans ces wrﬂ]llvs (33), on remplace D,, D,, D,,

Gy, G, Gy opar D, D, DY, GG G Cela revient i dive gque Ponca

%
[

4
=
-
=
\’(

(=1 eI, 2 e 0 G 8 0 G By N - 2 G N Y,
/Y

La fonction dissipative ¥ dws, relative an volume ¢lémentaire da,
devea ¢tre une fonetion de la température T; de Pétal de la masse ¢lé-
mentaire i Pinstant 7, ¢est-i=dire des valeurs prises & cefl instant, en
tun point de Pélément de, par o, 54, 7,5 enlin, de A, AL, AL T, T,
1" 5 elle doit &tre une forme quadreatique définie positive de ees six
dernivres variables. Des considérations de symétrie évidentes per-
mettent d'eerire

(71) ¢ {7y, 7«";)3,3 BTy, o 71)Al,{! AT 71)‘51:;,
Vool g, o) DA L b (o, 5y, 5 ) AL A 1 20 (9, 00, 50) AL A
¢ ”('71~"'w DU (o, gy o) 1Y booe(og o 9) Y
ail (o o)V, 4 ad(my, o o) V) - 0d (g, 50, 2,) )T,

’ ” 1 h

| c»,/(o-,, T o‘;;);\, l'1 b S (5, Ty o‘,)Azl‘;' o (54, 51, 7,) Ay 1,
2] l,’”(”'lv Ty Ty) l";, b /11(0'1. Ty ’7xv).l":-, ] Alx

L ('7:5’ Ty 75!) lv‘ [ Al.l

. - LYV /
".[/II(’I;;,CT;.'?;:,)'} 'l'//1(7:1,7::v71)l::|A:;'

balm(my, 7y, 7)1

« 1. . R L - .
|:('.f~', memes (‘Hllﬁl(l(‘l'il“()l]ﬁ (l(‘ h'y'lll('.(.l'l(f montrent qll(‘, l on a, (Ill(‘,lS

"

que soient =, 7', 57,

(g, o'y 5"y = a(o, 5" 35",
ooy e"y (e, " 6"),
(=) ez, 5ya")=¢(z ", 7),
dig, 5, 5")=d(z 5", 3"),
Sz a ) Sz 7).

’ fafrinn T
Enfin, les fonetions a, b, ¢, o, [, m dépendent de la température T.
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Si le miliew, an lieu d’¢lre vitreux, était eristallisé, la fonction dissi-

pative § degrait ére encore une forme quadratique définie positive de

Ay, AL Ay

1

seulement cette forme ne serait plus néeessairement donnée par la
formule (74); les coeflicients de cette forme pourraient dépendre non
sculement de T et de oy,
X ! o N . » iy

axes 1, 2, 3 par rapport i la matiere de P'élément .

7., 75, mais cncore de Porvientation des

N
or

tions virtuelles D,, Dy, D,

Imposons au systéme une modification virtuelle quelconque g%
Y . .1 . . . .
ol; 4 celle modification (:()rros]mn(lronl,, en (:h:tquu point, trors di
el trois glissements virtuels G, Gy, G,

donnés par les

lata-

17

¢galités (24), partant, six quantités A, Ay, A, 1,

¥
)l"

, 2x3
“ v

&

i
ol

2

TR

N,

5

A“'Yl '.":!)3
s
” iy ! .
R ) ’
]

Iy, I'y données par les égalités (33). Le travail virtuel de Ta \m.(mlv
sera
? ol ‘ ? (;)lfz Ferto (;)li" |‘"> .
Posons
Yo EE <(;):; A ()()Ai N 0‘: A g ))l{ AL e g (;)li A
Y, e <,f)£ 28 ‘){ v 08, ,)5 L Py )
" TV BTV B A A
! \ g ;;)[{1 (225 - Fy%y) 40 ];)l‘; (&4 -1 Syty) bon z;)lt (t
Ty __}%“*1\1'*‘ JAT TNy ;?:’,’-:‘:‘3;\:3
- )(;)1,1 (N Ty b By \y) o 2 ()lf (Ney Ty By \ey) 4 n l;)li (\
S (;)A{ Ny - ))A"”\ Nyt - ’A*“ L 5,
‘: 49 ;)T‘/ (52N = ALY o ?;)li; (54N 1AL, ) g "}][[‘ (5,

. ,‘\Zlﬁ’,,) .



RECHERCHES SUR 1 ELASTICITE. 1090

Se l(m les égalités (53), I'égalité (76) pourra s’éerive

(78) o7y /"J Dycevy Dy bevg Dy - ot Gk oty Gy 27,6y dos

/ l 4)0- . 001 L 0%
"o Ty P 0
o [dan 06%] (()ii'; Cdaiy “do: don
i :( R Jy ) e s ) o ( dy e > (lm.

St les //11(1/1{('((?.5' Yar Vs Var Ty Ty Tz admeltent, par rapport ., Y, %,
des dervivées particlles qui soient finies, Icgalité (78) peat se transformer
¢n
(79) i / [ (e bt ftyy) i
bo(reg v, BotTey) an

bolmypz tes vyl | dS

' e dr. Cdry Y
[ [ («),1' : dy "(1:’) 2
Jz., v, (7PN

Loy UES

ooy oz, oy .,
' (().l" 4 ())" " oz ) % i//m.

Les formules (56) 4 (59) sont veaies ¢galement pour les milicux
vitreux el pour les milicux cristallisés.

Les equations du mouvement du systeéme s'ohtiennent en éerivant
que Pona, pour toute modification virtuelle imposée au systéme,

(80 AT e G T e dlE 4 &y 0,

~ ~
Cotte égalité devant avoir licu quels que soient o%, o1, 5%, on doit

avoir, selon les dgalités (67), (72) el (70) :
1 En tout point de T surface qui limite le milicu

s (Ng - boy 70 (T B8 b 17 (T b Gy ety )y b Ry — Ry B Dy,
(81) /(Mo @y 47202 b (N My ey ) B4 (T T et )y b g 2= Ry = Py,

(’l‘) | (T.) b7y )74 (’r.l‘ - F.r -+ ~a):j + (Nf o Mog 75 )/ + \n-l’l) - “R z= Py 3
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2° BEn tout point du milicu

’)(Tz - O - T3) . ()h('lj)"i' (") [ T ) . ,()‘nﬂ . it

()(N:r -+ 'tﬂ:z' -+ U.r) -

R% ;) y 03 L. Ay
. . 0*¢
ey P (\,+ \('— ()}:)‘),

T4 Cp-72) (N, = Ny 4-v,) T+ G tte) on . R,
- N - S |, R L - L E . = afa ) [N .
oy 0z 72 oz

(Tl Eprt-te) D(NLF Iu-pova) D, ity

Ay 0*¢"
)

dy ’ ' WE

Ay o

VI. — Quantité de chaleur dégagée par un élément du milieu ('),

Considérons un élément de masse dm = g de. Son entropie S dm
est donnée par I'égalite

b

Jar

D’autre part, les viscosités intrinstques de eet élément effectuent, en
une modification réelle ou virtuelle, un travail qui a pour valeur

Az == (9D 9 Dy b v Dy Gy oz, Gy b ora Gy ) ofvy,

Dés lors, en une modification réelle ou virtuelle queleonque, eet
¢lément dégage une quantité de chaleur dQ qui a pour valeur | Re-
cherches sur Ullydrodynamique. Premivre Parlie, égalité (8o))

od

83) BdO= [1 300

1
— ;}-('z,,,lh A=y Dy v Dy o, Gy oy G ara iy ) | el

(1) P. Dunem, Sur les équations du mousement ot la relation supplémentaire aie sein
d’un milicw vitreax ( Comptes rendus, 1. CXXXVI, p. 3435 g févrior 1907 ).
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Posons
. T 92
(8% ¢
| D
puis

T od T ot T o'
Ty o ? by DI ;- -y ==

Kooz 0T I )z, d1
T 0 T gt

N ) o, -t e
Lyl ) K dyor

(85)

,\._’—\
a2
f
H

o bien, en vertu des égalités (37) et (42),

© T o oA (E, e o' b (feyey— ) - ()2,,11’ l
P B aog,or D E gy g USRS T 01
Tl 0 ]
‘ B og, o DD Gy g S |
‘ T g u_,,_z)'—jr«ll_|_
o /“‘ S od o DS e TR gy T P
(R his)
i ' e
R Bl P (71 ats) b, 0T |
T o atp
[ e “.é'/_.' 03, o1 s gy "/.'.'/l}").’n )T l’
T o P AL U
B g Mg ar s 0y a'l‘,"

nous aurons, en vertu des ¢ealités (59), (42) et (83),

(86Gy ) e ey iy b0y 08, b Oy 0E, g0 8y Oy -i= 8, 07y) dim
! ' \
i (2,000 9,0, Dy oon, Gt or, Gy o Gy) dim.
72 V1
/
Posons
nx ‘¢ dae e dr e e D dr
e ( -4 ( [ S [ L R O Rt L o
' et b de b de de dee T

Lo dy dy Ly dy .

U0 ge Y oa 9b TP
‘ H (()‘ : W » H '):' (}:‘ [P S ) Qi ():i o _!., D) 23_ ()::
o u)/») CFge) B0k 0e BT e 9a B2V 04 0b

Ly dy

Lo

ry |-
de da T?

¥

o
Bl

o
as
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— ()V 0z - ())C f)hi @, - I)V (): e
=00 90 ST 06 a6 9 e
({))‘ ds dy dsN ( Ay ds | dy Jds (()_)f ds dy dsy
06 9 T o }/») SUTA e Qa T da de ) Cda db T db (}fl) o
b o ds de - dsdr o ().. ():
(S7) YT 00 0 YT 00 o L oe
(suite) ((): drds dey <(); deds e’ . <'(}:- doe o ds da "
T\ de T e 7)5) ST \e da o e ) ! da dbdb da )"‘“
A Jy y e ()y ‘ {).1; f))‘(\
Coa ()r(( A ()/1 de de
(().1: dy  de dy Cjdx r)y o dyy ('4).:.' dy e dyy
\ - t)l) Je " e ()/’)"’ ' (‘()t.' D da de ) SN D b b t)fl) o
En vertu des égalités (50), 'egalite (86) deviendra
" L / v, / Y.
(88) ol == ' col 4 (u,,. e lw) Dy <n', - l'lvr)) -t (‘u,_ | l‘i;)“"

_—” <l).,_. f |‘::’/> Gyten (.h.‘ i- l::’l) G, w,(\lp I o) h;‘ .

Toutes ces formules sont aussi vraies pour les milicux eristallisés
que pour les milieux vitreux.

VII. - Formation de la relation supplémentaire.

Il nous sufliva de
pour obtenir, par e
tion supplémentaire.

Admettons que la propagation de la chaleur
par conduetibilité,

La conductibilité du milieu en chaque point peut étre définie par
les trois coeflicients de conductibilité suivant les directions des trois
axes de dilatation, direetions que nous désignerons par les indices 1,
35 visiblement, ces coefficients peavent étre représentés par

(rouver une autre expression de la quantité 0
approchement de ces deux expressions, la rela-

ail lieu exelusivement

’

e .
K(T, 7, 5, 7y, (Ty 54 545 700y KO, 74y 7, 74)s
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4 ’ "

fa fonction K(T, 7, o', ") vérifiant, quels que soient T, 7, o, o,
I'égalité

K(T, 7, ¢,y =K(T, 7,5, ¢').
Nous les représenterons abréviativement par
K., K. K,

Nous y gagnerons d’ailleurs en généralite, car nos formules devien-
dront également applicables aux milieux eristallisés; K,, K,, K, d¢-
pendront, dans ce cas, non seulement de T, de 5, 5,, 55, mais encore
de lorientation des axes 1, 2, 3 au sein de la maticre eristalline.

Soit % un élément dont la demi-normale = fait, avee les axes de
dilatation, des angles ayant pour cosinus cos(n, 1), cos(n, 2),
cos(n, 3). Dans le lemps di, el dans le sens opposé « la normale n,
Pélément dX est traversé par une quantité de chaleur

. o JT . OT . JT I
(8g) g dXdl = I\,i)»‘-('us(/l, 1) - Ky -:)— cos(n, 2) - l\;;'(’_)T_Tc()S(”, 3 )J dXdt,
( ", 3

) NI M A7 A L., . C .
—’-}l«y »')}. i ¢tant les dérivées de la température prises respectivement
/1 (75 (7]
suivant les directions 1, 2, 3.
Or on a
T or . T JrT .,
. B T el B B I T
1 o dy I3

ar_ar 0T dT,

e R LIS B z,
) 1 Y S -
ar o or JT Jr .
S T e a\ny e e Ny~ IR
a3 Jir dy IE
Silon pose
cos(n, a)=u, cos(n, ¥) =3 cos(n, 5)=7,

on a
cos(n, 1) oy BY 5oy,
cos(n, o) = aNy 4= BNy 9%,
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Soient, pour abréger,

Ko== K\ - K2 - KgAeg,
]\Y‘TTS Kl-)\f 'l’ hg-”ﬁ ] l\;- ;,
K.=K,&? +K,22 --K,53,

(90) o= Ky 31 %y 4 Kea 2y 1 Kylla 2y
(;.Y = Ki:'::x"\"l 1= Kztz"\‘“z + Kuz”u;\::n
O o G AN Y - R\ Y K,y 5,

L’égalité (8g) deviendra
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Considérons une surface fermée X5 dans le temps e, Ta partie du
milicu que limite cette surface fermée dégage une quantité de chaleur

(92) Qdt = dt /// dX,

g ¢tant donné par la formule (1), ol o, B, v sont les cosinus diree-
teurs de la normale dVélément dX vers Uindéricur de la surface X.
Isuflit de transformer, en égalité (g2), Uintegrale de sarface en
une intégrale étendue au volume que circonscrit cefte surface, pour
obtenir le résultat suivant :
Chaque élément de masse dm = p dos dégage, dans le (emps o2, une
quantité de chaleur
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L P l dm dt.
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Drautre part, celte méme quantité de chaleur doit ¢tre donnée par
Pégalite (88), si 'ony pose

ol o=

(10 0T 0T oy,
\or dl -y Jt Jds Ot " 0 .

Dy == D) de, D,==1, dt, Dy== D) d¢,
Gy= G\ dt,  Gy== = Gy dt, Gy= () dt.

On doit done avoir

o t)/ S dy 0 s Py * Py
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WE (\‘ de 7y ks N)i)

(Cost la relation supplémentaire que nous nous proposions d'¢lablir.



