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RECHERCHES SUR L’ELASTICITE.

Pirx M. P. DUHEM.

DEUXIEME PARTIE.

LES MILIEUX VITREUX PEU DEFORMES.

CHAPITRE I

LQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN MILIEU VITREUX FAIBLEMENT ECARTE
DE L'ETAT INITIAL.

I. — Equilibre d'un milieu vitreux faiblement écarté de I'état initial.

Les considérations développées dans la premicre Partie de ces
Recherches nous montrent de quelle maniére on peut logiquement
mettre en équations les problemes relatifs i Péquilibre et au mouve-
ment d’un milieu vitreux. Mais cette mise en équations, fort compli-
quée d’ailleurs, est plutot figurée qu’elfective. A chaqueinstant, nous
avons [ait figurer dans nos équationsdes quantités telles que oy, 0, oy
ou que les X, 2, %;5 or, pour obtenir effectivement les expressions
de ces quantités en fonctions de &, 1, C et de leurs dérivées parrapport
Aa, b, c, il faudrait au prealable résoudre 'équation (10) de la pre-
micre Partie, qui est une ¢quation complete du troisitme degré par
rapport a la variable S.

(est done seulement dans certains cas particuliers ot 'on aura,
par des hypothises convenables, grandement simplifié le probléme,
que 'on pourra parvenir & une mise en équations effective de ce pro-

bléme.
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Nous allons aborder, en cette seconde Partie, un cas particuliére-
ment simple que nous définirons de la maniére suivante :

1° Les actions, tant intéricures qu’extérieures, sont newtoniennes;

2° Les quantités £, 1, Cetleurs dérivées partielles de tous les ordres
par rapport i ¢, a, b, ¢ sont assez petites, en tout point, pour que 'on
puisse, dans les calculs, les traiter comme des infiniment petits du
premier ordre.

Dans ces conditions, les égalités (8) de la premiére Partie deviennent

(r ' 0a’ 200’ e’
S P Y SR S SO SN
[ =3¢ ™" 9’ =00 de’ =06 da’

tandis que U'égalité (4 bis) de la premiere Partice devient

dE  dn  0¢

- wefo  —— e T 0-
et i b a de

(4_;) (D-—-—-l:“_;’;l—‘FEg"f‘E:;:

Les égalités (27) et (28) de la premiere Partic ou bien encore les éga-
g 7
lités (30) de la méme Partie donnent

N d ok . Jan . 03¢
( ng == ])1”‘1 '*-(“)"('I— NEy == Dy-= —(—)-i; 3 NEg =i l)n'_: ().(. ’
By =G, = 000 0L
. /1= 20U = e ()/},
) ! A
0 5 Gy == -———() ok ~f= 29:
/ 7 da dc’
S SR () aE_, () 5'{;
\ e ?‘(’:; = 0b -+ _(7(-2— .

Dans le développementdela fonction @ suivant les puissances crois-
santes de g, €uy €35 Yio Yar Yoo arrétons-nous aux termes du second
degré par rapport a ces variables. La fonction @, devant dépendre
exclusivement de Tet de J,, J,, J,, devra étre indépendante de J;, du
premier degré en J, et du sccond degré en J,, sans contenir le pro-
duitJ,J,; nous aurons donc

0= fPu(T) -+ CPx(T) Ji+ 9, (T) I3+ CP;(T) J,
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ou, selon les égalités (19) de la premiére Partie,

(4) (I’:‘PO(T)“*‘CPl(T)(Sx'*‘Ez“—_ &) + 02 (T) (g + & +¢3)°
4 40,y (T)(e283 4 &581+€18) — 05 (T) (y3+ 73+ 73)-
Posant
{ 2p0[92(T) + 20, (T)] = A(T),

(5) ) e o
[ 2000, (T)=—=—N(T),

nous pourrons écrire

(6) Po® = py0(T) + a0 (T) (e, +ea+e3) + 3 A(T) (5,4 g2+ &;3)°
+ P M(T) (26f+ 265+ 265+ i+ v+ 73).

Les égalités (45) de la premiére Partie deviennent alors

poe; =—py @ (T)—A(T) (g, + s, +¢e3)— 2M(T) gy,
o s =091 (T)— A (T) (&, + &2+ 5) — 2 M(T) &,
po €y =—po @ (T)—A(T) (ey+er+¢ey) —2M(T) ¢y,
Pog1=—M(T)y,
pog2==—M(T) 7
Pué’sf—‘-—M(T) 73

Les égalités (61) et (62) de la premiere Partie donnent sans peine

Nx:PoC’n Ny:PoC’2, N:= Po€ss

m .
Te==p,&1 Ty=po&s, Po=rpogs

ou bien, en vertu des égalités (7) et (1),

i Nz=—po@:(T) — A(T) ((‘}-)% -+ % ~+ g-g) —-zM('J’)‘_‘))_g,
Nz oa D =AD @3 + 50+ ) =AM,
== o) =AM (gi - g‘/r; + 3,’) —aM(T) 3—:
(8) ‘ T,—— M(T) <% N %>’ |
=y (2 + ),
CTo=—M(T) (%} i %{n)

Ann. Ec, Norm., (3), XXI. — SEPTEMERE 104.
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D’ailleurs, I'égalité générale

ONe _ ONedz N dy | ONg Oz ONaf , 0F\ 0N, on  ON. X
0a T 0x da dy da 05 da  Odx » da) Jdy da Jdz Oda
donne la premiere des égalités

ON, _ON, oT. _ oT, oT,  oT,

r 7t A e VA e v
(9) T JT; INy _ IN, oT, .()_,J_‘E,
9 dr — da’ dy — db’ dz= = dc

T, O, Ot 0T ONs N,

de T oa’ dy b’ Jdz e

Dés lors, les équations (7o) de la premicre Partie, vérifices en tout
point d’un milieu en ¢quilibre, peuvent s’éerire

ON | 0. 0Ty

da l a0 + Je
oz ON, 0T, o
T on e TN,
aTy 0T | 0T:
- b Jde

o (xl b~ X«.’)y

(10)

PI!(Z[ "* Z,- )-

Quant aux équations (71) de la premicére Partie, il est permis deles
¢erire en donnant aux quantités Ny, T, les valeurs qu’elles prennent
non pas en un point de la surface déformée, mais en un point de la
surface primitive; on peut également regardere, B,y comme les cosi-
nus directeurs de la normale & la méme surface.

Les égalités (8) et (10), jointes aux équations (71) de la premiére
Partic nous donnentalorsles équations d’équilibre d’un milicu vitreux
trés peu écarté de I'état initial, ce dernier n’étant pas forcément un état
d’équilibre sous Uaction de forces nulles. Ces équations sont les équa-
tions de Green et de Lamé, complétées comme I'a indiqué M. Poin-
caré ('). '

Nous n’insisterons pas sur ces équations bien connues.

(1) 1. PoiNcarit, Legons sur la Theorie de I'Elasticité, p. 54 ; Paris, 189a. Lecons sur
L théorie mathématique de la Lumiére, p. 315 Paris, 188¢.
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II. — Equations des petits mouvements d'un solide vitreux (!).

Le travail virtuel des actions d’inertie ne change pas de forme
lorsque 'on suppose que &, 0, { sont des quantités trés petites; il con-
tinue & étre donné par P'égalité (72) de la premiere Partie; au con-
traire I'expression du travall virtuel de la viscosité subit de grandes
simplifications.

L’expression de la fonction dissipative ¥, qui détermine I'expres-
sion de ce travail virtuel, dépend :

1° De I’état de déformation du systeme au point (z, y,.5) et &4
Pinstant ¢;

2° Des vitesses de déformation D, D), D, G|, G,, G, qui déter-
minent la variation que subit la déformation au point (w, y, 5) entre
les instants ¢ et (¢ —+ dt).

La fonction dissipative est, d’aprés les égalités (73) et (74) de la
premiere Partie, une forme quadratique de ces six derniéres va-
riables, les coefficients de cette forme dépendant de la déformation au
point (2, y, z) et & I'instant £.. N

Si, sans changer les valeurs de D/, D',, D;, G' G,, G}, on supposait
la déformation au point (z, y, 5), al’ 1nst(mL ¢, infiniment peu diffé-
rente de ce qu’elle esten réalité, il est clair que I'on altérerait & d’une
‘quantité infiniment petite par rapport a elle-méme.

Or, dans le cas qui nous occupe en ce moment, le milieud 'instant ¢
est infiniment peu déformé; nous pourrons donc, pour déterminer ¥,
raisonner comme si I'état du milieu & U'instant ¢ était identique a U'état
initial. .

Or, dans état initial non déformé, on peut regarder trois droites
rectangulaires quelconques comme étant les trois axes de dilatation.
Il nous est donc loisible, dans la formule (74) de la premiere Partie,
de regarder A}, A}, A, I}, T}, I'; comme les vitesses de déformation
rapportées & trois axes rectangulaires quelconques; la valeur de ¥ devra
étre indépendante du choix de ces axes.

(1) Sur le mouvement des milienx vitreux, affectés de wviscosité, et trés pew déjormés
(Comptes rendus, t. CXXXVI, p. 592, 9 mars 1903).
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Or, la déformation infiniment petite dont

(11) D.de, Didi, Dide, G,di, Ghdi, Gl

sont les composantes peut se ramener & trois dilatations 3 de, I, de,
!, dt suivant trois certains axes rectangulaires; rien ne nous empéche
de supposer que ces axes sont ceux auxquels il fautrapporter la défor-
mation (11) pour obtenir la déformation

Alvde, Ayde, Ayde, Yidi, Yhde, 1de,

cas auquel nous aurons

(r2) | T = o, =0, r;: —o.
Si nous posons alors
b(o, 0, 0)—wu(0, 0, 0)==B(T),
Pégalité (74) de la premitre Partie deviendra
(13) F = A(T) (B 4D+ B )2+ 2 B(T) (D, D)+ D, D 4 D, D).

D’autre part, on sait que B, M, D] sont les trois racines de I'¢qua-
tion [ Recherches sur I Hydrodynamique, 17 série, premiére Partic, éga-
lité (29)]

D, —D (] G
G V,—D G =0
A W, D, — o

ou bien

(14) B (I 1y = D) B2 = (D D= DR Dy 4D D — Gi2— G — G2 DY
— (D DL D 426 Gy Gy — D G2 — D} G2 — D} G ) =o.

I”égalité (13) devient alors

(15) S AT, DL+ D,
+ BT DY + DD, 4 D, — G — G2 — G2
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ou, en posant

{ 2A(T)+B(T)=2(T),

e l —B(T)=2p(T),

7('1‘

$ o=

&

(17) (l)'+l)’—+—l) )2

+quWHJV+D~+Mﬁ+OGWwGU

Dés lors, on trouve sans peine qu’on l’on a

vy = —W(TY (D) + D, D)) —2p(T)D,

0:8) [ Vs =—MTYD{+ D, +D))—2p(T)D},

g Ve=—1(T)(D}+ Dy+Dj)—au(T)D;,

T, =—2p(T)G],
Ty -_——9[.I.(T) G’

7, =—ap(T) G,
avee
. 02 . 0 . O
V=g V=g VT e
0t 0% L0 0 s O 0
26y = Jea ¥ on e 2= oot Y acor G"‘—()bdt—*'?)—a—dz’
en sorte que les ¢galités (18) deviennent
S BV dn  J5) ooy (T _()_i:_
J""—._l'(‘l)dt<da ()_b_*—%)—“y(l)()t()ﬂ’
- Jrn J% W 0%
= 7(1)()£<0a +%+ ()_c>—2[l(1)dtdb
: dn O 2*¢
| =) (55 + 57+ 52 ) =21 5
(r9) -« 0 (90, 0
T —-—-[i(T -J-'< a—b- )
[} () ()'::
, L0¢ an
o =—p( 1>5;(57; )

Enfin, les équations (82) de la premiére Partie, vraies pour tout
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point du milieu, deviendront

(N -+ v2) - T, +72) L (T, y)__oo <X X, (_)__\:)’

da 20 ()(; et

ANT. +7z) ()(N.Y -+ Vy) A(Te =) — 'y r {)211)

(20) 2 2 DR SR Dl i) (\ i+ Ye— 57 )
Ty 7)) O(Tate) | O(Ns+v) ( S

Ja + db R fu o = NZ)’

tandis que, selon les équations (81) de la premiére Partie, on devra
avoir, en chaque point de la surface primitive,

g (Np A+ vp) ot (To - 12) B+ (Ty -+ 7y) y = Pus
(21) (T: 4= 7o) -+ (Ny-b9y) B+ (Ty - 73) 7 = Py,
( rJ‘ Ty ) % (Te ATy ) 13 4 (N -+ v; )7 P

A ces égalités, il faudra joindre I'¢quation de continuité qui sera,
sclon les égalités (22) de la premitre Partie et (2) de la seconde

Partic,
o ( i dn 0D
O N AV A ;;z.)

ou, en négligeant un infiniment petit du second ordre,

, — 0E O ot

III. — Quantité de chaleur dégagée dans une petite déformation
d’un solide vitreux peu écarté de 1'état initial.

Les égalités (86) de la premiere Partie et (3) de la seconde Partie
permettent d’écrire cette quantité de chaleur sous la forme

J o J o1

o dac d 3¢
(23) dQ=— l-pocol-%-(poci-{— )(): <po ’+h> 5 (pnf;;-f-E) d(i
()on J g

(f’° g > oc " ";)77)

(%

T 00, 00k T d8&  don\’
(Poéz-—r‘ y) da 2 W) -+ (Pogx‘i"*lf) (__[’_Q -+ ";)—(;—‘>_
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tandis que les égalités (85) de la premicre Partie et (1), (4) et (5) de
la seconde Partie donnent

_ T dey(T) _dA(T) (05 dn , IE AM(T) 0%
o= g [0 D+ S (3 %) Ta )
_T[ dey(T) _dA(T) [0  dn . & dM(T) on
\PM— B|fo"ar T ar <7)Z+()_5+%>+2_d’f_d—b]’
D AT (0 0n 0y (D) 08
ot PoS="F|PeTar T ~ar <%+EZ+%, 2T ()_c:]
2
Yo TaM(Ty/on ot
P8I="F ~ar \9¢ T )
_ T dAM(T) (o5 0%
P8=""F T \Ja  dc)’

T AM(T) (d’cf ()'n>'

8= g = (96 T oa

Si I'on veut exprimer la quantité de chaleur dégagée dans une mo-
dification réelle ou virtuelle, on voit que I'infiniment petit principal
de cette quantité se réduit a

) T do (T) [ddE don  JoC
5 _— O —— e = Z Z
(25) dQ=—p, -cr)l ¥ T <()a + 5 56 )1 dw.

Les trois quantités o,, ¢,, o, sont sensiblement égales entre elles et
égales & 1; on a donc

I(Ty 7y, 09,) = (T, g2, 03, 3) = k(T, 74, 71, 72) =/A(T).
Si'on observe en outre que I'on a

Nt NP N,

J+Ii+I =1,

L} + 0] + %] =1,
Fidy + Fokop -+ J3Zy =0,
Ly \op 4 Ly Ny + B3\ = 0,
Ny Fy == Ny Ny + N3 )y = 0,
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on voit que les égalités (go) de la premitre Partie deviennent

K,=K, =K, =/ (T),
Cp =Cy = Cz=o.
On a, d’ailleurs, en supposant que 21‘, -O—I, or soient Infiniment
da’ Jb Jdc
petits comme £, 1, ¢, et en se bornant aux infiniment petits princi-
paux,
oT oT ar aT gr _ ar

= -7

dr T da’ ;)7 YN s e

et 1'égalité (93) de la premiere Partic prend la forme

*T 0T 0? 'l‘>
2 [ = — I (T)[ o o e o e < cll.
(26) “Q k(1 )(0((" FonE T g ) clr clt
La comparaison des égalités (25) et (26) donne la relation supplé-
mentaire

(27) po¢ =00 o 9e\au o6+ g 0aE T out e ) O

OT T dg,(T) d (() 1 o’;> ey (28T ov'r)_

IV. — Probléme de M. 0.-E. Meyer.

Nous allons simplifier encore le probléme qui nous occupe au
moyen des hypotheses suivantes :

1° Les actions auxquelles le milieu est soumis sont purement
superficiel}es, en sorte que I'on a, en tout point,

(28) X;+ X,=o, Yi+Y.=o, 1i1==0;

2° Latempérature est uniforme et constante pendant toute la durée
du mouvement, en sorte qu’il est inutile de la faire figurer dans les
équations et que 'on a, en outre,

(29) 01 (T) = consl.

Dans ces conditions, les équations des petits mouvements d’un
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solide vitreux deviennent, en vertu des égalités (8), (19) et (20),

9 (05 da N\ | i
(:\—l*l\l)()—a %+%+()_L> —%—AIA:_
J? 05 dn ¢

+ (k4 p)— = + = < v Az S _
) s da i\ da ()/)+-(75 —'—‘J'Zﬁ ‘——POT)F”O’

Gor (.\—}—-M)’—;)/" <%+:—)}%+§z)+l\'{:&-n
| s ) ();))2()1 <%;( + '3_2‘ + %;E) ”"[J-,%A'f/-— “ '(’));—Qn =o,

MHW)%, <%+%+%§>+MAZ
() o (52 %+%>+1J%A: 2=

SiI’on faisait, dans ces égalités,
(3r1) A=M, A=,

on relrouverait les équations que M. O.-E. Meyver (') a obtenues au
moyen de considérations moléculaires.

Ces ¢quations sont du type auquel s’applique le théoreme de
Clebsch généralis¢ (*); la formation de leur intégrale générale se
raméne a la formation de l'intégrale générale de I'dguation aux
dilatations ct de I'intégrale générale de I'dquation auz rotations.

L’équation aux dilatations est

2y
(32) (7.—{-—211.)-(%A9—1—(A+2M)A0-—po%?_,{:o.

L’ équation aux rotations est

J %0
T Ay + MAw - p, oE =

(1) 0.-E. MeYer, Zur Theorie der inneren Reibung ( Borchard:’s Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik, Bd. LXXVII, 1874, p. 130).
(%) Sur la généralisation d'un théoréme de Clebsch (Journal de Mathématiques pures
et appliquées, 5° série, t. VI, 1900, p. 213).
Ann. Fe, Norm., (3), XXI. — SEFTEMBLE 1904, /xg
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La stabilité¢ de 'état d’¢quilibre pris pour élat initial équivant,
comme on sait ( Vorr plus loin, Chapitre II), aux conditions
[ 3A4-2M > o,
\ M 0,
( partant
A--aM o,

(34)

tandis que les conditions de signe imposées a la fonction dissipative
équivalent aux incgalités [ Recherches sur I'Hvdrolynamique, 17 série,
Ire Partie, inégalités (37), (28) et 39)]

g S0 a0,
( partant
Loy e ol

Les deux équations (32) et (33) sont done toutes deux du type

90 _f) - . ‘_(Z):;V
(36) A ,')[AV BAV - gE

oit 'on a
Y eV ey

Dt U obE T gt

et ot A, B, G sont trois quantilés positives.

Nous avons & plusicurs reprises attive altention sur cetle ¢qua-
tion (), qui joue un role essentiel dans diverses questions de Phy-
sique mathématique.

Soit X une surface tracée dans 'espace des «, b, ¢; peut-clle étre,
pour la fonction V, une onde du troisi¢me ordre ?

La surface X partage Uespace en deux régions, que nous désigne-
rons par 1 et 2. Si nous menons i la surface ¥ une demi-normale

(1) Sur lee théorie électrodynamique de Helmholts et la théorie électromagniétique de la
lumicre ( drehives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles, série 1, L.V, 1901,
p- 297). — Recherches sur Ullydrodynamique, ¢ série, »* Partie, équalion (106).
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dirigée du coté 2 au coté 1, nous désignerons par o, B, v ses cosinus
directeurs.

Du coté 1, la fonction V a une détermination analytique V, que on
pourrait également prolonger du c¢oté 2; mais, de ce coté, V a une
autre détermination analytique V,; U=V, — V| est une fonction ana-
lytique, définie en tout point du coté 2, et y véritiant I'équation

o g . ) . J*U
5 bis 4 ‘(‘“ — C == =
(36 bis) \()L‘AU —+ BAU —( 97 0.
L T . - . , 0*U ,
Comme 'ona, en tout pointde la surface £,AU = o, =0 'équa-

tion (36 bis) montre que Pon y a aussi

d oo
;)[ A U = 0.

Soit 5% la vitesse de propagation de onde X, dirigée.du coté 2 au
coté 1s selon les lemmes de M. Hadamard [voir nos Recherches sur
[ Hydrodynamigue, 1%¢ séric, 2¢ Partie, égalités (r15)] il existe, en
toul point de la surface X, une grandeur o telle que on ait

J*U

) Garagiger i

=(— %)l fryr ) (p+q—+r-+s=3).

Cette égalité, jointe a 'identite
b>) o

v B =

transforme I'égalité (37) en

(39) DGO == 0.
Si Pon n'a pas 9t == o, cette égalité donne © = o; ce résultal, reporté

dans I'égalité (38), montre que toutes les dérivées partielles du troi-
sicme ordre de U sont nulles sur la surface 2. La surface X est alors,
pour la fonction U, une onde d’ordre supérieur i 3.

SiPon a9t = o, Pégalité (38) est identiquement vérifiée; la relation
(37) nous enseigne que toutes les dérivées particlles de la fonction U
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sannulent sur la surface X, sauf les dérvivées

0*U

’(‘)Z}W(A)}j" (/) -+ q -+ = 3 ).

Ainsi, les seules ondes du troisiéme ordre que puisse admettre une inte-
grale V de Uéquation (36) sont des ondes immobiles au travers desquelles
toutes les derivées du trosieme ordre de N varient d’une manicre continue,
sauf celles que ne résultent d aucune différentiation par rapport a .

Toute intégrale de I'équation (36) vérifie aussi les ¢quations que
Pon en déduit par des différentiations successives. Deés Jors, on peut
étendre le théoreme précédent en lui donnant la forme que voici -

Les seules ondes d’ordren (n=.3) que puisse admettre une intégrale V
de Céquation (36) sont des ondes immobiles aw travers desquelles les
seules dérivées d’ordren de la fonction V quisoient discontinues sont celles
qui s'obtiennent sans aucune dérivation par rapport @ L.

Selon le théortme de Clebsch généralisé, toute intégrale des ¢qua-
tions (30) peut se mettre sous la forme

[ 00 0J0Q JR
S R PR
J6 R oP
a6 " a T AL
00 P 00
S0 T Or T Oa’

(40) =

[y

O élant une intégrale de 'équation (32) ¢t P, Q, R trois intégrales de
I"¢équation (33), liées entre elles par la relation

P 9Q IR o
O y 90 Jde T

(4r)

Il est clair que pour qu’une surface X soit onde d’ordre 2 pour les
fonctions %, 7, G, il faut qu’elle soit onde d’ordre (2 + 1) pour 'une
au moins des fonctions @, P, Q, R et d'ordre égal ou supéricur
a (n -+ 1) pour les autres. Dol la conclusion suivante :

Une surface X ne peul éire onde d’ordre n(nzZz2) par rapport aux
Jonctions £, 1, Ly que si elle est immobile dans Uespace des a, b, c.
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Dailleurs, d’aprés ce que nous avons vu, une onde d’ordre
n(nz3) par rapport i I'une des fonctions @, P, Q, R est aussi d’ordre

au moins égal & n par rapport i sa dérivée par rapport a £: %Z’ %_P[_’
J0Q oR '
do¢’ 9t

D’autre part, les ¢galités (40) nous donnent

_d5_ 0 QR
T 0t T Qadt " dcot  dbot

(i) , 00 _ 00 OR o
! =0t T 0bot T dadi T dcor’

o 08 _ 00 . PP #Q
VT 0L T dedd. 0bde . dadt

u

Nous voyons alors que toute onde d’ordre n (nZ 2) pour les fonctions
I3 , C est, en genéral, onde d’ordre n pour les composantes u, ¢, w de
la vitesse.

En revanche, elle est, en genérat, onde d’ordre (n — 1) pour les deéri-
vées partielles de C, v, C, par rapport @ a, b, ¢, partant, selon les

e¢galités (8), pour les quantités Ny, N, N,, Ty, T,, T..

En résumé, si I’ on considére les petits mouvements d’un miliew vitreux,
affecté de viscosité, tres peu écarté de 'état initial et soumis aux condi-
tions imaginées par M. 0.-E. Meyer, ces petils moupements peuyent pre-
senter des ondes. Ces ondes, d’ordre n (n?2 2) pour les composantes u, v,
w de la vitesse, sont en général d’ordre (n — 1) pour les quantités N;, T;.
Pendant toute la durée du mouvement, elles séparent les mémes masses
malérielles.

et g
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CHAPITRE IL

DE LA PROPAGATION DES ONDES DANS LES MILIEUX VITREUN
TRES PEU DEFORMES (1).

I. — Des ondes du second ordre en «, v, v, dans un milieu vitreux trés
peu écarté de l'état initial, animé de mouvements trés petits et conduc-
teur de la chaleur.

Le théoreme précédent est soumis i certaines restrictions, celles-1a
mémes qui définissent le probleme de M. O, Meyer. Nous allons le
généraliser en nous servant, pour le démontrer, non plus des formules
que renferme le paragraphe 4 du Chapitre I, mais des formules qui
ont ¢¢ données aux trois premicrs paragraphes du méme Chapitre.

Considérons, dans Pespace des «, b, ¢, une surface fixe ou variable X
qui soit onde "ordre v pour £, 1, C. Cette surface sépare Pespace en
deux régions 1 el 25 la normale, menée de la région 1 larégion 2,
fait avee les axes de coordonnées des angles (, m, n.

Du coté 1 de la surface X, les fonctions £, 7, Cadmettent les déter-
minations analytiques &,, 7,, {5 du coté 2, elles admettent les déter-
minations analytiques €45 1a» Coe Posons

(43) &—&=F, Ny — 1y, Ly—Z = .

Toutes les deérivées partielles de F, G, I, par rapport i «, b, ¢, ¢,
jusqu’a Vordre (v —1) inclusivement, sannulent sur la surface X. 11
n’en est pas de méme des dérivées d’ordre v. Selon les lemmes de
M. Hadamard (Vo nos Recherches sur UHydrodynamique, ' série,

»
.

2¢ Partie, Chapitre 1I, § 5), il existe un vecteur &, ¢, ge, défini en

(1) Swr es ondes au sein d'un milicw vitrens affecté de vescosité et trés pew déformd
Compies rendus, . CXXXVI, 23 mars 1903, p. 733 ).
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(@8]
O
-

chaque point de la surface %, tel que I'on ait

da? Qb7 ¢t L’
J"G .

dar obigcr o
o0'H

da? Jb1 Jer O

¢ In .2
= (— ) miny,
(— -)E)Sll’m’ln"g’, (p4+q-+r-+s=v),

= (= D) P mInrIe,

9% étant la vitesse de propagation de Ponde dans Uespace des @, b, c.
Supposons, tout d’abord,

(45) R

Dans ce cas, 'onde est immobile dans I'espace des @, b, ¢; dans I'es-
pace des x, y, 5, elle sépare sans cesse les deux memes portions du
milieu.

Les égalités (44) nous montrent que les seules dérivées d’ordre v
de F, G, H qui ne s’annulent pas sur la surface X sont celles qui n’im-
pliquent aucune dérivation par rapport a ¢. Observons que

0E 00 a

(46) T Yk — Tk O r)—z,

el nous parviendrons a la proposition suivante :

Si une onde X separe constamment les deux mémes portions du miliew et
st elle est d’ordre v par rapport aux composantes £, 1, { du deplacement,
elle est aw moins d’ordre v par rapport auwx composantes u, ¢, & de la
vilesse.

St, aw contraire, 'onde X se propage auw sein du miliew de telle sorie
qielle n’en sépare pas toujours les deux mémes parties, et si cetle onde
est d’ordre v par rapport aux composantes £, 0,  du déplacement, elle
est d’ordre (v — 1) par rapport aux composantes u, ¢, v de la vitesse.

L’équation de continuité [ 1 Partie, égalité (22)]

p M == pq,

jointe & Pexpression de w [17¢ Partie, ¢galité (4 bis)], nous montre
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que toute surface X qui est onde d’ordre v pour &, 7, { est onde
d’ordre (v — 1) pour @ et pour p. D’ott la proposition suivante :

St une onde se propage dans le milieu de telle sorte qi’elle n’en sépare
pas sans cesse les deux mémes parties, celle onde est du méme ordre pour
la densite p et pour les composantes u, ¢, & de la vitesse ; si, au contraire,
elle sépare sans cesse les deux mémes parties du milieu, son ordre pour
les composantes u, ¢, v de la vitesse surpasse au moins d’une unité son
ordre pour la densite p.

Ces énoncés, entiérement généraux, ne supposent nullement qu’il
s’agisse d’un milieu vitreux tres peu écar(é de son ¢tat initial. 11 n’en
est plus de méme de ce qui va suivre.

Selon I'égalité (27), qui peut s’écrire

f—

(27 bis) I T do(T) (o o0 dw

700 Pl PR T \da T 90 T e
L L T

""‘“)(:ﬁ?* ai 77)

I'ordre de 'onde X sera, par rapport & T, supérieur an moins d’une
unité a 'ordre de cette onde par rapport i w, ¢, w, pourvu que 'on
suppose différent de o le coefficient de conductibilite k('T).

Commencons par examiner qguelles sont les ondes du second ordre par
rapport a u, v, w qui peuvent persister dans un miliew vitreux (res peu
écarté de Uctat inuial.

Posons

(47) ty— tiy= U, o=y == Y, 1y — = W

Il existera, en chaque point de la surface X, un veclteur ©, ©, @ tel
que

{ 2
7)_/7"_;)_%”—[;})’(,’—__05 = (— DO )P mInr 0,
(48) ——-—L = (— D) Pt n"Q, (p-+q-+r--s=a),
dar )b dc" 9t
*W

Jar ObT der 0T = (— o) rming,
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Moyennant ces égalités (48), et en observant que la surface = est
au moins onde du troisitme ordre pour la température T, les éga-

lités (r9) nous donnent

0(Tza— Tzy) + d(Tys— Ty1)

(Vo — V1)
de

Jda a6
== A+ ) (O +mO +n®) —poO,
O(Tsa — Tay) d (Vya~= Vy1) 9 (Tza — Ta1)
(49) . e - db - Jc
== (L) (1O 4+ mOQ 4+ n®@)ym — 9,
d(ty2—7y1) __ O(Ter— Ta) + J (V32— vay)
Jda ’ 0b dc

== (A ) (O + mQ - n@W)n — p@

Les quantités

SE__ du 2?n e ¢ ow
o~ o’ o o’ a0t

varient d’une maniére continue en traversant la surface X.

Si 96 est différent de o, 'onde considérée est du troisiéme ovdre
en £, 7, {; si ot est égal & o, elle peut étre seulement du second ordre
en &, v, {5 dans un cas comme dans l'autre, les quantités

x/ -+ Xa’ Y/,' -+ Yr!, Zi -+ Ze

varient d’'une maniére continue au travers de la surface X.

Supposons d’abord 5¢ différent de o.
La surface X est alors onde du troisieme ordre par rapport a §, v,

¢; les formules (8) nous montrent qu’elle est onde du second ordre

par rapport aux quantités
Ta‘a Ty: T:.-

Des lors, les égalités (20) nous enseignent que I'on a, en tout point
50

Ann. Fe. Norm., (8), XXI. — Ocropre 1904.
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de la surface X,

00 =vi) | (e Ta) (5 )

e A P/ oe Y
. 0Tz — 7)) D (Vys— Vy) O( Ty — Ta1)
. /] M= ~ ol - B . L2 . e
(20 bis) Ja } h Jo = 0,
’ /_)_(_:}n””' ‘vl ) ()_(_1:_:'2 — Ty ) ~ ()(‘le :}:71“ O
Jda b de

ou bien, en vertu des égalités (49),

( (2t ) (1O Q= n @) - 1O <o,
(H0) (R ) (L0 Y @y me - o,
(At 12) (LO 4O - n @) -1 Q= o.

Mualtiplions respectivement ces égalités par 4, m, n el ajoutons
membre & membre les résultats obtenus; nous (rouvons

(2= o) (L Q- n ) - o
ou bien, en vertu de fa derniere inégalité (35),
O Q4 np = o,
Ce résultat, reporté dans les cgalités (Ho ), donne
2O 0, AN A 0
ou bien, en vertu de Ta seconde inégalite (35),
) =z oo, ¢z oo, W == 0.

Ainsi, un miiew vitrenx trés peuw cearté de Uétat initial el affecte de
viscosilé ne peul presenter aucune onde, du second ordre par rapport awx
vitesses, qui ne separerail pas constamment les dewx mémes masses malc-
rielles.

On remarquera que la démonstration de cette proposition suppose
Pemploi des inégalités (35); cetie proposition pourrait donc étre en
défaut si le miliew dlact dénud de viscosité.
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Supposons maintenant
(45) 2% =o.

La surface X pourra alors étre onde du second ordre par rapport a %,
7, .

Gardons les notations (43). En chaque point de la surface X, il
existera un vecteur &, ¢, Je tel que

[ J*F

—— = (Pt ry
dar Qb ge” e
0% (G .
(51) \ Jar onT I == {Pmin (p+q-+r=2).
81|

T =0Ty Tt

L dar dbrder

Moyennant ces égalités, les égalités (8) donnent, en tout point de
la surface X,

O Nee = Na) | 0Ty —=Tz1) | 9(Tyo—Ty))
da b ’ dc
=— (A +M)({F4-mG+ i)l —M7,

J ( T::z"‘"‘ Tzl) 0 ( N,»“l - N,H ) d( sz - T.N)
(52) Ja  *© a0 + Je
= (A 4+M)({F+m ¢+ ndC)ym — Mg,
ATy —=Ty)  O0(Tar—Tar) | d(Nea—Niy)
da - b - de
e (A M) ({F 4= m 4 nF)n — M3,

D’autre part, les égalités (20) nous enseignent que P'on a, en tout
point de la surface X,

O (Naa Vo= Ny i—Vir1) + D(Toyt+75—T5—1731) + O(Tyy+7ya—Ty1—7y1) _
dJda ob de -

()(Ny2+ v;)'2—'1\7_)‘1_"1;)'1) 4+ ()(']1r2+7x2'—T:cl
da db dc

I(Tyot-1y9—Tys —Ty1) - QT oyt Tao—Tz1—Ta1) 4 O(N,o4+Vo—Noy —vi) _
da Jb de -

0,

w)
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ou bien, en vertu des égalités (49) et (52),

s’ (A 4=M)(IF + 4+ nI) L +-MF +- (% =+ ) ({0~ mQ =)l 11O =0,
(33) ¢ (A+M) (T ~4- mG~+ nIC)ym 4-MG (k4 12) (L0 4 mQ + 1) m -9 ==o0,
| (A== M) (IF = mG 4= nF)n = MIC 4 (4~ ) ({O 4 O - @) .~ p§ —=o.

Ces ¢équations déterminent 7, ¢, 3¢ lorsque P'on se donne ©, v, ® ou
inversement.

On les résout élégamment de la maniére suivante :

Multiplions-les respectivement par /, m, n et ajoutons membre i
membre les résultats obtenus; nous trouvons I’égalité

(54) (A 4+ aM) (LT 4= m (= n3C) 4 (h— 2) (LO = mQ == W) =0

qui, reportée dans les égalités (146), donne

| 7 = <A ;'-[- . /< “: :1;] —- :\&; £y >(“'> e Q) = ) — "WU

o . A--M %+ 2p kot o , . , [
(55) G o= M AceaM T M ) (1O - mQ -+ ngp) — M ),
IC ( !}‘l\; L T 2,[;] )—*MUJ« n ) (LO 4+ mQ - nW)— JI\‘/" W,

D’apres ce que nous avons vu au (-ouunouccrrmnt de ce paragraphe,
la surface X, onde du second ordre pour &, 7, {, sera onde du premier
ordre pour la densité . Si nous posons

(56) pr—p=R,
nous aurons, en tout point de londe X,

- orR oR JR
(57) oa i, o mi, Je = na.

Iégalité (22), jointe aux égalités (43), (51), (56) et (57), donne
(58) R ;:——-—pa(lj - m (G - nIC)
- ou bien, en vertu de I'égalité (54),

A= o

(59) =P AT *_—-«-(ZU—}—-m’l)—f—ulW)
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La surface X est onde du troisitme ordre par rapporti T; si on

différentie successivement I'¢galilé (27 bis) par rapport 4 @, b, ¢, on
en tire, en tout point de la surface %, les égalités

da - 00 + de
(60) } (T ) [()2('1‘._,——'1‘,) . ()2(’.[‘2—’1‘1)+()?(’1‘2—'1’1)]

T dg(T) 0 (U 9V oW
POE ~aT  9a e

Ja 0 T 0 =0

Il existera d’ailleurs, en chaque point de la surface X, une gran-
deur @ telle que

3 ry _71
(T, ]'1)—: rmin"g (p+qg+r=3).

(61) dar Ob7 ger

Moyennant ces égalités ot les égalités (48), les égalités (6o) don-
neront sans peine
po T dy (T(

62 G — T
(62) &(T) B T

(L) 4+ mQ - ),

Ainsi, au sein d’un miliew vitreuzx, affecté de viscosite, bon conducteur
el peu éearté de Uétat initial, il peut se produire des ondes du second ordre
par rapport aux composanles u, ¢, w de la vitesse. Ces ondes separent
constamment les mémes parties du miliew. Elles sont du premier ordre
pour les quantités N, N,, N, T,, T, T, et pour la densite g; clles sont,
au contraire, du troisiéme ordre pour la temperature T.

Par des méthodes semblables a celles qui ont été employées en la
deuxiéme Partie de nos Recherches sur I Hydrodynamique, ce théoreme
peut se généraliser et devenir le suivant :

Au sein d’un tel milieu, on peut observer des ondes d’ordre v(v Z 2) par
rapport aux composantes u, ¢, w de la vitesse. Ces ondes séparent con-
stamment les mémes parties du milicu. Elles sont d’ordre (v — 1) pour les
quantités N, N,, N, T, T,, T et pour la densité p; elles sont, au con-
traire, d’ordre (v + 1) pour la température T.
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II. — Des ondes du premier ordre en «, ¢, v, dans un milieu vitreux,
trés peu écarté de 1'état initial, animé de mouvements trés petits et
bon conducteur de la chaleur.

La méthode que nous venons d’employer ne s'applique pas aux
ondes qui seraient du premicr ordre par rapport aux composantes u,
¢, w de lavitesse. Dans ce cas, en ellel, la condition qui permet, en la
premicre Partic de ces Recherches, de passer de Pégalite (78) a I'éga-
[ité (79), n'est plus veérifice aux divers points de Ponde; on ne peut
done plus éerive, en général, les équations (82) de la premiere Partie,
ni, partant, les équations (20) de la seconde Partie.

Soient S la surface onde a Pinstant ¢, dans Pespace de a2, v, 5, ela,
B, v les cosinus directeurs de Ta normale menée de la région 1 vers la
région 2. Par un raisonnement semblable & celut que nous avons dé-
veloppé en nos Recherches sur Ullydrodynamigue, 1v¢ série, 2¢ Partic,
Chapitre 11, § 1, nous montrerons que lon doil avoir, en tout point de
la surface S et a lowt instant,

(Ngg=—= Ny ) ot == (T3, Tzy) (3 e (Tyy— Tyy) 7

A (Vap =V ) %A (Tay —Toy )3 (Tye Ty )7 22 0y
(Toy—T5 )t == (Nyg—Nyy) 5 4 (Tao — Tiy) 7

= (Tae —Ta ) (Vye ==V ) B (Tay - Ta )70,
(Tyf."" Tyx) & -t (TJ:;’"— r-rwx )5 -+ (N:‘L o ‘\:1) 7

)
-t~ (TJ‘_: — Ty ) 7 ot (T;“ = Tet ) {3 -}~ (’J:! me Yy )/ Q.

(63

Cette condition est générale. Au sein d’'un milicu tres peu écarté de
I"¢tat initial, clle peut étre remplacée par la suivante :

On «a, en tout point de la surface X el a toul instant,

{ (Nug —= Nog ) L= (Tog — Ty yme = Ty =Ty ) 0

(Vg = Vo ) L (Tey o Toy YA (T — Ty )0,

(Tze — Va1 ) {4 (Nyg— Ny ) m A= (Tyy—To )
A (Toy —Toy ) LA (Vg =~ Yoy ) DA (T = Ty ) L2 O,

(Tyy — Ty1 V4 (Tuz—Tg) m2 4 (Ngy— Nzy) 2

= (Tyy = Tyy ) LA (Topr — Tg ) 12~ (Y5p — Vg ) == 0L

(61) /
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[’onde est du premier ordre par rapport aux composantes u, ¢, w de

fa vitesse; des lors, si'on conserve les notations (47), il existera, en
chaque point de la surface X, un vecteur 0, ©, @ tel que

oU - JU Ju
< —v o 2 —
Ta [0, Jb =mu, or =nv,
. A% 4 ,
(6})) ?)_f; = l’\‘), '(()—/) :/H,\(), %‘? :/LKQ),
A% )W
‘ —()Zz— iy l'&@, (—()T': l)?,'@), d()Lj:/lkv).

L'onde est, d’ailleurs, du second ordre par rapporta la tempéra-
ture Ts les ¢galités (rg) et (65) donnent done

[ (Vaa = V) {+ (Taa—7Tz) M~ Ty — Ty ) 12
= (A ) (L0 009 - ) L — 0,
(Toa— 7T21) L= (Vya—vy1) M= (Tia— Ty ) 1

(66) 5 . ‘
S (A=) (LO = mQ 4= n )y m — .0,

(ty2== Ty ) L+ (Typa— Ty ) M2 = (Voa— vz ) 22
= (A ) (LY 4 mQ + ) no— Q.

Supposons, tout d’abord, que ot soit différent de o; 'onde du premier
ordre par rapport & «, ¢, w sera du second ordre par rapporta RS
selon les ¢galités (8), elle sera du premier ordre parrapport & Ny, N,

N;, T, T,, T;; les égalités (64) deviendront

(Var— Y ) L+ (Top — T5y )+ (Typa — Ty ) R =0,
(64 Lis) (Toa — Tay ) L4 (Vya— Yy1) M+ (T — T ) L =0,

(Tya—Ty1) {4+ (Top— Ty ) M A= (Va2 — V5 ) R =0
ou, selon les égalités (66),

A+p)({O4+mO+nW)l +p0 =o,
(50) S (A=) LY+ mY @) m A Y =0,
(A-+p) (O 4+ mQ+nWW)n 4+ pW=o0.

Nous avons vu que ces équations n’admettaient d’autre solution que

Y=o, Y=o, $¥ = o.
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Done, au sein d’un milicu vitreux, doué de viscosite, trés peu cearte de
{élat initial, on ne peut observer aucune onde du premier ordre par rap-
port a la vitesse, qui se propage de maniére « ne pas séparer constan-
ment les mémes portions du milieu.

Supposons maintenant
JG == 0.

N

I’onde du premier ordre par rapport & «, ¢, ¢ serait aussi du premier
ordre par rapport a &, 7, {5 dés lors, en gardant les notations (43), il
existerait, en tout point de la surface X, un vecteur 7, ¢, 3¢ tel que

o oF oF e
-’)—((-' __[,.’F, (—)7).,,,111,39, nga 72,5),
_ (3 G L
- JALESIE e (g — =
(67) Jda 1, an =M ge o
Jll oll ol
e = [TFC —_— = e e g,
dee L, o " ¢ g ¢

Ces égalités, jointes aux ¢galités (8), donnent

[ (Ngy=—Ngg) L+ (Toy — Tz ) m - (’l‘y:' o T_n) n
= (A+=M)Y (T 4 mG - nI) —MF,

(68" (Toy =Ty Y4 ( '\yz"" Nyi) m = (Tyy— T.m) 7
) (A MY(UT = m - nTC)y m — MG,

(Ty‘z - Ta‘l ) [+ (sz - T.ﬂ) m—- (sz - Nzl ) n
i (A M) ([F 4 m G 4 nJC)y n —MIC.

En vertu des égalités (66) et (68), les égalités (64) deviennent

I (A+M)(UT - m§ +nd)l +~MF
A (A A+p)LO4+mQ+n®W)l +p. O =o,
(A +=M)(UF -=m§ 4+ ndG) m-+MG
A (A )OO +mQ +n®)m - Q =o,

(A +M)(UF +m§ +nIYyn -+ MR
Ve (A ) (O 4+ mQ 4=n@)yn . == o.

(53)



RECHERCHES SUR L'ELASTICITE. fot

—

o
Comme nous l'avons vu, ces égalités entrainent les égalités (54)
et (55). '
L’égalité (22) nous donne, en chaque point de la surface £,

Pr= Pi=" P\ 5z ()b_r—g)c

ou bien, en vertu des égalités (67),

pz—plz—po(ld’(—i—mg—|—nJC)
. o TraTies [
ou enfin, en vertu de I’égalité (54),

2o . .
(69) PL— P1= poﬂ—%(h)-kmv-q—n@).

La surface X est onde du second ordre pour la température T; il
existe donc une grandeur & telle que, sur la surface X,

" )2 (Ty— T .
(7o) W:ZI’OV/L’G (p+qg+r=2).

Moyennant les égalités (65) et (70), 'égalité (27 bis) donne

(62) T=— Tf‘]’_) ll ‘l‘*’{‘/,i;"‘—) (L0 + m¥ + n).

Done, au seirn d’un miliew vitrewx, affecté de viscosite, bon conducteur
de la chaleur et écarté de l'etat initial, on peut observer une onde du pre-
mier ordre par rapport aux composantes u, ¢, w de la vitesse. Une telle
onde sépare toujours les mémes portions du milieu. Elle est surface de
discontinuité pour les quantitésN,, N,, N,, Ty, T,, T; et pour la densité o;
au contraire, elle est onde du second ordre pour la temperature T.

III. — Des ondes dans un milieu vitreux, dénué de viscosité, trés peu
écarté de l'état initial et animé de mouvements trés petits.

Tout ce qui précede suppose essentiellement, comme nous I'avons
indiqué, que le milieu est doué de viscosité; notre analyse devient

~illégitime si les coefficients X et (. sont égaux a o.
Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — OCToBRE 190. oI



4o, P. DUMEM.

La propagation des ondes dans un milicu vitreux, peu écarté de
I'état initial et doué de viscosité obéit & des lois bien connues depuis
Poisson et Cauchy; les méthodes suivies pour établir ces lois supposent,
en général, que la température est uniforme et que les actions exercées
sur les divers ¢léments du milieu sont nulles; il importe de se débar-
rasser de ces restrictions; ¢’est ce que nous allons faire par analyse
suivante :

Supposons que la surface X soitune onde du second ordre pour les
fonctions &, 7, ¢, partant, selon les égalités (8), du premier ordre pour
les grandeurs Ny, N, N, T,, T,, T;. Les quantités ¢,, ¢, 95, Ty Ty, T2
¢tant nulles, les égalités (20) donneront, en tout point de l'onde,

[ O(Nas— Nay) O(Toy—T2) . (2 (Tu'“ T.ﬂ) N

’)2(EQ~ E1>

da - 90 Jo _ o =0,
Sy )T Ty 0Ny = Ny 0T = Tu) 0 m—y)
(/ l) dee + )b - "“““();H—« “t= Dy - ()/_’- - 1220,
d(Ty - Ty ) 'l’,,...»:;ii";! B J(Nzo-— Nz ) L D (Cy—C)
()/Z b ! Je o g7 =2 0.

Conservons les notations (43). 11 existera, en chaque point de la
surface X, un vecteur 7, ¢, 3¢ tel que

J*F .
. - v (e DONSIP Y N T
da? Qb der It ( P rmt g,
0% (x e P
(72) P b O (== DB)S P nt (P -t == 1 =5 2 2),
J*H

o e (e DG )P T "
dar Jbiderdes )

Selon I'égalité (27), onde est au moins du second ordre par rap-
port & la température T; dés lors, les égalités (8) et (72) nous donnent
les égalités (52); en vertu des égalités (52) et (72), les égalités (71)
deviennent

‘(A»i-M)(le-m(,' A4 nICY L A= (M — p, Do2) F =0,
(73) (A4+M) (LT 4= m( - n3C)y m - (M — py9062) ({ = o,
? (A -4+=M) (LT 4+ m( 4 niC) 4 (M — o M62) JC == 0.

Multiplions respectivement ces égalités par 4, m, n ct ajoutons-les
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membre & membre. Nous trouvons

(74) (A +2M — 0, 9%2) ({F +mG + n3t)=o,
Sinous n’avons pas

(75) IF+mG+ ndt=o,

nous devons avoir

(6) o=y /22t
, 2

et les égalités (73) donnent alors les relations
(77) 7=

qui expriment que I'onde propage une perturbation longitudinale.
Les égalités (56) et (57) peuvent étre conservées ici; elles donnent
encore I'égalité
R = —p, (LT ~+ ne( 4+ n3C).

D’ailleurs, Uonde étant au moins du second ordre par rapport i la
température, on peut écrire I'égalité (7o) qui, jointe aux égalités (72),
(76) et (27), donne

Car o T do(T) A+ aM 15 o e
(/8> ¢ == /.(']‘) ‘E AT p(, ( o +ln(] +n ).

Si nous avons
(75) lF4+m(G+ni=o,

'onde propage une perturbation transversale.

Les égalités (58) et (27), qui peuvent étre conservées ici, donnent
(79) N=o, C=o,
et nous enscignent que 1'onde est d’ordre supérieur au premier pour

la densité p et au second pour la température T.
.~ Enfin, les égalités (73) nous font connaitre la valeur de la vitesse
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de propagation

v /M
(80) 0o = o

En résumé, wun miliew vitreux, bon conducteur, pew écarté de l’¢tat
initial et dénué de viscosité peut propager deua sortes d’ondes qui soient
du second ordre par rapport aux composantes &, 1, { du déplacement et
du premier ordre par rapport aux composantes u, ¢, w de la vitesse.

Les premicres, qui sont du premier ordre par rapport a la densité et
du second ordre par rapport @ la temperature, propagent une perturbation
longitudinale avec la vitessse

I = \/M‘_?_M_
Po

Les secondes, qui sont d’ordre supérieur au premier pour la densité et
au second pour la température, propagent une perturbation transver-
sale ayec la vitesse

o6 =4 /M.

Po
Nous avons supposé¢ que onde considérée était du second ordre
en £, 7, (s elle est alors au moins du premier ordre enu, ¢, w; mais il
pourrait se faire qu’elle fit du premier ordre en «, ¢, w tout en étant
aussi du premier ordre en £, 7, {; pour cela, il suffivait que 'on et

(45) I = 0.
L’onde serait alors surface de discontinuité pour p et pour les six
quantités N,, N,, N, T,, T,, T,. Une raison semblable & celle qui a

fourni les égalités (64 ) exigerait que 'on ett, en tout point de I'onde,

(Nay—N) L+ (Tay — Tz )~ (Tyy— Ty, ) == 0,
(Tay —Tey) L+ (Nyy— Ny ) 110 - (T — T == 0,
(Tya—Tyy) Lot (Toy — Ty )+ (Nay — Ny ) 72 == o

En vertu des égalités (68), dont on peut reprendre ici les notations,
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ces égalités peuvent s’écrire

(A+M)({F+mQG+n3)l +~MF =o,
(A-+M)(IF+mG-+ni)ym+ MG =o,
(A +M)(UF +m@G +ni)n + M —=o.

Multiplions respectivement ces égalités par /, m, n et ajoutons-les
membre & membre, en tenant compte de la derniere inégalité (34);

nous trouvons )
[T +m@ -+ ni=o.

Si 'on reporte ce résultat dans les égalités précédentes, en tenant
compte de la seconde inégalité (34), on trouve

F == o, (=o, ¥} =o.

<

I’onde considérée ne saurait donc exister.

IV. — Des ondes dans un milieu vitreux, trés peu écarté de l'état initial,
animé de mouvements trés petits et mauvais conducteur de la chaleur.

Tout ce qui précede suppose I'emploi de I'équation (27 bis) ol
'on-admet que £(T) a une valeur positive. Si I'on suppose

(81) (T)=o,
cas auquel le miliew est mauvais conducteur de la chaleur, I’équation
(27 bis) se réduit a

(82)

IT T de,(T) (.(),“, 9 LI _,
°9t TE ~dat \oga 9D ac)“‘ ’

\

et 'analyse précédente tombe en défaut. Nous allons examiner les
modifications qu’il convient d’y apporter en vertu de I’égalité (81).

Considérons d’abord le cas d’une surface X, onde du premier ordre
par rapport aux composantes «, ¢, w de la vitesse; les égalités (47)
¢t (65), que 'on peut conserver dans ce cas, montrent que I'on a, en
tout point de la surface X,

ou oV oW

e L 4 T = +mQ + 1,
Ja - b Je + mX

(83)
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La surface £ peut-elle étre, pour la température T, onde du premier
ordre ou d’ordre supérieur au premier? Dans ce cas, il doit exister,
en tout point de la surface X, une grandeur @, finie si I'onde est du
premicrordre, nulle si elle est d’ordre supérieur au premier, telle que
I'on ait

AT, —T))

()(T2 — Tl) e~ ’)('1‘2— T:) R

30 = mé, “ga = 1,
()(']‘2——'.[‘,)_“1 o
g =%

=&
Jet ’

(84)

En vertu des égalités (47), (83) et (84), I'égalité (82) donne, en
tout point de la surface X,
rr {[{Pl(rl\)

Be ~dr (L) mQ 4+ ng).

(85) ol —

Cette égalité donne pour @ une valeur acceptable si ot est différent
de o; elle est encore vérifice si 96 et ({0 -+ m© + nw) s’annulent en
méme temps; mais elle devient absurde si on a 5% = o sans que
(I +mo + n@) sTannule en méme temps.

Done, on peut admetire, en genéral, qu'une onde du premier ordre
par rapport aux composanles u, ¢, v de la vilesse est aussi onde au
moins du premier ordre par rapport a la température 'I'; mais, dans le
cas particulier ot l’on aurail

(45) [’}
sans avowr en méme temps
(86) (O +mQ+ ng =o,

la surface considérée serait surface de discontinuité pour la température.
Supposons maintenant que la surface X soit onde du second ordre
par rapport aux composantes «, ¢, w de lavitesse, et demandons-nous
sielle peut étre onde du premier ordre par rapport & la température T.
I’onde étant du second ordre par rapport aux composantes u«, ¢, w
de la vitesse, la quantité

du  dv | dw
da " 0b T dc
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varie d’une maniére continue lorsqu’on la traverse. Dés lors, les éga-
lités (82) et (84) donnent, en tout point de 'onde X,

IGE =o.

Si 9% est différent de o, @ est nul et 'onde est, par rapport & la tempé-
rature, d’ordre supérieur au premier. '

Donce, une onde du second ordre par rapport aux composantes u, ¢,
w de la vitesse est, en géneral, au moins du second ordre par rapport a
la température T; toutefors, si l'on a

(45) % =o,
l'onde peut n’étre que du premier ordre par rapport & la temperature.

Ces lemmes démontrés, proposons-nous de répondre & la question
suivante :

Un miliew vitreux, doué de viscosiié, tres pew écarté de Uétat initial,
armimé de mouvements res pelits et mauvais conducteur de la chaleur
peut-il presenter une onde persistante pour laquelle » differe de o?

Examinons d’abord le cas ou I'onde serait du premier ordre par
rapport & w«, ¢, w; elle serait au moins du premier ordre par rapport
a T; dés lors, les quantités N,, N, N,, T, T,, T, varieraient d’une
maniére continue au passage de cette onde, ce qui permettrait de
conserver les ¢quations (64 bis); les égalités (63) demeureraient
exactes et transformeraient les relations (64 bis) aux relations (50)
qui entrainent la non-existence de ’onde considérée.

Examinons maintenant le cas ou 'onde serait du second ordre par
rapport aux composanles «, v, w de la vitesse. Elle serait au moins
du second ordre par rapport a la température T. Elle resterait donc
onde du second ordre par rapport a

Ne Ny, Ny T T, T
ce qui permettrait d’écrire encore, en tout point de la surface Z, les
relations (20 bis); les égalités (49) y resteraient également vraies, en
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sorte qu’on retrouverait les relations (50) entrainant 'impossibilité
de I'onde étudiée.

Le résultat, démontré pour les ondes du second ordre par rapport
aux composantes u, ¢, w de lavitesse, s’¢tendrait sans peine aux ondes
d’ordre plus élevé, ce qui nous permettrait d’énoncer la proposition
suivante :

Il est impossible qu’une onde d’ordre v (v=1) par rapport aux com-
posantes u, ¢, w de la vitesse persiste aw sein d’un milieu vitreux, doué
de viscosite, maupars conducteur de la chaleur, trés pew éearte de l'élat
wnitial et animé de mouvements Lres petits, si celle onde ne sépare pas
constamment les deux mémes parties du miliew.

Examinons maintenant s’il peut, en un semblable milieu, se pro-
duire des ondes, du premier ordre par rapport aux composantes «, ¢,
w de la vitesse, pour lesquelles on ait

([15) Do 0.

En tout point d’une telle onde, on continuera d’écrire les équa-
tions (64).

L’onde peut étre surface de discontinuité pour la température T, en
sorte que (T, — T,) ne s’annule pas sur la surface X; mais on suppose
que le milieu est, & chaque instant, trés pen écarté de 1'état initial;
T,, T, diffcrent done trés peu de la température initiale et (T, —T,)
est une quantité tres petite du méme ordre que les écarts £, C

Les égalités (67) et (8) ne donnent plus alors les égalités (68);
mais, si on néglige les infiniment petits du second ordre, on est
simplement conduit & ajouter aux seconds membres des égalités (68)
les termes

— o T =

. 43l
L, (T
20T

. o ’l',' (rlx.
(Ty=—=Ty)m, ~-py "“%T‘“)

(rlv2__ rl‘l )”,
T ayant une valeur comprise entre T, et T,.

Si 'on néglige les infiniment petits du second ordre, les éga-
lités (66) demeurent inaltérées. On a donc, en tout point de la sur-
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face X, au lieu des égalités (53), les égalités

(A+M)(IF +m@G 4+ n3C)n +MF ~ Po ,k‘o—(’/,(l:w?('l‘ﬂ—'l‘.z)l
A+ (A A+ )OO 4+ mO+ @) -+ p0 =o,
(87) (A--MYUTF +mQ +nI)m+MG + Po dci;,i,T)(Tﬂ—'l‘,)m
+ (A + YO +=mO+ n®@)ym+pQ =o,
(A+M)(LF +~m{G +nT)n + MK+ Po d@(}&,l )(Te—Tl)n
(A A )OO+ m 4 @)+ p@ =o,

auxquelles les égalités (22) et (67) joignent Pégalite
(88) pa— p1 =—p, ({F +m( + n3C).

Multiplions les égalités (87) par {, m, n ct ajoutons membre &
membre les résultats obtenus; nous trouvons

(89) (A 4+ 2M)(LF +mG + n7e)
. o, (]
+ (A-F2p) (O +mQ + n) + p, 5_%(‘_]“) (Ty—T,)=o.

Cette relation (89) transforme I'¢galité (88) en
po oy (T)

A2 . . ,
((f)()) P2 — (1 :P()m‘fl&(lo +~me +'L7\Q)) -+ —/i_——{-——Q_M ———[ﬁ,———(fg— .[‘1)-

En méme temps, elle permet de résoudre les égalités (87) par rap-
port & F, ¢, e sous la forme

¢ = [(Aﬁlﬁ)fﬂ”) _};i”] (1O +mO+n@)l — F©
76 — '(Aﬁ‘(i{z}(—lﬁ;/") _?‘;H: (1O +mV +n@)/l——ﬁw

Ann. Ec. Norm., (3), XXI. — Oc10BRE 190]. 22
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Les égalités (go) et (g1) font connaitre, en chaque point de 'onde,
les valeurs de

~ 0

o 1(6 ’ 'F[C! r/‘.! - ,Ol
lorsqu’on connait les valeurs de
T): \'J, '@), Ti - Tl'

Ainsi, au sein d’un milieu vitreuzx, mauvais conducteur de la cha-
leur, doué de viscosité, tres peu cearté de U'élat initial et animé de mou-
vements trés pelits, il peut se produire une onde persistante, du premier
ordre par rapport aux vilesses. Une (lelle onde sépare constamment les
deux mémes portions du milieu. Elle est surface de discontinuité pour
les quantites N,, N, N;, Ty, Ty, T,y powr la densité o et pour la tempe-
rature T.

Peut-il exister une onde, du second ordre par rapport aux compo-
santes «, ¢, w de la vitesse, el pour laquelle on ait

Do =0

En chaque point d'une telle onde, on deyvra avoir

( O(Nga +Viey — Nyy — vy 4 O(Tz + Ta — Tz —14) o+ (_)_(:!‘n = Ty — Tyi—1y1)

Jda b de =9
O(Toy+ 15— Ty — Ty ) - ___’_y 2V "‘NJJ"‘"’»_Q -+ i)( Ty + Ty — Toy—Ta) _ o
' Jda b dc -
ATy, + Tyz ™ Tyi—ry) -+ DTy Ton— Ty — 721) -+ O(Ngg + vz — Noy — vyy) —o.
\ Jda Jdb de

L’onde considérée peut étre du premier ordre par rapport & @, en
sorte que, dans les ¢galités (84) @ peut étre différent de o; mais c’est
une quantité tres pctxt(, comme &, 7, {; les égalités (52) ne sontdonc
plus exactes; mais, si P'on néglige les infiniment petits du second
ordre, elles doivent étre remplacées par les égalités

Ney—Nyi)  O(To+" ) -+ O(Tya—Tyy)

da 0 // Jdc

' ( = (A M)([F + mGr n) [ —MF — g, flf?‘fr” el




RECHERCHES SUR L’ELASTICITE. 411
O(Ts—Ts)  d(Ny—Nyi) | 9(Taa—To)
oa - b - e

=— (A+M(UF+mG+nF)ym —MG—o,

! dT

do(T) Cm,

T, —Ty) D(Tee—T,) J(N., —N:)
T la Y7 - dc

\ :_(_\+I\'I)(lj+m(‘,’+/z.’}(’.)n—MZ}C-—p‘, 4T

do(T)

Gn.

Quant aux égalités (4¢), elles demeurent valables.
Des lors, les égalités (49), (92) et (93) donnent les relations

do, (T)

(A 4+-M)Y(UTF + mG +nH)l +-MF +p, — T &l
“+ (7 + PYULO 4 mQ 4+ n®)l 4+ po =o,
A - fa ) ) AT (0 dy, (T)
(o) / (A--M)UUTF +mG +nIC)ym + MG + p, — i em
H+ (L +=M)({V~+mV+n@)m 4+ ¢ —o,
(A +=M)(LF 4+ mG 4+ nI)n +M3IC +p, d—"%(lﬂ &G n
Vo (R - PO = QO 4+ n@)n + p W —o0.

A ces relations, il faut joindre la relation
(58) K=—p, (LF 4+ m § + n3C),

Si nous multiplions respectivement les égalités (94) par , m, n et
si nous ajoutons membre & membre les résultats obtenus, nous trou-
vons I'égalité

(95) (A~ 2M)Y(UF 4-m( + nIC)

—+- p(,fl—q)d‘-,i,—{—) G+ (24 2p)lO +mV +n®)=o.

In vertu de Pégalité (g5), la relation (563) devient

o hAop « ____p;-j JC‘DICT)
(96) A= gy (0 MY W) oy T &
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En outre, les égalités (94) deviennent

- (A4-M)R+2p)  24p7 0 0 P
tT == [—‘—’m—- -_— ——-Kim—-- (l'() = mQ) IL'(W)[ M C
JALM el oy
M(A =+ 2 M) M | PTar
o) (G = [L+%~z£?‘&;ll) At M ) (l(‘)—+— 17L1:)-+—/L1,K,’))/1L~——1{\:i'§")
97) { A+M , doy(T)
+ | M(A 2 M) M o= M
. (A +M)(2-+ap) A+ p’ . . 7 ‘ [
I == |_“—M(A 5 M) —~ M | (L 4+ mQ —+ nl‘(’))n——-ﬁl}p
A+M I | de(T)
[wasam e e

Les égalités (o6) et (97) déterminent, en chaque point de l'onde,
les valeurb de 4, ¢, 3¢, & lorsqu’on connait les valeurs de v, ©, @, @.

Ce que nous venons de dire touchant une onde du deuxitme
ordre par rapport aux composantes u, ¢, w de la vitesse s’¢lend sans
peine aux ondes d’ordre plus élevé. Nous pouvons done énoncer le
théoréme suivant :

Au sein d’un miliew vitreuz, affecté de viscosité, mauvars conducteur
de la chaleur, trés pew éearté de Uctat initial et animé de mouyements
trés petits, on peut observer des ondes persistantes d’ordre v (v Z 2) par
rapport aux composantes u, ¢, w de la vitesse. Une telle onde sépare sans
cesse les deux mémes portions du milieu. Elle est d’ordre (v — 1) pour
les quantités N, Ny, Ny, Ty, T, Ty, la densité g et la température T.

II nous reste & étudier la propagation des ondes au sein du milicu
supposé mauvais conducteur et dénuc de viscosité,

Considérons une onde du second ordre en %, 7, { et, partant, du
premier ordre en u, ¢, w.

Sclon I'égalité (85), ou nous supposons o different de o, Ponde
sera du premicr ordre par rapport & la température; d'ailleurs, en
vertu des égalités (72), Iégalite (85) devient
(98) &= o 40l

R T (LF 4= m( - nae).
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Les égalités (93) demeurent exactes, mais elles deviennent, en
vertu de l égalité (98),

d(N.‘ri_N.‘L‘l) + ()(T:‘z—Tzi) + ()(r-[‘_vz'_T;yl)

“da db dc
___‘ dqh(l) 7
— (A-}— 7 [ T +M¢(1T-+—1n ¢+ nit) —M7,
J(Tz—Tsz) O(Nyy— N.W ) O(Tay—Tsy)
da - db - Je
(99) 60T [do(T) T2 .
:—%A+]:T)Z __([T‘—...l +Ms-(l.T+m{,‘+nJ€)m—Mg’,

Jd(Ty,—Tyy) (T —Tay) J(Nz;—Nyy)
da - 0b + dc

| :_-;A-;- o [ doi(l) |'+ M [(1F - me G+ n3€) 1 — M.

En vertu de ces égalités et des égalités (72), les égalités (1) de-
viennent

§A—+— (;”_} d'('(,(l,“ L—i—lVIé(lj—i—m(,,'—knJC)l “t- (M~ py 952) F =o,

m - ” ~2 3 )
(100) gA»*— ril::)—zl- r(l’/cll(rl) —}—M%(lJ—+—m{,’+n.’1€)m—}—(M-—p0%2)g =o,
R ;A-I- E](i)‘(l dﬁoﬁ‘lfrj—) L-}-M%(lj—}-mg’—'r—nﬁ(i)n—}—(M—po%a)ﬂi_—:o.

Ces égalités (100) ne different des égalités (73) que par la substi-
po T [ o, (T)
Ec | a1
ticerons différeront seulement par cette substitution de celles que nous
avons développées & la fin du paragraphe précédent.

tution de A +

] 2 A; donc les conclusions que nous en

Un milieu vitreuzx, dénué de viscosité, maupais conducteur, tres peu
éeartd de [’clat initial et animé de mouyements trés petis peul propager
deux: sortes d’ondes qui sont du second ordre par rapport aux compo-
santes &, 1, C du déplacement et du premier ordre par rapport aux com-
posantes u, v, w de la vitesse.

Les premicres, qui sont du premier ordre pour la densité et la tempera-
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ture, propagent une perturbation longiludinale avec une vitesse
- P() rl\
(ro1) )G \/

Les secondes, qui sont d’ordre supérieur au premier pour la densité
et la température, propagent une perturbation transeersale avec lu
vilesse

(80) I = \/M .
o

..(lr‘?l(r‘v)"g




