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RECHERCHES SUR L’ELASTICITE.

Par M. P. DUHEM.

_ e

TROISIEME PARTIE.

LA STABILITE DES MILIEUX ELASTIQUES.

CHAPITRE I.

DES CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA STABILITE INITIALE
IYUN MILIEU ELASTIQUE.

I. — Sur les conditions suffisantes pour la stabilité initiale
d'un milieu quelconque.

[état initiel du milicu que nous nous proposons d’étudier est un
¢tal ot ce milicu, soumis uniquement & une pression extéricure nor-
male et uniforme 1, et porté en tous ses points & une méme tempéra-
ture Ty, se trouve en équilibre; il est alors homogéne et sa densité
est po. S'il est, en outre, isotrope, nous avons affaire & un milieu
vilrewr ; sinon, nous avons affaire & un milicu cristallise.

Supposons que ce milicu ait subi, par rapport a I’état initial que
nous venons de définir, une trés petite déformation; le point maté-
riel qui, dans état initial, avait pour coordonnées a, b, ¢, a4 mainte-
nant pour coordonnées @+ %, b1, ¢+, §, 0, C étant des quan-
tités infiniment petites. La déformation en chaque point est définie
par les six grandeurs

RN . 0n R
| C e e g = g6’
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[n=5+w * @i T=%



144 P. DUNEM.

Supposons, en méme temps, que la température T aux divers points
du milieu differe trés peu de T,.
Le milieu admettra un potentiel interne § qui pourra s’écrire

(2) F= [ D(T, ey €2, &, V15 Ya» 73) A

=fffPo‘D(T: €1y €2, €35 Y1» Y2y 7a) da db de.

Nous devrons, d’ailleurs, dans le développement de la fonction @,
nous arréter aux quantités infiniment petites du second ordre par
rapport a (T —Ty) et & ey, €2, €55 Y45 Yo Y-

Les égalités (45), (61) et (62) de la premiere Partie de nos fte-
cherches sur I Elasticité donnent, en tout point du milieu,

J0 : Jo . o
‘N“*—P%‘;’ Nr=—piy  Neo—ng

(3) - o - od - ob
Iy —=—op ———()}/l » Iy =—p, -——~—-()_/', » == p, (-)/_, .

Cherchons quelle est la pression IU qui, & la température T, main-
tiendrait Ie milicu en ¢quilibre sous la densité p,, et désignons par
— 009:(py, T) cette pression. Nous devrions avoir, pour

EI -_ 82 — E;’ — '/l pusnd '/2 == 73 — (_),
05 L L
z)-—s—l ] DTE; — ;);:‘;’
0o=9% _ 90 _ 9%
T 0y Oy, dy,

<P1(Po; T) =

Nous voyons alors que ® peut s’écrire
(4) ®=0y(pos T) +91(po> T) (&1 + &2+ &5) + 02(py, T, &1, &3, &3, T1r V2 1s)s

o, étant une forme quadratique en e, ¢,, &5, Y,, Y2, Ya-

Si le milieu est limité par une surface dontles divers points sont
immobiles et st ses diverses masses é¢lémentaires sont soustraites i
action de toute force extérieure, le systtme admet un potentiel total
qui se confond avec le potentiel interne (2). Si, au contraire, la sur-
face qui limite Ie milieu est totalement ou particllement déformable,
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ctsi la partic déformable de cette surface est soumise 4 la pression
normale, uniforme et constante T, le potentiel (otal s'obtiendra en
ajoutantau potentiel interne #, donné par 'égalite (2), le produitIl, V
de la pression I, par le volume total V du systéme.

Supposons, en particulier, que la température du milieu soit main-
tenue constamment égale & la température initiale T,. Si la surface
limite est maintenue umnolnlu, le potentiel total a pour valeur, selon
les egalités (2) et (4),

(5) Q= ///r[(( Ty) - %1 (oo To) (&5 4 &0 - &)
Il (Dm Ty, &1, 45 &3, 71s 720 /;)Id(cd/) de.

Si- la surface limite est totalement ou partielleraent déformable et
si la portion déformable supporte la pression normale, uniforme et
conslante I, le potentiel total a pour expression

o~
Ow

(6) MV / / /"J"I Dolpoy Ty) - @1 (py, To) (& -1 €5 -1- €5)

= Wy (pos Loy €15 &35 €35 71y Y2y 73)] dadb de.

La pression I, est, d"ailleurs, lice & la densité g, et i la tempéra-
ture T, par la relation

(7) H, - PO'{’l(P()7'I1(i)’

I¢tade de Pélasticité se limite d celle des milieux doués des pro-
pri¢tés que nous allons définir :

St l'on maintient inpariable la température initiale dw systéme; si Uon
maintient immobile (oute la surface qui limite le milien ou seulement une
partie de cetle surfuce; si enfin, la partic déformable de cetie surface,
lorsqu’elle existe, supporte une pression normale et uniforme constam-
ment égale @ la pression initiale ;

L’état initial du milicw est toujours un dtat d’équilibre stable.

La recherche des conditions qui sont nécessaires et suffisantes
pour qu'une telle stabilité soit assurée se présente comme un des pro-
blemes essentiels en la théorie de Uélasticité. Elle définit avee préci-
sion les propriétés physiques des milieux qui sont I'objet de cette
théorie.

Ann. Fie. Norm., (3), XXIl. — Avein 1905, 19
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Le criterium bien connu de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet nous
indique dans quelle voie se peuvent découvrir les conditions suffi-
sanles :

Pour que la stabilité requise soit assurce, il suffit que I élat initial Jasse
prendre auw potentiel tolal une valeur minimum parme teutes celles que
sont compatibles avec les restrictions prescriles.

On voit alors qu’il est nécessaire, en premier licu, de donner les
relations qui expriment ces restrictions.

Ces relations sont bien aisées & ¢éerire en toul point de la surface
limite que I'on suppose immobile ; elles se réduisent &

(8) é - 0, 7 7=0, 'g il § 8

Le probléme de minimum ainsi posé présente des difficultés qui
paraissent insurmontables.

Il existe toutefois un cas particulier ot la solution de ce probleme
devient trés aisée; ¢’est celui ol Oétat indtial de milicw est Uéral déqui-
libre pris, a la temperature Ty, sous wune pression 11, égale a o. Un (el
état d’¢quilibre est concevable pour les solides et Tes ligquides; il ne
est point pour les gaz, qui sonl ainsi exclus de notre ¢ludes; mais
cetle exclusion n’oflre aucun inconvénient, car, pour les fluides, le
probleme qui nous occupe a ¢1¢ résolu d’une maniere complite.

La fonction qui doit étre minimum dans I'état initial, moyennant
les conditions prescrites, est alors la fonction Q donnée par I'éga-
lite (5).

Pour que cetle fonction soit minimwm dans un élat initial oa le sys-
téme est soumis a une pression nulle, il faut et il suffit que la forme qua-
dratique

@3 (por To, €15 &4, &3, 71 7o 73)
en
€y B2 &3 Y1y Yo Y

sotl une Jorme définie positive, toutes les fols que o4, Ty verifient la
relation

(9) 0y (o, Ty) =o0.
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Comme la sulfisance de cette condition est ¢vidente, nous allons
prouver seulement qu’elle est nécessaire.
Les égalités (5) et () permettent d’écrire

(10) Q=

- [//Po’,%({«n Ty) da db dc

"}‘///PUC,%(PU: Ty, &1, 29, €35 Y1, 72> ) dadb de.

Au seccond membre, le premier terme demeuare invariable en tout
déplacementvirtuel imposé au systemes; le second, nul en I'état initial,
doit ¢tre positif en tout autre ¢tat voisin.

A partiv de Pétat initial, nous pouvons donner au milicu un dépla-
cement infiniment petit défing par les formules

s Eom a4y b+ gy,
(rr1)

M (g (= gy O = dyy

oty @ty b -4 gy,
ol les a;; sont neuf constantes arbitraires. Nous aurons alors

=™ €y == Uy,

(12)

g €y T Uy, €,
( .

71 (g =l Clyy, Yoo g - gy, 73 = oy = Qg

et il est elair que Ton peut disposer des neaf arbitraires a;; de telle
sorte que les six quantités €, €y, &, Yy, Yar Y3 prennent des valeurs,
indépendantes de «, b, ¢, choisies comme 'on voudra. Si nous dési-

gnons alors par
M = ///p(, da db de

la masse totale du milicu considéré, au sccond membre de 'éga-
lité (10), le second terme deviendra

Mf?z((‘u’ Ty, &1y €2, €35 715 72 73)'

Pour que ce terme soit positif en tout état voisin de I’état initial,

il faut et il suffit que Uinégalité

(13) @3 (Pos To, €15 €35 €35 V1> 725 73) >> 0
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soit vérifiée pour tout ensemble de valeurs non nulles de
€1y Cay &3y, Y15 Y2y Vs
et pour tout couple de valeurs de p,, T, qui vérifie Pégalité (o).
En vertu du théoréme d’Euler sur les fonctions homogenes, I'iné-
galité (13) peut encore s’écrire, en tenant compte de I'égalite (4),

—— > 0.

a0 I o o ad 0P )(2) -
(14) <?)E€1+;)—6;82+ '()—5383+ ()—7—1/1+()72}/2+ 075 3

Dans cette inégalité (14), (2) représente un carré symbolique ol
Pon doit faire
<()(I)>(2) . 0*® <()([) c)([)> _ 02 P

e, T 0’ ¢, g, ) 0ey dey”

tandis que
e =i, (e165) =y,

L’inégalité (13), ou I'inégalité (14), éerite pour tout couple de
valeurs de p,, T, qui vérifie 'égalité (), nous assure que I'état initial
du systeme est stable dans les conditions preseriles, si cet élat initial
estl’état d’équilibre que prend le milicu porté i la température T, et
soumis & une pression nulle.

Supposons maintenant que Uinégalité (13), ou Uincgalité (14 ), soit
vraie pour tout couple de valeurs de p,, T,. Pourrons-nous aflirmer q.ue,
Iétat initial du milieu étant Pétat d’équilibre pris & une température
quelconque T, et sous une pression quelcongue 11, cet état demeure
stable dans les conditions prescrites ?

Nous pourrons affirmer que la quantité Q donnée par 'égalité (5)
est minimum dans D'état initial.

L’état iniial sera donc sirement un étar d’équilibre stable si on
maintient inariable la température et immobile la surface qui limite le
milicu.

Mais il ne parait pas que nous puissions rien affirmer touchant la
quantité Q donnée par 'égalité (6). Nous ne poupons donc assurer la
stabilité de U'ctat initial si unepartic de la surface limite se déforme en
restant soumise & une pression uniforme et constante qui différe de o.



RECHERCHES SUR L’ELASTICITE. 149

1I. — Sur les conditions suffisantes pour la stabilité initiale
d'un milieu vitreux.

Les considérations précédentes s’appliquent, en particulier, aux
milicux vitreux. Pour de tels milieux, on a [ Recherches sur I Elasticité,
¢ Partie, égalités (6)]

(15) Poa= 5 A(po, To)(er ey + 25)?
4 iM(py, To) (281 28]+ 285 -+ v+ 75+ 73),

ce qui peat encore s’éerire

3A (Ptn Ty) -2 M( Pos Ty)

6

(16)  pyoy = (61 ey +gy)

M “P‘;;”‘l"o“) [2(ea—e3) 2 (eg—e,) - 2(er— &) + 371+ 371 + 377 1.

Le diseriminant de g,, considéré comme forme quadratique en «,,

€15 45 Yis Yur Yao C5L

A--2M A A 6 0 o
A A2 M A 0 0 o
A A A+2M o o o
0 0 0 M o o
0 0 0 o M o
0 0 0 o o M

On en tire, a la maniere habituelle, les conditions nécessaires et
suffisantes pour que 2, soit une forme définie positive et 'on trouve
que ces conditions se réduisent a

3A(poy Ty) = 2M (g0, To) > o,

(17) M (g0, Ty) > o

’ ’

Ces deux inégalités équivalent ici & I'inégalité (13), ou 4 I'inéga-
lité (14).
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On en tire les deux inégalités

Ape, To) +2M(pg, To) > o,

l8 m ~
(18) A(por To) & M(pg, Ty) > o.

Ces inégalités (17) et (x8) ont une grande importance dans une
foule de questions d’¢lasticité statique. Si Pon désigne, en effet, par
a le coefficient de compressibilité cubique du milicu et par Ele coel-
ficient d’élasticité de traction, on a (")

3
7 8 R par o)+ 2 M (po, T3
A (Pm Tu) -+ M (PI)? Tn) .
M(P(n ']‘0)[3 A(Pm To) =+ 2 -M(Pn: Tn)J

(19)

E=

Ces deux coefficients sont donc positifs en vertu des inégalités (17)
et (18).

Si le milieu est dénué de viscosité et bon conducteur de la chaleur,
la vitesse de propagation des vibrations longitudinales est donnée par
I"égalité [ Recherches sur I'clasticité, 2¢ Partie, ¢galité (70)]

o

tandis que la vitesse de propagation des vibrations transversales est
donnée par Pégalité [1bid., égalité (80)]

(21) gt,:\/w.
Po

Selon les inégalités (17) et (18), ces deux vitesses sont réelles.
Rappelons que, pour un milicu fluide, la derniére des inégalités (17)
est remplacée par I'égalité

(22) M(p,, Ty) =o0,

qui est alors vérifiée quels que soient p, et T,.

(1) Lams, Legons sur la théorie mathématique de élasticité des corps solides, »° édi-
tion, p. 75; 1866.
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CHAPITRE II.

DES CONDITIONS NECESSAIRES POUR LA STABILITE D'UN MILIEU ELASTIQUE.

I. — Remarques diverses sur les petits mouvements d'un milieu élastique.

Quelles que sotent les valeurs, {inies ou infiniment petites, fone-
~
tions de a, b, ¢, que Pon altribue & £, 7, §, nous continuerons &
désigner pav g, &, &5, Y4y Yy, Vs les six grandeurs que définissent les

¢galilés
A 0 _J¢
(o R 90’ =000
I . y
: R SR N R Y
L R R Ve =06 9a’

tandis que nous désignerons par e, e, €, 84, g2» g3 les siX compo-
santes de la déformation proprement dite, composantes qu’expriment

les ¢ealités

0E 1|/ 0E N e\ 2 ag\?
=g () () - () |
Y 1| /08N O LN\
€y= (}——/;‘ =~ 5 _((—)—/)-) -+ (mﬁ) -+ (7)’5> ) )
1 () o (22) o (5
(23) de :),’ ‘((;’ ' Je «)cl .
: o 4 Jdz Jc dn 0 0¢ J¢
7 0¢ T o0 00 9¢ T 9 9¢ b 9
00 D 0E JdE dn dn DL J§
B 0 0 V0 9a T 9¢ 9a T I da’
de  on  0E O odnodn  JC dC
5700V 0a " 9a o6 02 90 Ga 96

v

Lorsqu’en tout point a, b, ¢ du miliew, 5, 1, C seront infiniment petils
AINSI QUE LEURS DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE EN &, b, ¢, nous dirons
que £, 1,  sont, vARTOUT, infiniment pelits.
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Lorsque &, n, Csont partout infiniment petits, on peut ¢erire

p ey=eg ..., Cy—Eyt+..., ey—¢gz3-t...,
(24)

g1:yl+..., 5’2:y2+..., é's:')/x‘*"--,
les signes +... désignant des quantités qui sont infiniment petites
au moins du second ordre.
Quelles que soient les valeurs, finies ou infiniment petites, que I'on
attribue 2 &, 1, ¢, le potentiel interne du milicu déformé peut toujours
se mettre sous la forme (2), & la condition d’écrire

(4 bis) Q=" @o(ps T) + 91(po, T) (14 €2+ 25)
-+ ?2(P0’ Ty €15 €9y &35 }’17 72’ Y&)"“ sty

formule ou le signe +... remplace des termes qui sont infiniment
petits au moins du troisicme ordre, lorsque &, 1, §, sont, partout, infi-
niment petits du premier ordre.

Dailleurs, I'égalité

(7) My=—1p,9,(ps, T)

demeure toujours valable.
Lorsque &, 1, {sont partout infiniment petits, les quantités N;, T;

sont données par les égalités (3); si done on tient compte des éga-
lités (4 bis) et (7), et silon suppose T ="T,, on pourra écrire

_ J9y _ 00, . Jo,
Nx-—- HU'—' Po —()61 .. NJ-_._ IIO PO E .., N:~~— IIO_ Po ;)_E..’. -
Y ()C‘DQ o ()CPQ m ()(Pz
rx——‘Po()»),l_‘-"" = PO()}’z Feeee 1:—————(1(,51?:+'

les symboles +... désignant des termes qui sont infiniment petits
au moins du second ordre lorsque &, 7, { sont partout infiniment
petits.

D’autre part, les actions de viscosité doivent dépendre d’une fone-
tion dissipative qui sera, elle-méme, dépendante de gy, de Ty, et des
six quantités que nous avons désignées (Recherches sur [élusticité,
1% Partie, Chap. II, n° 5) par A, A, A}, T}, T",, I",. La fonction dissi-
pative doit d’ailleurs étre une forme quadratique définie positive de

vy
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ces six dernieres quantités. Mais, dans le cas ou &, n, { sont partout
infiniment petits, on peut, comme nous lavons déja remarqué,
(Recherches sur I Elasticité, 2¢ Partie, Chap. I, n° 2) confondre A, A,
AL T, T, T, avec

( E/_Q_Ei ,r__% W _()53
| =0 sT g S=g0
(26) ()/ 27s >
N 1 ! __" A 3
. /1 ()l 72— ()t Vs= ()t’

en négligeant des infiniment petits du second ordre.
La fonction dissipative pourra donc s’écerire

//fpo.ia’adba'c

(27) = f(po, To, €1, &4, €5, 715 Vo 73) +- o 05

avee

J ¢tant une forme quadratique définie positive en &, €, €5, Y, Ys» Vs
et le symbole +... désignant un terme qui est infiniment petit au
moins du troisiéme ordre lorsque £, 0, §, €, %', U sont, partout, infi-
niment petits.

Dans ce dernier cas, on doit avoir

N 0% - 0% o Nk
V.z:-~-‘—'P() ()E;, y Pu C;) z— PO ()_/ >
ok )£ )£
Tx:"“PO‘(—/' TJ':"“PO'(T’ —PooTe
971 75 d7;

Nous pourrons donc écrire, d’une maniere générale,

/ 7)
Vo == PO;(;);/T+'.', v ——’—’po()_’\/;_*— ey PO (//- -+
8 or of o
/ ¢
(rx—— pom e, vy:-pod/,z -+-. ———-po()/ ...y

les signes =+... désignant des termes qui sont infiniment petits au
Ann. Ee. Norm., (3), XXIL — AvmL 1905. 20
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moins du second ordre lorsque %, 1, {, &, v, ¢ sont, partout, infini-
ment petits.

Les équations indéfinies du mouvement sont

Jd J d .. 1L
EE(N"—H’C)_*_@M +r.)+—~(l .ﬂ—l—p(nz_o,
o, 0 J . J%q
(‘)Tc(rz'Jf“ T:)+7(NJ'+V?')+D‘E(Fx‘i‘fx)+Pm? =0,
Ty oy ‘)(T +r)+—(\1+))+o)2' -
gzt Y TR T gy AT o¢

Lorsque &, v, { tendent vers o, les dérivées %’—3 Zz ()‘ tendent

vers 1; les autres dérivées de @, y, = par rapport a a, b, ¢, tendent
vers o; en méme temps, o tend vers go. Sil'on tient compte des éga-
lités (25) et (28), et si 'on observe quell, est indépendant de a, b, ¢,
on peut mettre les ¢quations précédentes sous la forme

0 (dgy  If L9 <,),9)_* a/ L9 J ()J2+_(2!_' 0 o
da \ ds, + e ' b\ dy, ()/ AN o T
d [(doy  Of° d (doy,  Af" ) (0o If %0
dJa <(}/'; + ()/,) T <()52 + Je,, ) + e 7 + dv, et

J )Uz ()/ 0 [, ()/ i dw, ()/' 02: B
da <()/_’ —%—m) + =7 20 (\()/1 +(),//1> +()c (()-3 i J] ) PIT e IO

Dans ces équations, les symboles ... représentent des quantités
qui sont infiniment petites au moins du second ordre lorsque &, 1, €,
¢, 7', U sont infiniment petits quels que soient a, b, c.

Formons maintenant les conditions aux limites.

in tout point de la partic immobile de la surface qui limite le
milieu, on doit avoir, quel que soite¢, les égalités

(29)

Lo,

oy

(8) =0, =0, {=o.

Considérons maintenant un point matériel pris sur la partic défor-
mable de la surface limite.

En létat initial, cette surface était la surface 2, le point matériel
considéré y occupait la position w; la demi-normale en u, a la sur-
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face X, dirigée vers U'intérieur du milieu étudié, faisait avec les axes
de coordonnées des angles ayant pour cosinus e, {3, v.

En I'état déformé, la surface limite est la surface S; le point maté-
riel considéré y occupe la position M; la demi-normale en M, & la sur-
face S, dirigée vers U'intérieur du milieu, fait avec les axes de coor-
données des angles dont les cosinus sont /, m, n.

En tout point M de la surface S, et a tout instant ¢, nous devons
avoir

(Ne+ve—I)) -+ (T4 72) m+ (T)+ ) n=o,
(T;=+ 73) L+ (Ny+v,— 1)) m + (Tp+ 1) n=o,
(Ty+1y) L4 (Tr+72) m—+ (N;+v,— ) n=o.

Dans le cas ol &, 1, {sont partout infiniment petits, la distance M.
est infiniment petite; il en est de méme des différences (a—17),
(B — m), (v —n). Si l'on tient compte des égalités (25) et (28), on
voil que 'on peut, quel que soit le mouvement du milieu, énoncer la
proposition suivante :

En tout point g, pris sur la position initiale X de la partie défor-
mable de la surface limite, on a, quel que soit ¢,

<om‘ > + (50 + 0/>ﬁ+<()% ()f\ +-.=o.
e, ():1

( ()y,‘ 7y Oy,
Y dos O do,  If 00, )_f_> —
(50) \ <()_/1 ()/ > ( -+ 7)€_§>B+<(}71 —}—()7,1 /.. 0,

dor P (0 OPNg (0 O,
<()7) 0/;) ¢ - + 7,)[»—1— e, T 9e] y+...=o.

Dans ces formules, les signes —+... représentent des termes qui
sont infiniment petits au moins du second ordre lorsque &, 7, ¢, &,
7', C' sont, partout, infiniment petits.

Si le milieu est un milieu vitreux, o, est donné par I'égalité (15);
/ estdonné par I'égalité analogue
A T .
——-——(PO’ o) (e)+ep+€3)°

(31) po S =

P(p”’ )(25’2—|—-2s’22-+-25 + YR+ YY)
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Les égalités (25) deviennent

Ny =, — A(po, To) (e, + &2+ &) —2M(po, To)ea—+- ..,
N.=I,— A(po, Ty) (e + g2+ ¢&3) — 2aM(po, To)eg-+-...,
Tx:_M(Poy']‘o);/i“F

T, =—M(po, To)ya+---»

Te=—M(py, To)ys+.-.,

g Ne=IL,— A(py, Ty) (e, + ea-+¢;) — 2M(po, To)e, ...,

tandis que les égalités (28) prennent la forme

Ve == — A(po, To) (e +eh~+e5) —2p(po, To)el +. . .,

vy == — A(po, To) (e -2} +ey) —2ap(py, To)eh, +...,
(33) JRCE A(po, To) (e +-ey—+e5) — 20 (po, To)ey ...,

Te=— P(pos To) vy +. . o

o = — 1(pos To)7h - -

o=~ p(po, To) 75+ ..

Les équations (29) deviennent

oz aJn i

(A+M)3 ()rz (()a tor o) T MAZ
” (A—&—M)—}[;” (f))—f‘} -+ gz + Z:) M A
(A+M)—5€ ((L))f’l--l—%g- +ZE) M AZ
O+ p Ucdt(og ZZ 35) Rs (;)/A ‘D"(T))'IZS R

tandis que les équations (30) prennent la forme

[A(er+e+e3) +2Me Ja+~My, B+ My, y
+[A (e +e ) +epeilatp B+ yhy+. =0,
Myso+[A(er +e +¢) +2Me, B +My,y
b [A (g e €) ap el 1By e =0,
My,ao+My B+ [A(e; +e-+e3) +2Mey ]y ;
et B A () ap ]y .. =0

(35)
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Dans ces ¢quations (32), (33), (34) et (35), les signes + ... dé-
signent des quantités qui sont infiniment petites an moins du second

ordre lorsque &, 1, G, &', 7/, ' sont, partout, infiniment petits.

II. — D'une condition nécessaire pour la stabilité initiale
d'un milieu quelconque, cristallisé ou vitreux (!).

Nous allons, en premicer licu, démontrer la proposition suivante :

St, en un miliew cristallisé, la fonction
@y (o> Toy 215 €4, &, V1s 2> 73)

st une forme défime négative en e, ey, €y, Yy, Yoo Yo Uétat tnitial du
milicw ne saurait demeurer stable lorsque les diverses parties de la surface
terminale sont marnienues immobiles.

Supposons, en effet, que Pétat initial du milieu soit stable.

Aux valeurs absolues initiales de &, 7, € et de Ieurs dérivées par-
tielles du premier ordre en «, b, ¢, de 2, v/, €, nous pouvons imposer
des limites supéricures telles que les quantités

C1, Cyy  Cy, Sy So o &3

E/’ ." , cl

demeurent toutes inféricures en valeur absolue d des limites données
d’avance, et cela quel que soit ¢.

Done, si état initial du milieu ¢tait un état d’équilibre stable, on
pourrait limiter supéricurement les valeurs absolues initiales de §, 7,

- ’ L4 ’ - . ?
¢, et de leurs dérivées partielles du premierordre en a, b, ¢, de &, 1/,

(1) Considérations sur la stabilité et, particulicrement, sur la stabilité des corps élas-
tiques (Procés—verbauwr des séances de la Société des Sciences physiques el nadurelles de
Bordeans, stance du g juillet 1903). — D'une condition nécessaire pour la stabilité ini-
tiale d’un milicw élastique quelconque (Comptes rendus, t. CXXXVII, séance du
29 février 1904, p. 541).
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¢ de telle sorte que la quantité

(36) UZ—fff‘?e(Po’To’C’n@as Cyy S0y Gas &) dadb de
-+ - fff(””+ 0'24-¢"*) da db de

demeure, quel que soit z, inférieure & une grandeur positive A donnée

d’avance.
Les égalités (24) permettent d’écrire

(37) U=— f f f 02(P0> Ty €15 €3 3y 1> Y22 7 ) d db de
+g/ff(‘g'u--,,/ﬁ+:'2)daczbczc+...,

. désignant une quantité qui est infiniment petite, au moins du
[lOlbl(‘me mdro lorsque &, 7, { sont, partout, infiniment petits.
De I'égalité (37) on tire

dJ ()’Jz, 99, , 09y ,  doy . doy . do,
(38) 77 dr T f/f< 7z, —= €, - Je, c:;+‘()f/‘;/1+ ()/ 7yt (}74/ )(/(l(//u{(

—!—-/ ff(é’i”-i— 0" ") dadbde +. ..,

+... désignant encore un terme qui est infiniment petit, au moins
du troisieme ordre, lorsque &, , {, &, %', U sont, partout, infiniment
petits.

Mais les égalités (29) donnent

/ff (B 4" 0"+ 8" dadbde
_fffi (0’02 a9 L9 J <()02 9 0
Ja\de; " 0¢) do\dy; " 9y,) T e
d [do, _ﬂ”_ < 0, Of 0
™ [da<dm * d'/’3> Too\ve, T o;) arr
9
dc

J ()02 ()f> D2 of
g [da <d/z Ton) T 00(()/1 - 0/1)

+

Jo, ()/') .
(()72 - J74 s

Do, _QL »
<0/x - 072) !

992 AN .
< oo o ) ngadl)dr,

+
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+ ... désignant des termes qui sont infiniment petits au moins du
- oy . P .
troisitme ordre lorsque ¢, 7, (, &', ', ' sont partout infiniment petits.

Cette égalité, & son tour, peut s’éerire

f[[( &' n'n"+ {8 dadbde

- )0, af <0o, ()_/'> (();92 AN .,

=1 (G w50) = (G i)+ (5 + 7))

(Do, ~ af> ) (){;2 ()_/ Jo, AN TN,

- .<7)73-.{ ’)7;;/ . <()“’ R 0e, >ﬁ+ <B/T - 97, ) / g
(22 N o (22 2 g (922 N Tl s
F((_)—/—‘ ')'/)J} <’)'/1+’)/>ﬁ+(\:;+ €§,> Spa=

- v '
()'.o, Jo, Jdo, , 02, 09, Jdo,
_/f/ '):1_ & )E;:: -+ 7};, P el ()/ 71+ D 7y - ;)7" /,) da db de
()f (‘/ " :)/' a, a Aa

Mais tout point de la surface X est un point immobile, cas auquel,
en ce point, on a, quel que soit ¢, les égalités (8), qui entrainent les
caalites

(8 bis) &=—=o, 0= o0, {'=o0;
Pintégrale par laquelle débute Te second membre de égalite préce-
dente porte sur une quantité nulle. Au méme sccond membre, on

peut, en vertu du théoreme d’Euler sur les fonctions homogenes,
remplacer la somme

A ) A S A,
).l + (}s';, & Je)y & 7 074 /it A 7t 7', /s

par 2 /; I'égalité précédente se réduit done a

f/f(””’—i—'n"n”-i—C’ﬁ”)([adb(lc
—— 0sp y Irg 0%y 0%, 092, 0%
= /f/(df'h (55;62% e 35 -+—()7 75+ 97s 7o+ ()_/3/, dadb dc

——szffc/acll)dc—i—...,
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et I'égalité (38) peut s’écrire

(39) (/U / do, ().o.,, (_)_o_l, I RS
0T d;l”‘ o5, °’+():_; » T3 o 71+ o 7s +(73/ dadbdc

_z/f//dadb(1c+....

De cette égalité (39) une nouvelle différentiation par rapport & ¢
tire I’égalité

U o, ¢ ()f " )0y )y o, Jo, ,\(®
fo) T /ff( ?2 o+ (di gy -+ :—);-12-“/’ - E)jg/ -+ Ef,jf'/:x) da db de

0o, do, Jdf Jo, IS\,

—f[S1 @) o Gl an)a (G +il)e

00, af Y 00, of 02, of
+<()./l -+ ,77:) Vi (.—+f/)7 + (,,/ "'( >/1

ou (2) représente un carré symbolique.
Orona

do, , 09y , o, ¢ ()J)‘ p 00 ()w, (%)
<()c1€ +(Js.., 52—%—»—()-;; ()/ ARy 7y 72t ()/ />

[ !
= .‘.’(PO; Ty, ) 527 °:;’ /u /z’ /3)'

D’autre part on a

/m @+ og) v (i) sor (G + )
= /i <-+f)+<-—~+-—>f<* )1 |
(e ap) e (i)~ (5 -3
(i)« Geop)e - (i) v ]
[ TG ie) = a(an) ~ (o 0)]e
L 5?2)%@?& s’£>+a‘z<"~;f+;?r€>ln"
[ (5= 57) + o
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Au second membre de cette égalité, la premiere intégrale porte sur
une quantité nulle. En effet, I (,lemont dX est immobile et I'on a alors,
quel que soit ¢, les égalites (8 bis), qui entrainent les égalités

(8 ter) £ —=o, 0"= o, {"=o.

Quant & la seconde intégrale, on peut la transformer au moyen des

tgalités (29).
Tout compte fait, égalité (40) peut s’écrire

a*u g .
(llz - ///@2 D(lv . (H 5173 ;, }”1, 7;, “/f;)da db de
0 [du,  df" D af J (()fu, af\1*
+ £ SN . LA —
//[( Oa <,()£1 + 4)5’1) + f)/1<()/, - ()y;,> + e 07, - ()'/'2>_
N d (Do,  Jf 0 <()'{>‘3 I\ |*
" 7a m“kw) ‘ o/,(,mfvz';) e WU«,@)

da

Dy Dy AN dey,  Oe,

Le signe —-... continue & désigner des termes qui sont infiniment
petits au moins du troisicme ordre lorsque £, 4, &, v, sont,
partout, infiniment petits.

(2
Le terme explicitement éerit en Pexpression (41) de — peut-il

s‘annuler? Si on tient compte de Phypothese faite au su']()t de @, on
voil que, pour que ce Lerme s'annule, il faut et il suffit que 'on ait

o . ol - A
| !Dz(p“,fl‘(,, Elxaegy"—:’n 7/1a /{’! /3) =0,

J [du, ) ' O (duy, o [ Dy ()/ B

O (73_, ") T Ih (()/4 078 ) iy ( 07 ()/ ) -0
(ho2)y 1 0 (()% . )/ J <r)qo2 " afN 0 (dey  OfD Y

AT + / BN ) T ) 4)'/’1) -7

) (v, J (v, 0 do, A
L_. ((_.if e —Z/' -} ( e / e — it = _._4. 0.
A\ Jy, C 0L\ 0 /i A /1 ()(, Jzy 0zl
La premitre des égalités (42) exige que Von aitl, quels que sotent
a, b, c,

@) Gmo fmo g=o si=o n=o, #=o,
Ann. Le. Norm., (3), XXIL. — Avri. 1905. 21

- _(_)-(()’P' - _(_)_/_) ,4_.')_ ﬁ’v’.ﬁ+ _(_)./_> ,4~%)_<i)ff_" -+ ()f>] %(/adb(/c
de
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en sorte que les trois derniéres deviennent

0 00, J do, +_()_ 09y
da e, 90 P
_ ) 0 0doy Jd do, J do,
(44) % a7, T 605, T ac oy, =
9 09 0 99y 0 Iy
L da dy, Db Ji/—, dc dzy

Les égalités (44) entrainent I'égalité

[/[[ ) O3y 0 09 0 094,
()(( 0z, b 073 de ()"/2) ¢

<( dg, 0 do.  d Jdy, y
i ) :

Tt 0 e
0 Do, d Jv, d 0,y , .
- ( (»)‘;( (—)7: 7 (}7; ;)-‘:)TI. + e ;5—57 ) ¢ da db de O

qui devient, en vertu des égalités (1),

[ 3 ()w’ 0% + & V% + %, - 0% -+ 9 0%y da db de
! ():I 'r)s: =g, /'W AN 7, /s ()'/;,) ' '
1 0wy Dy, TR
wf| (G i)
, (()pl dy, Ay

DR g )

-+ (Q&U i~ ’)”( - ()V)/‘)g

v
L0 7y ey (= o

Au premier membre de cette égalité (15), la seconde int(-gral('
s'annule, car &, 0, { sont nuls en tout point de la surface X. Si 'on
tient compte, en outre, du théoréme d’Euler sur les fom,(.mn.s homo-
génes, cette égalité devient

/[/’{‘2((40: Ty, &y, €4, 245 710 Vs Yn) db de = o.

La fonction ¢, ne pouvant étre négative, clle exige que Pon ait,
quels que soient @, b, ¢,

m \
?2(?0’ 10’ €1y Egy €3, }’1, 727 }’3) =0
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ou bien, puisque @, est une forme définie positive en ¢, €, &, v,,

~ 7
120 {a»

(46) ET20, & THO, & TR0, Yy TR0, YaTTO0, 7= o.

Les égalités (43) et (46) sont donc les conditions nécessaires et
sullisantes pour que le terme explicitement écrit, enl’expression (41),

| ‘({zU oit éeal 2 zér
ae E SOl (/a:l A zero.
Les égalités (46) équivalent aux égalités
L b 0wC — 0y b,
(/|7) [ ] -.2 oy — mc,

=y, 0—wya,

tandis que les ¢galités (43) équivalent aux égalités

g =2t oe —oyb,
(48) ol A e o — o,

=N b — ol

(/ ) S /-17 7‘2: )ﬁh My, M2, My,
19 ] 51 St / ! /
b lys Ly Ly, My My, My,

¢tant douze quantités indépendantes de «, b, ¢. Mais les quantités &,
7, C, données par les égalités (47), doivent, selon les conditions (8),
s‘annuler en tout point de la surface X5 selon les conditions (8 bis), il
en doit étre de méme des quantités &, ', ¢ données par les éga-
lités (48); pour cela, il faut et il suffit que les douze constantes (49)
soient égales & o, ce qui nous donne, quels que soient a, b, ¢,

E—o0 ==X {—=o0
(5()) g f; > [ 2 C ’
£=o, n'=o, {'=o.

Telles sontles conditions nécessaires et suffisantes pour que s’annule

. . L. . \ d*U
la quantité explicitement écrite en Pexpression (41) de -
: .. . , S a*U
Les termes explicitement écrits en 'expression (41) de — sont

done infiniment petits du second ordre lorsque &, v, {, &, 7', U sont,



164 P. DUHEM.

partout, infiniment petits du premier ordre; leur somme ne s’annule
que lorsque les six quantités & v, §, &, »/, U sont nulles quels que
soient @, b, c; hors ce cas, cette somme est essentiellemeut positive.

Les termes non explicitement écrits sont infiniment petits du troi-
sitme ordre lorsque £, 7, {, &, /', U sont, partout, infiniment petits.

On peut donc limiter supéricurement les valeurs absolues de &, 7,
¢, de leurs dérivées partielles du premicr ordre en «, b, cet de g0, C

5

j U

de telle sorte que ——soit sirement positif; pour qu’il en soit ainsi
quel que soit ¢, 11 sufhra, si le systeme est stable, & imposer des
limites supérieures suftisamment petites aux valeurs absolues initiales

Il Y, sr
deé,n, (&, v, C.

C 1 . L. U . .

Considérons maintenant la valeur initiale de —7» valeur qui se tire
de I'égalité (39).

Lorsque &, v, ¢, &, v/, T sont partoul infiniment petits, les termes

1 N I

explicitement écrits sont, en général, infiniment petits du second
ordre, tandis que les termes représentés par =+ ... sont infiniment
petits du troisicme ordre au moins.
R ve uvalorrpe Tl R -V A l
Supposons les valeurs initiales €, v,, {,, de &, 7, € lices aux
valeurs initiales £,, v, {;, de &, v, { par les relations

! (2. ol -
C” — l\ ~.()7 "() - l\ * /H)’ go B KZC(H

ot K* est une quantilé positive indépendante de «, b, c.

U . , .
Le premier terme de (—(7[> deviendra évidemment
. 0
()p2 ()c,u2 Jo, ()y‘ v, dy,
- /// < -(}—E; €9yt (Ta: Syt == i -/1” —;—;’72(,-*- (-)—;—ff Van | decdb e
ou, selon le théoreme d’Euler,

o2 (B e ey e
— 2k //./ D2 (E1g+ €205 €505 V105 7200 Y30 ) dec db de,

quantité essentiellement positive si 'on n’a pas

€197 0, Ea0= 0, €39 7= O, 710= 0, 720=0, 730== 0.
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U .
Le second terme de ('7[;) deviendra

l\"’f // ,/.(Eln, €205 €305 Y100 7205 7.’5()) dec b de.

On pourra donc choisir K* assez petit pour que la somme des deux

premiers termes de (ff—/[;) ait un rapport aussi voisin de 1 que l'on
- 0
voudra au premier de ces termes.

On pourra ensuite choisir s Mo G et leurs dérivies partielles du
premier()rd re en «, b, ¢, assez pelits en tout point (a, b, ¢) pour que
Pensemble des termes non explicitement éerits ait une valeur aussi
petite que Pon voudra par rapport i la somme des deux termes expli-
citement écrits et, partant, par rapport au premier de ces termes

dU . . . .
Alors <-(—“->0 aura le signe de ce premier terme, qui est le signe +.

Si done notre systéme ¢tait en équilibre stable, on pourrait choisir
les valeurs prises, en tout point (a, b, ¢), par&,, 7,, {,, de telle sorte
que les trois conditions suivantes soient remplies :

1 U ne surpassera jamals une certaine valeur positive donnée
d"avance A;

20 <(—’1/‘[~}>0 est positif’;

30 ((/;ZU demeurera positif quel que soit 4.

Or les deux dernieres conditions exigent que U croisse au dela de
toute limite avee 25 elles contredisent done i la premicre, en sorte qu’il
est absurde d’attribuer la stabilité & notre sytéme.

La proposition énoncée est ainsi ¢lablie.

On remarquera que la démonstration de cetle proposition r’inplique
aucune lypotheése touchant les actions de viscosileé ; ces actions pourraient
étre presentes ow absentes, elles pourraient ausse bien lendre a favoriser
le mouvernent qu’ a l’empécher, sans que la proposition cessdt d’ élre exacte.

Il est intéressant d’indiquer la forme que prend cette proposition
pour un milieu vitreux; cette forme est la suivante :
8¢, en ur miliew vitreux, on a a la fois les deux inégalités

(51) M<o, 3A +2M <o,
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Uétar d’équilibre initial de ce miliew ne peut demeurer stable lorsqu’on
suppose_fizeés les divers points dela surface qui le limite. Cette proposition
demeure vraie que le milieu soit exempt de viscosité ou qu’il en soil
doué, que cette viscosité tende & géner ou a favoriser le mouvement.

III. — FEtablissement de diverses formules qui serviront a discuter la
stabilité initiale d’'un milieu vitreux ().

C’est & la considération des seuls milieux vitreux que notre analyse
va maintenant s’attacher.

Nous supposerons ces milieux illimités; nous supposerons en outre
que les régions infiniment éloignées sont maintenues immobiles ; ¢t, d'une
maniére précise, voici ce que nous entendrons par la :

Soit r la distance d’un point (a, b, ¢) a Porigine des coordonnées;
nous admettrons que, lorsque r croil au dela de toute limite, les
fonctions

e . ¢ ped ! 7! i M V4
Cy 11y 47 <y L g ) S 1y C

tendent vers o a lu Jfagon de fonctions potenticlles; ¢ est-a-dire que
ces fonctions tendent vers o; qu'il en est de méme des produits par r
de leurs dérivées particlles du premicr ordre en «, b, ¢; des produits
par r* de leurs dérivées partielles du second ordre en a, 0, c.

Que &, v, C soient finis ou infiniment pelits, nous poserons, en
toutes circonstances,

' )¢ d1 4
/s R A
Jda * b a Je
- Jd¢ o
1= =7 — 5
(52) ()./) Jc
g 98 98
2= 0 T da’
L 0n 08
L P T

(1) Swur quelques formules utiles pour discuter lu stabilité d’un milieu vitreux ( Comptes
rendus, t. CXXXVIIL p. 737, séance du 21 mars 19o4).
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Si & m, (&, v, Usontinfiniment petits, il résulte des égalités (34)
que nous aurons, en tout point (@, b, ¢) et a tout instant ¢,

(53) (A+2M)A9+(7\+211)0%A0——pof§£.—?+...:o
et aussi
. s M Ao, - ,J.%Ami— o ‘)Z‘;’,_,‘ +...=o0,
(54) M Aoy + p. (;)7 Am‘_.—po%%z L.z o0,
’ M Aoy~ po. :))2 Ay — py %;{i‘ .= ol

Dans ces équations, comme dans les équations (34) dont elles dé-
coulent, les symboles +... remplacent des termes qui sont infini-
ment petits au moins du seecond ordre lorsque &, v, §, &, v, (' sont,
partout, infiniment petits du premier ordre.

Ces préliminaires posés, considérons Pexpression
(5%) W (A - zaM)/ //(AO)“(Z(/(I/;([C,

olt nous supposerons tout d"abord Uintégrale ¢tendue au volume que
limite une surface X dont tous les points sont & une distance finie du
point O3 nous pourrons ensuite faire croitre au dela de toute limite
tous les rayons veeteurs de cetle surface sans que Uintégrale cesse
d"avoir un sens.

De I'égalite (55), nous tirerons

A -

56 R 0 TN b AY (]

(56) i (A - ..M)/ A9 AY do,

puis

L pw N S
7)  LE=a(A +9.M.)‘/(A0 Vs - 2 (A <2 M) [ A6 A des.

Dans ces égalités on a posé, pour simplifier les formules,

A/

dadbdec = dZD', m =v, 35_2 =

0.
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L’égalité (53) donne

A=A 2Map A2 A

Po Po
en sorte que I’égalité (57) devient
ddqu —a(A+ zM)[(Ae"zdw

4+ 242 M (apa a0 dw -+ ?‘(AJ’QMPW*"‘“) [264 ¢ dw
0 “ ¢ ’

Cette égalité, & son tour, peut s’écrire

(58) %g:z(zu—zM)f(M' ) de

_2(A+ 2M)2f <()A0)2+ <() A0>2+ <()A0)2] vy
0o et 0b dc

_2(A =2 M) (h - ap) /‘(() Af 9 AY' () A QAT  dAD A0’> des

Po da da ob 0b dc  dc
?(A—}—)M) [AO()A()
Po on
_}_),(/\—+-»,M) A~ ap) /AfoA)’
7y , on;
.

A
Dans cette égalité, n; est la normale 4 I'élément &X, dirigée vers
I'intérieur du volume occupé par le milicu
Si Ion fait croitre au dela de toute limite tous les rayons vecteurs
de la surface X, I'égalité (58) devient

(59) X z(A+9M>/<Ao'>2dm

9{A+9M)2 Y c)AO'*_l_ d AO\®T 4
/ da ()/) > de } “w

_ 2(A—+—2M)(A-—+—9[J)f(() AG oAD' l)A@ dAD  dAG QA"
Po da da db b dc  dc ) ’

Dans les égalités (58) et (59), le symbole -~... remplace des termes
qui sont infiniment petits au moins du troisiéme ordre lorsque &, v, ¢,
&, 7', ¢ sont, partout, infiniment petits.
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Considérons maintenant 1’(_',x]v)r(,‘.ssi()n
()f/’ )’J’ N2 00"\ ="
60 VESD / —- do
(6o0) A da , :)b ) + dc ) |
Nous aurons

rﬂ; '(t)//' J0" Jd6" oo" 9" Jo"
ac =20 i e 95 95 9e e )

ce que Pégalité (53) permet d’éerire

p 0w a9 b T ue e

dt
Jd0" 0 Al N a0’ 0 Aﬁi A0 A e
) 0a g T ok ab T de Toe ) '

! /[ / 0 s o [
(61) (,ZL{ :)‘(A—“ 'zM)/( UMY, 0" o Al Jb f)_AJ >(/m’

le signe ... désignant des termes qui sont infiniment petits du troi-
sitme ordre lorsque &1, LE, v, U sont, p:u-Loul;, infiniment petits.
Drailleurs, I'égalite (G1) peut encore s’éerire

'! . .
(60) (7,/7 mree u (A -2 M) /Af/ AV dos — 2 (7~ 2. )/ (AY ) elw

/ !
(A I—)M)/A//() 15 o (2 w,})/wiﬂ(u

St Pon fait croitre au delic de toute Timite tous les rayons vecteurs
de la surface X, cette formule se réduit i

’l . .
(63) (;//‘[f sz o (A 2 M )/ AGAY des - 2 (0~ 2 )~/(‘A/)’)2 do 4. ...
Revenons a la formule générale (61); elle donne

da  da r /T B Je de
JAG 9y oAl 9o" dAD 9o" "
(et (G2 000 S S S G )
an ) [(VAL 9080 0 oa oy,
da  da Jdb  Jdb de e
2(h + 24 )j<()0’ oAb ()_0’()A0”+22’_()A0”‘-
da da ()/1 Jdb dc e

. F ol 0 Al v gAY v 9 A
{f/tf == 2 (A -k 2M)/( JUT QAT JU J A V"0 AY )c/m

240}

Ann. Ec. Norm., (3), XXIl, — AvRIL 1905. 22
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L’égalité (53) transforme cette derniére égalité en

/1:/:2 \ s M)/ ()0’ ()'.\f/ J97 d AT N a9 ()_\0)1/&3
at’ da  da Jdb b Jde de
~= [ [<.A+9M)—3—6+o.+2,,.) ()A(f’;"'
+ l(/\+ 227 ()-+2F')i(%)0—’r
[(\JmM)‘)d 4 (h “.)‘)()Acf"]"'(,,/m
+2_(l—'_{;)‘&)/> (.-f\+'.aM)(—)AAO+ (7;-4—:4{1.‘)(—;)—./&.&0’7(())—?[’
-+ (A»r— M)i)iAAoTU F),)MAM ‘(’)_’7)1
+ _(A 4- Q‘M)})?- AAD 4 (0 +2p) ()(,. AM’h f(,))%:.,/m
Cette égalité, i son tour, peut s’éerire
(64) (“//Tf ’f"—°“+’“)/ AOY dlrs — 5 (A - 2 M) /A// ("/’[ v
-+ o, /’: (\-t— >\l)~~ (o CA[J.)()()‘AI;OI]
(/\—|»\1) )/ e (I )Q()A/// 2
+ L(\ 2 M)i—Aﬂ -+ (7 - )()}%,zhﬂz’/’“
/;vp /' _(‘ A ,_,‘M)‘_()%_ _‘_(;__{_glj_)r_)v_tf/{ ()UA“///
+ :<1‘\+2M)5)—()%0 “+ (7\—&—2H)%A7,({: ()_%(/_/
(-’\ ~+2M) ()—)ég + (h -2 ) ()(fc//; ()l)AcOIgf'm
{ 2 M) Zi)._-+ o ")'“)‘«‘?bz,la%-%%
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]
L"i’jﬂ A i " _ () Ad A [ 0 AGT]
) Po J 1 da on ('\ B “) +(A+2p = |
0o o DA . ) AG
- _(E ()ll, ( A4 V[) 5 -+ (l- -+ ),IJ,) 37
Jd7 0 | O Af . PRVAIDR
-F-WUE (\ \l)—()c (/+ P) 5 75(/-‘

Si Pon fait troitre au dela de toute limite tous les rayons vecteurs
de la surface X, cette formule se simplifie et devient

(63) ’(’/t'“ L —a(A 42 M )'/'( AY )2 dr
‘B—); 3 [-(/\ +'),M)%?72»1’—(‘/.-%—'.».1;.)()()'}(‘0/'.’2
- ’( A+ 2M) (—)(—%0 = (h- o) ()T)_\[_/O_'“
—|—|-(A+>M)—£ +(/+>.1J)()()ACOI 2;-1165
. /{:u) I e M)«)A/*_(“_ QM()’)AMO'; ()')A“O’
‘(\ -+ 2M) ),j “+ (A w)%r %
}—l‘(/\+2M)(();io»I~(7.+'.).1J.)();\(Ol ()TAC//{([?U

Dans les égalités (64) et (65), le signe . l’(‘pI‘CSLntL des termes

qui sont infiniment petits du troisicme ordre lorsquo L, L8, U

sont, partout, inliniment petits.
Considérons maintenant I'expression, analogue & Uexpression (55),
(66) P = Mf/ /[(Arnl)'2 + (Awy)? -+ (Awy)* | da db de,

que, par abréviation, nous écrirons

(67) P M}_:/(A(.))‘-vzm.
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De cette égalité (67) nous tirerons

>
(68) {” ME/A&) Ao’ dw.

Raisonnant ensuite comme nous I'avons fait pour tirer I'égalité (50)
de I'égalité (56), mais en substituant dans nos d(,ductlonb les éga-
lités (54) & I’égalité (53), nous trouverons que I'on a, pour un milicu
indéfini,

2
(69) i(l?zl;‘ tﬂME/(Am’)‘-’dm
0 Am 0 An’ r) Aoy’
=2 G - () () |

aMp. dAw JAn' 0Aw 0 A!.) ] Am 0 Am
- Ef( da  da Y o )

d

Dans cette égalité, le signe +... désigne des termes qui sont infini-
ment petits au moins du troisitme ordre lorsque £, 1, C sont, par-
tout, infiniment petits.

Considérons enfin I'expression, analogue & Pexpression (60),
()m Doy’ 2 (()r.)" 2
(70 (2 - (2 o
70) Po [‘ ()(( <1)/; ) ' \ ()(:) ‘(er
Raisonnons comme nous I'avons fait pour tirer I'égalité (63) de
Iégalité (60), mais en faisant usage des égalités (54) au lieu de
I’égalité (53); nous trouverons que I'on a, pour un milieu indéfini,

ct

Ay ~ [
(71) o szE'fAm Aoy dy — o [J.‘}_‘/(Am’)2 s,

~+... désignant encore des termes infiniment petits du troisitme
ordre lorsque &, 1, {, &, v/, U sont, partout, infiniment petits.
En raisonnant comme nous I’avons fait pour obtenir la formule (65),
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nous trouverons que I’on a, pour un milieu indéfini,

(72) Zl;ﬁ = ZMZf(Am’) ds

2 'r 0 Aw 0 A\ 2
+E}; E/l‘ <M da. P >

M 0 Aw J Am’>2
Mo TR
-+ (M 0 Am . 0 An" ) J
e de
2 ' 0 Am 0 Ao\ 0 Aw'
+ Py 2/[ <_M da o )
/) Aln () A\ d Aoy
+ kM b .y > b
(M 0 Am . () Aoy > 0 Aoy’ ‘] des
e e de

+... désignant toujours des termes infiniment petits au moins du
troisitme ordre lorsque &, 1, €, &, 7/, U sont infiniment petits

Ces diverses formules vont nous permettre d’établir plusieurs pro-
positions touchant la stabilité des milieux vitreux.

IV. - D’une autre condition nécessaire pour la stabilité
d'un milieu vitreux illimité (?).

La premicre proposition que nous démontrerons est la suivante :

Considérons un miliew vitreux indéfini dont les régions infiniment
éloignées sont maintenues immobiles. Iétat initial de ce milieu ne pour-
rait surement pas étre un élat d’équilibre stable st Uon avail @ la fois les

(1) Considérations sur la stabilité et, particulicrement, sur le stabilité des corps élas-
tiques ( Procés-verbair des séances de la Socidlé des Sciences physiques et naturelles de
Bordeaur, Séance du »5 juin 1903 ). — D’une condition nécessaire pour la stabilité d’un
miliew vitrewr illimité (Comptes rendus, t. GXXXVIII, p. 541, séance du 29 février 1go4).
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deux inégalites
(93) A+2M <o, M <o.

Cette proposition est vraie que le milieu soit deénué de viscosité ou doue
de viscosite ; elle demeurerart vrate st les actions de viscosilé étaient des
puissances actives au liew d’étre des résistances passives.

Cette proposition nous donne des renseignements plus complets
2

que la proposition démontrée pour les milieux vitreux & la fin du
paragraphe Il. En effet, si les inégalités (52) entrainent les inéga-
lités (73), les inégalités (73), au contraire, pourraient fort bhicn étre
vérifiées sans que (3A + 2M) fat négatif. Il est vrai que la proposi-
tion démontrée a la fin du paragraphe Il s’applique & un milieu limi té
par une surface immobile quelconque, tandis que celle-ci suppose le
milieu illimité en tout sens.

Pour démontrer celte proposition, considérons la fonction

(74) Um W — P

’

En vertu des égalités (35), (6o), (66) et (70), et des inégalités (73),
cette grandeur ne pourra jamais étre négative. Si Ion impose aux
valeurs absolues de 0, 0, w,, w,, »,, »,, w,, o}, des limites supé-
rieures convenables, U sera sirement inféricur & une quantité posi-
tive quelconque A, donnée d’avance. Si done I’état initial du systeéme
était stable, on pourrait stirement aux valeurs absolues initiales de &,
0, (&, 0, U imposer des limites supérieures telles que U n’atteigne
la valeur A pour aucune valeur de ¢.

Les égalités (56), (63), (68), (71) et (74) permettent d’écrire

(55) ‘)7[2 :_4(A+2M)anAa'dw-~4MZfAm Avy' dos
—2(k + 211.)‘/.(1&0’)2 dny — o |u. ‘2:/.(.56)’)2 dos
T ,

+... désignant des quantités qui sont infiniment petites au moins du
troisieme ordre lorsque &, v, {, £, 7', { sont, partout, infiniment
petits.
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Les égalités (50), (65), (69), (72) et (7

?U

(76) e G(A 4-2M) /.( AGY? dos

o(,/; l(\+ M)')OA

175
4) donnent, a leur tour,

()AO]
i |

+| A + 2 M)()).?i_*_(7 ) ()A
' A0 :
4-‘(/\ HM)‘)—-— a2 ]
/;ME / (A )2 b
‘/ l () AG) () AG)
po “on TP o
0 Ao Jd Ao’
+ <M b Rl ab >
() Aﬁ) 0 Aoy
—+ <M 90 = ) _l dw

Le signe + ...

rieur par rapport 2 &, 1, {, &, 0, (.

désigne toujours des infliniment petits d’ordre supé-

Peut-il arriver que le terme explicitement ¢erit au second membre
de I'égalite (76) soit nul? Pour cela, en vertu des inégalités (73), il
faut et il sullit que Pon ait, quels que soient a, b, ¢ :

(77) AY — o,
s (A -+ 2M) -EJ (2 o.,.)()(}A”O' —o0,
(78) (A4 2M) Qﬁ-’ (% '.a[.:.)( o,
(/\—1—9M)0A————0+() )()500/::0,
(79) | An'y = o, A} =o, Aoy, = o,
(80) IS =
M (%:” “+ | ()dAc»i —
3).
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En vertu de I'égalité (77) et de la premiére inégalité (73), les éga-
lités (78) deviennent

DAG

9A _ 940
Oa Y a0 Jc

et, comme Al est nul & 'infini,
(8[) A// O,

De méme, en vertu des égalités (79) et de la seconde inégalité (73),
les égalités (8o) deviennent

Jd Aoy, . A . 0 Aoy,
= 0 -0 e S,
da ’ b ’ Jdc

et, comme Aw; est nul & I'intini,

(82) Awy = o, Aoy =0, Anyy 0.

Les quantités
]

’ 01, OFY My,

4 ’ / !
0, mi. oy, my

doivent, dans tout 'espace, véritier les ¢quations (81), (82), (77)
et (79); elles doivent, en outre, s’annuler & Uinfini; cela exige que
I'on ait, dans tout I'espace,

(83) 01 70, Wy =T 0, Wy == 0,
(84) 0=o,
(83) W] =0, 0y =0, 0y =0,
(86) 0 =: 0.

Les égalités (83) et (85), jointes aux trois derniéres égalités (52),
montrent qu’il existe deux fonctions F(e, b, ¢), ¥'(a, b, c), finies
continues et uniformes dans tout 'espace, telles que I'on ait

\ ;o _OF . O . OF
(87) V2o YT ST e
7 . OF' o _oF

1. Yt —_ v oYY
’Q_' da’ =T = dc
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~J
.

Les égalités (84), (86), (87), jointes a la premitre égalité
exigent que Pon ait, dans tout ’espace,

~~

Cr
[S2 4
>
-

AF = o, AF' —o.

F et ¥ sont donc de simples constantes et les égalités (87)
deviennent

& =o, 1 = o, {=o,

¢

" == 0, 'n':: o, C':: 0.

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
terme explicitement éerit au second membre de 'égalite (76) de-
vienne égal i o.

Hors ces conditions, ce terme est essenticllement positifs; il estinfi-
niment petit du second ordre lorsque £, 0, ¢, &, 7', { sont, partout,
infiniment petits.

On voit done que, tant que les valeurs absolues de &, 0, {, &, 0/, U
et de leurs dérivées partielles du premier ordre en «, b, ¢ ne surpas-

d*U

seront pas certaines limites, — aura sirement le signe de son pre-

mier terme et sera positif; si I'équilibre initial du systéme était

stable, on pour "‘1it limiter supéricurement les valeurs absolues ini-

tiales de &, 70, ¢, &, 0, ¢ et de leurs dérivées partielles du premier
l U .

ordre en @, b, ¢, de telle sorte que — ne puisse devenir négatif pour

aucune valeur de ¢.
Considérons, d’autre part, la valeur prise, a I'instant ¢ = o, par la

quantité —- “v - qu’exprime I égalité (11).

l’osona, a cet instant ¢ = o,
Co = K*¢,, 11y = K*u,, £, =K.

>

I7égalité (75) nous donne alors

(%[‘l>o::—~4K2(A -+ "ZM)f(AOU)gdw "‘L/IKQMZJ(A@OP de

— 2 K4 (R :z/J.)f(A90)2 dw — 2 K* [J.E/‘(va)z dw

Ann. Ee. Norm., (3), X XIl. — AvaiL 1go5. 23
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Visiblement, nous pourrons prendre pour K2, &,, 7,, {, et pour les
dérivées partielles en a, b, ¢ de &,, 7,, ,, des valeurs assez pelites

dU . . R
pour que (77> ait le signe des termes qui, au second membre,
. 0

occupent la premicre ligne, et ces termes sont positifs.

Si donc I'état initial du systéme était un état d’équilibre stable,
nous pourrions disposer des valeurs initiales de £, n, (&, 7, de
telle sorte que les trois conditions suivantes fussent sarement rem-
plies :

1° U ne surpasserait pour aucune valeur de ¢ une quantité posi-
tive A, arbitrairement donnée d’avance;

2° La valeur initiale de % serait positive;

3° %%U- ne serait négatif pour aucune valeur de ¢

Les deux derniéres conditions contredisent la premicre; le théo-
réme énoncé est done démontré.

V. — Le postulat des petits mouvements.

Les démonstrations précédentes ont la rigucur introduite dans les
questions de ce genre par M. Liapounoff et par M. Hadamard. Nous
allons obtenir d’autres propositions par des démonstrations un peu
moins rigourcuses ¢n ce qu’elles impliquent un postulat que nous
avons déja invoqué dans I’étude de la stabilit¢ des fluides (*). Com-
mencons par énoncer avec précision ce postulat, que nous nomme-
rons le postulat des petits mouyements.

Considérons un milieu isotrope, dont une partie de la surface est
maintenue immobile, tandis que le reste de la surface supporte une
pression normale, uniforme et constante. Donnons 4 ce milieu un
mouvement; & I'instant ¢, le point matériel dont les coordonnées ini-
tiales sont @, b, ¢, aura pour coordonnées

w:a—i—E(a, b, ¢, t), y=0b-+mu(a,b,c,t), :.::c—.i—Z(a,b,c, £).

(V) Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides (Journal de Mathéma-
tiques, 5 série, L. IX, p. 2335 1903 ).
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Supposons que les valeurs absolues de &, v, {admettent, quel que
soit ¢, une limite supérieure A

(88) [E12A,  ImlZA,  [Z1ZA

et que l'on ait de méme, quel que soit ¢,

([)%'} “rA, , g%, “rA,
(88 bis) g:;% “r'A, ()225/) SrtA, ,
SE RNELIEN
?)ZE ZrYA, 3—1? YA, %2‘% ZIYA,

ryr'y Y, élant des constantes positives données une fois pour
toutes.

Reportons-nous & ce qui a ¢té dit au paragraphe I, et nous voyons
que, toutes les fois que A est suffisamment petit, £, 1, {, nuls en tout
point de la partie de la surface terminale qui est maintenue immo-
bile, vérifient les équations (34) en tout point (@, b, ¢) du milieu et
les ¢quations (35) en tout point de la partie de la surface terminale
qui supporte une pression invariable. Dans ces équations, le sym-
bole +-... remplace des termes qui sont infiniment petits au moins
de Pordre de A%,

Cette proposition n’est point douteuse; elle est le fondement des
considérations développées aux paragraphes II et IV. Voici mainte-
nant la proposition trés voisine que nous lui substituons :

Si A est inféricur & une certaine limite, on a, quel que soit ¢,

(89) E=u -+ lA? =9 - mA? =w -+ nA?

l, m, n Gtant trois quantilés qui, quels que soient «, 0, ¢, ¢, et quelque
petit que soit A, ne surpassent pas en valeur absolue une certaine
grandeur positive fixe I'; dont, en outre, les dérivées partielles du
premier et du second ordre en «, b, ¢, ¢ admeltent également des

limites supérieures fixes.
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Dans les égalités (89), u, ¢, w sont trois fonctions de «, b, ¢, ¢,
définies de la maniére suivante :
1° Pour toutes valeurs de a, b, ¢, ¢, on a

(90)

0 du  dy
(A M)% ((Tﬁob
O p) <()u+)v
()a de\da ~ Jb
(A--M <()u 22

da Jb
(b p (()u ()V
()b da ()/)
du v
(A + ] \I <r)a -+ 7"
gy (2 2
D¢ 0t \ da 00

)

Am

= Jw > +MA«u

Jse
) +

o ) +~MAp
Ow u
Je R
()“) -+ M Ag
ﬂ
()c)

2° Bn tout point de la partic maintenue immobile de la surface
limite, on a

(91)

w==0,

3° En tout point de la partie de la surface limite qui supporte une
pression invariable, on a

du Oy e du du oy
[A <(7c2+o7+%> Mg _J"-”‘ <77 ()a>
+1()(‘)“+‘)_"+()‘_" _*_21_()_-_11-_’0+ J [ou
9i\da T o6 " de Tl R AT ()a
du  Jv ) du  dy O’ Jy
(2) M <5-5+‘()—6'2>0!+|\A <56—6+(—)—/;+-(7:)+2M7[)'
9 (()u L9 ()w "ot 7\ du Qu_)_ ow o )%
gi\da "0 " I) R
dw  du 0y du  dJe
M ( >"+M <r)c ()b)f_’_‘/\ (JE o T
_) ()w A oot J v N i).f‘_) 4+ ') ) [du  dv
() - l)c) dc "6 )¢ i e (()(1 ab

f+M

()w

()W
()(

sy
r)a
()

¢

e
da

w (5
w5
(7
&t

)
)+

() “
L

r) u
()c

O

(—+
de

O

M——-

() W
()c .

)
%)
w)
)
|

7

7=

7

7=

7

‘/ g
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4° Alinstant £ = o, on a, quels que soient a, b, c,

s’ w==¢, v=nn, i =2_C,
cQu __JdE de  on  dw I

(__—___ —_ . —

t 9t 9¢ 9’ 9t ot

(93)

Les équations (go) et (92), qui doivent déterminer «, ¢, w, ne dif-
ferent des équations (34) et (35), que doivent vérifier &, 1, ¢, que par
la suppression des termes représentés par —+. .., lesquels sont infini-
ment petits par rapport aux termes explicitement écrits.

Mais, bien que les équations qui déterminent £, v, Cdifferent infi-
niment peu de celles qui déterminent w, ¢, 0, bien que ces quantités
et leurs dérivées par rapport i 2 soient identiques & I'instant initial, il
n’est nullement prouvé que les quantités (& — w), (q—¢), ((— W)
soient toujours infiniment petites du second ovdre. De ce que deux
systemes d’équations awx deripées partielles différent infiniment pew Lun
de Uautre, on ne sauradl conclure que leurs intégrales correspondant aux
mémes condutions indiales, différent infiniment peu.

Done, en écrivant les égalités (89), nous admettons implicitement
Pexactitude d’un postulat non d( ‘montreé.

Néanmoins, comme, dans’ une foule de questions du méme genre,
les plus grands géometres ont fait usage de ce p()sLuldt, nous allons
en user a notre tour au numéro suivant.

VI. — Modifications (') que le postulat des petits mouvements
permet d’apporter aux propositions démontrées au n° I.

Le postulat des petits mouvements permet, tout d’abord, de rendre
un peu plus completes les propositions énoncées et démontréesaun® 1.

Il permet, en premier lieu, d’éeendre le théoréme que nous avons jfor-

(1) Sur les conditions nécessaires pour la stubilile initicle d’un milieu vitrewx ( Procés-
wverbaur de la Société des sciences physiques ct naturelles de Bordeawr, séance du
2 evril 1go3).
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mulé pour tous les milieuzx vitrewx ou cristallises au cas ou la surface qui
limite le milieu etudié, au licw d’éire entiérement fize, serail en partie
déformable et soumise, dans sa partie deformable, a une pression inva-
riable.

Il permet, en second lieu, d’apporter un autre complément au
corollaire, relatif aux milieux vitreux, que nous avions tiré de ce
théoréme; ce corollaire, ainsi complété a deux reprises, se formulera
de la maniére suivante :

St Uon a, en un miliew vitreux, les deux conditions

3A+2MZo,
(94) M<o,
dont l'une au moins ne se réduit pas a une égalité, le milieu ne peut
demeurer en équilibre stable lorsque les diverses parties de sa surface
lerminale sont ow maintenues immobiles, ow soumises & une pression
invariable.

Nous nous contenterons de démontrer cetle dernicre proposition,
laissant au lecteur le soin, d’ailleurs ais¢, d’établir la premitre.
Posons, en effet,

L l){t o _d_ti 0w
(05) 0l 0 2]
5
9 dw  Jv du  dw 0y du

N

o toe Tt Tt

ct considérons I'expression

(96) ::—éfff!(3/\+2M)(51—+-ez+a;,)’

+ 2 M[(e2—&)*+ (e5—&1)* - (&1 &:)* 39} - 373 -+ 393 ]| da db de

1 /"‘ ’ (()u 2 _(_)1 2 <dw 2
e f [N +(5) = (%)

da db dc
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que l'on peat aussi écrire, en posant do = dadb dc,

(97) UZ_;/[A(Eﬁ'ﬁﬁ'Ea)z

+ M(2e} + 262 + 26! +yf+“/§+y§)](lm
I du\*  [ov\*  [ow
0 1) (@) = () ]

L'égalité (66) nous montre que, lorsque les conditions (g4) sont
vemhws U ne peut jamais étre négatif.

Les conditions (88), (88 bis) et (89) nous montrent ensuite que, si
la grandear A dont dépendent les limites imposées aux valeurs
absolues de &, =, { et de leurs dérivées partielles est suffisamment
petite, U demeurera strement inférieur & une limite positive arbi-
trairement fixée d’avance V.

Enfin, si I'état initial du systéme est stable, on pourra, aux valeurs
absolucs initiales de
L g
L TR
qui, selon les égalités (93), sont les mémes que les valeurs absolues
iitiales de

T TAPT:

)

imposer des limites supéricures telles que A soit aussi petit que I'on
voudra, partant que U demeure, quel que soit , inférieur a V.
L¢galité (96) nous donne

) ()51 ()52 ()C3
) 5 H 3A+)M)(51+52+¢J)<M e 05)

Jey dc Je e 052
ot ol

+371007£+3/20 +°ra‘)’“]€zlm
“(du Pu de Qe dw ;
*W/WW+WW+Ww‘“
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Mais, selon les égalités (go) et (95),

Ju u  dv *¢  dw J*w
oo e f (5% 5 7T )

- ﬂ [ (A—:—M)—d— (&4 &+ &) + M Au

0 J du
)d( ()ﬂ(c’+6) *_ES)—F{J.)CAUA‘W

J
5 (g, +¢ey+gy) + MAy

+[ (A +M)d% (g, 4-&- &) + M Aw

0* dw
+ (2 + [J.)m(s,+52+e) 5 Ax}lv—tdl

:—f% [A (g+e+¢)+2Me] a+My p+Myy

J ]
+lydt § €y &y) 2 ()lJa “+ ()/t‘(*{ (.7)-/?272(15

—%/.3(3/\+2M)(c,+5,-+s)<de1 Je, ‘)“)

wtw Yo
+5/,‘))7£ 3, (i)/z
-5 [ (G- 5 )
(G- Se)- r=%) +(5-%)

AN AN AT
+3<W) +5<—07) +3< c) J(‘l‘"‘

Au dernier membre, la ligne de points remplace deux intégrale
analogues & celle qui précede cette ligne.

Or, ces trois intégrales ¢tendues 4 la surface que limite le milieu
sont séparément nulles; en effet, ou bien I'élément dS appartient i la
partie immobile de cette surface; alors u, ¢, w y sont, selon (g1)

% =%)

()/,
2Ty

l

|
|

o]
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nuls quel que soit z, ce qui donne

du o ov o ow
o o= T Te

ou bien I'élément S appartient a la partie déformable de la sur-
face S; alors les égalités (g2) y sont vérifiées. En toute circonstance,
les égalités (98) et (99) nous donnent

dU

au o ) . Je, Jde,y ()E;,)
dt _~—§ff(3A+2M)(El+E2 f—c;;) <"—)—£ '*"‘W"*‘W

J ) ) de de de
oM L( *)(datz - (()Ez> (8= <(05; ()tl> o) <a,:1 ()Z>

+3y1%7—/1 + 37, Iz 73()}/3]

o ¢

Jit ¢

e, dey de,  0gy (_)51 _ i)ff 2
+2[Jl<02_7)7>+(7)7 ()t>+(()t )L>

ARG o«,,,ﬂ)
+3< )£> +3(\(”) +s<—()7 |{as.

— /3(31\4—2[.1.)(()5‘ ﬁs-f%—@>z

. . £2U
Formons maintenant ——=

Nous pouvons écrire

al - ()t’-:1 e, eg \2
T8 5 A (G S O
()c’ gy \* de, de; \* de, . @z
+)Ml< ot +<Ww-()7)+<7[ 0[)
97 07, ‘ (”)Z}J{
—r—%(——)—,-) -+-3(()t) +3 ()t> \d
—2/.% A(51+52+63)+2Ms,+)<()”+‘)€z 051) b oap de, | 0,

ot ot ot oL | o
i ) ey ()fsJ dey _dey | 0%y
+LA(e1+s,+=,)+zMex+7\( + o7 T 9L + 9 i | o

()°l ()c., ()c;
e A(51+:2~P~c3)~|" 3M53+/‘(()L 7)7 ()g

Dy, \ 0% 0 0;. 0%y |
(e 22 20 (e 2 228 o (2 20

dnn. Ec. Norm., (3), XXIl. — AvRiL 1905, 24

\/v
iR
i
w2
=
[
tw
I
m
P
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La seconde intégrale peat s’écrire

2[?[A(s1+52+sg)+2Ms14—1<0€‘+‘i;t’ +(3}_&;>+2H%Ja
(MV“ 3€“>5+(M72+H%¥>y i as

+2f( [A(El+€”+gd)+OMS?_FX(%? +()82+%>+2H(3)—?]5
(M/:wd”)w +(My,+ ;id/t_):‘jﬂ‘ ds

+2f%[A(em—sﬁ—e;)-|—9M.,+7\<(3)6£‘ +%Ef+ %5=f>_+_,,{ %;;J/

ot AWML
i 0 0* 9, |
+zf% (A+M)—(sl+es+sa)+MAu+(l+{x)d—a—d—[(el+s-z+su)-+~1!-JZMJ——

-+ (/\—’—M)a—(cl—l—ﬁg—l-[ia)—i—MA(' —i—(}.+(.l.)

0? Jd .,

AR R Y A"‘—*,
) | N o ) Jor

-+ (A—-r—M) (51—|" &y &y )‘%— M A +().—1—1J.)m(el-}-. &y - 5;‘)+[J—)4[AU -—5[-;5 vy

Dans cette expression, les trois premieres intégrales sont nulles;
en effet, ou hien I'élément S est immobile, cas auquel «, ¢, w sont
nuls, quel que soit ¢, ce qui donne

D*u ) 0*w

—_— I 0 —_— = —
Je ’ Je o¢

203

ou bien I'élément dS supporte une pression invariable, cas auquel
les égalités (92) y sont vérifiées.

Quant a la derniére intégrale, on peut la transformer en y rempla-
cant u, ¢, w par leurs valeurs tirées des égalités (go). Finalement,
I'égalité (101) devient

a*u ()5l de, ()a,-,
(102) T /l SA +aM) ta o )

. ()s, ey Jey de\* (()51 dey \*
“”M[(oz ) (G- 5+ (5-%)

+ (()a/cl) -.+—3<%‘)2+:5<%-/Lj)zj§‘lm
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o ; [(‘H‘“)——d<€1+ag+s3)+m;\u
20
qd 2
(A +p )()a )/(c1 €y &) ey A”J
[(A ‘_M) J (“1+52+Ea)—1—’\IAv
(7 )' (&, ) ) . 0 Ay' 2
LR )4)/) (){ N Sa &) Ot ‘_

- |-(A + J\'l)———_ (e, -+ &, +&3) +MAw

)2 y
) S )t(c,—}—c,—l—c,)—%—pﬂAwJ ! it

)
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A linstant £ = o, rien ne nous empéche d’associer aux valeurs que

nous choisirons pour «, ¢, w des valeurs de «' ==

— == —
o’ ac’

données par les formules

w == K?u, ¢ K2, ! == K2,

du ,  0dv v

Jdew
ot

K* étant un coefficient indépendant de @, y, z. Alors, au second
membre de 'égalité (roo), la premiére intégrale deviendra

2K

—~~———/1(%A -+ 2M) (g 4 .+ g4)?

A 2 M[(g5— 3 )2+ (8, — &)+ (63— ;) + 377 + 373 + 372 ]| dw,

tandis que la seconde deviendra

13
——E—f,(ﬂ—{—)pl V(&1 €g + &4)°

En vertu des conditions (94 ), dont 'une au moins ne se
a une égalité, nous pouvons choisir w, ¢, w de (elle sorte

e o] (Ey ey )t (&) — &) (&g — & )2+ By + Byl + 3yi ]l dw.

réduit pas
que leurs

valeurs absolues ne franchissent pas les limites qui leur sont impo-
sées et que la premiére des deux intégrales précédentes soit positive.

Nous pouvons ensuite choisir K* si petit que les valeurs absolues
de «’,¢', w' deviennent inféricures aux limites qui leur sont imposées
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et que la seconde intégrale soit inférieure en valeur absolue a la pre-
miére.

\ C s dU . ...
Dés lors, lavaleur initiale de —; sera stirement positive.

D’autre part, en vertu des conditions (94), ff—;c—U, qui est donné par
I'égalité (102), n’est jamais négatif.

U croit donc au dela de toute limite avec ¢.

Cette conclusion, qui implique contradiction, démontre par I’ab-
surde le théoréme énoncé. _

La proposition précédente a une application importante :

Pour un corps fluide, M est nul; nous voyons alors qu'un corps
fluide ou A serait négatif, serait en équilibre instable lorsque cer-
taines parties de sa surface seraient maintenues immobiles, tandis
que d’autres supporteraient une pression invariable. Par la se trouve
étendue aux fluides visqueux une proposition démontrée ailleurs (')
pour les fluides exempts de viscosité.

\

VII. — Autre conséquence du postulat des petits mouvements : ni l'une ni
T'autre des deux vitesses de propagation au sein d’un milieu isotrope ne
peut étre imaginaire (*).

Le postulat des petits mouvements nous permet d’apporter un com-
plément important & la proposition que nous avons établie au para-
graphe IV; nous pourrons, en effet, énoncer et démontrer le théo-
reme jque voici :

Considérons un miliew vitreux indéfini dont les régions infiniment

r

eloignées sont maintenues immobiles. L’état initial de ce miliew ne pour-

(1Y Sur Iz stabilité et les petits mouvements des corps fluides, Chapitre Il (Journal de
Mathématiques pures et appliqudes, 5° série, t. IX, 1903, p. 233).

(2) Sur les conditions nécessaires pour la stabilité initiale d’un milieu vitreux (Procés-
verbaux de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaur, séance du
2 avril 19o3).



RECHERCHES SUR L ELASTICITE. T89

rait sirement pas étre un état d’équilibre stable st l'on avait l'une ou
Uautre des inégalités

(103) A+2M<o,
(104) M<o.

Cette proposition est vraie que le milieu soit dénué de viscosité ou qu’tl
sott doué de viscosite ; elle demeurerait encore vraie st les actions de vis-
cosité, au liew d’étre des résistances passives, étaient des puissances
actwes.

Dans le cas ou le miliew est dénué de viscosité, cette proposition peut
s’énoncer autrement; si 'on se reporte aux expressions, données par
les égalités (20) et (21), de la vitesse de propagation des vibrations
longitudinales et dela vitesse de propagation des perturbations trans-
versales, on peut la formuler ainsi : L'éguilibre initial du miliew serat
stirement instable st Uune ou Uautre des vilesses de propagation y €tai
imaginaire.

Supposons, en premier lieu, que I'on ait

(103) A+2M<o.

Posons

o du ¢ ow

5 ow L7z .
(103) T oa + 20 -+ Jc

En vertu des égalités (9o ), cette grandeur vérifiera, en tout point
du milieu, I'équation aux dérivées partielles

. N L0 %0
(106) (A.-1-2M)A®+(/;+'),,J.)(—)7A(~)——p‘,—(ﬁ—;:o

Considérons I’expression

(ro7) U==--(A +2M)/(A®)2 do +- pnf.[(%(zjy -+ (%%f -+ <%®C-I>z:| dws,

ou

0 = 5 dos == da db dc.
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Des calculs tout semblables & ceux qui, des égalités (55) et (60),
tirent les égalités (56) et (63), nous donneront

(108) 0= 4 +2M)[A®A®’dm—— 2 (1 +2p) (A0 do.

Puis, des calculs semblables 4 ceux qui ont fourni les égalités (5¢))
et (65) nous permettront d’écrire

(109) d“? —:./.,(A—e—zM)/‘(A(-)’)?dm
4 _apy 0 A® 0AB"|*
+5;f3 [(A-&—z.M)-d—(z— 4+ (A +2p) e l
dA® JA®" |?
+[(A*I—2M)—‘m;‘ +(7. ‘f‘A{.L)——()-F—J
+ (A+2M)f)~—AQ—+—(7\+').;J.)(»)~A‘(!)— Q%dm.
de Jdc \

Ces préliminaires posés, supposons que I'état d’équilibre initial
du systéme soit un état d’équilibre stable. On pourrait visiblement
imposer aux valeurs absolues initiales de

d¢  on  J¢

& =, G, 3% 9 9t

qui sont les mémes que les valeurs absolues initiales de

u 4 w 9u 99 —dz
AR VA VA e
des limites telles que U ne surpasse & aucun instant une certaine
valeur positive donnée d’avance V.
D’autre part, nous pourrons toujours, a cet instant initial, prendre
2 _ K2u 90 it

h— /]  — K2
ot ’ Jat =Ko, dt"KW’

K? étant une quantité indépendante de «, &, c. Nous aurons alors,
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selon I'égalité (108),

(110) (%? :_.f,K'-'(A-;-zM)f(A@O)Zdw
A 0

\

— 2K+ (X + 2p)/'(A®o)2a’m.

Nous pourrons toujours, sans que les valeurs absolues initiales de

w du dv 0w transgressent les limites supérieur il nt
» Wy S50 T o gres s ites supérieures qui leur so

prescrites, faire en sorte que A®, ne soit pas nul dans tout I'espace
et prendre, en outre, K* assez petit pour que le second membre de
Iégalité (110) ait le signe de son premier terme, qui est positif selon
I'inégalité (103).

u, v

dU . . . R
(7[[) serait alors sirement positif; comme selon I’égalité (109),
: 0

a*U . R ay e

—x e peut étre nul & aucun moment, U croitrait au deld de toute

limite avec ¢ et ne pourrait demeurer inférieur & V. La contradiction

i laquelle nous aboutissons démontre le théoréme énoncé.
Imaginons maintenant que l'on ait I'inégalité

(104) M -~ o.

Posons, par exemple,

. ; )
(r1r) Q= Qﬁ) e a0,
)y 0z

Sclon les égalités (o), nous aurons, en tout point du milieu et a
tout instant,
02,

AL, — p, T

9

(r12) M AL, - Y

Considérons alors 'expression

' J = )2¢ (0% JL\* 082\ |
o vnfari o (25 ()~ () o
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ol
02,

9’1:-5['

Des calculs semblables & ceux qui, des égalités(67) et (70), tirent
les égalités (68) et (71) permettent d'écrire

(114) dU:—-f;M_/AQ A 065——°p/ (A2} .

Puis, de méme qu'on a obtenu les égalités (69) et (72), on ob-
tiendra l’égalité

(115) dt’ = AM/ (AR )

f[ ( dAQ ()ASZ’)

< JAQ, ASZ () AQ )
r) AQ d AQ’
e ]

En raisonnant sur les égalités (x13), (114) et (115) comme nous
avons raisonné sur les égalités (107), (108)9' (109), nous prouve-
rons que 'état dequnhbrc initial d'un milien indéfini ot I'inéga-
lité (104) est verifiée ne saurait étre un état d'¢quilibre stable.
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CHAPITRE TII.

LE DEPLACEMENT DE L’EQUILIBRE.

I. — Du déplacement de 1'équilibre en général.

Considérons d’abord un systéme défini par un certain nombre de
variables normales «, 8, ..., A, hors la température absolue T. Sup-
posons qu’a une certaine Lempérature T, le systtme prenne un état
d’équilibre lorsqu’on le soumet aux actions extérieures A, B, ..., L,
et que cet état d’équilibre varie d’une maniere continue lorsque, sans
faire varier la température T, on fait varier les valeurs A, B, ..., L
des actions extéricures. Si les actions A, B, ..., L éprouvent des
variations infiniment petites A, dB, ..., dL, que nous nommerons
des actions perturbatrices, les valeurs des variables o, B, ..., A qui
conviennent a4 'équilibre éprouvent des variations de, dB, ..., dA,
que nous nommerons des perturbations; I'expression

dA do + dB df + . . .+ dL d

sera nommée le travail perturbateur isothermique.

Dire qu’un travail perturbateur est positif, c’est dire, sous une
forme mathématique précise, que la perturbation se produit dans le
sens vers lequel tendent les actions perturbatrices. I est clair que
les systémes que la nature nous offre seront tels, en genéral, que toul
travail perturbateur tsothermique, accompli a partir d’un état d’eéqui-
libre, soit positif. Cest ce que nous exprimerons en disant qu’ils sont
soumis a la loi du déplacement isothermique de I équilibre.

Soit (e, B, ..., A, T) le potenticl interne du systéme; pour que ce
systéme soit souis & la loi du déplacement isothermique de I'équi-
libre, il faut et il suffit (*) qu'a partir de I'état d’équilibre, toute

(1) Traité élémentaire de Mécanique chimique fondée sur la Thermodynamique, Livrel,

Chapitre VIIL (t. I, p. 137).
Ann. Ec. Norm., (3), XXII. — MaI 1g05-. 2b
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valeur de la variation seconde

()‘l,T? 025 () ¥ 025
- (de)® 9B (dp)? y () E() ()u L v

soit essentiellement positive. Il en résulte, selon le criterium de
Lagrange et de Lejeune-Dirichlet, qu'un étal d’équilibre soumis a la
loi du déplacement isothermique est assurément stable si I'on maintient
invariables la température T et les actions extérieures A, B, ..., L.

A cette loi du déplacement isothermique de I'équilibre se rat-
tachent beaucoup d’autres considérations que nous avons déve-
loppées ailleurs ('); nous serons amené ici 4 étendre quelques-unes
de ces considérations aux milieux élastiques.

II. — Du déplacement isothermique de 1’équilibre pour un milieu élastique
affecté d’'une déformation homogéne.

Supposons que les composantes £, , { de I'¢longation soient, pour
chacun des points matériels du milicu, des fonctions linéaires des
coordonnées initiales @, b, ¢ de ce point; en d’autres termes, suppo-
sons que l'on ait

\ E=xby ay ==y b -t age,
(r16) f' ]

=8y - @y @ A+ gy b - agye,

SN ey €~ (Lyy b+ g3 Gy

So» Mos Go ot les a;; étant douze quantités indépendantes de a, b, c.
Selon les égalités (23), nous aurons
ey =ay+j(al, + al, -+ al,),
€ = Qg+ §(af, + afy + df,),
(117) €3 = agy -+ y(at, +aj, + aiy),
E1 7 Agy = gy~ (g yg = Uy Cloy —+ (Ly Uy,
B2 gy - Ay~ g yg = Aoy Uy = Uy dyy,

3™ Qyy = Ay~ Uy Qg -t Gy Uy = Qg Uy

Les six quanlilés ¢,, e,, ¢,, g, gs, g, ont ainsi des valeurs indé-
pendantes de a, b, ¢, ce qu’on exprime en disant que la dé formation
du miliew est homogene.

Supposons qug les quantités &,, 7, C(, et les a;; éprouvent des va-

(Y) Ibid., Livre I, Chapitres VLI, IX, X, XI.
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. . NS \Y N N e ,
riations o%,. ov,, ¢{,, oa;; indépendantes de a, b, c; nous aurons,
selon les égalités (116),

g 0t =0k, + aday; + boa,,+ cday,,
(118) ¢

' 0 == d¢, -+ a day, -+ b dayy + ¢ das,,

Qs

‘1 == 61y -+ a Oy -+ b 8asy + ¢ 0ayy,

tandis que les égalités (117) donnent

[ 0ey == (14 @yy) Oty = @y, Oy, - by, Bty
0y == @y 0ys == (1 4 Qyy) Ollys + Ayy Octyy,
0ey == @y 0y + Ay Oty - (1 + @33) Octyy,
O @ 0ty (1 =k @) Ottay ~+ gy Bty
(119) { = @y Octyy = Qyy Oy + (1 + ay3) Otyy,
082=" @3 00y = Qyg Octyy ~+ (1 -4 agy) Oy,

(1 = dyy ) 03+ @gy Ogy + Ay Oty

0gy == (I + @yy) 0@1s~+ Uyy Oltyy + A3y Octyy

| . N
' = (119 Octyy 1 (1 -+ Clyg ) Otyy = Ay Octy, .

Ces égalités peuvent encore s’écrire :

- RN dy o Jds .
e == — Oy~ = Oy = —— O,
! da " Qa YT QoMY
N d.r Y ady Seto 4+ Js et
Gey = = 0yy = 0y, + = Otys
: AL TR g TR ) T
o, 0 Js .
I— Je Dty -+ J-CZ Ot yy =+ o s
N dax . Ay 0z .
04y == ()—[}- 0y y ()—/)- 0oy ~t- 7 Ol yy
o 0 Js
(12()) <\ -+- W 6(112‘"‘l— ;}%"6({22 -+ ;)—Er)u“,
N dr Ay . Iz .
05 of 0y~ e Oy + Jc P
-+ o.x Oty y -+ ()ya Ly 95 oa
= 00y == 0y - 5— 03y
da P da* T da ’
o lx . oy dJs .
053 == Jn 00ty = T Oy =+ Jn 0y,
dx N Ay S Js e
i - — Oy - =5 0a, — day,.
! F gl T gh TR g T
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Les égalités (119) donnant pour e,, €,, €, g, &1, 83, des valeurs
indépendantes de a, b, ¢, la déformation est encore homogéne apres
la variation imposée aux &, Mo, Cy» @5

Cette méme variation donne encore, selon les égalités (118),

(121) f=o, o*n=—o, 6t¢=o0
et, en vertu des égalités (119),

0%e; = (0ayq)* + (0@, )+ (Oas ),
0%e, = (8ayy )2+ (Oayy)* + (0ass)?,
0%e; = (0ay3)* + (Oay;)? + (Jdetay )%,
0% g1 =2 (0@, 015+ Otys Oty + Fasy detys),
02 o= 2(0ay3 0@y ~ Oy Octy; + Ocyy 0ctzy ),

| 0283=2(0cty; 02+ Oty; Oy —+ Oczy 01y, ).

(122)

Lorsqu'un milicu est, a partir d’un état initial homogene, affecté
d’une déformation homogenc et que, de plus, la température de ce
milieu est maintenue uniforme, on voit sans peine | Recherches sur
U Elasticité, premicre Partie, égalités (62)] que les six quantités Ny,
N,, N;, T,, T,, T, sont indépendantes de a, b, ¢ ou, ce qui revient
au méme, de x, v, 5; il en résulte [1bid., égalités (70)| que les actions
extérieures capables de maintenir le systéme en équilibre se réduisent
a des actions purcment superficielles. L’élément S de la surface qui
limite le milieu est soumis a une force dont les composantes sont

( PodS = (Nya+T.f+T,7)dS,

(123) P,dS —=(T;a-+Nyp+Try)ds,
2 P, dS == (Tya -+ T,B + Ny y) dS.

a, B, v étant les cosinus des angles que la normale & I'élément oS,

dirigée vers I'intérieur du milieu, fait avec les axes de coordonnées.

La perturbation isothermigque dont nous venons d’étudier les pro-

priétés cinématiques transforme l'élément dS en un élément dS';

aprés cette perturbation, le corps est encore maintenu en équilibre

par des actions purement superficielles; I'élément &S’ est soumis &
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une force dont les composantes sont

PLdS =P, dS -+ 3(P,dS),
P dS' =P, dS +3(P, dS),
PLdS' =P, dS + 3(P; dS).

o(P,dS), ¢(P,dS), c(P.dS) sont les actions perturbatrices.
Le travail perturbateur a pour expression :

de :f[o“(deS) S+ 3(PdS) on -+ 3 (P, dS) &¢]
ou bien, selon les égalités (123),

e :f; S[(Npa + T2 B + Tyy) dS] dE
+ 0[(Tza+ Ny 4+ Typy) dS]om
- O[(Tya 4Ty + Nay) dS13).

Si Pon tient compte des égalités (r2r), cette expression peut
> .
s’éerire

(12/‘) ‘[G‘ . (3 /’[(N_‘c.’/ e 'l‘z(j 4 r-lwy_/) r')\é -+ (']‘z o N)@ -+ 'Fx"/) aﬂ
. _}._(Tya»l— 'l‘xﬁ -+ N:Y)a:] das.

Les é¢galités (45), (61) et (62) de la premiere Partie des Recherches
sur { Elasticité transforment la quantité sous le signe f et permettent
de remplacer I'égalité (124) par I'égalité

2T SN | oD .
(T25) de — O‘/ <(‘)z: oe; + 52—2' 662 ~t= 063 663

L.

N
Ea— O/r1+ — rr2+ o(r3 dm
dg: ° dgs ° dgy 7 ’

ou l'intégrale s’étend a toutes les masses élémentaires du systeme.
Les six grandeurs e,, e,, ¢, g, g2 &5 ayant, ainsi que la tempé-
rature T, la méme valeur en tout point du milieu, cette égalité peut
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s’écrire, dans le cas ot la perturbation est isothermique,

oD . o0 00 o0 . J0 o Yﬂ'
2 ¢ = — 4~ Oey ~+ w—0de; —+ og 0y - oy
(126) d¢ m(\()el aey; -+ e, € de, 0% g, %8 g, 052 0z 083
/0D 4] ob oD o o
-+ — 0%y + — '\"(3‘,_}_._._“2(5,_1_ 02, b 02 Oy 02 rr:)’
m( €1 é de, oc, i ()01 ot 08 o 0% o?

(2) désignant un carré symbolique.
En vertu des égalités (120) et (122), cette égalité (126) devient

- 00/ dx dy P Jds o
(r27) dEt= nz[ ()e}( d—-oa“ + o Oy -+ %m“) o
o0 0 Jds o
P < d/L 0y ()'}b/oazrl— ()/ Oty
o1
dx o dy Setos i s Sa) 4 )
g ST g Ot g Ol ) e

+’n§ i)(_l,[(aan)ﬂ"*"(3“21>2+(6“31)2]+~--

o
“+ 2 —)——(r)a12 Oty = Oty Oty —+ Oltyy Oty ) . . .
05

(2) désignant encore un carré symbolique.

Pour que le systéme, EXCLUSIVEMENT AFFECTE DE DEFORMATIONS HOMOGENES,

verifie la lot du deplacement isothermique de Uéquilibre, o fawt et il suffit

’ ; ’ ] . > . PR e .

que'le coefficient de m, au second membre df Pégalité (127), soit positif
quelles que soient les valeurs atiribudes aux oa;.

ITI. — Du déplacement isothermique de I'équilibre, en général,
en un milieu élastique.

Nous allons maintenant établir la proposition suivante :

St la condition qui vient d’éire énoncée est verifice quelles que sovent
les valeurs de e, ey, ¢5, g, g, g5 le milieuw élastique considéré est
soumis, en toules circonstances, a la lot du deplacement isothermique de
Uéquilibre.

Supposons, en effet, que notre systeme soit en équilibre lorsqu’on
le soumet a des actions extéricures qui se composent :
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1° D'une force P, dS, P, dS, P, dS appliquée i chaque élément dS
de la surface terminale;

2° D’une force Xdm, Ydm, Zdm appliquée a chaque masse élé-
mentaire dm.

Chaque point matériel de coordonnées initiales a, b, ¢ est affecté,
en cet état d’équilibre, d’une élongation £, n, {; la déformation, en
ce point, est définie par les égalités (23).

A ce systéme appliquons une perturbation ol les quantités &, v, ¢
¢prouvent des variations premiéres 2, (n, o, indépendantes ou non,
et des variations secondes 8*£, 32y, ¢*(.

Les égalités (23) nous donneront

ey = 9209 dydsm 05 00t

©“= 9a 0a "~ da oa Ja da

I').8 3oy ()ﬁ ()_().é - ()Z {)_a—'ﬂ - Q_: i).é\c
(128) %5 0% 06 T o6 oc Y 0B oe

de Q3  dy ddn 95 JdE
¢ 06 Toc o T b

et aussi

- 0

[0t QS Jddn ddn | 9L JIL) .
o (TIJ()TF o6 dc b ()c)

(('.’19) J ag 3 Jon\? 0601\ 2 |
02¢, — [ -2 ) - * Ve,
)OL <()r,t) F—<()a>+<()rc)+ “
avece
Do dx 00*  Jy ddn " dz 90*L
‘ é da da Jda  da Ja da ’
(130) L — Jx J 0% L dy d 0% Jds d 3¢

5177 9b e 06 “dec T db e
du 3L dy dd*n - Jd3 J*¢
9c 06 T oc o6 T ac b

?

Le travail perturbateur que nous nous proposons d’étudier aura



200 P. DUHEM.

pour expression
de = f(axag+avan+azac)dm
+f[6(P,dS)6£+6(Pde)6n+6(PzdS)8?;]
ou bien encore
(131) ds:a[/'(xag +Yon +73) dm+/(Px6£ P61 —I—Pzaﬁ)dS-J
—f(xaz'g+vaZ-n 730) dm— [(anrg-wyazn P, 80) dS.

L’état initial et I'état troublé étant deux états d’équilibre, on tire
sans peine, del’équation méme des déplacements virtuels,

(132) a[(x 354+ Y 60 + 7.8C) dm + / (P4 85 + Py 31 +- P, 62) dS

N b o ob ob b ob
=90 ——0¢q - Jo. oey -+ o oey T 0L = Oyt —— O0gy ) i,
2 ‘3 P

de, )& 1 02 gy

tandis qu’il suffit, dans cette méme équation des déplacements vir-
tuels, de remplacer ¢, o, ¢( par &*&, ¢*x, ¢*(, et de tenir compte
des égalités (130) pour trouver I'égalité

(133) f(xazz FY&n +78)dm +f(anzg+pya=-n P, 80 dS

([P, o0 ., L ov ., ov ,
»--f(de;]) ¢+ ?)E;D €y ()(53 D Cq - 5;’—11) &4 -t ;);’;’;I) & - ;)‘;;; D :‘73> dm.

Les égalités (131), (132), (133) et (129) nous donnent sans peine
[ 9 xS _dyddn 95 03
(134) d(“_f?[ Oey < 0a da T 9a da Va4 %>+
08 (0w 03 dy din 0z 0%
084 ab dc db de db dc
dz 03¢  Jy ddn | 0Jz 0 6‘:) X ]‘2)

—+

¢ 90 T o T o on

4 20 ﬁ)”_*_ d on\* 0 0C\2
de; |\ da o4 ) F 7a_> e

00 (03'@ A0 0dn ddn 9oL 03'4)+_,.§ dm.

295\ dc T o6 9c T 9% ¢
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Or, sous le signe /, le coelficient de dme est ce que devientle coel-

ficient de m au second membre de égalité (127), lorsqu’on y fait

da J.3¢ ) da,—= d 8¢ da d 3¢
1= =y 2— 4 3— -
Ja 700 B "0c
Jdon J o7 J 6
Oty == ——, Oltyy == ——> L — .
Jda - Jdb N dc
~ 008 N 00g N d 0%
Oty = 0w’ Ollyy = 00 Ol yy =— Jo

[l est donc essentiellement positif; il en est de méme de &, ce qui
démontre le théoréme énoneé.

IV. — Conséquence, relative a la stabilité de l'équilibre,
de la condition établie au § II.

Supposons que le coefficient de 7, au second membre de I'éga-
lité (r27), soit essentiellement positif. St les divers éléments de masse
qui forment le corps élastique sont soustraits & laction de toute force
cxterieure et st la surface qui limite ce corps est maintenue invariable,
ainst que la température, U'ctal d’équilibre de ce corps est stable.

Hn effet, dans les conditions indiquées, le systéeme admet un
potentiel total qui se réduit & son potentiel interne :

d :,/ D (e, e e 810 Gos &3, T) dim.

La variation premiere de ce potentiel, en une modification isother-
mique, esb

‘\‘

N ob . b a0 . L ob o .
(135) oF / —~-(J 1 —7062—}-——)63—&—-5770"-1— 0Ga -+ ——0gy | dm.
2 o1

dey 7N 243

. . N NS LY
Cette variation est nulle pour tout systéme de valeurs de &, ¢, 6C
égales & o en tout point de la surface qui limite le systéme.
Ann. Ee. Norm., (3), XXIl. — Ma1 1905. 26
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En vertu des égalités (128), (129) et (135), on peut écrire

» [ 0b [ 0z 3% 9y 00n 05 03
(136) &*F = /}[ ()e,< 0d 0z " da da " 0a da )

90 ( 9z 90  Jy d3n 05 9%
( 96 dc 96 dc T b dc
0z 035 Jdy ddn 03 oac>

+
3

St

9¢ a6 T ¢ 96 " dc b

'](‘l)
OB /082N | [0dn\? <£ 2]
E[<0a>+(()a)+ ()(1) N
ob (93t 0O 0dn ddn  JdL AL |
*(7)*57)2*7@“ oc o ()c>+ -{ dm

(e e e s P (;vn» Yan

de, de, + e ey ()g1 e 0y,

FJ$

Au second membre de P'égalité (136), la seconde intégrale es
selon les égalités (130), ce que devient le second membr(- de I’ cg(—
lité (135) lm‘bqu’on y remplace les quantités ¢&, ox, o par les quan-
tités *£, 6%, ¢*(, qui sont également nulles en toul point de la sur-
face qui limite le systeme; celle intégrale est done égale & o. Quant
a la premiere intégrale, identique au second membre de I'éga-
lité (134), elle est essentiellement positive.

Done, en toute modification isothermique virtuelle qui a pour
point de départ un état d’équilibre et qui laisse immobiles les points
matériels infiniment voisins de la surface limite, ¢*# est positif, ce
qui démontre le théoreme énoncé.

Cette proposition a été tirée dela condition établie au paragraphe IT:
Le coefficient de m, au second membre de 'égalité (127), est positif
quelles que soient les quantités oa,;. Pourrait-on renverser lordre de
cette déduction et prouver que le coeflicient de m2, au second membre
de I'égalité (127), est sirement positif, quelles que soient les valeurs

“attribuées aux quantités ¢a;;, en prenant comme point de départ la
proposition suivante : Si l'on impose au systeme, & partir d’un état
d’équilibre homogéne, une modification virtuelle qui laisse invariable
la surface limite, il en résulte pour ¢*4 une valeur positive?

En général, celte marche inverse ne semble pas pouvoir étre
suivie; dans celte voie, on ne connait qu'une seule proposition, due
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a M. J. Hadamard (*); encore la démonstration présente-t-elle un
point litigieux que nous allons essayer de marquer avec précision.
Voici 'énoncé du théoreme de M. Hadamard :

Supposons que les variations

’ N —_ N —_— . Y —_— A
day = kya, day, = kB, da; = ki,
. :
(137) Octy, = ke, 0y, = ky[3, Octyy = ka7,
aa':u = lya, Octyy== hy ig: 0y == ky )

ota, 3, sont les cosinus des angles qu’une certaine direction fait avec les
azxes de coordonnées, rendent négatif le coefficient de m au second membre
del’égalité (127); on pourra attribuer & o5, cn), o€ desvaleurs telles que le
second membre de [ ‘égalue (136) ou, ce qui revient au méme, la pre-
micre wntegrale de ce second membre sotl une quantilé négative.

Au sein du milieu pris dans son ¢tat initial a, b, ¢, et & distance
finie de la surface qui le limite, tracons une aire plane X dont la nor-
male fasse avec les axes des coordonnées des angles ayant pour
cosinus o, B, v. Par le contour de cette aire, ¢levons-lui des nor-
males qui, toutes, aient une méme longueur 4; elles formeront la sur-
face latérale d'un eylindre € ayant pour base I'aire X et une seconde
aire X', ¢gale ot parallele & la précédente. Donnons aux divers points
du milieu des déplacements &, 7, € qui engendrent la déformation
homogtne ¢,, ¢, e,, ., g2, g3~ Bnsuite, définissons les quantités 3¢,
¢n, ¢ par les conditions suivantes :

1° Pour chacun des points matériels qui, dans Pétal initial, étaient
contenus i I'intéricur du cylindre C, on a

S

5 t=lki(ea+Bb+ye)+ K,
(138) On == ky(aa + P b+ ye) + K,
Of = lky(aa—~+ B0 +yc)+ K,

K,, K., K, étant trois quantités indépendantes de «, b, c. Comme pour
tous les points matériels qui, dans I'état initial, formaient I'aire X, la

(1) J. HapamMarn, Lecons sur le propagation des ondes et les équations de U Hydrody-
namigue, n° 270, p. 253; Paris, 1903.
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somme (aa +Bb -+ vc) a la méme valeur, on pourra disposer de K,
K., K, de telle sorte que, pour ces points, 8%, 8, ¢{ soient égaux a o.
Des lors, il est clair que, pour tous les points matériels contenus ini-
tialement a Uintérieur du cylindre C, 8%, o0, ¢{ seront des quantités
infiniment petites avec 4 et au moins de I'ordre de /4, tandis que les

uantités 295, ... auront les valeurs, indépendantes de £,
q Ja p
Q¢ Jo: J0E
2 =k —_— =k - = k¥,
da kyer, Db ki Jdc 17
‘ don __ don daon .
(139) g =l g =hE 5=k
20¢ 29¢ 29 .
da = ks, ) =3B oc =M

2° Pour les points matériels non compris initialement & intérieur
de C, nous supposerons que of, B-q. sC ont des valeurs nulles le long
de la surface qui limite le systeme, se raccordant d’une maniere con-
tinue, le long des parois du cylindre G, aux valeurs que 0%, gn, o
prennent pour les points intérieurs a ce eylindre, enfin infiniment
petites avec 4. Nous supposerons, en outre, que 'on peut choisir ces
quantites de telle sorte que, pour tous les points matéricls non initia-
lement compris & Iintérieur du cylindre C, les quantités %%g, -
soient infiniment petites du méme ordre que /.

Cette derniére supposition est-elle légitime? Prenons un point M &
la surface du cylindre C. Lorsqu’on tend vers ce point en venant de

L . ddg .o .
I'extérieur du cylindre, o tend vers une limite que nous désigne-
95 o ; -
rons par (7)35 » tandis que sion tend vers le méme point en venant
4

. . dJd oz _ . . .
de I'intérieur du cylindre, ~ @ pour limite £, . Soit 0 une direction
quelconque, menée par le point M tangentiellement & la surface du
cylindre C. Les valeurs extérieures et intéricures de ¢% devant se rac-
corder sans discontinuité le long de cette surface, on devra avoir

d 98 p d ot . ‘0 OF
S\ cos(0. q) - 3 h D92\ Los( 0
( da )CLOS(},L‘() (db )emb(}’ b) + ( oe >(,wh< ’ ¢)

=k [acos(0,a)+ L cos(0, b) +ycos(0,c¢)],
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et, semblablement,

() 6/] (() 67} . () '.J\Tl. R
s (6 R 3 “4 [ == COS
< )ccos(},a) “\ 5 >EC()5\0, b) ( 2 >C.0s(0,c)

da

= /ly[ecos(f, a) + B cos(d, b) +ycos(F, c)],

JoC P J ¢ 0 0¢" .
(7)?(7),, cos(9, a) + (W)c cos (0, b) +( Je )Ecos(e,c)

= k[ cos (0, @) + B cos(, b) + y cos(0, ¢)].

\

En tout point des bases X et £’ du cylindre G, on a

e cos(0, a) -+ B cos(b, b) -+ ycos(l, c)=o;

. .. (00
il n’est donc pas absurde de supposer que les quantités <—~5> e
ba /.

sont infiniment petites avec 4; mais il n’en est plus de méme le long
de la surface latérale du cylindre G. Le long de cette surface,

acos(l, a) 4 pcos(0, by ycos(l, c¢)

n'est plus, en général, ni nul, ni infiniment petit avec 4; si, par
exemple, on prend pour direction 0 la direction de la génératrice,
cette quantité est égale i 1.

Il existe done certainement a extéricar du cylindre G et au voisi-
nage de sa surface latérale une région dans laquelle les quantites
) A
29 ... ne sont pas, en général, infiniment petites de ordre de 2,

mais demeurent finies lorsque 4 tend vers o. Nous admeltrons que cette
région enyvironne la surface latcrale du cylindre d’une sorte d’anncau
dont la section a toutes ses dimensions de Uordre de h, en sorte que le
volume de cet anncau soit infiniment petit de l'ordre de A*. Cette suppo-
sition que I'intuition fait apparaitre comme vraisemblable, mais qu’il
est malaisé de justifier par un raisonnement rigoureux, permet seule
de poursuivre la démonstration de M. Hadamard.

Cette démonstration, d’ailleurs, s’achéve immédiatement; au
second membre de I'égalité (136), la premiére intégrale se décompose
en deux autres; I'une, étendue aux masses qui n’étaient pas initiale-
ment comprises dans le cylindre C, est infiniment petite de 'ordre
de A*; Dautre s’étend 4 la masse que contenait initialement le
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cylindre C; elle est le produit de cette masse, qui est un infiniment(
petit de Pordre de 4, par un coefficient indépendant de /% ; ce coelli-
cient est ce que devient le coeflicient 72, au second membre de I'éga-
lité (127) par les valeurs (137) des oay;; il est done négatif par hypo-
thése. Or, on peut assurément prendre % assez petit pour que cette
seconde partie de I'intégrale surpasse la premiére partie en valeur
absolue, partant pour que I'intégrale soit négative.

V. — Du déplacement isentropique de l'équilibre.

Dans tout ce que nous avons dit jusqu’ici, au cours du présent
Chapitre, nous avons supposé la température du systéme mainlenue
uniforme et invariable; a cetle restriction nous allons maintenant en
substituer une autre. Nous supposerons toujours la température uni-
forme en I'état d’équilibre dont nous étudions le déplacement ou la
stabilité; mais, & partir de cet état, nous supposerons que la tempe-
rature peut varier en méme temps que la déformation, de telle sorte
que I'entropie de chaque masse ¢lémentaire garde une valeur inva-
riable.

L’entropie de la masse dm a pour valeur

1 0b
T EJT

dm,

E étant I'équivalent mécanique de la chaleur; pour que cette quan-
- . . o . , oP . .

tité demeure invariable, il faut et il suflit que 7 demeure invariable
ou, en d’autres termes, que I'on ait

R ] 5T 754! | 0rd
—r 01 = e e e s 0 se e =2 0.
e de 9T o0t g, Il o1+ ©

Si l'on désigne par ¢ la chaleur spécifique normale de élément drm,
on a
T 0*d

CTT O

)

Ay
L
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en sorte que I'égalité précédente devient

T ( 02 020 9@
1A MY — T N 8 N
(140) M=\ deor % Joro1 % Joor %
4_ _@_617 + ()2(1) a{r ._l_ ()E‘I’ ‘{7
g 0T 817 0, 0T "82™ §g 9T 8+

Cette égalité posée, revenons au probléme traité au paragraphe 11.
Supposons que la variation imposée i la déformation homogine du
systéme soit accompagnée d'une variation dans la valeur uniforme de
la température, ct cela de telle sorte que Pentropie de chague masse
¢lémentaire demeure invariable. Le tracail perturbateur isentropique de’
pourra encore s’exprimer par des formules semblables aux formules
(124) ou (125), qui donnent le travai perturbateur sothermique de;
mais, pour calculer @&, on devra, ausecond membre de 'égalité (126),

ajouter
02 e ) Seu -t 0% Yot 0P o 2P - 75X TN ST
TN et O = o5y 00y 3 0C3 -t m - i 08 7 s
De 0T 0 0ey, 0T 7727 ey o777 0g T 20T 0g, 0T °* 7 gy dT 5%

Si P'on transforme cetle expression au moyen de 1'égalité (140), on

(rouve
() de'—ds d | 2o ‘ IRL| N . 2P 4 LT . 0P \?
h41) d@ —d@G=—=m = 0¢ -} = 00y~ — 0€; — 0 — 02 — 00,
N de, 0T V7 0e,dT Je, 0T " 0z aT %6 9z, 0T 0¥ 9. o1 °8
1 2 3 51 o2 o3

Si dz est positif, e’ I'est a fortiori. Tout milicu élastique dont les de-
Jormations homogénes vérifient la lov du deplacement tsothermigue de
Uéquilibre, est soumis a fortiori & la loi du déplacement isentropigue.

On démontrerait sans peine :

1° Quela loi du déplacementisentropique de 'équilibre est encore
vérifice par notre systéme & partir d’un ¢tat d’équilibre ot le milieu
est soumis a des actions solides ou superficielles quelconques;

2° Que le systéme, soumis 4 des actions purement superficielles,
est en équilibre stable lorsqu’on maintient invariables la surface qui
le limite et I'entropie de chacune des masses élémentaires qui le com-
posent.
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VI. — Application des considérations précédentes & un milieu élastique
trés peu déformé.

Nous allons appliquer & un milieu élastique trées peu déformé les
considérations qui ont été développées aux quatre derniers para-
graphes. Pour un tel milieu, on doit substituer aux quantités ¢,, e.,
ey, &1r Su &3> définies par les égalités (23), les quantités e, €, ¢,
Yi» Yar ¥y définies par les égalités (2). Les trois quantités 3%, %7 %—Z—
sont infiniment voisines de 1, tandis que les autres dérivées partielles
de z, y, 5 par rapport & @, b, ¢ sont infiniment voisines de o. Des lors,
en exprimant que le coefficient de m, au second membre de 1'éga-
lité (127), est essentiellement positif, nous arriverons & cette propo-
sition :

Quels que sotent €, €,y €5, Yy» Yur Yu» ¢l quelles que soient les valeurs

attribuces aux quantités ca;;, on a l'indgalilé

j’
(142) — o® oy, - o Oty -+ —-’)(I) det
! T P PR

P N o . o e
-+ 571‘ (Gatyy + detyy) + ()7‘; (detyy~+ dctyy) -+ ;)}z (Detyy+ 0“21).

ob . . N . N ;
-+ ;')Z_[.(.O“u)"*‘(0“21)2"}'(0“31)2.‘+---
&

b ;
-+ 2 5/_ (Octys Octyy = Olyy Octyy =+ Olyn Oy ) == o v ee e e e > o.
71

C’est la condition nécessaire et suffisante pour que notre milieu
¢lastique, soumis & des forces quelconques sollicitant les éléments de
la surface qui le limite ou les éléments de la masse qui le forme, soit
soumis 4 la loi du déplacement isothermique de I'équilibre. Cette
condition suffit en méme temps pour que ce corps ¢lastique se con-
forme & la loi du déplacement isentropique de 'équilibre.

En outre, si le milieu, soumis & des actions purement superficielles
et porté 4 une température uniforme, est en équilibre dans un état de
déformation homogene, la condition (142) nous assure que cet état
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demeure stable lorsqu’on maintient immobile la surface qui limite ce
milieu et, en outre, lorsqu’on maintient invariable soit la température
du systéme, soit I'entropie de chaque élément.

Supposons, comme au Chapitre I, Paragraphe I, que I’état initial
du milieu soit I’état d’équilibre qu’il prend & la température T, sous
une pression initiale II,, nulle ou positive. A cette méme tempéra-
ture T, nous aurons, en vertu des égalités (4) et (7),

_—

¢ = ?O(Poyl)_‘“‘“(al‘*‘ €yt &)
Po

-+ CPz(Pu» T’ €1y €y, €3 71; '/27 73)’

@, ¢tant une forme quadratique en g, €,, &5, Y, Yar Vs
L’inégalité (142) devient

; o, 09, . o, .
(143) j&oa,,—}— Tirm”—-l— ngoa;,,,
-+ 9% (Betyy—+ Octys ) —+ 9% (Oay, - dcty3) -+ i)(ﬂ(aa -+ da )“ *
(),/1 23 “32 ()y2 ‘31 13 ()_/3 12 21 )

]l “rn 9 ~ N o~ " ~ o ~ n 9
— ?" (Beayy )2 -+ (Otyy ) 4 (Octy, )2 4= (etys )2 - (Octgs )~ (Detyy )?
0

A (0ayy)? + (8azs)* + (dtyy)?] > 0,

(2) désignant un carré symbolique. Cette inégalité, ot II, est positif
ou nul, exige que ce carré symbolique soit positif. Sil'on observe que
les quantités oa;; ont des valeurs entierement arbitraires, on voit qu’il
revient au méme de dire que la grandeur

CPz(P(n T, &1, €3, 3, Y1s 72> }’3)

est une forme quadratique définie posilive des e;, ;.

Nous étions déja parvenus a cette condition au Chapitre I, Para-
graphe I, en imposant au milieu ¢lastique certaines conditions de sta-
bilité; mais :

1° Nous n’avions pu regarder cette condition comme nécessaire
qu’en supposant exacte la réciproque du théoréme de Lagrange et de
Lejeune-Dirichlet.

Ann. Ee. Norm., (3), XXII. — Max 1gv5. 27
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2° Nous avions di nous limiter au cas ol 'état initial est I'élat
d’équilibre pris par le systéme sous une pression nulle.

Il y a donc avantage & prendre pour hypothese fondamentale non
pas certaines suppositions touchant la stabilité, mais la loi du dépla-
cement isothermique de I'équilibre. Cette loi entraine d’ailleurs
comme conséquences les stabilités que nous aurions postulées.

Les considérations que nous venons de développer se rattachent a
une généralisation du théoréme de Reech, généralisation qui a été
indiquée par M. W. Voigt (*) et dont nous aurons besoin dans ce qui
va suivre; disons quelques mots de celte généralisation.

Dans le cas ou I'état initial du milicu est I'état d’équilibre pris, a la
température T, sous une pression uniforme II;, nulle ou positive, le
carré symbolique qui figure au premier membre de 'inégalité (14‘3)
est positif quels que soient les ¢a;;; si, en outre, 1, est nul et si on
pose

sa,, = E,, Oltyy = K, dayy=E,,

(144) {«

Olgy 66632: Gl! 6(1'31 -+ 6((1;;: (}2, 6(112—i— f)(IZl: (}3,

cas auquel E,, E,, E,, G,, G,, G, sont six quantités arbitraires, la
condition ainsi obtenue peut s’écrire

- oD oD od od od oPp )
(145) (0 1L1 052E2+ ()——I‘ - a7 — G, + ()/2(11 T G) > o,

(2) désignant un carré symbolique.

-Hors des hypotheses particulieres que nous venons de préciser,
nous ne connaitrons pas le signe du premier membre de (145); mais
ce premier membre sera susceptible d’une interprétation simple.

Quelles que soient les quantités K,, By, B,, G,, G,, G,, on peut tou-
jours, au moyen des égalités (144), déterminer des valeurs correspon-

(1) W. Yoter, Thermodynamik, 1 Band, p. 332-333, formules (198) et (199), Leipzig,
19o3. Poir aussi P. Dunem, Sur une généralisation du théoréme de Reech (Procés-verbauz
des séances de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaur, séance du
2 avril 1903).



RECHERCHES SUR L’ELASTICITE. 211

dantes des ¢a;;. Ces valeurs nous donneront

(146) og, = K, oz, = B, oz, = K,
I N .
| oy =Gy 0y, = (x,, 07y = G,

et détermineront une perturbation homogene de la déformation infi-
niment petite homogene qui affectait notre milieu.

Imaginons que cette perturbation soit accomplie sans variation de
température; elle correspondra & des variations isothermiques

- 2 o ~rp

oNgz, oN,, oN;, oT,, oT,, oI,

des quantités N;, T,. Selon les égalités (3), nous aurons

aNL— 02D B .+ )P - 0t 2P . 0* P G 0P G
2= P DeE VT e dey, T g dey T e dyy - D¢y Oys + Dz dy; )

. — ( HEX - PEX ) - 2h DRl G 0:d 2o
@=""Po Dy 0e, Ty dey o 07 Uz "t dy? T

On voit alors que on a

L

(148) By N, - By0N, - By6N, 4 Gy Ty -+ Gy 8Ty - G, 3T,
ob | od L L. op | 0L I b\
e gy | m— By By — By — G+ =— G4+ — Gy )
ey g, ey 74 DY 73
Dans les conditions particulicres ot Pinégalité (145) est assurée, le
premier membre de égalité (148) est négatif.
Sila perturbation (146), au lieu d’étre isothermique, était accom-
pagnée d’une variation homogene ¢T de la température, il faudrait,
aux seconds membres des égalités (147), ajouter respectivement

()'Z(I) ’\,[1 . ’)2(1) arp
P0051()T ’ ctt Po()71()l‘o ’

En particulier, si lamodification était isentropique, ¢T serait donné
par 'égalité (140), ot les quantités e;, g, devraient étre remplacées
par les quantités ¢;, v, et olt I'on aurait & tenir compte des éga--
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lités (146); dés lors, les grandeurs Ny, T; subiraient des vartations

isentropiques

A

Ny 0Ny, O'N;, 0'T,, 0Ty, o'T;

données par les égalités

o ol e P I I XL SN | (,> ;o
== geram B T Bt gt R A T ) P
Ly 0T/ 0*® 0*P ik ) 2d 020 0 0*d (,’> e
=0Tz Ec<o;1()r T T g gt T Gt T Gt Y ot ) gy ot
Ces égalités (149) donnent
E ' Ny+ Byd'Ny -+ B8 No+ G, 6Ty + 6,8 Ty Gy o' T
=E, 0N, + Ey0N, + E,0N; + G, 0T, +(1zol,.+(}36'l’;
pol *d o K, 0d . )* ¢ (oot 00 . 00 G :
T Ec¢ (mlol T DT 2 BT et Dy 0T gy dT 7 0y 0T ™)

¢ est posilif, en vertu du postulat de Helmholtz; le premier membre
est donc assurément inférieur au premier membre de I'égalité (148);
toutes les fois que I'inégalité (145) est vérifice, le premicr membre
de I'inégalité (150) est négatif.

Supposons que I'on fasse croitre T de dT en maintenant inva-
riables les quantites N;, Ty; les quantités e, v; ¢prouveront des

Az

accroissements '
Tar, ar, Bar, Mar, e, G,
ctl'on aura, en vertu des égalités (3),
5 3 TR e T Tt A i o e, B g
)| e T e BT o o e

(

=0,
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Dans ces conditions, la masse dm dégage une quantité de cha-
leur dQ donnée par I'égalité

00
dQ = Ed(dr>dm,

que nous écrirons
:— C dm,

C étant la chaleur spécifique dans le cas ot I'on maintient invariables
les quantités Ny, T,. On aura, d’aprés ces égalités,

(153) (o V(OO dey PO ey PO @+ Ire dy, 00 zly.z+ 0*Q ﬁlﬂ)
=T g\ e gt at T 05 a7 @t 96, 9T 4t dy, 0T dT r 0y, 0T aT " dy, 0T dT

ou bien, selon les égalités (151),

. T/o® de, 00 dey 0D dey, 0D dy dyy 00 dy, b dy,\ ™
4 — il Il _____1 hed _2 ) 1 hdall el __Q S,
(154) C=c+g (oal T T T T 0 a0 Ty, At oy At oy, an

Dans les circonstances, précisées ci-dessus, ol I'inégalité (145) est
vérifice quelles que soient les quantités By, B,, By, G, G,, G;, on a

surement
(155) (>c.
d
Multiplions respectivement les égalités (147) par 1" s 67—/13, s

les égalités (131) par p,E,, ..., )Gy, ... et ajoutons membre a
membre les résultats obtenus; nous trouvons

Y (/51 o d-s o d/x ST 61/2 o d/s o

(196) i ONe + Z Ny G Nt 0T G 9Ty 7 9T
. (r)z(l) " LL . RL . 4 l7ELi . " 0*d Gt 2P Q A
TG T T e a T T Gt T a0k T G a0y, 0T ).

D’une maniere semblable, les égalités (149) et (151) donnent

(l“( / d=2 »., (lv’i x/ d/l -\/r\ d/! '\/H d/’} '~/r1
a0 Net g N+ gp Nt GpdTe+ Ty + Rl
0*P 2P 02 o %0 2o
= 0 s -+ ‘ p ~ G
P“(oslo"” T T T T it o 71 3 )

(T (00 dy 00 ey 00 dy 90 dy ¢o dyy 00 cg_a)]
x ,_‘“ E’c(osl 0T @ T 35, 9T at T U, a1 a7 07, 0T dT 07,0 dT " 0y, 0T dT
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ou bien, en vertu de l"égalité' (153),

. dey de, 5 ds, 5 Ay ym dy, Y (ly3 -
(157) ?I,aNx 77 ° Ny—+ —= dl’ N +d’l‘ajx+dl’ T, d,,f) p
C/ 0 2@ 02 P ps 020
= o 2, ) , Gy
P <c)sl oT B GeraT o Gy ot B T 37,07 G 3w et Gy

Les égalités (156) et (157) donnent la relation

clsl N, -+ " de, BN, -+ L (ls, IN, - ([/l ¥, + (l/2 T, -+ (173 -

) C dT [,r rl\ d I\ ll‘ l’l‘ [ I
(158) 7= &, . d& "‘I dz, 5N, dyy 5T, dyy 5T, -+ (1/1 T .
T [‘ “l" + == dT + rr + dT ll‘ '

Cette relation, qui généralise le théortme de Reech, est due, nous
'avons dit, 8 M. W. Voigt; elle nous sera utile plus tard.

VII. — Application des conditions précédentes & un milieu vitreux
peu déformeé.

Les considérations développées au Paragraphe précédent supposent
le milieu peu déformé, mais elles ne font aucune autre restriction; le
milieu peut étre cristallisé d’'une maniére quelconque; nous allons
maintenant les particulariser davantage, en supposant que le milieu
considéré soit un milieu vitreux. '

Le passage du cas général-a ce cas particulier se fait en suivant la
voie marquée au Chapitre I, Paragraphe I1.

La fonetion g, est. donnée par I'égalité (15); pour qu’elle soit définie
positive, il faut et il sulfit’que 'on ait les deux inégalités

() { 3A(py, T) + 2M(py, T) >0,
7 ( M(P07T)>07

que nous avions déja obtenues au Lhapxlm] Paragraphe I1.
Mais alors :

»

G3>.

1° Pour regarder ces conditions comme nécessaires, il nous fallait
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regarder comme légitime la réciproque du théoreme de Lagrange et
de Lejeune-Dirichlet. Ici, au contraire, la loi du déplacement iso-
thermique de I’é¢quilibre entraine sirement la nécessité de ces condi-
tions.

2¢ Ces inégalités étant justifices seulement pour la valeur que la
densité p, prend lorsque le corps est en équilibre, a la température T,
sous une pression nulle. Ici, elles sont justifiées pour toutes les va-
leurs que peut prendre g,, & la température T, au sein d’un corps
soumis & une pression uniforme nulle ou positive.

En vertu de I'égalité [ Recherches sur (Elasticité, seconde Partie,
égalité (6)]

% P p A(T) »

(159) P =0u(T) 4+ 9, (T)(e;+ey4&) + ",)’EJ"‘ (61 &+ ¢3)*

20y

My 2 b ot

-—;Fo—(ze; “+2ei4-2ei+yi+yi+v3),

les égalités (151) deviennent

L de, de,  dey do,(T)
(\-}-21\/])27f-i—/\<'{'l,—l,+-d,—r> 0'——[271.—"—_—0,
de, dey,  de, do, (T)
(A+2M)m—; +A<7F+;ﬁ.> o—'—dT =0,
dey de, dey,\  do(T)
(A—!—‘ZJ.\I)ZZT-!—A zz,'f“i-'ﬁ)-‘l ‘Do'—cfr——— ’
dy, _ dys _ dys _
le—,]-;‘__(), M-——,IT—_-O, M'ZT—-O.
On en tire
dy, _dy, _dyy o
o dT —dT —dr — 7
ue dey _dey _des _ o da(T)
dl 7 dl — dT—  3A+2M dT

Chauffé de telle sorte que les quantités N;, T; ne varient pas, le
milieu se dilate en restant semblable & lui-méme; le coefficient de
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dilatation cubique a pour valeur

3 do, (T)
T 3A+a2M  JT

(19 bis) o=

expression indiquée en (19).
En vertu des égalités (159) et (160), I'égalité (152) devient

~_ ]_1 390 <df191(T)~ :
(161) “—°+E3A+2M[ T I

Les égalités (147) donnent, moyennant I'égalité (159),

SNg=— (A +sM)E, — A(E,+E,),
ON,=— (A +2M)E,— A(E; + E,),
alrz = — (A+ ZM)Eg—‘ A(El—*—]az),

tandis que les égalités (149) deviennent

__poT [do,(T)
Ec¢| dT

T de, (T)]?
Ec | dT

2
S F'Np=— (A + 2M)E, — A (E, + Ey) (E, + E, -+ Ey),

(162) { O'Ny=— (A -+2M)E, - A(E;+E))

(B, - E,+ Ey).

X - o Trdo (T2, .« o
| O'No=— (A +3M)E;— A(E, +E, _Eﬁ_c —?(-}il——) (B, + E,+ E,).

Dans ces formules, E,, E,, E; sont arbitraires; nous pouvons donc
faire

=

=E,=E;=¢.

Elles deviennent

¢Ny =0N, = 0N, =— (3A +2M)C,

(163)

r Y12
a'N,c:a'NJ:a'Nz:—g3/\-MMJr 3]§°cr {‘i‘% gk

Les égalités (158), (160) et (163) donnent sans peine

. 3poT [y, (T)|*
C—3A+AM+ s { T ]
- ?

(164) ¢~ 3A +2M

formule qui nous sera utile plus tard.
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Ce Chapitre, que nous terminerons ici, montre clairement quels
avantages il y a & prendre pour postulat fondamental, dans I'étude
des milieux élastiques, la loi du déplacement isothermique de 'équi-
libre, de préférence a certaines hypotheéses touchant la stabilité. Rap-
pelons, & ce sujet, que Uexpression & laquelle nous avons donné le
nom de travail perturbateur isothermigue s’est présentée, pour la pre-
micre fois, dans les recherches de Lord Rayleigh (*).

(1) Lowp Raveeweut, General Theorems relating to FEquilibrium and initial and steady
Wotions ( Philosophical Magazine, (. XLIX, p. 218; 1875, — Scientific Papers, vol. 1,
p. 232).
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