
Sopra gli spazi di un numero qualunque
di dimensioni .

(del prof. ENRico BETTI, a Pisa .)

1.

Siano z1 , z 2 , . . . z„ n variabili the possono prendere tutu i valori reali
da -oo a + oo . II campo n volte infinito dei sistemi di valori di queste
variabili lo diremo uno spazio di n dimensioni e to dinoteremo con S,, .
Un sistema (z,, z2,..., z„) determiners un punto L,, di questo spazio, e
z1, z2, . . . zn si diranno le coordinate di questo punto .

Un sistema di m equazioni determiners un campo dei sistemi di valori
di n---m variabili indipendenti the sary uno spazio S„_,n di altrettante di-
mensioni, contenuto in Sn . Uno spazio di una sola dimensione the forma
una semplice continuity to chiameremo una linea .

Sia :
F(z 1 , z 2 , . . ., z n)=0

	

(1)

la equazione di uno spazio S,_ 1 di n-1 dimensioni . Se la funzione F e
continua e ad un sol valore per tutti i valori reali delle coordinate, to spazio
Sn_ 1 in generale separers Sn in due regioni, in una delle quali sars F<0, e
nell'altra F> 0 ; e non si potry con variazioni continue dal sistema di valori
delle coordinate di un punto della prima regione passare al sistema di valori
delle coordinate di un punto dell' altra regione senza passare per un sistema
di valori the sodisfaccia alla equazione (1) . Le due regioni saranno due spazi
di n dimensioni limitati dallo spazio Sn_l • Se dal sistema di valori delle coor-
dinate di un punto qualunque di una delle due regioni si potrs sempre con
variazione continua passare al sistema di valori delle coordinate di un altro
punto qualunque della medesima regione senza passare per i valori delle
coordinate di un punto di S n_ 1 , si dirs the questa regione 8 uno spazio
connesso .
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Siano
z1 = z1 (u1, u2, . . . U.-1) ,
z2 =z2 (u 1 , u 2 , . . . un-1) ,

(2)

:n=zn (u1 , u2, . . . u--1),

tali funzioni continue e ad un sol valore, the sostituite nella equazione (1)
la sodisfacciano identicamente . Lo spazio S,,_ 1 si potrAj riguardare come ii
campo dei sistemi di valori delle n--1 variabili reali : u1 , 26 2 , . . . un _ 1 .

E evidente the in Sn_ 1 saranno sodisfatte le n-1 equazioni
dF dz, + dF dz2 + . .,+ dF dzn= 0,

	

(3)dz., du. dz z du„

	

dz n, du,,

the si ottengono prendendo successivamente per m i numeri 1, 2, . . . n-1 .
Denotando con A 1, A 2 , . . ., An quantityh indeterminate qualunque, e ponendo :

Ora
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dalle equazioni (3) otterremo
dF __ N d :A

	

(~)
dz, - MdA.

sia L una linea determinata dalle equazioni

z1 =11(t), z2~12(t), . . ., zn=l„(t)

	

(8)
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Se la equazione (1), sostituendovi questi valori, 6 soddisfatta soltanto da
un numero finito di valori reali di t, la linea L intersechera lo spazio T
soltanto in un numero finito di punti. Sia To uno di questi punti di inter-
sezione corrispondente a t= to . Sara

F [11 (to ), 12 (to), . . .,

	

l„ (to)]= 0 .

Consideriamo ora i due punti di L corrispondenti a
t = t o + S to
t=to -S to

essendo S to un infinitesimo .
Per it primo di questi valori di t la funzione F diviene :

SF=Bto1- dF dl0
dz,n d to '

per ii secondo

SIF_-_--StoLdzdF dl.dtoI
.

Rammentando le equazioni (7) si ottiene

SF= MSto
(9)

YF=-1 Sto

essendo D it determinante A nel quale alle A . sono sostituite le quantity
dl.
d to

Se ora prendiamo pei radicali the danno tz ed M it segno positivo, e
fissiamo convenientemente l'ordine delle zl, Z21- zm , a percorriamo la linea
L facendo crescere t con eontinuith, dall' equazioni (9) si deduce the se
D>0,. quando L interseca S„_1 nel punto To, si esce da quella regione in
cui F < 0 e si entra in quella in cui F> 0, e viceversa s e D<0, si esce
da quella in cui F> 0 e si entra in quella in cui F < 0 .

Se poniamo

e ds, 6 l'elemento lineare di S„ (nel qual caso Ri$Maxx chiama piano lo
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spazio Sn ), nello spazio Sn_ i 1'elemento lineare ds„_, sari dato dalla formula :
ds;-1 =12;Eredurdu,,

essendo :
dz. dzm
du, due '

e per una nota propriety dei determinanti sari :

El ,

	

E,2 . . .

E12

	

E22 . . .
M2= j(T-±.)2

Ej,n-1

E2in-1

E1,n-

	

E2,n-1 . . . E„_1,"-1
Se :

dSA=dz,dz2 . . .dz n
e l'elemento dello spazio Sn , l'elemento di S„_, sari :

d S„_ 1 = Md u1 d u 2 . . . du.-, .

	

(11)
Sia ora :

F1 (u 1 , u 2 , . . ., u .-,) =O
la equazione di uno spazio S n_ 2 contenuto in S„_ 1. Se F1 6 una funzione
continua e ad un sol valore, S,,_ 2 in generale separera S,,_ 1 in due regioni,
in una delle quali sari F,<0 e hell' altra F,>0. PotrA riguardarsi S„-2
come it campo di n-2 variabili reali, e potrA ripetersi cib the abbiamo
detto per S„_ 1 . L'elemento lineare sari sempre una forma omogenea di 2±
grado, ma i coefficienti avranno una forma differente, come pure differente
sara it ceefficiente M per mezzo del quale si ottiene l'elemento dello spazio
S„_2 . Analoghe osservazioni valgono per gli spazi di un minor numera di
dimensioni .

2 .

Diremo the uno spazio Sn, di n--m dimensioni 6 linearmente con-
nesso, se prendendo in esso due punti qualunque si potra condurre una
linea continua the senza uscire da S„, vada da uno di questi punti al-
1'altro .
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Diremo the uno spazio S„_1 t chiuso, se divide S,, in due spazi linear-
mente connessi, in modo the da un punto di uno di questi non si possa
condurre una linea continua a un punto qualunque dell'altro the non in-
tersechi S,L _ 1 . Diremo the uno spazio linearmente connesso S n_2 ;e chiuso
se divide uno spazio chiuso S72 _ 1 in due regioni ciascuna linearmente con-
nessa e tali the non si possa da un punto qualunque di una di esse con-
durre una linea continua tutta contenuta in S,,- 1 , a un punto qualunque
dell'altra the non intersechi S, z_ 2 : e cosi di seguito .

Considerando, invece di una sola, un numero qualunque di disuguaglianze :
F1 '0, 1,2 <0, . . . F, <0

determineremo una parte R di uno spazio S, the potra essere connessa
linearmente. La totality degli spazi di t-1 dimensioni

F1 =0, F2 =0, . . . Fm =0
the limita R in modo the da un punto qualunque di R non si pub con-
durre una linea continua a un punto fuori di R, the non intersechi alcuno
di questi spazi, si chiamera it c'o n t o rn o di R .

Si dira the uno spazio 6 finito se le coordinate di tutti i suoi punti
hanno valori finiti .

Uno spazio finito e linearmente connesso o sara chiuso o avra un contorno .

3.

Uno spazio finito ha propriety indipendenti dalla grandezza delle sue di-
mensioni, e dalla forma dei suoi elementi . Queste propriety the si riferiscono
soltanto al modo di connessione delle sue parti furono considerate da LISTING
per gli spazi ordinari in una Memoria intitolata Der Census raumlicher
Complexe, e furon determinate da RIEMANN per le superficie .

Oltre la connessione lineare the si presenta sola nelle superficie, io ho
osservato the negli spazi di un numero di dimensioni maggiore di due si
possono considerare altre specie di connessioni .

Se in uno spazio R di n dimensioni limitato da uno o piit spazi di n--1
dimensioni, ogni spazio chiuso di m dimensioni, essendo m <n, 6 it contorno
di una parte di uno spazio linearmente connesso di m-14 dimensioni, tutta
quanta contenuta in B, avremo una connessione secondo m + 1 dimensioni,
e diremo the R ha semplice la connessione di meS1ma specie. Se uno
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spazio R ha semplici tutte le connessioni, diremo the 6 semplicemente
c o n n e s s o. Se invece in R si pu6 imaginare un numero pm di spazi chiusi
di m dimensioni the non possano formare it contorno di una parte linear-
mente connessa di uno spazio di m -+-1 dimensioni, tutta quanta contenuta
in R, e tali the ogni altro spazio chiuso di m dimensioni formi solo o con
una parte di essi o con tutti it contorno di una parte linearmente connessa
di uno spazio di m+1 dimensioni tutta quanta contenuta in R, diremo the
R ha di (pm ± 1) eSimO ordine la connessione di mesima specie .
Esempi. Nello spazio ordinario, quello compreso tra due sfere concentriche

ha di 2± ordine la connessione di 2a specie, e semplice quella di 1a specie .
Lo spazio compreso da un anello ha semplice la connessione di 2a specie,

e di 2± ordine quella di 1 a specie .
Lo spazio compreso tra due anelli uno interno all' altro ha di 2± ordine

la connessione di 2a specie, e di 3 0 ordine quella di 1a specie .
Lo spazio compreso tra una sfera e un anello ha di 2± ordine ambedue

le connessioni .
Per giustificare la definizione the abbiamo data Belle differenti specie di

connessione, 6 necessario dimostrare the per ogni spazio limitato R it nu-
mero pm a determinato, cio8 the comunque si conducano gli spazi chiusi
di m dimensioni the godono la esposta proprieta, it loro numero b sempre
lo stesso. Percid ci fonderemo, come ha fatto RIEMANN per provare it teo-
rema corrispondente relativo alle superficie, sopra it lemma seguente :
Se un sistema A insieme con un altro sistema C di spazi

chiusi di m dimensioni forma it contorno di uno spazio Sm+1 di
m±1 dimensioni linearmente connesso contenuto tutto quanto
in R, e se un altro sistema B di spazi chiusi di m dimensioni
forma insieme col sistema C it contorno di uno spazio linear-
mente connesso Sfm+1 contenuto tutto in R ; it sistema A col si-
stema B formera it contorno di uno spazio di m±1 dimensioni
linearmente connesso contenuto tutto in R.

Infatti i due spazi S.+1 ed S'.+1 saranno o da parti opposte, o dalla stessa
parte del contorno C. Nel primo caso to spazio composto di Sm+1 a di S'm+1
avra per contorno it sistema A col sistema B ; nel secondo caso togliendo
S'm+1 da Sm+i rimarra uno spazio the avra per contorno it sistema A col
sistema B .
Se t spazi chiusi di m dimensioni A1 , A2 , . . . At non possono

formare soli, e con ogni altro spazio chiuso di m dimensioni
Annali di Matematica, tomo IV .
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formano it contorno di uno spazio linearmente connesso di m+1
dimensioni tutto quanto contenuto in R ; e se un altro sistema
di t' spazi chiusi di 7n, dimensioni B1 , B 2 , . . . B t u, gode la stessa
propriet&, sar& t = t' .

Infatti, supponiamo t'> t . Se C 6 uno spazio chiuso qualunque di m di-
mensioni, tanto it sistema (A 1 , A 2 , . . . A t , C) quanto it sistema (A 1, A2 , . . .
A t , B 1 ) former& it contorno di uno spazio linearmente connesso di m+1
dimensioni tutto contenuto in R ; quindi tanto it sistema (A 2 , A 3 , . . . A, C)
quanto it sistema (A 2 , A 3 , . . . A t , B 1 ) former& insieme con A l it contorno
di uno spazio linearmente connesso di m -(-1 dimensioni tutto contenuto in
R ; e in conseguenza, per it lemma precedente, it sistema (A 2 , A 3 , . . . A t , C)
insieme col sistema (A 2, A3 , . . . A t , B 1 ) cio6 it sistema (B 1 , A 2 , A 3 , . . . A t , C)
former& it contorno di uno spazio di m + 1 dimensioni tutto contenuto in
R. Cosi it sistema (B 1 , A 2, A 3 , . . . A t) unito con uno spazio chiuso qualun-
que C forma it contorno di uno spazio linearmente connesso di m + 1 di-
mensioni ; e ora seguitando sostituiremo successivamente a uno degli spazi
A uno degli spazi B, e avremo finalmente the it sistema (B 1 , B2 , . . . B t)
former. con uno spazio qualunque chiuso, e quindi anche con Bt+i it con-
torno di uno spazio di m+1 dimensioni linearmente connesso contenuto
tutto in R, e questo 6 in contradizione con cid the abbiamo supposto se
t'> t. Ugualmente si dimostra the non pub essere t> t . Dunque t :;= t' come
volevamo dimostrare .

4.

Quando supponiamo rotta la connessione di uno spazio limitato R lungo
uno spazio di un minor numero di dimensioni, the ha it contorno sopra it
contorno di R, si dice the si fa in R una sezione trasversa .

Se da uno spazio di m dimensioni se ne separa una parte infinitesima the
abbia per contorno uno spazio infinitesimo di m 1 dimensioni, diremo the
vi si fa un punto sezione .

Se uno spazio limitato R si pud ridurre ad un altro RI senza farvi nes-
suna sezione trasversa e soltanto mediante continui ingrandimenti a impic-
colimenti delle sue parti, diremo the R pud con trasformazione con-
tinua ridursi ad RI

Due spazi limitati R ed RI the si possono ridurre uno all'altro mediante
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trasformazione continua avranno uguali gli ordini di tutte le specie di con-
nessione. Ora un punto 6 semplicemente connesso, dunque ogni spazio the
con trasformazione continua pub ridursi ad un punto sari, semplicemente
connesso .
Ad uno spazio the ha un contorno si pub sempre con trasfor-

mazione continua far perdere una dimensione .
Infatti sia R questo spazio, m it numero delle sue dimensioni, C it suo

contorno, Sm lo spazio di cui i parte, e u1, u2 , u 3 , . . . um denotino un sistema
di coordinate in Sm. Imaginiamo un sistema m -1 volte infinito di Jinee
the occupino con continuitk tutto quanto Sm , per esempio le linee the
hanno per equazioni :

U 2 = a 2 , U 3 = a,,..., = am-1

dove a 2 , a 3 , . . ., am_1 prendono tutti i valori da -oo a ±o o, e di questo
sistema consideriamo soltanto quella parte the contiene le linee the incon-
trano it contorno C di R. Ciascuna di queste linee continue col crescere
di u1 incontrando C, tante volte entrerh in R e altrettante ne usciril, a si
potra con trasformazione continua avvicinare indefinitamente ciascun punto
d'ingresso al punto di egresso successivo, e cosi far perdere ad R una di-
mensione come voJevamo dimostrare .
Ad uno spazio chiuso si pub sempre con trasformazione con-

tinua far perdere una dimensione, dopo averci fatto un punto
sezione,

Infatti, dopo avervi fatto un punto sezione lo spazio acquista un contorno,
e quindi per it teorema precedente pub sempre con trasformazione continua
perdere una dimensione .
Se in uno spazio chiuso R di m dimensioni si fa un solo punto

sezione, non s i mutano gli ordini delle sue connessioni ; ma se
vi si fanno s±1 punti sezione, l'ordine di (m-1)"i" specie au-
menta di s units, mentre gli ordini di connessione di specie
inferiore non mutano .

Infatti sia a ± 1 l'ordine di connessione di (m- l)esima specie dello spazio
chiuso R di m dimensioni. Potremo imaginare in R un sistema A di a spazi
chiusi di m-1 dimensioni the non formi solo, ma con ogni altro spazio
chiuso C di m-1 dimensioni formi it contorno di una parte di R . Poichb
R 6 chiuso it sistema A con C lo dividerA in due regioni separate, RI e R"",
ambedue aventi it medesimo contorno, ciob it sistema A con C . Ora se fac-
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ciamo in R un punto sezione, questo sara in una delle due regioni ; suppo-
niamolo in R'. P, chiaro the allora it sistema A con C non former& piu tutto
it contorno di R', ma perb far& sempre tutto it contorno di R". Dunque l'or-
dine di connessione di (m-1)eS 1ma specie di R non sara mutato da un sol
punto sezione . Ma se facciamo in R due punti sezione, potremo sempre
prendere C in modo the uno di questi punti sia in R' e l'altro in B", e
quindi it sistema A con C non former& piuA it contorno di una parte di R,
e sara necessario aggiungere un altro spazio chiuso di m-1 dimensioni
per avere tutto it contorno di una parte di R . Dunque con due punti se-
zione si aumenta di una unit& l'ordine di connessione di (m-1)es'ma specie
di R. Analogamente si dimostra the con 3, 4, . . . s+1 punti sezione si
aumenta quest'ordine di 2, 3, . . . s unit& .

Ora sia (3 + 1 l'ordine di connessione di (m-t---1)esima specie di R, es-
sendo 0 < t < m ; si potr& imaginare in R un sistema A di spazi chiusi di
m-t--4 dimensioni the non formi solo it contorno di uno spazio T di
m-t dimensioni tutto contenuto in R. Siano quanti si vogliano i punti
sezione fatti in R, purcU in numero finito ; potremo sempre col dato con-
torno condurre T in modo the non passi per ciascuno di questi punti se-
zione. Dunque un numero finito qualunque di punti sezione non muta gli
ordini di connessione di specie inferiore alla (m-1)e sima

Poiche non si mutano gli ordini delle connessioni di uno spazio chiuso
R facendovi un sol punto sezione, per determinare questi ordini sara indif-
ferente riguardare R come chiuso o come avente un contorno infinitesimo .
Dunque si potra ritenere uno spazio finito come limitato sempre da un con-
torno, e quindi gli si potra sempre far perdere una dimensione con trasfor-
mazione continua, senza mutare gli ordini delle sue connessioni .

5 .

Per rendere semplicemente connesso, mediante sezioni tras-
verse semplicemente connesse, uno spazio finito R di n dimen-
sioni, i necessario e sufficiente di fare p„_1 sezioni lineari, p„_,
di due, p„_, di tre, . . . p1 di n-4 dimensioni, se p1+ 1, p,+1, . . .

i'n_1+1 sono rispettivamente gli ordini delle sue connessioni di
1a, 2a , . . . (n-4)esima specie .

Infatti, essendo p., + 1 l'ordine di connessione di (n--4)esima specie di



Bet t i : Sugli spazi di un numero qualunque di dimensioni . 149

R, potremo imaginare in esso un sistema A di p, z_ 1 spazi chiusi di n I
dimensioni the non formi solo it contorno di una parte di R, ma lo formi
con ogni altro spazio chiuso di n-1 dimensioni . Si avranno cosi pin re-
gioni limitate, ciascuna delle quali avr ;k per contorno tutto o parte del
sistema A e una parte del contorno di R ; quindi facendo perdere a queste
regioni con trasformazione continua una dimensione, else si ridurranno al
sistema A, connesso lungo spazi di n-2 dimensioni. Dunque R si potra
ridurre con trasformazione continua ad uno spazio R, di n-1 dimensioni
formato di pn_1 spazi chiusi A di n-1 dimensioni connessi tra loro lungo
spazi di n-2 dimensioni, ed B 1 avrA uguali a quelli di R gli ordini delle
connessioni di (n_2)esima, (n-3)esima, . . ., 1a specie. Ora senza mutare gli
ordini delle connessioni di R l , potremo farvi al piiu tanti punti sezione quanti
sono gli spazi chiusi dei quali is formato, cio6 pn_1 • Sia R' 1 lo spazio R,
in cui sono fatti questi punti sezione .

Riducendo R'1 ad R con trasformazione continua, i punti sezione acqui-
stano una dimensione e divengono linee continue, the vanno da un punto
del contorno di R ad un altro punto del medesimo contorno, cioe divengono
sezioni lineari trasverse e cosi gli ordiiii delle connessioni di specie infe-
riore alla (n--1)e slma restano ancora gli stessi . Dunque in R si pud fare
soltanto un numero l'n_,i di sezioni trasverse the non mutano i suoi ordini
di connessione di specie inferiore alla (n.. . 1)esitna.

Ora ciascuna di queste pn-1 sezioni trasverse lineari attraversa uno dei pn_1
spazi chiusi A, the al pin si potevano condurre in R in modo the non for-
massero soli it contorno di una porzione di R, ma the lo formassero quando
ad essi se no aggiungeva un altro di n-1 dimensioni. Dunque dopo aver
condotte queste sezioni trasverse, ciascuno degli spazi A non 6 pin chiuso,
e quindi ogni spazio chiuso di n--1 dimensioni diviene it contorno di una
porzione di R ed 6 resa semplice la connessione di R di (n---1)esima specie .

Dunque per rendere semplice la connessione di (n--1)esim a specie di R
mediante sezioni trasverse semplicemente connesse senza mutare gli ordini
delle connessioni di specie inferiore, h necessario e sufficiente di farvi pn-1
sezioni trasverse lineari .

Lo spazio R'1 di n--1 dimensioni, al quale si is ridotto con trasformazione
continua lo spazio R in cui sono fatte le p._1 sezioni lineari trasverse, avendo
un punto sezione in ognun degli spazi chiusi dei quali 6 formato, e avendo
1'ordine di connessione di (n--2)esima specie uguale a p„_2 , potr& con tras-
formazione continua perdere una dimensione, e ridursi a uno spazio R, for-
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mato dip,,,-, spazi chiusi di n-2 dimensioni connessi lungo spazi di n 3
dimensioni. Ora senza mutare gli ordini delle connessioni di R 2 possiamo
farvi al piu. AI-2 punti sezione. Denotiamo con B'2 to spazio R 2 in cui sono
fatti questi punti sezioni. Riducendo R'2 ad R, i punti sezione di R'2 acqui-
stano due dimensioni e divengono spazi di due dimensioni the hanno ii
contorno supra it contorno di R, e sono semplicemente connessi perche
riducibili a un punto con transformazione continua, e quindi sono sezioni
trasverse di due dimensioni . Deuoteremo con R" to spazio R in cui sono
fatte le sezioni trasverse di una e di due dimensioni . Le sezioni trasverse
di due dimensioni rendono semplice la connessione di (n-2)esima specie .
Dunque per ridurre R mediante sezioni trasverse semplicemente connesse ad
uno spazio R"" the abbia semplici le connessioni di (n--1)esima ed (n--2)esima
specie senza mutare gli ordini delle connessioni di specie inferiori, e ne-
cessario e sufficiente farci pn_1 sezioni trasverse lineari e pn_2 di due di-
mensioni. Cosi seguitando per le connessioni di specie inferiori .
Quando uno spazio finito R 6 ridotto semplicemente connesso

mediante sezioni trasverse semplicemente connesse, ogni spa-
zio chiuso di m dimensioni condotto in R forma con altrettanti
spazi chiusi di m dimensioni quante sono le sezioni trasverse di
n--m dimensioni the esso incontra, it contorno di uno spazio
di rn±1 dimensioni tutto contenuto in R.

Infatti se p,a +1 e l'ordine di connessione di me51ma specie di B, ogni spazio
chiuso C di m dimensioni former, con un sistema A di p, n spazi chiusi di
m dimensioni ii contorno di uno spazio S di m + 1 dimensioni tutto con-
tenuto in R. Ora ciascuno degli spazi A sari, intersecato da una e da una
soltanto delle sezioni trasverse di n--m dimensioni the fanno parte di quelle
che rendono R semplicemente connesso, e quindi poich8 ciascuna di queste
sezioni ha it contorno sopra it contorno di R, se C former, con s degli
spazi A it contorno di S, dovra intersecare precisamente le s sezioni tras-
verse the intersecano quelli s spazi chiusi del sistema A .

Per maggior ehiarezza facciamo alcune applicazioni allo spazio ordinario .
Lo spazio compreso tra due sfere concentriche si riduce semplicemente

connesso mediante una Bola sezione trasversa lineare the va da un punto
della superficie sferica maggiore a un punto qualunque della minore .

Lo spazio compreso da una superficie anulare si riduce semplicemente
connesso mediante una sola sezione trasversa superficiale fatta lungo ii
meridiano della superficie .
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Lo spazio compreso tra due superficie anulari si riduce semplicemente
connesse mediante una sola sezione trasversa lineare the va da un punto
della superficie anulare maggiore a uno della minore, e mediante due sezioni
trasverse superficiali ambedue condotte per la sezione lineare ; una fatta
lungo it meridiano e una lungo 1'equatore della superficie .

Lo spazio compreso tra una sfera e un anello si riduce semplicemente
connesso mediante una sezione lineare trasversa the va dalla superficie della
sfera a quella dell' anello, e l'altra superficiale the terminando alla sezione
lineare va pure dalla superficie dell'anello a quella della sfera.

6 .

Sia dato uno spazio R di n dimensioni limitato da un numero qualunque
di spazi chiusi di n-1 dimensioni : S',,-,, S"a _ 1 , . . . S(,),,_1 i quali abbiano
per equazioni

F1 = 0, F2 =0 1 . . . Ft = O,
e R sia determinate dalle disuguaglianze

F1 <O, F2 <0, . . . Ft <O.

Siano : X1 , X2 , . . . X,, n funzioni dei punti di R finite e
diamo a considerare l'integrale nuPbO

a- f
( dz.l + dz~

	

dz,,) dzl dz 2 , dz
1n

esteso a tutto lo spazio R.
Distinguendo con indici pari i valori di Xr nei punti nei quali la linea

Zr the ha per equazioni
z1 = a1 , z2 = a2,, . . . Zr-1 = aa•-1 , zr+1 = ar+, , . . . za = a„

	

(2)

col crescere di zr , attraversando uno degli spazi Sn_,, entra nello spazio
R nel quale sono sodisfatte tutte le disuguaglianze (1), e distinguendo con
indici dispari i valori di Xr nei punti nei quali la linea Zr attraversando
uno degli spazi S„_ 1 esce dello spazio R, avremo

fd1"dzr=XU-X,1+Xrn .. •_ Xr~rr~
	- 1

(1)

continue ; pren-
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Onde

X,.'+X /l Xr111 + , . .) dz1 dz 2 . . .dz,_1 dz,+l . . .dz,, .
*-1

Ora ii numero dei punti nei quali la linea Z, incontra ciascuno degli spazi
chiusi S,, .1 6 pari, e in quanti di essi Z, entra in R da altrettanti esce .
Per esempio to spazio S'„_1 sara incontrato da Z, nei punti 0, 211 +1, 212 ,
2i2 +1, . . ., e la parte dell'integrale fl,, the si riferisce ai punti di S'„_ 1 sara :

f2'„=/(Xr•--X,(214+1)+X,(2'2)_ X,(2'3+1)± . . .)dz1 dz2 . . .dzr-1 dzr+1dz„ .
i

	

"'

Considerando S'„_ 1 come it campo delle n-1 variabili reali : u'1, U'21"'
u'„ _1 , avremo

dz1 dz2 . . . dz, . i dz,+ 1 . . . dz„ _±A dull duly . . . du'„_1r

dove 6 da prendersi it segno + o it segno - secondo the 6, 8 > op-
pure 8 < 0 .

Ora da 66 the abbiamo dimostrato nel primo paragrafo risulta the si
pud sempre prendere l'ordine delle z1 , z2 , . . . z,, in modo the it segno di

dA r sia uguale a quello di dF' , essendo F 1 = 0 1'equazione di S'„_ 1 .

Ora dzr <0 nei punti di S'„_ 1 nei quali Z, entra in R, e di1 > 0 nei
punti nei quali esce . Avremo dunque

-1
JX±,dz1 dz2 . . . dz,-1 dzr+1 . . . dz„=fX± AT du', d u'2 . . . du'„_,

JX,(2Z,+1) dz, dz2 . . . dz,-1 dz,+1 dz, JX,(2Z,+1) dA du' 1 d u' 2 . ." du'„_,.
r

Onde :

R'n=f (X± Ar+X,(2Z,+1) d_ + . . .)du'1du'` . . .du'„_1
„- 1

ossia :
.. - n--fX, dul, du' 2 . .d du'„,

rn-1
esteso a tutto 1o spazio S'„_1 .

*-i
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Analogs riduzione si pud fare per gli altri spazi, a si ottiene

Stn=-fx. 4 du' 1 du' 2 . . . du 1 -zfx.1-du" i du"2 . . .du"n_1-
n-1

	

~-1

Dunque

nn=-zf
x1

X2

dz,
dul ct )
d za
d ui ct)

X1

x2

dz l

	

dz1
dug

	

du,

dz2

	

du-1
du1

	

dz~

Xn dzn

	

dzn
du,

	

du,;_,

dz l
du(t)n _1
d z~

d u_ 1

x dz

	

dzn
' y

	

dud')

	

duit)n - 1
Se (z;, 4 . . ., z~) a uu punto di S(t) _1 , una lines the passa per questo

punto ed ha per equazioni

_o- dFt Pz 1 '- ""' - d z; p.

o dFt Pz2-z2= dz~ p.

o d Ft Pz„ - zn=
dzA

-

si dice la normale allo spazio Sct)n_1 ; a siccome di qul abbiamo :

f)2=(.Zl-'Z1)2+ (z2-'z4)2
.~	~ (,Zn-

du(t ) 1 duct) 2 . . . duct) ( 3 )
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p Si chiama la distanza del punto (z1 z 2 , . . . zn) da (z;, z2, . . . z*) . Se p e
infinitesimo a uguale a dpi , abbiamo

dz, _dFt 1
dp i -dz,.

Ma :
dF~ do .
dzr -dAr M'

onde :
dx r _ dA 1
dp i -dA rM

Onde sostituendo

Stn=- f(Xl d i ±X2 dpi
+ • • + Xn

dpl)
Mdu") 1 du 2 . . du~ t~n_ 1 .

n-1

Ma essendo dS(±) n_ 1 l'elemento dello spazio SCE)n_1, abbiamo :

d S"_1 = MduW1 d u 2 . . d u_ 1 ,

onde

SZn

	

t~ , xr
dpt

d S(t)n-i .
s t) 1

Quindi se

Xr=d z

avremo

e percid se

in tutto to spazio R ,

d2 V d 2 V

	

d 2V1 dR
lR

t 1dfV
sflt? 1

sara

dzV .~dzv+ . . .+dz_

,-, n _ 1 =0.
sta-1

(4)

(5)
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Se to spazio R ha semplice la connessione di (n _ 1)esima specie, ogni
spazio chiuso C di n--1 dimensions condotto in esso, forma it contorno di
una porzione di R ; quindi se la equazione (4) a sodisfatta per tutto R, e
vi sono finite continue V e le sue derivate prime, sari, sempre

ff dd
C=O .

c

Se poi to spazio R ha la connessione di specie (n-1)esima di ordine
p„_1 + 1, condotti in esso pn _1 spazi chiusi A 1 , A 2 , . . . APA_ 1 di n -1 dimen-
sions, ogni spazio chiuso C contenuto in R formera col sistema A it contorno
di una paste di R : a se a 1 , a 2, . . . aPxi_ 1 sono le sezioni trasverse lineari the
attraversano rispettivamente gli spazi chiusi A 1 , A 2 , . . . APN_,, e rendono
semplice la connessione di (n-4)esima specie dello spazio R, C formerfi ii
contorno di una parts di R con quells spazi del sistema the sono attra-
versati dalle sezioni a eke incontra C .

Ponendo dunque :

pE
dAT=Mr

A

avremo
r

ffdc±Modr=
c

estendendo la somma a tutti i valori di r the sono indici dells sezioni
trasverse incontrate da C, ed abbiamo it seguente teorema

Se to spazio R ha la connessione di ('n__4)esima specie di ordine
pn+1, se con sezioni trasverse lineari si rends semplice quests
connessione, e C e uno spazio chiuso di n-9. dimensions, con-
tenute in R, l'integrale

~fda
c

differirfi da zero di tanti nioduli di periodicity, quante sono le
sezioni trasverse lineari the attraversa to spazio C.

Poiche due spazi di n-1 dimensions the hanno uno stesso contorno
formano insieme uno spazio chiuso, avremo ancora it seguente teorema
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Dato, hello spazio R di n dimensions, the ha la connessione
di (n_I)esima specie di ordine p_1±1, uno spazio chiuso r di n-2
dimensions, resa mediante pn_1 sezioni lineari semplice quests
connessione, l'integrale precedents esteso a uno spazio C , the
ha per contorno r e incontra s sezioni trasverse lineari, diffe-
rira dal medesimo integrals esteso a uno spazio C , the ha to
stesso contorno a non incontra alcuna sezione, dei moduli di
periodicity relativi a queue sezioni, a quindi se 10 spazio R ha
semplice la connessione di (n-1)±S'ma specie l'integrale esteso
a uno spazio qualunque C contenuto in R the ha per contorno r
avry sempre la stesso valore .

7 .

In uno spazio chiuso R di n dimensions the ha la connessione di 1a specie
di ordine p, + 1, siano s 1 , s 2 , . . . s py le p 1 sezioni trasverse semplicemente
connesse di n-1 dimensions the rendono semplice la connessione di 1a
specie di R. Siano L 1 , L2 , . . . L,, p1 lines chiuse the rispettivamente at-
traversano le sezioni s1 , s 2 , . . . sp ; , a the sono tali the ogni altra lines l
chiusa, con queue dells lines L the attraversano le medesime sezioni the
essa attraversa, forma it contorno di uno spazio C di due dimensions con-
tenuto tutto in R.

Siano
z1 = z, (u), z2 = z2 (u), . . . z,~ = zn (u)

	

(1 )
le equazioni dells lines l, a prendiamo a considerare 1' integrals

SZ 1 -- f , dz,.= 2fx,. dur d u
esteso a tutta la lines l, essendo le Xr finite a continue in tutta R.

Ora la lines l formando parts del contorno di C, se to spazio C sara de-
terminate dall' equazione

zi=z1(v1, 212), z2= z 2 (v1 , v 2 ), . . . z,y= zn(v1, v 2)
avremo

durd''dv1+ C~vrdv2
1

	

3
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e quindi

a1 fXdV1, v" +fZXr dvrdv 1 .
z

Ora per quello the abbiamo dimostrato nel paragrafo precedents
d

	

Xr dz

	

dl~ dffidv z

	

dv,) -- dv i Xrdvz)
dv1 dva

Xr ~vl dv1±f X,. dv 2

dove 1' integrals doppio b esteso a tutto to spazio C e it semplice a tutto
it sistema di lines 1, L1 , L 2 , . . . the formano it contorno di C

Ma abbiamo

V ( ~Xrdz - d ~Xr d=z)
~" dvi dv 2

fI
[dvz

	

dv,) dvi (

	

dv
dzr dz

('( dXr dv1 dvz
dv dv -~f f I	j )dz dz~~

	

1 2 "

	

dzt dzr n tdzt dzt dzt
dvl dv2

Quindi l' integral doppio i hullo se in tutto R sono verificate anche le
equazioni :

Dunque 1' integrals

dXr dXt
dzt- dzr =0 .

~fXr dzr

esteso a tutte le lines l, L 1 , L2 , . . . the formano ii contorno di uno spazio
C, e sempre hullo, qualunque sia la lines chiusa l, se le X r sodisfano le
(2) a sono finite a continue in R. Da cib si ricava it teorema seguente
Se in uno spazio R di n dimensioni, the ha la connessione di

1 a specie di ordino Pt' sono sl , s2 , . . . sgi le sezioni trasverse di
n-1 dimensioni, semplicemente connesse the rendono semplice
la connessione di 1 a specie di R, ed Ll , L 2 , . . . Lp p1 lines chiuse
the incontrano rispettivamente le sezioni s,, s 2 , . . . s~, e poniamo :

t = fXr d Zr,
L=

(2)
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l'integrale :

~ZXr dz,.

esteso tra due punti Z± e Z~ lungo una lines the incontra pin
sezioni s, differira da quello preso lungo una lines the va dal
punto Z ± al punto Z' senza incontrare nessuna sezione s, delle
quantity M relative alle sezioni s incontrate, prese queste po-
sitivamente o negativamente secondo the sono incontrate pro-
gredendo in una o in altra direzione ; se poi la connessione di
1 a specie dello spazio R semplice, l'integrale preso lungo una
lines qualunque the in R va da Z. a Zi ha sempre to stesso
valore .
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