P. DUHEM
Sur la pression électrique et les phénomeénes électrocapillaires

Annales scientifiques de I'E.N.S. $rie tome 5 (1888), p. 97-146.
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1888 3 5 97 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1888, tous droits réservés.

Laccés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.Shttp:/gvww.
elsevier.com/locate/ansens), implique I'accord avec les conditions générales d'utilisation
(http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commerciale ou impression systéma-
tique est constitutive d’'une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1888_3_5__97_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LA PRESSION ELECTRIQUE

ET

LES PHENOMENES ELECTROCAPILLAIRES,

Par P. DUHEM.

PREMIERE PARTIE.

DE LA PRESSION ELECTRIQUE.

CHAPITRE L

DES DIFFERENCES DE NIVEAU POTENTIEL AU CONTACT DE DEUX SUBSTANCES
DIFFERENTES.

§ I.— De la quantité 0.

1. La théorie de la distribution de 'électricité en équilibre sur un
systeme de corps conducteurs est due & Poisson. Poisson a déduit cette
théorie des hypotheses suivantes :

1° On peut appliquer aux charges ¢lectriques en équilibre les propo-
sitions démontrées en Statique pour les systemes de points matériels en
équilibre.

2° Deux charges électriques ¢ et ¢, concentrées en des points que
séparc une distance r, exercent I'une sur I'autre une action répulsive
donnée par la formule

e élant une conslante posltlve
Ann. de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome V. — Magrs 1883, . 13
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Ces deux hypotheses conduisent 2 un théoreme fondamental dont
voici I'énoncé : Pour que I électricité distribuce sur un systéme de corps
conducteurs soit en équilibre, il faut et il suffit qi’en tous les points d’'un
méme conducteur la_fonction potentielle ait la méme valeur.

Ce théoreme est en désaccord avec un fait d’expérience dont la
découverte est due a Volta et dont I’existence a été confirmée depuis
par un grand nombre d’observateurs : lorsque ¥ équilibre électrique est
établi sur un conducteur formé de plusieurs substances différentes, le niveau
potentiel, constant a ['intérieur d’une méme substance, varic lorsqu’on
passe d’une substance & une autre.

M. Helmboltz (') a fait disparaitre ce désaccord en joignant unc
nouvelle hypothese a celles que Poisson avait admises; cette hypothese
est la suivante : chaque particule électrique est soumise non seulement
a l'action des autres particules électriques répandues sur le systeme,
mais aussi a I'action de la matiere qui Penvironne; une masse maté-
rielle 72, située & une distance 7 du point ot est concentrée une charge
électrique ¢, exerce sur cetle charge électrique une action que nous
compterons positivement lorsqu’elle sera répulsive; cette action a pour

valeur
Fy=mq f(r),

J(r) élant une fonction de r dont la forme dépend de la nature et de
I’étal de la masse m; cetle fonction est égale & o pour toute valeur de
supérieure a une certaine (uantité p qui, par son extréme pelitesse,
échappe a 'expérience.

Considérons un systeme formé d’un nombre quclconquo de conduc-
teurs et un point M situé a 'intérieur de I'un d’eux; soit V la valeur de
Ia fonclion potentielle au point M; considérons I'une quelconque des
fonctions F(r) définies par la relation

dk(r)

=—f(r).

Posons
U=eV 40,

(1) H. Hewmnovrrz, Ueber die Er/zaltu/zg der Kraft, p. 47; Berlin, Reimer, 1847 (W issen-
schafiliche Ab/zmzdlzm gen, t. I, p. 48).
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avee
(1) 0= S F()dm,

fa sommation ¢’élendant, dans cette derniere égalité, a toutes les
masses matérielles élémentaires comprises dans la sphere dont le
centre est en M et dont 1 est le rayon. Il est aisé de voir que la force
qui agit sur une particule électrique ¢ située au point M a pour compo-

santes
oU ou oU

X:——q;ﬁ, Y:—r/;).»};; Z:—-r/?)_;.

Par conséquent, lorsque I'équilibre électrique est établi sur un systeme
de conducteurs, ¢’est la fonction U et non, comme le voulait la théorie
de Poisson, la fonction V, qui doit avoir la méme valeur en tous les
points pris & I'intérieur d’un méme conducteur. Si 'on prend plusieurs
points en lesquels le méme conducteur soit formé de la méme matiere,
la quantité © aura la méme valeur en tous ces points; il en sera alors
de méme de la fonction potentielle, résultat qui sera conforme a la
théorie de Poisson. Au contraire, si le conducteur est formé par I’as-
semblage de plusicurs corps de nature différente et si ’on prend deux
points situés & I'intérieur de substances différentes, la quantité © aura
en ces deux points des valeurs diflérentes, et il en sera de méme de la
fonction V.

La théorie de M. Helmboltz, dont nous venons d’exposer le principe,
coordonne toutes les lois auxquelles sont soumises les différences de
niveau potentiel au contact de deux substances différentes. L'liypo-
these sur laquelle elle repose souleve, il est vrai, certaines. difficultés,
mais ces difficultés sont déja impliquées, pour la plupart, dans les prin-
cipes mémes de la théorie de Poisson.

Nous avons cherché, dans un autre travail ('), a faire disparaitre ces
difficultés accumulées au début de I'Electrostalique; pour ne pas

“allonger outre mesure le présent travail, qui doit étre consacré a I'ex-
posé de résullats nouveaux, nous ne reprendrons pas ici‘la chaine des

(1) Le potentiel thermodynamique et ses applications & la méeanique chimique et G la
theorie des phénoménes électriques, 3° Partie, Chap. I; Paris, 1886.
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raisonnements par lesquels nous avons cherché a atteindre ce but; nous
nous contenterens de rappeler la proposition 2 laquelle ils nous ont
amenés. Cette proposilion est la suivante :

Considérons un systeme formé de corps immobiles portant des
charges électriques en repos, et soumis sur toule sa surface a une pres-
sion normale, uniforme et constante P. Ce systeme admet un potentiel
thermodynamique défini par I'égalité

(2) ®=W-+ ¥ 0Q-+E(U—T8)+ DX,

W étant le potentiel électrostatique du systeme,

2 son volume,

T la température absolue & laquelle il est porté en tous ses points,

U I'énergie interne que posséderait le systeme si tous les corps qui le
composent étaient ramenés  I’état neulre toul en conservant leur
forme, leur volume et leur état,

S I’entropie du systeme dans les mémes conditions,

Q une des charges électriques du systeme,

O une quantité qui dépend uniquement de la nature du systéme au
point ol se trouve la charge Q,

> enfin, le symbole d’une sommation qui s’étend a toutes les charges

du systeme.

Tout en laissant de edté la série des raisonnements par lesquels on
déduit cette égalité de la loi donnée par Coulomb pour les actions mu-
tuelles des conducteurs électrisés, il est nécessaire que nous appelions
'attention sur le point suivant :

Towtes les comsidérations qui conduisent & 'égalité précédente
reposent sur un théoreme susceptible de s’énonecer ainsi : lorsqu’une
charge électrique passe d’'un point 2 un autre en traversant un conduc-
teur homogene, dont tous les points sont & la méme (empérature et qui
laisse passer I'électricité sans éprouver de changement d’état, le travail -
non compens® produit dans le systéme se réduit & la variation changée
de signe de'la quantité W.

Pour démontrer ce théoreme fondamental, on use d’un artifice par
lequel, au lieu de transporter seulement la charge électrique d’un
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point a un antre du conducteur, on détache un petit fragment du con-
ducteur autour du point ol se trouve tout d’abord la charge électrique,
puis on le déplace avec la charge qu’il porte, de maniere & le substi-
tuer a un petit fragment identique, mais a I’élat neutre, détaché autour
du point ol la charge électrique doit se trouver apres la modification;
ce second fragment, de son coté, est substitué au premier. L’applica-
tion des théoremes généraux de la Thermodynamique & la nouvelle
modification ainsi imaginée conduit a la proposition dont nous venons
de rappeler I’énoncé.

Or, les principes de laThermodynamique, qui ont une origine essen-
liellement expérimentale, ne doivent étre appliqués qu’a des trans-
formations dont la réalisation puisse étre au moins congue comme
possible. D’autre part, il est bien probable que les dimensions d’un
fragment que I’on peut mécaniquement détacher d’un corps, de maniere
que le fragment séparé conserve la méme structure que le corps, ont
une limite inférieure, inaccessible a I'expérience, il est vrai, & cause
de son cxtréme petitesse, mais cependant différente de zéro. Par con-
séquent, dans I'opération imaginée précédemment, nous devons sup-
poser que les deux fragments détachés du conducteur ont des dimen-
sions supérieures & une cerlaine limite; nous devons, a fortore,
supposer que le conducteur dont ces deux fragments sont détachés a
des dimensions supérieures & cette limite; si donc nous raisonnons
comme si les deux fragments détachés se réduisaient & deux points,
si nous étendons le résultat obtenu, méme au cas o1 le conducteur ne
peut étre regardé comme homogene que dans un domaine infiniment
petit, il faudra nous souvenir que nous obtenons non pas une théorie
exacte, mais seulement une théorie approchée dans laquelle nous
regardons comme infiniment petites des quantités qui, en réalité, ne
sont que tres petiles.

Pour étre rigoureux, nous devons regarder la quantité 0, qui figure
dans I’égalité (2), comme pouvant dépendre non pas seulement de la
constitution du systeme auw point ou se trouve la charge Q, mais aussi
de la constitution des parties du systeme qui en¢ironnent ce point; des
lors, I'idée qui s’offre naturellement a D'esprit est d’attribuer 2 0
une expression analogue a I’expression (1), qui dérive de la théorie de
M. Helmhol(z.
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Celte remarque a une grande importance, comme nous P’allons voir
immeédiatement. ‘

La théorie du potentiel thermodynamique, comme la théorie de
M. Helmholtz, conduit & la proposition suivante : Lorsque I'équilibre
électrique est établi sur un systtme de conducteurs, la quantité
(¢V+0) a la méme valeur en tous les points de ce conducteur,
pourva qu’'une température uniforme regne a 'intérieur de ce conduc-
teur et que I'électricité puisse y circuler sans y produire de change-
ment d’état.

Supposons pour un instant que la quantité © dépende uniquement
de la constitution du conducteur au point ol se trouve la charge élec-
trique et envisageons un conducteur formé de deux métaux différents
accolés I'un & 'autre; prenons un point situé i Pintérieur de I'un des
métaux, infiniment pres de la surface de contact et supposons qu’une
charge électrique concentrée en ce point passe en un autre point in-
finiment voisin de la surface de contact, infiniment rapproché¢ du
précédent, mais situé a I'intérieur du second métal; la constitution du
conducteur au point ol se trouve la charge électrique subirait une varia-
tion finie; la quantit¢ © subirait, par conséquent, une variation finie
et, comme la quantité (¢V+ 0)ne doit éprouver aucune variation, la
quantité V subirait aussi une variation finie; en d’aulres termes, la
Jonction potentielle serait discontinue en tous les points de la surface de
contact des deux metausx.

Mais, d’aufre part, on ne peut imaginer aucune distribution de 1'¢-
lectricité sur un systeme de conducteurs qui n’appartienne a I'un des
quatre modes suivants, ou qui ne puisse élre envisagée comme le
résultat de la superposition de plusicurs distributions simples dont
chacune appartient & I'un de ces quatre modes :

1° L’électricité remplit certains volumes, de maniere a avoir une den-
sité finie en chacun des points de ces volumes.

2° L’électricité recouvre certaines surfaces, de maniére i avoir une
densité superficielle finie en chacun des points de ces surfaces.

3° L’électricité est distribuée en de certaines lignes, de maniere 4
avoir une densité linéaire finie en chacun des points de ces lignes,

4° Des quantités finies d’électricité sont concenirées en de certains
points.
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Dans les deux premiers cas, la fonction potentielle est continue dans
tout I'espace; dans le troisieme cas, la fonction potentielle est continue
dans tout I'espace, sauf'le long des lignes en lesquelles 1’électricité est
distribuée; dans le quatrieme cas, la fonction potentielle est continue
dans tout I’espace, sauf aux points ol I’électricité est concentrée;
mais, pour aucune distribution imaginable de électricité, la fonction
potentielle ne peuwt étre discontinue en tous les points d’une surface.

St donc la quantité © dépendait uniquement de la-constitution du sys-
téme au point ou se trouve la charge électrique a laquelle elle se rapporte,
aucune distribution de [’électricite ne serait compatible avec les lois qui
régissent la différence de niveau potentiel entre deux substances conduc-
trices mises en contact.

La contradiction a laquelle on viendrait ainsi se heurter disparait
completement sil’on adopte pour © une expression telle que expres-
sion (1). En effet, il est facile de voir que, pour un point situé au voi-
sinage de la surface de séparation de deux substances en contact, la
sphere a laquelle doit étre étendue lasommation qui figure dans I’éga-
lité (1) se compose de deux parties : 'une, située a I'intérieur de la
premiere substance, I'autre & I'intérieur de la seconde; 0 est la somme
de deux termes correspondant respectivement aux deux parties de la
sphere; de quelque maniere que la constitution de chacune des deux
subsltances varie an voisinage de la surface qui les sépare, chacun de
ces deux termes varie d’une maniere continue lorsque le point auquel
se rapporte ® subit un déplacement et méme lorsqu’il traverse la sur-
face; la fonction © ne présente plus de discontinuité le long de la sur-
face de contact des deux conducteurs, et la fonction V peut étre con-
tinue dans tout I'espace.

§ II. — Existence des dérivées de la quantité .

2. Dés lors, il est possible de trouver une distribution électrique
produisant la variation rapide, mais non brusque, que la fonction po-
tentielle subit au voisinage de la surface de séparation de deux sub-
stances conductrices contigués; quelle est celte distribution?

Nous ne pouvons répondre A cette question qu’dprés avoir fait
quelques hypotheses sur la maniere dont la fonction F(r) se comporte
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pour 7= o; par analogie avec la fonction potentielle, nous admet-

trons que, pour r= o, la fonction F(r) devient infinie comme 3; que
d—i,(,—'—)- devient infini comme — 5 et que 7 (2 )
Ces hypotheéses faites, nous pourrons, en calquant les demonstrallons
‘dont on fait usage pour I'étude de la fonction potentielle, établir les
proposxtlons suivantes :

1° La quantité @ existe, est finie et continue en tous les pomts de
Pespace, pourvu que la densité £ de la matiere soit finie en tous les
points de I'espace;

2° Six, y, z sont les coordonnées rectangulaires d’un point de Ies-

pace et si la condition précédente est encore remplie, les dérivées par-

d@) 08 99 existent et sont finies en tous les
9z’ Jy’ 0z

points de I’espacc; elles sont exprimées par les égalités

g@——fff‘m’) L kda' dy' d,

0 dF -—-y

_,____fff —5 kdx'dy' ds’, 1
——:-—fffdr(') % kda! dy" ds,

\ ds r

k étant 1a densité de la matiére au point («', y/, =) et les sommations
s’étendant a tous les éléments de volume dz’ dy’ d=' compris & I'inté-
rieur de la sphere de rayon . ayant pour centre le point (=, y, z).
Pour démontrer, sous certaines conditions, I'existence des dérivées
secondes de la fonction @, il est nécessaire de modifier légerement la
démonstration adoptée dans I’étude de la fonction potenuelle la néces-
sité de cette modification provient de ce quela fonction F(r) ne dépend
~ pas seulement de r, mais encore de I'état de la matiere au point
(@, y', 5). Cet état est défini par la densité £ et par un certain nombre
d’autres parametres «, (3, .... Nous mettrons en évidence ce fait que F
dépend non seulement de r, mais encore de %, «, B, ... en remplagant
le symbole F(r) par le symbole F(r, £, e, B, ...). A I’égard de cette der-

niére quantité, nous admettrons I'existence des dérivées partielles du

0F oF oF
premier ordre 57, 5= B Nous admettrous, en outre, que les pa-

devient infini Lomme——-

tielles du premier ordre —

(3)
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rametres £, «, @, ... qui définissent I’état de la matidre au point
(«',y', z') varient d’une manieére continue avec 2/, )/, s’ et admettent
des dérivées partielles du premier ordre par rapport & 2', ¥, 7/, au
moins dans un certain domaine fini entourant le point («, . 7).
Moyennant ces conditions, auxquelles nous aurons & joindre une der-
niére restriction indiquée par la suite méme du raisonnement, nous
allons démontrer I'existence des quantités

%0 020 020
0x*’ 0z dy’ 0dx 03’
J0*0 0?0 >0

dyox’ 0y’ 9y os’

020 020 220
050z 03 dy’ 0zt

Cherchons, par exemple, 2 démontrer ’existence des trois premieres.
Envisageons, pour cela, la premiere des égalités (3) :

00 dF¥ (r) &'— =z, , , ., .,
ﬁ_—ff/-—_dr - kdx'dy' dz'.

La sommation s’étend & tous les éléments de volume de la sphere de
rayon . ayant pour centre le point (x, y, z). Une partie de cette sphere
peut étre extérieure au domaine fini, situé autour du point (=, y, 2),
alintérieur duquel les quantités £, «, 3, v, ... sont des fonctions conti-
nues de 2/, y', 2’ et admettent des dérivées partielles du premier ordre
par rapport & ces variables. Désignons par X cette partie de la sphere,
égale & o peut-étre, qui se trouve en dehors du domaine du point
(x, y, 5) et par Q la partie de la sphere intérieure au méme domaine.
Nous aurons

00 ’ aA¥(ry ' — x bt de(r) z'—z 2 dyv'ds’
EE _—‘/‘/‘fz——(—z’—‘— > kdx (l)’ d»o -——ff o d" ————". kd.l' ‘)’ ~

chacune des deux sommations s’étendant & tous les éléments du volume
mis en indice. :
Le premier des deux termes qui figurent au second membre admet cer-
tainement des dérivées partielles par rapport a z, y, 5. Ces dérivées
Ann, de U'Ec. Normale. 3° Série. Tome V. — Mans 1888. 14
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partielles s’obtiennent par les régles connues de la différentiation des
intégrales. Une région de la surface qui limite le champ d’intégration,
a savoir la portion de surface sphérique située hors du domaine du
pomt (z, y, 5), varie, il est vrai, en méme temps que les coordonnées

( )

x, y, 5 de ce point. Mais, comme la quantité —— esl égale & o en

tous les points de cetle surface limite, la var1at10n de cette limite est
sans influence sur la valeur de la dérivée. Si donc nous désignons par

00
(5;> le premier terme de 22, nous aurons

Jx
(@) =SS Lal TR ST e R e,
W {2 (52) =) [[1#]; 2| === kawayas,
7 (0= [{#]s FR)E=a2E= ks

Pour démontrer 'existence des dérivées partielles du second terme

00 dF(r) ' —x ~
( ) ffg ar . kdx'dy'ds',

nous lui ferons subir une transformation fondée sur I’identité

OF(r, kyor,B,...)  OF 2'—x OF
oz’ —or r + ok

OF 0z OF 0B
do dx' " OB a7

J
pry
Cette identité, en effet, permet d’écrire

00 OF(r, ko, B, ...
(ﬂl=—/]]“ o K282 ko dy

OF ok  OF doe  OF 0B \ 7o }
+fff (0/( ()x do( W +-0—6 -a-;,' +...>d$ [l‘ylda/.

Soit do un élément de la surface o qui limite le volume Q; soit (r,, z)
I’angle que la normale & la surface o en un point de ’élément ds, di-
rigée vers l'extérieur du volume (), fait avec la direction positive de
'axe des x. Une intégration par parties, effectuée par rapport a «,
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nous donnera 'identité

[f 3 a’p"")kdx’dy’dz’
Q

__S Fi cos(lle,a,)cla—/fff(r ko By ) o ok . da'dy'd

Au second membre, la premiére sommation s’étend & la surface . En
faisant cetle sommation, on doit entendre que F el % se rapportent & un
point (', y/, 5") de I'élément do. L’identité précédente permet d’écrire

<_0_(:)> - S Fk cos (ng, x)ds

0z ),
oF N\ ok JOF Qo oF 0B Lt g
+//L[< (M+1)(M + Al o TR aE g .]dx(l.yd...

L’intégrale de surface S » qui figure dans cette égalité, représente
=)
la valeur qu’aurait la fonction © au point (=, y, 5) si 'on supposait la
matiére exclusivement distribuée sur la surface o et ayant en chaque
point de cette surface une densité superficielle £ cos(n,, z). Cette in-
tégra?c admet d01.1(:, par rapport & x, ¥, z, des dérivées partielles du
premier ordre qui ont pour valeur

dF( /) 2!
()x, b Flcos(ng, z)do =-— S S S cos(n,, x)dg,

f’._
- 8 Flcos(n,, :c)tla-_—:__S dr(’) 4 y/a(:os(na,x)dcr,
oe —dr

dF(r) s’ — s,
(()g b F f c08(ngy @) do = — SG ) 2 fcos(n, @) do.

Il nous suffit donc de prouver que 'intégrale

N OF ‘, ok IF 0z IoF 0f R,
- f/g[(LoA )5 k5 gk );i,—i—...Jd.zd‘yd.,

admet des dérivées partielles du premier ordre. Pour le démontrer, il
suffira de reproduire la démonstration par laquelle on établit I'exis-
tence des dérivées partielles du premier ordre de la fonction potentielle
ou de la fonction O, apres toutefois que I'on aura fait voir que les
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OF O F
0k’ 92’ 0B’
méme ordre que ; pour 7= o. Ce dernier point est facile & établir

fonctions ... deviennent, comme la fonction F, infinies du

moyennant une nouvelle restriction.
En effet, pour des valeurs assez petites de 7, nous pouvons écrire
) .
F(r,kyapB,...)= -’-_G(r, kyo, By ...,

G demeurant fini pour »= o, quels que soient %, a, B, ...
De 13, nous déduisons

OF(r ko By...) _10G(r k,08,...)
ok 7 ok ’
oF(r,kyo,B,...) _10G(r,k a,B,...)
L =rT Oa ’
OF(r, by, By...) _10G(r k0, By )
0B r a8 ’

0G0, k, o, B,y.0) 0G(o, k, @, By...)
ok ’ e

» -+ sont des quantités finies.

ctla question seréduit & prouver que :
)G (o, &y o, By . ..)
9B
C'est cette nouvelle hypothese que nous introduirons :
0k’ 92” 9B’
soient les valeursde £, o, B, ....
Moyennant cette nouvelle bypothese, nous aurons

/Q'_].-——__ ?*F  OF\ ok ?*F da *F 0B x'— .
0z ,[IL [(k m -+ d_l'> 9% -+ k——()“ or 5;7-!- /('-—--—--—0ﬁ or Z)—x‘, -+, ] = a’x’dy dz',
. o) [, *F  OF\ ok ?*F Ja ?F 0B Y —
(6) {—=— — ) —_— g Y . Y g -
) dy fffg l_<k gkor + dr) ox' +k Jaor 0z k 0B dr 0z’ e ] r dz'dy'ds,
a_ ?*F  OF\ ok 0*F Qo 0*F 0B 5 —z ,

Les égalités (4), (5) et (6), et les égalités analogues quon en dédui-
rait en remplacant z par y et z, démontrent, moyennant les conditions
indiquées, l'existence des dérivées secondes de la fonction O et don-
nent la valeur de ces dérivées. Ces dérivées s’expriment de la maniere

Les quantités sont finies pour r= o, quelles que
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suivante :

o L[S0 rar

01".r

Lk cos (ney ) do

OF  da *F ()IB z'—z ! sl o] -1
—fff[ akor dx’+k()oc()1 0’ +k(){3()r})§7+'”]7‘d‘”d)’d~,

b5
xﬁ}’_fffd&(l dr) (&~ 2) y y)kdx’dy’d;'

0I« - ykcos(ne, z) do )

#F | OR\ok  , ®*F dx _, O*F 0B Y=Y g dy' as
—-ffoK(Jkd: 0r>55'+kda0rW+k050"55’+"'] A

Q.v

Dans le cas particulier olt le domaine qui entoure le point (z, ¥, 2)
et dans lequel les quantités £, «, {3, ... admettent des dérivées par-
tielles, enveloppe entierement la sphere de rayon . qui a le point
(z,y,5) pour centre, ces dérivées prennent une forme particulitrement
simple. En effet, dans ce cas, le domaine X s’évanouit et, avee lui, les
intégrales triples qui s’y rapportent. Le volume £ coincide avec le vo-
lume de la sphere. La surface o devient identique avec la surface de la

sphere, et, comme aux divers points de la surface de la sphére on a

JF o oo . . .
= o, les intégrales relatives a cette surface s’évanouissent. Si donc

or
on reprend l'usage de la fonction f= — %g, on aura
5 =SS Frs ) o h e B r g e | e
5 =SS ) ke i+ 4 |
(7 bis) 7 szf :("%*f)gz—ls LT %fs o+ ] - datdy'd,
L s
=[ [ 145 +r) 55+ 15 52 5 g o | TPty
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toules les sommations s'étendant aux divers éléments de volume
da' dy' ds' de la sphere de centre (z, ¥, 5) et de rayon p.

§ III. — Distribution de I’électricité en équilibre sur un systéme
' de conducteurs.

3. De ce qui précede, il résulte que la quantité

_ 90 20 90

A=3m T o T o=

a une valeur finie en tout point autour duquel on peut tracer un do-
maine jouissant des propriétés que nous avons définies au n® 2.
D’ailleurs, dans 1’état d’équilibre, on a, en tous les points d’un méme
conducteur,

(8) eV + @ —=const.

D’autre part, si 'on désigne par p la densité de I'électricité au point
(z,y,s), on a, que I’équilibre soit établi ou non,

AV = — 47p.
On a done, dans I’état d’équilibre,
(9) AQ = f4mep.

Cette égalité (9) permet de déterminer la quantité d’électricité qui
existe en chaque point a intérieur d’un conducteur en équilibre, lors-
qu’on connait la constitution du conducteur 2 I'intérieur d’une sphere
de rayon w ayant pour centre le point considéré.

Considérons un conducteur formé de deux substances différentes,
A el B, en contact 'un avec l'autre tout le long d’une surface (A, B).
Cherchons quelle est, dans I'état d’équilibre, la distribution de I'¢lec-
tricité au voisinage de la surface (A, B).

Chacune des deux substances A et B est homogéne si I'on envisage
seulement les points situés & une distance des surfaces qui la limitent
supérieure & A, A étant, comme (, une quantité fort petite, dont la
considération intervient dans 1'étude des phénomenes capillaires. Au
voisinage des surfaces qui limitent chacune des deux substances, la
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constitution de ces substances varie; la nature de ces variations dépend
de la nature de la substance en laquelle elles se produisent et aussi de
la nature de la substance limitrophe. Par exemple, la constitulion que
présente la substance A en un point situé 4 une distance I, inférieure
a A, de la surface (A, B), dépend de la valeur de /7, de la nature de la
substance A et de I'état qu’elle présente i une distance supérieure i A
des surfaces qui la limitent, et aussi de la nature de la substance B et
de I’état qu’elle présente & une distance supérieure 2 A des surfaces
qui la limitent. Par conséquent, le long d’une surface paralléle i la
surface (A, B), les parametres £, «, B, ..., qui déterminent la consti-
tution du conducteur en un point, garderont des valeurs constantes:
ils varieront lorsqu’on passe d’une surface parallele 2 (A, B) & une
autre si la distance de ces surfaces a la surface (A, B) est inférieure
a A. Ces diverses propositions ne sont que 1’énoncé des hypotheses
fondamentales sur lesquelles repose la théorie des phénomenes capil-
laires (*).

On voit aisément, d’apres ces propositions, que la quantité 0, con-
stante en tous les points intérieurs & la substance A et situés 2 une
distance supérieure & (A+ ) des surfaces qui limitent A, a une valeur
variable a I'intérieur d’une couche d’épaisseur (A + p.) entourant A.
En un point situé a 'intérieur de la substance A a une distance /, infé-
rieure & (A + ), de la surface (A, B), © a une certaine valeur qui
dépend uniquement de / et de 'état que les corps A et B présentent
loin des surfaces qui les limitent. La forme de la surface (A, B) n’in-
tervient pas dans la valeur de © si les rayons de courbure de cette sur-
face au voisinage du point considéré sont supposés trés grands par
rapport & . Nous désignerons la valeur de O, dont nous venons de
parler, par le symbole 04, B, [). Les surfaces paralleles & la surface
(A, B) seront des surfaces ol © aura une valeur constante.

Les parametres %, «, B, ..., qui déterminent I’état du corps A en
un point, varient, comme nous I’avons vu, au voisinage de la surface
(A, B). Nous admettrons que cette variation a lieu d’'une maniere con-
tinue, et que les paramétres £, «, §, ... admettent, en tous points autres

(1) dpplications de la Thermodynamique aux phénoménes capillaires (Annales de 1 ‘E-
cole Normale supéricure, 3° série, t. II, p. 207; 1885).
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que ceux de la surface (A, B), des dérivées partielles du premier ordre.
Nous serons alors assurés de I'existence de la quantité A® en tout
point du corps A et nous pourrons faire usage de I'égalité (g). L’éga-
lité (9) nous montrera que, dans I’état d’équilibre, la densité p, nuile
en tous les points du conducteur A situés a une distance supérieure a
(%~ ), des surfaces qui limitent ce conducteur, cesse d’étre égale a o
aux points plus rapprochés des surfaces terminales. En un point du
corps A, dont la distance Z & la surface (A, B) est inférieure & (A + ),
¢ a une valeur qui dépend de 7 et de I’état que les corps A et B pré-
sentent loin des surfaces terminales. Nous désignerons cette valeur
par o (A, B, /). En tous les points d’'une méme surface parallele a
(A, B), p a la méme valeur.

Des considérations semblables s’appliquent aux points du corps B
voisins du corps A. Elles cessent de s’appliquer aux points mémes de
la surface (A, B), car en ces points £, «, 3, ... sont discontinus, en
sorte que ’onn’est plus assuré de I'existence de AO. Existe-t-il sur cette
surface une distribution d’électricité correspondant & une densité su-
perficielle finie en chaque point?

Soit M un point du corps A infiniment voisin de la surface (A, B);

Fig. 1.

e

M

m
— | TT—AB

PM

ny

soit M’ un point du corps B infiniment voisin de la surface (A, B) et
du point M, situé avec ce dernier sur une méme normale 4 la surface
(A, B); soitm le point ot cette normale rencontre la surface (A, B)
(fig. 1); soit V la valeur de la fonction potentielle au point M; soit
V" sa valeur au point M’; soit n, la direction de la normale mM; soit



SUR LA PRESSION ELECTRIQUE. 113

n, la direction de la normale 72M’. La densité superficielle ¢ au point m
est donnée par I'égalité
oV V'

/
e = —— == — { Tp.
Jn, on,, TP

Soient @ la valeur de ® au point M et ©" sa valeur au point M. On a,
en vertu de I'égalité (8),

eV 4- 0 = const.,

e V' + 0'= const.
et, par conséquent,

oV 1 900
ong € ong
oV 1900/
on, — & dny’

en sorte que I'égalité précédente devient

00 00’

— — = [ Tep.
()”u ()”/) P

Mais, si la densité de chacun des deux corps est finie, méme aux points
infiniment voisins de la surface (A, B), les dérivées particlles du pre-
mier ordre de ® sont continues méme aux points de la surface (A, B);
pour le démontrer, il suffit de reprendre le raisonnement par lequel
on établit la continuité des dérivées particlles du premier ordre de la
fonction potentielle. On a done

20 __ oo
on,  Odny,
et, par conséquent,
p=0.
Il 0’y a pas d’électricicé distribude sur la surface de contact de deux corps
conducteurs de nature différente.

Sur la surface (A, B), prenons un élément mm,, d’aire do (fig. 2).
Par les divers points du contour de cet élément menons des normales
a la surface (A, B). Ces normales engendrent une surface cylindrique
qui limite un canal infiniment délié. Limitons ce canal de part et
d’autre de I’élément do par deux sections droites, 'une MM, a l'inté-
rieur du corps A, 'autre M'M, a l'intérieur du corps B, toutes deux

Ann. de I’Ee. Norm. 3¢ Série. Tome V. — AviL 1888. 15
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situées h une distance supérieure 3 (A -+ ) de la surface (A, B). Nous
formons ainsi un petit volume qui renferme & son intérieur une cer-
taine quantité d’électricité Q. Sur la surface qui enferme ce petit vo-
lume, prenons un élément superficiel ds. Soit Vla valeur de la fonctlion

Fig. 2.
P e )
A
mi_ . My
- \ [T AB)
‘a
B
L S Vi

potentielle en un point de cet élément; soit ~ la normale & cet élé-
ment ds, dirigée vers Uextérieur de la surface fermée. On a
)’V :
8 L s = 4mQ,
dan
la sommation s’étendant & la surface fermée tout entiere, ou bien, a
cause de I'égalité (8),

Il est aisé de voir que le premier membre de cette égalité a pour
valeur o. En effet, si I’élément ds est pris sur les parois latérales du

00 . .
canal, on a == = o, parce que les génératrices du canal sont normales

aux surfaces paralleles & (A, B), le long desquelles est vérifiée I’éga-

lité ® = const. Si ’élément ds est pris sur I’une des deux sections MM,,
. 90 : :

M’M}, on a encore 5= = o, parce que, i une distance (A + 1) de la

surface (A, B), ® devient invariable. On a donc

Q=o.

Alnsi un petit volume, composé comme nous venons de Uindiquer, ren-
SJerme autant d’électricité positive que d’électricité négative. Celle pro-
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priété, découverte par M. H. von Helmholtz ('), a fait donner le nom
de couche double (*) a Vélectricité qui s'accumule, dans I'état d’équi-
libre, au voisinage de la surface de séparation de deux substances de
nature différente. Les considérations que nous venons d’exposer pré-
cisent la constitution d’une semblable couche double.

L’expression du potentiel thermodynamique, donnée par l'éga-
lité (2), renferme la quantité Z@Q, dans laquelle la sommation
s’étend & toutes les charges Q du systeme. Bvaluons la partie de cette
somme qui provient des charges Q formant une couche double au voi-
sinage de la surface de contact de deux conducteurs.

Sur la surface (A, B), prenons un élément mm,, d’aire ds (fig. 3).

Fig. 3.

/ (A;B)

m’

m'y

Par tous les points du contour de cet ¢lément, menons des normales
vers U'intérieur du corps A. Coupons le canal infiniment délié ainsi
formé par deux surfaces MM,, M’'M|, paralleles & (A, B) et situées &
des distances { et ({~+dl) de (A, B). Ces deux surfaces découpent
dans le canal un élément de volume d/ds. La densité électrique en un
point de cet ¢lément est, d’apres 'égalité (g),

. ; .
P (AB )= AB(A, B, ).

(1) 0. Heusuontz, Ueber einige Gesetze der Pertheilung elektrischer Stréme in kir-
perlichen Leitern mit Anwendungen auf die thicrisch-elektrischen Persuche ( Pogg., Ann.,
Bd. LXXXIX, p- 226 (1853); Helmholiz wissenschaflliche Abhandlungen, t. 1. p. 489).

(2) M. Helmholtz la nomme elektrische Doppelschicht ou Grenzschicht; loe. cit. et Stu-
dien iber elektrische Grenzschichten (Wied. Adnn., Bd. VII, p. 337 (1879); Wissenschaft.
Abhandl., t. 1, p. 855). ‘
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L’élément renferme donc une quantité d’électricité
Q=-—A0(A,B,)dlds.
4.me

La quantité © a en un point de cet élément la valeur ® (A, B, /). Limi-
tons le canal par une surface m'm', parallele & (A, B), située a 'inté-

rieur du corps A h une distance (A + 1) de (A, B). La quantité Z@ Q

velative a toutes les charges renfermées dans le volume mm,m'm aura

pour valeur
ds
4e

P
f O (A, B, 1) AG(A, B, ) dL.
[

Sil'on désigne par oy, une quantité qui dépend uniquement de I’état
que les deux corps A et B présentent loin des surfaces terminales, on
pourra poser

T

A+
(10) msz O (A, B, 1)AO (A, B, )dl,
" 0

et la partie de ' ©Q qui provient de la couche double accumulée au

voisinage de la surface de contact des deux corps conducteurs A, B
aura pour valeur
(otan =+ atpy ) Opns

0,5 étant ’aire de la surface (A, B). Il faut bien observer que ce résul-
tat, dont la démonstration repose sur 'emploi de I'égalité (8), suppose
I’équilibre électrique établi sur le conducteur.

On peut d’une maniére analogue étudier la constitution de la couche
électrique qui se forme dans un corps conducteur au contact d’un
corps isolant; mais il convient de préciser ce que nous entendrons ici
par corps isolant. Nous appellerons corps isolant un milieu homogéne,
invariable, incapable de livrer passage  Iélectricité et ne renfermant
jamais aucune charge électrique & son intérieur. Un semblable milieu
s'écarte certainement beaucoup des corps isolan(s que nous présente
la nature et des milieux diélectriques que les physiciens ont imaginés
pour représenter les propriétés des isolants naturels. Il n’est méme
pas certain que le vide jouisse des propriétés attribuées 4 ce milieu.
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Mais, lors méme que la conception d’un semblable milieu ne serait
qu'une pure conception mathématique, il y aurait encore intérét i
étudier les phénomenes que présenteraient des conducteurs placés dans
un semblable milieu, ne serait-ce que pour reconnaitre en quoi ces
phénomenes se distinguent des phénomenes que présentent des con-
ducteurs plongés soit dans des diélectriques, soit dans des isolants
naturels.

Soit A un corps conducteur placé dans un isolant idéal que nous
désignerons par I'indice o. On peut démontrer que, comme dans le
cas précédent, il existe de I’¢lectricité dans toute la partie du conduc-
teur A située 4 une distance inférieure & (A + 1) de la surface (A, o);
mais, de plus, il existe de I'électricité distribuée sur la surface (A, o)
elle-méme. Si nous prenons un point m sur la surface (A, o) (fig. 4)

Fig. §.

n'

M’

m
— B T ¥ )]

n

et sur la normale menée par le point 7z & la surface (A, o) deux points
infiniment voisins du point 72, 'un M a l'intérieur du corps A, I'autre
M’ & Uintérieur de I'isolant o; si nous désignons par n et ' les direc-
tions mM et mM/, par V et V' les valeurs de la fonction potenticlle
en M et M’, la densité ¢électrique superficielle o au point 7 sera donnée
par I'égalité

A A

I - T = 4ms.
Mais, au point M, on a

eV + 0 = const.

et, par conséquent,
V. 109
on~ & On
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On a done
1 ()(-)(A,o,o)__x__ ()_\_’
an hm on'

(11) g=

Vs

(e}

I~

Le premier lerme de celte expression

N 1 d0(A 0,0)
(12) M= T o

représente une densité électrique qui dépend uniquement de la nature
des deux corps A el o. Nous nommerons cette densité la densité de la
couche clectrique naturelle de la surface (A, o).

Le second terme de I'égalité (1)

1 9V’
T hmoan’

(13) A=

peut, pour un conducteur donné A el pour un isolant donné o, varier
d’un point & un autre de la surface (A, o) et varier aussi au méme
point suivant les circonstances. Il représente la densité de la couche
électrique communiquée & la surface (A, o).

Déterminons la valeur de la quantité E@Q relative & toutes les
charges électriques distribuées soit & l'intéricur du corps A au voisi-
nage de la surface (A, o), soit sur la surface (4, o) elle-méme.

Pour les charges distribuées & I'intérieur du corps A, la quantité

ZGQ a pour valeur

%50 9405
%y Gtant défini par une égalité analogue & 1’égalité (10), qui définit
%y €t 040 élant I'aire de Ja surface (A, o). .
Pour les charges distribuées sur la surface (A, o) elle-méme, EG)Q

a la valeur SG(A, 0,0)adl,,, la sommation s’étendant a tous les

éléments d0,, de lasurface (A, o). Sil’on remplace o par sa valeur (171)
et si ’on pose

(14) ‘ZIAO:@(A> 0, 0) 640,
on aura
S ®(A,0,0) 5 dbyo== ayolro—+ O (A, 0, 0) S A diyp.
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En résumé, si 'on considere un systeme formé de n conducteurs
désignés par les indices 1, 2, ..., p, ..., n, en contacl entre eux et
avec un milicu isolant o, lorsque I'équilibre électrique sera établi sur
ce systeme de conducteurs, on aura, pour tout le systeme,

p=n =
(15) S 2(*)() = Z [(0(,;0 ~+ %) 00 -+ O (p, 0,0) S Adlp, +Z“1’46NJ

] p=1 a
(g=1,2, ..., p—1, p~+1, ..., n).

B

CHAPITRE 1L

DE LA PRESSION ELECTRIQUE DANS LE CAS OU L’EQUILIBRE ELECTRIQUE
EST LTABLI SUR DES CONDUCTEURS.

§ I. — Historique.

1. Les principes établis au Chapitre I vont nous permettre d’aborder
I’étude des changements de forme ou de volume que subit un conduc-
teur électrisé. Cette application nous conduira a des conséquences fort
différentes des idées généralement admises sur la pression électrosta-
tique. Rappelons tout d’abord, dans un exposé rapide, en quoi con-
sistent ces idées.

Depuis 'origine de I'Electrostatique théorique, on a admis qu’en
un point de la surface d’un conducteur chargé d’électricité s’exercait
une pression dirigée vers I'extéricur du conducteur et donnée par
Pégalité
(1) F == a2ncA?,

A étant la densité électrique au point considéré.
Celle pression doit produire des déformations dans les corps élec-
trisés. Déjh, a "époque de Volta, Fontana (') avait observé que le

(1) Cité dang une Lettre de Volta au professeur Landriani (Lettere inedite di Alessan-
dro Polta, imprimées a Pesaro en 1831, pp. 30 et seqq. ). .
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volume d’un condensateur augmente a la suite de I'électrisation,
augmentation que Volta altribua & la pression électrique.

Plus récemment, M. Volpicelli (*) retrouva le phénomene décou-
vert par Fontana, puis M. Govi (2) en constata de nouveau 'existence.

M. Duter (*) montra que le volume interne d’une bouteille de Leyde
sphérique augmente pendant la charge d’une quantité proportion-
nelle au carré de la différence de niveau potentiel qui existe entre les
deux armatures et a l'inverse de la distance des deux armatures.
M. Righi (*) prouva, par ses expériences, que l'allongement d’une
bouteille de verre cylindrique suivait une loi analogue.

Les déformations subies par les corps électrisés ont été ensuite
I'objet d’un grand nombre de recherches expérimentales, parmi les-
quelles il convient surtout de citer celles de M. Quincke (°).

M. Duter avait été tenté d’attribuer les phénomenes de dilatation
électrique 2 une propriété toute nouvelle de I'électricité, propriété
non comprise dans les lois de Coulomb : « Si les changements de vo-
lume obscrvés, dit-il, étaient dus a la pression électrique, ils ne se-
raient pas en raison inverse de e, mais cn raison inverse de e*; il
est d’ailleurs facile de calculer l'effet de la pression électrique qui
s'exerce sur les deux faces des bouteilles de Leyde sphériques...
Alpsi la pression électrique n’est pas la cause du phénomene, ¢t I'on
se trouve en présence d’une propriété nouvelle de I’électricité. »

M. Righi émit le premier I'hypothese que les changements de vo-
lume éprouvés par un diélectrique chargé d’électricité étaient dus avx
forces qui, en vertu des lois de Coulomb, se développaient & 'intérieur
d’un milieu polarisé. Un grand nombre de physiciens, adoplant cette
maniere de voir, développerent la théorie des actions internes aux-
quelles est soumis un milieu polarisé et parvinrent 4 retrouver théo-
riquement les lois des déformations des diélectriques électrisés. Parmi

(1) YoueiceLLl, Archives de Genéve, t. XXXII, p. 323; 1856.

(?) Govi, NVuovo Cimento, t. XXI, p. 18; 1866.

(*) DutER, De la dilatation dectrique des armatures des bouteilles de Leyde ( Comptes
rendus de I’ Academie des Sciences, t. LXXXVIIL, p. 1260; 18-9).

(*) Ricun, Surla dilatation électrique des condensateurs pendant la charge ( Comptes
rendus de I’ Académic des Sciences, t. LXXXVIIL, p. 1262 1879).

(%) QuINckE, Wiedemann’s dnnalen, t. X, p. 161; 1880.
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ces travaux, citons ceux de sir W. Thomson ('), de Cl. Maxwell (*),
de M. Korteweg (*), de M. Boltzmann (*), de M. H. von Helmbholiz (*),
de M. Lorberg (°), de G. Klrchhoff( ) etde M. E. Mathieu (*).

Nous ne nous occuperons pas ici du cas traité par tous les physi-
ciens que nous venons de nommer, c’est-a-dire du cas des diélec-
triques. Nous nous limiterons a I'étude des déformations électriques
" des corps conducteurs.

Le premier travail qui ait été fait dans cette voie est da & M. J.
Moutier (*). Admettant que les forces qui agissent au sein d’un con-
ducteur ¢lectrisé se composent, d’une part, dcs actions mutuelles des
molécules matérielles, d’autre part, des actions quis’exercent, en vertu
des lois de Coulomb, entre les particules électrisées, il appliqua a un
systeme ainsi constitué le théoreme du viriel découvert par M. Clau-
sius, et parvint & la proposition suivante :

L’augmentation de volume qu’un conducteur subit par le fait de [’élec-
trisation est ¢gale auw quotient du potentiel électrostatique de ce corps par
le triple de son coefficient de compressibilité cubique.

(1) Sik W. Tinomson, Cambridge mathematical Journal, may 1843 ]{cpuut of Papers
on Electrostatics and Meagretism, art. VI, p. 147.

(2) CL. MAXWELL, 7reatise of Electricity and Magnetism, vol. 1

(%) KorteEwEG, Comptes rendus, to LXXXVIIL p. 338 (1879); Wiedemean’s Annalen,
Bd. IX, p. 48.

(") BovtzmaNN, Zur Theorie der sogenannten elektrischen  Ausdehnung oder Elek-
trostriction (Sitzungsberichte der K. Akad. der Wiss. zu WFien, 4 nov. 1880 et 2 dée. 188o.
— WWien.-dnz., 1. XXIII, p. 211; 1880).

(%) H. Hewymuovnrz, Uceber die auf das Innere magnetisch oder dielektrisch polarisirter
Kirper wirkenden Kréfte | Fiedemann’s dnnalen, Bd. X1, p. 385, 4o6 (1881); Mo-
natsber. der Berliner Akademic, 17 {6vrier 1881; Wiss. Abhandl., t. T, p. 798].

(%) LorserG, Ucher Elchtrostriction | Wiedemann’s Annalen, Bd. XXI, p. goo (fé-
vrier 1884)].

(") G. Kwnenuorr, Ueber die Forméinderung, die ein fester clastischer Kirper erfihrt,
wenin er magnetisch oder diclekirisch polarisirt wird ( Sitzungsberichte der Berliner dka-
demie, 1884, 1, p. 137.) — Uecber cinigen Anwendungen der Theoric der Forménderung
welche ein lwrper erféhrt, wenn er mmf/lctls('/l adu' dielektrisch polarisirt wird ((/)zd
t. I, p. 11555 1884).

- (%) E. MATIIIEU, Traité du potenticl et de ses applications, 1I° Partic.

(9 J. MouTiER, Sur le wolume des corps clectrisés (Bulletin de la Société philoma~

thique, 3¢ gérie, t. 111, p. 88 ; 1878); Sur la dilatation clectrique (ibid., 1. 1V, p. 182 1882).
Ann. de I"Fe, Normale. 3° Série. Tome V.— AvaiL 1888. 16
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Ce théoreme conduit 2 cetle conséquence que le volume compris
entre les armatures métalliques d’un condensateur sphérique subit,
par le fait de I’électrisation, une augmentation proportionnelle aun
carré de la différence de niveau du potentiel qui existe entre les deux
armatures et inversement proportionnelle & la distance des deux arma-
tures. C’est une loi entierement analogue a celle qui a été trouvée ex-
périmentalement par M. Duter.

Dans la démonstration de son théoreme, M. Moutier admet impli-
citement deux hypotheses; il suppose en premier lieu qu’il n’y a pas
lieu de tenir compte, dans I'expression du viriel, d’aclions mutuelles
de la matitre et de I’électricité, analoguesi celles auxquelles M. Helm-
holtz a eu recours pour expliquer les différences de niveau potentiel
au contact de deux substances différentes; il admet, en second licu,
que I’on pourrait conserver au conducteur la forme qu’il a lorsqu’il est
électrisé en le ramenant & I’état neutre et en appliquant sur toute sa
surface une pression normale et uniforme.

Cette derniere hypothese n’est évidemment pas réalisée en général;
on ne peut étre certain @ priort qu'elle est réalisée que dans le cas ol
le conducteur est limité par des surfaces sphériques; mais, dans ce
cas, la proposition de M. Moutier est identique & celle que I'on ob-
tiendrait en supposant que I'électrisation équivaut & I'existence d’une
pression donnée par I'égalité (r). On peut-donc dire que la théorie de
M. Moutier revient a la théorie de Volta, ou, si lon préfere, qu’elle
justifie le nom de pression dlectriqgue donné i la quantité (1).

La démonstration donnée par M. Moutier du théortme énoncé plus
haut repose sur 'emploi du théortme du viriel et n’est par conséquent
pas indépendante de toute hypothese sur la nature de la chaleur. Nous
avons donné une démonstration de ce théortme, sauve de toute hypo-
these de ce genre, en substituant au viriel le potentiel thermodyna-
mique (*). Sauf en ce point, notre démonstration repose sur des hypo-
theses analogues a celles qui ont été faites par M. Moulier.

(1) Le potenticl thermodynamique et ses applications, 1II° Partie, Chap. II.
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§ II. — Détermination des conditions d'équilibre.

Dans ce qui va suivre, nous nous proposons de reprendre d’une ma-
niere plus complete la théorie des changements de forme que les con-
ducteurs éprouvent & la suite de l'électrisation. Nous serons ainsi
conduits i définir d’une maniere précise ce que ’on doit entendre par
pression clectrigue. Nous verrons ensuite de quelle importance sont les
résultats ainsi obtenus pour la discussion de quelques questions d'Elec-
trostatique.

Nous commencerons, pour éviter certaines difficultés, par supposer
que le systeme que nous considérons est formé par un certain nombre
de fluides conducteurs, en contact les uns avee les autres, dont nous
chercherons les conditions d’équilibre. Nous verrons ensuite comment
les résultats obtenus peuvent étre généralisés. Dans la recherche des
conditions d’¢quilibre, nous suivrons une marche analogue & celle que
nous avons suivie en un autre endroit (') dans U'étude de I'équilibre
des fluides & I'¢tat neutre, voie qui nous a conduit a des résultats.
nouveaux touchant la pression capillaire.

Considérons un systeme quelconque, porté a une température con-
stante T, dont nous désignerons I'énergie interne par U et I'entropie
par S. Si nous posons

(2) F=E(U—TS),

E étant I’équivalent mécanique de la chaleur, le travail non compensé
qui accompagne une modification isothermique virtuelle de ce sys-
teme aura pour valeur

Y étant le travail effectué durant cette modification par les forces
extéricures qui sollicitent le systeme.

On obtient les conditions d’équilibre de ce systeme en écrivant que,
pour toute modification isothermique virtuelle, ce travail non com-

(1) Applications de la Thermodynamique aux phénoménes capillaires ( dnnales de IE-
cole Normale supericure, 3° série, t. II, p. 207).
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pensé est égal & o, ce qui s’exprime par I'égalité

Xy

c N AP
(3) 0F =0

On démontre (*) que I'on a, pour un systeme de corps électrisés,
(4) F=E(r—T3)+W+ ¥ 0Q,

Y étant ’énergie interne que posséderait le systeme, si I'on ramenait
2 I'état neutre chacun des corps qui le constituent, en laissant a
chacun d’eux sa densité ct son état physique ou chimique;

T étant entropie que posséderait le systeme dans les mémes condi-
tions;

W étant le potentiel électrostatique du systeme;

© étant une quantité dont I'étude a fait objet du Chapitre précédent;

Q étant la charge ¢électrique concentrée au point du systeme auquel se
rapporte la quantité O;

le signeE enfin indiquant une sommation qui s’étend a toutes les
charges électriques que renferme le systeme.

L’expression E(Y — TZ) peut étre mise sous une forme plus expli-
cite moyennant une hypothese que nous allons indiquer.

En général, lorsqu’un fluide est soumis a des forces extérieures, ce
fluide n’est pas homogene, sa densité varie d’un point & I'autre.
Toutefois, dans bien des cas, ce défaut d’homogénéité est si faible
qu’on peut n’en pas tenir compte. Cest ce que nous ferons ici, pour
ne pas compliquer outre mesure les égalités, déja fort longues, dont
nous aurons & faire usage. Du reste, on verra, sans autre difficulté que
la peine de développer des calculs fort embrouillés, comment il serait
possible de s’affranchir de I’approximation ainsi introduite.

Nous supposerons donc le systeme formé par un certain nombre de
fluides que nous désignerons par les indices 1, 2, ..., p, ..., n. Ces
corps sont en contact les uns avec les autres; ils sont environnés par
un isolant parfait, ce mot étant pris au sens que nous avons défini
au Chapitre I; cetisolant parfait est désigné par I'indice o.

() Le potentiel thermodynamique et ses applications, II° Partie, Chap. L.
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Chacun des fluides 1, 2, ..., p, ..., n est homogéne dans toute sa
masse, sanf dans les parties les plus voisines des surfaces terminales.
Dans les parties dont la distance a 1'une des surfaces qui termine le
fluide est inférieure & une certaine quantité A, d’ailleurs fort petite, la
constitution du fluide varie d’un point a 'autre, comme nous ’avons
exposé ailleurs (*).

Nous désignerons par

M, le poids du corps p;

Y, 'énergie interne de l'unité de poids de ce corps pris dans 1état
qu’il présente loin des surfaces terminales et supposé dépourvu de
toute charge électrique;

Z, I'entropic de I'unité de poids de ce corps dans les conditions qui
viennent d’étre définies;’

0,0 I'aire dela surface par laquelle le corps p confine & 'isolant qui
entoure le systeme;

A, une quantité qui dépend uniquement de 1'état que le corps p pré-
sente loin des surfaces terminales ;

0p, Paire de la surface par laquelle Ie corps p est en contact avec un
autre corps ¢ apparlenant au systeme;

A,, une quantité qui dépend, d’une fagon non symétrique d’ailleurs,
de I'état que les corps p et g présentent loin des surfaces termi-
nales.

Par une démonstration analogue a celle que nous avons exposée

dans notre travail sur les Applications de la Thermodynamigue aux
phénoménes capillaires, nous parviendrons au résultat suivant

p=1 p=n
. ~ . W Rl
(5) E(Y—TZX) :,)E:"LMP(YP —TZ,) -+ ,’ZZ,IAI’“ Opot b,:q(Al”lJ’_ Aqp)Opg>

. Al . . . ’ . N «
le signe b indiquant une sommation qui s’étend & toutes les combi-
P

naisons distinctes des indices 1, 2, ..., p, ..., n deux a deux.

(1) dpplications de la Thermodynamique aux phénoménes capillaires ( Annales de I’ E-
cole Normale supcricure, 3° série, t. II, p. 207).
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En vertu des égalités (4) et (5), I’égalité (3) devient

])_._"IL
0z = BZEMP(Y,,——TE,,)

p=1

(6) ~p=n
+0 ZA,,O Opo + S (Apg+Ayp)Opg |+ W+ 0“2 0qQ.
p=1 rq
Nous allons envisager une modification virtuelle particuliere et déve-
lopper successivement, pour cette modification, la valeur de chacune
des variations qui figurent dans I'égalité (6).

L’état interne de chacun des corps du systeme est défini lorsque 'on
connait sa température, son volume spécifique et un certain nombre
d’autres parametres dont les variations constituent ce qu’on nomme les
changements d’état physique ou d’état chimique du corps. Nous suppo-
serons que ces derniers parametres demeurent invariables, ainsi que la
température, et que le volume spécifique de chaque corps varie seul. Le
corps éprouve donc une simple dilatation.

Par suite de cette dilatation, la surface qui limite chacun des corps
subit une déformation. Nous désignerons par ¢N, la valeur que prend
en un point de la surface qui limitait primitivement le fluide p la
distance normale entre cette surface et la surface déformée; SN, sera
compté positivement lorsqu’en ce point la surface déformée sera exté-
rieure 2 la surface primitive. Nous supposerons que les lignes de rac-
cordement des diverses surfaces deviennent invariables.

Soient R, et R, les valeurs au méme point des rayons de courbure
principaux de la surface, chacun de ces rayons étant compté positive-
ment lorsque la ligne de courbure correspondante tourne sa concavité
vers I'intérieur du corps p.

Le volume V, du corps p aura, dans la modification considérée,

augmenté de
Vo= S oN, o,

(r=o,1,2,...,p—1,p+1,...,0).

Son volume spécifique aura augmenté de

(7) 8o, = —1\—}1— > SN, do,,
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'indice 7 ayant la méme signification que dans la formule précédente et
. N .y f 1

le signe S indiquant, comme dans la formule précédente, une som-

mation qui s’étend a tous les éléments d0,,. de la surface 0,,.

Nous aurons .

N - aY 02\ o
S, =13 = (G2~ TG or,

et, par conséquent, en vertu de I'égalité (7),

p=n p=n i
N W n o _rwv — TR W &)_r ()E[J o ( ]
[ (":07172;'-" 7_[1[)—!'—1""*”')‘

En vertu d’un théoréme di & M. Bertrand, 'augmentation de la sur-
face 0,, peut s’exprimer de la maniere suivante

N AR 1 I
(\)) 0 py = ON;(— - ——,-> 9.,
e S AR, R, »e

. Y . . . . , \ o
le signe b indiquant une sommation qui s’étend a tous les ¢léments

dh,, de la surface 0,,.

L’état interne du corps p a subi une variation déterminée par la va-
riation ds, de son volume spécifique. Il en résulte que A,, a subi une
variation
Ao

2 Po
OA o =. do
4 ()Up r

ou bien, en vertu de I’égalité (7),

o — ,I OA[)O kY 4
s OA[)O— M—p ()U,; Z S ON],(ZJI,,-

( (r=o,1,2, p—1,p+1,...,n0).

(10)

De méme A ,, a varié de

oA JA

~ Pq 3 Pq A

oA ,, = Oz, -+ oo
Py dz, 77 Ja, 7
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ou bien, en vertu de I'égalité (7), de

(o1 A, . 1 A ,
I >SN, b+ W, 9e 2.. S N, 0y

r=o,1,2,...,p—I,p-1,...,n;
S =0, 0,2,0.., —1,¢41,...,1

Les formules (9), (10) et (11) nous donnent

p=n
0 [ Z Apo bpo +2 (Apg =+ Agp) 9/}(1]

p=1 rq

D=

p=n
=34 SN (r+ )d@,,o + 2 Aot Aer) SN, (- + 1) 40
r
I

=1 rq
ﬁ Gp0 0Apo
Z T ‘02_11—2 Sol p (l./l,,
p=1 r
0/; ()(AI)'I+A!1[l p () , +A ) .
hllid S A /14 7 Ong OApy+Ayp) .
+3 [M,, ) 3, Qo oo Kb A 3 Qo dj,,gJ.
Pq

On voitl aisément que cette égalité peut s’écrire de la maniere sui-
vante :

"]):!l
a[ DA G0t X (Apg+ Agp) a,,q]

p=1 rq

p=n

S S i ) s [

29 Ay Ary)
pr dO’I,
p=n

- Z 2 S § < - i> + N; [ 70'1, 21 Opr ()(A,”()::,AIP)J ; oN, g

r=1 q

ON, d9p,

FP=I1,2, ., p—1,PpF1,...,0

<q::1,2,...,p—-—1,p+1,...,n;>.

Posons, suivant une notation que nous avons déja employée ail-
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leurs ('),
1 oA (A Ayp)
1o = |0, L2800 29____&__'_1'_
(r2) iz M,,[ ”9q, ' 07,
r :

(r=12,..,p—1,p+1,...,n),

et I'égalité précédente deviendra

p=n
) XA[)() 0[)0 +E(qu+Aq/})0[}q
p=1 Vi
p=n

N ( A I I ' N I L\ A
=% 1S [ 5+ 1)+ b |t + 3 S (A (o + )+ o | Ny |
p=1 q

!

(g=1,2,.., p—1,p=41,...,0).

Passons maintenant 4 la détermination de oW.

La variation ¢W du potentiel électrostatique cst égale, au signe
pres, au travail pondéromoteur effectué durant la modification consi-
dérée par les actions que donnent les lois de Coulomb, si, comme
nous le supposons ici, chaque particule matérielle se déplace en en-
trainant la charge électrique qu’elle porte.

Considérons en premier lieu une particule matérielle non située sur
la surface 0,,. Au point oli se (rouve cette particule, la fonction poten-
tielle admet des dérivées partielles du premier ordre et les compo-
santes X, Y, Z de I'action exercée en ce point suivant les lois de Cou-
lomb sont, si ¢ est la charge en ce point,

ov . A% g__ 9V
()1{_7 Y———of[()}-J 7= eq 0=

X=—¢q

Si &z, gy, ¢z sont les composantes du déplacement de la particule,
le travail effectué par ces actions aura pour valeur
V. ov Al )
=0 95 ),

)
_E(/<E)_on+ ay T 9:°F

(1) dpplications de la Thermodynamique aux phénoménes capillaires, égalités (20) et
(22) (Annales scientifiques de 1 *Ecole Normale supericure, 3° série, t. I, p. 229). — Sur
les corps hygrometriques, égalités (6) ot (8) (Journal de Physique pure et appliquée,
2° série, t. V, p. 103).

Ann, de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome IV. — AvriL 1888. 17
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ce qui peut encore s'écrire

—eg WVoN
TN

oN étant la projection du déplacement de la particule suivant une nor-

male & la surface du niveau qui passe par un point de cette particule et

v étant la dérivée de la fonction potentielle suivant cctte direction.

ON
Considérons, en second lieu, un point M, situé sur I’une des sur-

faces 0,,. Menons une surface parallele & la surface 0,,, infiniment
voisine de la surface 0,, et située a I'intérieur du corps p. Par le
point M menons une normale  la surface 0,,, dirigée vers I'intérieur
du corps p. Désignons par M’ le point ol cette normale rencontre la

surface parallele & la surface 0,,. Soit (?TV la valeur au point M’ de la
p

dérivée de la fonction potentielle suivant la direction MM’. Tragons de
méme & Pintérieur de 'isolant o une surface parallelea 0,,, infiniment
voisine de la surface 0,,. Par le point M, menons vers I'intérieur du
miliea o une normale 2 la surface 0,,. Elle rencontre en un point M”

la surface parallele que nous venons de tracer. Soit 5(21\‘1_/: la valeur au

: 7 o » I3 . . . » . .
point M" de la dérivée de la fonction potentielle suivant la direction
MM". Au point M, la densité superficielle de I'électricité répandue sur
la surface 0,, a pour valeur

—-*_‘(L)Y_ LAY
" 4m\0N,  ON,

L’action exercée au point M, en vertu des lois de Coulomb, a pour
valeur 2mep. Le travail effectué par cette action, lorsqu’on donne un
déplacement N, aux divers points de I’¢lément d0,,, a pour valeur

e (OV OV \*
é’?r(b"Nj + 55‘7> 5N, b
On a donc
Pp=n
v ... £ oV IV \?
SW = NV aN_ £ CASNNAS
(14) DAL BRI SN <0N,,' + ()N’,,) ON, oy

p=1

le premier signe ¥ s'étendant a toutes les charges ¢ réparties  I'inté-
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rieur du systeme. Nous allons mettre sous une forme plus explicite
les termes qui figurent dans cette égalité (14).

Commencons par le premier terme du second membre.

Il 0’y a d’électricilé, a Uintérieur du corps p, qu’aux points dont la
distance & l'une des surfaces 0,,, 0, est inférieure a la quantité
tres petite (A -+ p.). Pour I'un quelconque m de ces points, on a sensi-

blement
oN = 6N,

N . . . , .
cN, se rapportant au point M ol la normale menée par le point m & la
surface 0 la plus voisine rencontre cette surface

A lintérieur du corps p, on a, en chaque point, en vertu de ’éga-
lité (8) du Chapitre I (p. 110),

V- 0 = const.
et, par conséquent,

LIV 29

TON T 0N

D’ailleurs, en vertu de Iégalité (9) du Chapitre I (p. 110), la densité
électrique en un point du corps p a pour valeur

I
= — AO.
A ¢
Si done sur la surface 0,, on prend un élément superficiel 0, el sia
cet élément on circonscrit un petit cylindre dont les génératrices, nor-
males a la surface 0, et dirigées vers intérieur du corps p, aient pour
longueur (A + 1), la partic du terme
A
B\
e 27N
qui est relative aux charges ¢ contenues a l'intéricur de ce cylindre
aura pour valeur

A 1

....-4—;—56Np Clolﬂf (—)(‘%V"@(P,l/,l)A(-)(p, ¢, /),/[.

0

Dans cette expression, / représente la distance d’un point m du
cylindre 2 la surface 0,,. Les valeurs de © el de AO en ce point dé-
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pendent uniquement de /et de I'état que les corps p et ¢ présentent
loin des surfaces terminales; de la les symboles @(p, ¢, () et A®(p, ¢, ()
employés pour les désigner.

La quantité
'y

B s

(15) bu=—e [ %02 DAO (P, Dl
TE o

dépend uniquement de I’état que les corps p et ¢ présentent loin des

surfaces terminales. D’apres ce qui vient d’étre exposé, on a

I):” -
V N Ry
(1) ¥ oNoN=3 [(3,,0 S oN, dpet X By SN, cze,,,,J ,
p=1 q

(gq=1,2,...p—1,p+1,...0).

Passons maintenant & I’évaluation du terme

oV N
‘\L , /
e 2‘ S <¢)’\‘,, 0\1;,) Ny Ao

p=1

qui figure au second membre de I'égalité (14).
Si I'on se reporte aux égalités (x1), (12) et (13) du Chapitre I
(p- 118), on voit que l'on a

(17) 1 <(3V ov

— Z}E 5JN_I). e m) == (ll,u - A[)(n

dypy élant une densité superficielle qui a, en toutes circonstances, en
tous les points dela surface 0,,, une méme valeur qui dépend unique-
ment de la nature du corps p loin des surfaces terminales et de la
nature de I'isolant o, tandis que A,, est une densité variable d’une
expérience & une autre et variable aussi d’un pointi un autre de la sur-
face 0,,

Si nous posons

1 7 2
( Vo= 2¢T dlz'o = 87e [W 0(])’ 0, 0)_l ’
(18) < ()@( » .
N , 0,
( Opo=hLemd,y = — dli‘l’ (.’_),
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les deux quantités y,, et ¢,, dépendant uniquement de la nature interne
du corps p, nous aurons

p=n

= Z S <0N,, —>2BN,, B

(19) T
( = S (7po~+ Spo A -+ 272 A?) ON, d,.
p=1

En vertu des égalités (14), (16) et (19), on a

p=n

(20) W = Z [ S (Bpo— 7po— 0po A — 21 A2) 0N, dl 0 + 2 S Bpg ONy (J/P’I—I’

p=1 q
(=12, .., p—1,p4+1,...,n).

C'est maintenant sur I’évaluation du terme & , 0Q de I'égalité (6)
que nous devons porter notre attention.

Chacune des particules matériclles que renferme le systeme con-
serve, dans la modification virtuelle considérée, une charge invariable.
Mais, par suite de la dilatation que nous considérons, son état varie.

On a done
az(aQ:EQa@.

Les charges électriques sont réparties soit sur les surfaces 0,4, soit
dans une cou(,he d’épaisseur (A + w) attenante & ces surfaces ou aux
surfaces 0,,. Occupons-nous d’abord de celles qui sont dans ce der-
nier cas.

Sur la surface 0,,, prenons un élément superficiel d0,,. Circonseri-
vons-lui un cylindre dont les génératrices, normales & la surface 0,, et
dirigées vers I'intérieur du corps p, aient pour longueur (A + ). En
un point 7 de ce petit cylindre, point situé  une distance / de la sur-
face 0,,, la densité électrique a une valeur

1
p= RAO(F’O’ l).

@ a en ce point une valeur @(p, o, /) qui dépend de / et de la nature
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du corps p loin des surfaces terminales. Cette derniere est déterminée
par la température T et par le volume spécifique o, du corps p. Dans
la modification isothermique que nous envisageons, la valeur de 6
au point 7z augmente de
s0— 280 0) s

dg’l) P

ou bien, en se reportant & U'expression (7) de &g, de

o 00(p,o, )
00 = ()O'I, M]) 2 S OV,) CZJ[N}

r

(r=o,1,2,...,p— 1, p=+1,...,1).

On a donc, pour toutes les charges Q comprises a I'intérieur du petit
cylindre considéré,

B [MTHTAO(p,0,0) 90(p,0,0) ) N P,
EQ°®“ZT£[ [ M, s, xS 1\,,.11,,,.1 &

’

Posons

et
(21) Cpo::,é‘_—:f A@(p,o,l)g-@—(/—)’—oi-z—)-dl;

A ds,,
{po Sera une quantité qui dépendra uniquement de la nature du corps p.

Pour toutes les charges réparties & I'intérieur du corps p, au voisinage
de la surface 0,,, nous aurons

\ ] ~
(22) ' Q00 =2, ¥ 8N, .,
z IOBII, - S r /
(r=0,1,2,...,p—1,p—41,...n).

Envisageons maintenant sur la surface 0,, un élément superficiel
diyg. A cel élément circonserivons un cylindre dont les génératrices,
normales & la surface 0,,, et dirigées vers 'intérieur du corps p, aient

pour longueur (A + ). En un point m de ce petit cylindre, la densité
électrique a pour valeur

p= /TEAO(P’ 7, 1L).

La quantité © a en ce point une valeur @(p, ¢, (). Pendant la modifi-
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cation considérée, elle éprouve une variation

210 (p, q, Z)\ ()@(p,q, l)\

90 = ()o-p p ()U’I

qy

ou, en se reportant & I'expression (7) des quantités o, &s,,

o — 90,7, 0) N a0 (p,q,1) 1 —
O@ ()0‘1, 1\1. ES N dgpr (j;'—— M;ZSONq dg,]_;,

(r==0,1,2,..., p—1,p=+1,...,n1),
($=0,71,2, ..., g—1,q=+1,...,n).
Posons . :
I e 00(p,q,1l)
. b= 1 f A0(p, g, 0 =5 a,
Aot
Npg= _L.f A@(p,f/,l)()G(P e /)(ﬂ
e 7y

Les quantités (,,, n,, dépendront uniquement et non symétriquement
de la nature du corps p et de la nature du corps ¢ loin des surfaces
terminales. Pour toutes les charges réparties & I'intérieur du corps p,
au voisinage de la surface 0,,, nous aurons

N Opg . g, Y o
(24) ZQO@.-:?;,,,, ﬁkaﬁN,,d@,,,.—i— Npg F’I—ZES 6N, dbys,
r $
(r=o0,1,2, ..., p—1,p+1,..., 1),
(§=0,1,2, ..., —1,g+1, ..., )

Si nous réunissons les résultats représentés par les égalités (22)
et (24), nous voyons que 1’on a, pour toutes les charges ¢électriques ré-
parties a U'intérieur du systéme, 1’égalité snivante :

,‘) =n

zen=2 28 s 5,5
p:l .
p
7 r s

(g=0,1,2,...,p—1,p+1,...,0),
(r =0,1,2y ..., p—I1,p+1,..., 1),
(8§ =0, 1,2y ceey q—1y, @1y ..., 1)
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En groupant les termes d’une autre fagon, on peut écrire cette égalité

(23) Y Qio= z_:'f [c,,o 0,0 +Z Log+ Tpg) 9,14] (S 3N, df, +Z Sev, d@,,,,)?‘,

(g=1, 2, ...,p—l,])+l, ceey ).

Evaluons maintenant la quantité EQ ¢® pour les charges distribuées

sur les surfaces 0.
En un point de I'une de ces surfaces, la densité clectnque a pour

valeur
(lpO -+ APO'

La valeur de O en ce point subit, pendant la modification considérée,
une variation

N &@(p,o 0) 3o
00 = oy T
Si I'on pose
__00(p,0,0)
Do = _._(_);___
(96) ¢ 7
( 90(p,0,0) d 1 .00(p,0,0) 00(p,o0, o)
b= =05 M=" T T os, N7

Apo €t Wy, dépendant uniquement de la nature du corps p, on aura,
pour toutes les charges réparties sur les surfaces 0,,,

p n

— N .

ZQ OG) I“p < [»OSA[N) djpo -+ [J-po j[)0> Z S()l\p (l)/uy
(l =0,1,2, ..., p—1, p+1, ...,n).

Si I'on remarque que

(27) Qp(): SApo fm/}o

représente la quantité totale d’électricité libre répandue sur la sur-
face 0,,, I’égalité précédente pourra s’écrire
p=n
8) Yo=Y —'2&0_1‘”__"9 ( S éN, oo +Z Sen, dU,,,,>,
p=1
(g=1,2,...,p—1, p+1, ...,n).
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Des égalités (26) et (28) il résulte que, si I’on pose

I ~
Lo = M—,, [(Cpo —+ [po) 91»0"‘2 (&pq =+ npq) 01)!1] )

q
(29) i (¢g=1,2, ..., p—1,p+1,..., R),
’r,)l,:

I
ITI—_[; )-po Q[JO,

on a, pour tout le systeme,
p=n

(30) 82@() e Z ('/.l’—*_ (1),,)<S 3N,, (10/1()_}‘2 SaNp dgp{[)a
p=1

9
(g=1,2, ..., p—I1,p=4+1,...,n).

Reste a calculer le premier membre de I'égalité (6), ¢'est-d-dire le
terme 03.

Nous supposcrons que les forces extérieures qui sollicitent le sys-
teme sont de deux sortes : ,

1° Des pressions normales appliquées aux divers éléments des sur-
faces 0,,. Nous désignerons par P la valeur de la pression en un point
de I'une des surfaces 0,, et par ¢%' le travail que ces pressions effec-
tuent durant la modification considérée.

2° Des forces appliquées aux divers éléments de volume des fluides.
Si nous désignons par D la densité de I'un des fluides en un point,
par dv un ¢lément de volume renfermant ce point, la force qui agit
sur cet élément de volume aura pour composantes

DX de, DYde, DZds.

Nous admettrons qu’il existe une fonction Q(x, y, z) finie et con-
linue en tous les points de l'espace occupé par le fluide, et telle que
'on ait
_ o2

dx

082

(31) Y =—

2

Nous désignerons par 63 le travail produit par ces forces.
Ann. de I’ fic. Norm. 3° Série. Tome V. — AveiL 1888. 18
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Le travail 3%’ s’évalue aisément. Il a pour valeur

P=Il
(32) 0z’ =— > QP N, dlj.
p=1
Le travail 33 a pour valeur
[l:ll ) . .
05" = ot Z f./‘/ Dy(Xu—+ Yo+ Zw)dzdyds,
p=1

uct, v oz, wot représentant les composantes du déplacement de I'élé-
ment de volume dz dy dz appartenant au corps p, et I'intégrale triple
s’étendant i tous les éléments de volume de ce corps.

L'intégrale triple

//] D,(Xu+ Yo+ Zw)dx dy ds

peut se partager en deux intégrales semblables : ['une étendue & une
couche d’épaisseur A atlenante aux surfaces qui limitent le corps p,
autre a la partie interne du méme corps.

La premiere intégrale csl extrémement petite, car 'élément sous le
signeff/ est fini et le domaine auquel s’étend V'intégration est de
Iordre de A.

Dans la seconde intégrale, D, est une constante. Il reste donc & éva-
luer I'intégrale

J::Bt// /(Xu—i—Yc'—i—Zw)cla:d(ydz,

étendue a la partie interne du corps p.
En vertu des égalités (31), cette intégrale devient

. . . < S S A
J_—:-—SL‘//./ (%;—czu—i—g—;v-k (3)—; W)da:dycl:.

Une intégration par parties transforme cette ¢galité en la suivante :

A\

. N ; , N A 0u v Ow
.1_—SszoN,,dapo—ZSszadie,,,,+ozf//sz<?);+@+ ) dedyas
q

(g=1,2, ..., p— 1, p-+1,..., n).
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db,, désigne, dans cette formule, un élément d’une surface parallele &
la surface 0,,, tracée & Uintérieur du fluide p, & une distance A de la
surface 0,,5 la quantité Q qui multiplie 9, est la valeur de Q en un
point de cet élément; SN, est la projection du déplacement de ce point
sur la normale 4 la surface 0',,0 dirigée vers Uextérieur du tluide p;
d¥,, et les quantités qui le multiplient ont des significations ana-
logues.

Les éléments &7, , d0, étant extrémement voisins des éléments d0 ,,
dh,, correspondants, Iégalité précédente peut étre remplacée par

J = sz aN[, f/(/p() _E S 9 aN/} ([qu
-+ 0t /f/ ()—” -+ ()»f—‘ -+ 1)1’ dx dy ds.
\dx ()Ly Js -

D’autre part, il est facile de voir que 'on a

N (()u e Ow
ol — o

1/ Y -+ o s > dx dy ds = D, do, dz dy ds.

Si 'on se reporte a I’égalité (), on voit que I'on a
J = S QON, d --2 S 20N, 0,y
,.,[_ [ ‘.( Y dr = - ) 7
= W f'//.l D, dx dy (L-(Z b N, d/,,,.),

(= 1,2, ..., p—I, p41,...,1),

(Fr=0,1,2, ..., p—T1,p~+1,...,01).

Si donc on pose

(83) vl,_«-:-;—i-f//‘ldxdy(h,

on-aura

p=n
Nl s AT A 2 N (Y N
(36) 9'=— <S QD 0N, dlpy+ Y, S @D, 0N, dlpg—v, S 3N, d@,,,.),
p==t q ro

(g= 1,2, ..., p—1,p+1,..., 1),
(r=0,1,2,...;p—1,p+1, ..., 1)
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En vertu des égalités (8), (13), (20), (30), (32) et (34), I'éga-
lité (6) devient

[ p=n
i, 0%, 1 _!_>
> S [P—l—QD,,— vp—+ E(E - r%-p-> + Am(Rp T
p=1

+ by op+ Bro— Yoo+ ©p— 0po A — 2775-'32.1 ONp dlp,

(Y, d2,\ - RS >
+> S [QD,, — J,,+E<—~dap —152 )+ Al T
q

—+ Yp+ o+ Bpg+ “’r} ONp g

=0

(g=1,2,..., p—1,p+1,...,n).

Remarquons maintenant que, dans la déformation du fluide, tous
les 6N, sont des quantités arbitraires ou du moins soumises 2 cette
seule restriction que, en un point de la surface de contact 0,, de deux
fluides, on ait

oN,+ dN;=o.
Remarquons, en outre, que D est discontinu le long d’une surface 0,,,
mais que Q demeure conlinu, el nous verrons sans peine que I’égalité
précédente exige que I’on ait :

1° En tous les points de la surface de contact de deux fluides con-
ducteurs,

. :
s E (% —T %‘?f) —Vp+ Ay <RI—,1 + ﬁ,—> +Up s+ Bpg - wp+ 2D,

(38) g »
oYy 03 L |
:E<()—03—T50—_§>"‘Vq+A!]p <E';+--,{/'>+L‘Dq+ Z’I+(6(][l+(‘)q+ 531)(/

avec les conditions
Rp -+ Bq:: 0,

R/p‘*‘R’q: 03
2° En tous les points ol le systeme confine avec I'isolant qui l'envi-

ronne,
. (9, o 92, 1 1
o) 3P+9DP J,,+1:<d% rd%>+Apo(m+R—,p>

“+ Up+ %p+ Bro— Ypo -+ Wp— 0py A — 21 A2= 0.

Ce sont ces deux égalités que nous allens discuter.
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§ III. — Conséquences des équations précédentes.

3. Examinons en premier lieu I'égalité (3g).

Si nous avions supposé que le systeme ne renfermat d’électricité en
aucun point, si, en outre, nous avions omis de tenir compte de cette
circonstance que les particules fluides situées & une distance de la sur-
face terminale inférieure & A ne sont pas dans le méme état que les
parties situées a I'intérieur du fluide, nous aurions trouvé que la pres-
sion qu’il faut appliquer & un élément de la surface 0,, pour maintenir
le fluide en équilibre, au lieu d’étre donnée par I'équation (39g), est
donnée par I’équation
(40) P+ QD,—v,+ E <%1—_7’)5—~'1‘%>:0,
équation dont on déduirait aisément tous les théoremes connus de
I'Hydrostatique, et que ’on peut en méme temps considérer comme
I'expression de la loi de compressibilité d’un fluide homogene soumis
a des forces extérieures.

Si, supposant toujours une absence complete d’électricité, nous
avions tenu compte cependant du changement d’état éprouvé par le
fluide au voisinage des surfaces terminales, nous aurions trouvé que
la pression qu’il faut appliquer & un élément de la surface 0,, pour
maintenir le fluide en équilibre est donnée par I’équation

pr v+ B (e _p 0% (; RS =
(41) P'4+QD,—v,+E <()a,, 9z, + Apo K, + R, +~{¢,=o.
Cest I’équation qui donne la théorie de la capillarité, telle que nous
"avons exposée autre part (*).
Par I'effet du changement d’état qu’il éprouve au voisinage des sur-
faces terminales, le fluide renferme toujours de I’électricité dans les

parties attenantes a ces surfaces. Si 'on tient compte de cette élec-
tricité en supposant que le systeme ne renferme pas en outre d’élec-

(1) dpplications de la Thermodynamique aux phénoménes capillaires (Annales de | 'E-
cole Normale supcrieure, 3° série, t. ll, p. 207).
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tricité libre, on devra supposer la pression donnée par I’égalité

Y, 02,
P’L’+Q1)1)‘—‘)[)+E<g—a_l‘ “—'TE);‘L>
(42> 14 I

1
-+ A/)o -+ Up -+ p Jp() Ypo=—0,
R, " 1<,,

que Pon doit, par conséquent, substituer désormais & I'égalité (41)
dans I’étude d’un systeme qui ne renferme pas d’¢lectricité libre.

Enfin, si le systeme renferme de I’électricité libre, la pression sera
donnée par I’égalité (39).

De la comparaison des égalités (39), (40), (41) et (42) vient I'idée
de regarder la pression P comme la somme de quatre autres pres-
sions :

1° D’une pression hydrostatique ayant pour valeur

(éobls) P 52[)/1‘§—'Vp'_]?'<()1 ___P’o"’l') (1);

do), do,,

2° D’une pression capillaire ayant pour valeur

/ ' —_— L SR
(4,3) P,= A,,o (Rp -+ I{',,> Up?

3° D’une pression due a la présence de [ électricite naturelle ayant pour
valeur

(44) 1)3:"(X1)‘+“ ﬁpo—'}’po);

(1) La fonction @ est déterminée 4 une constante prés. Néanmoins la pression Pj ost
entidrement déterminée. Supposons, en effet, qu'a @ on substilue une aulre fonction
Q'=Q+ C. On devra alors & la quantité v,, donnée par I'égalité (33), substituer la
([uantité v}, donnée par I'égalité

, _ D o D} o
=i _zdxdydz—_-Tf//(£2+(,)(szb’dz
P e

=vp+CD"ff dxdy dz =, ~+ CDp.

La nouvelle valeur P de P, sera done

oYy 0%
! e e O vo— 2y
Py Dp4vp—E (00'/1 c)Gp) Py.
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4° D’une pression due a la présence de [’électricité libre ayant pour
valeur

(,’;5). Po=— (0,—dpA — 2meA?).

Cette derniere égalité nous montre que I’électrisation d’un fluide a
8 1
pour effet d’exercer aux divers points de sa surface libre une zraction

ayant pour valeur
2meA?+ 0,04 — w.

Telle est Uexpression de la traction électrique qui doit é&tre désor-
mais substituée & ’expression anciennement admise pour cette traction,
expression donnée par I'égalité (1).

Si nous remplagons @, par sa valeur

I -
fn/,: :'-_).I,o (2,,0
W,
donnée par 'une des égalités (29), expression de la traction délec-
trique devient

- N "
- o hpo Qo=+ 0,0 A +- 2 e A%
M,

Cette traction est la somme de trois termes.

. P , '
Le premier terme, — -4, Q,0, dépend de la nature du corps p, de

M
la grandeur de ce corps (,:Ll de la charge totale répartie sur la surface
libre de ce corps. Il est proportionnel & cette charge.

Le deuxitme terme, 3,,4, dépend de la nature du corps p. Il est pro-
portionnel & la densité superficielle de I’électricité libre au point con-
sidéreé.

Le troisitme terme, 2meA?, se distingue des deux précédents en ce
qu'il ne dépend pas en grandeur de la nature du corps p. Il est iden-
tique & 'expression de la traction électrique admise dans toutes les
anciennes théories.

L’importance prépondérante de ce terme dans I'étude des déforma-
tions produites par I’électrisation résulte de la proposition suivante :

Si l'on prend un conducteur dont les dimensions linéaires soient
mesurées par des nombres extrémement grands; si 'on charge ce con-

ducteur & un niveau potentiel mesuré par un nombre dont le rapport
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méme aux nombres précédents soit extrémement grand, les deux
premiers termes de la traction électrique en un point sont en général
trés petits par rapport au dernier. Ce dernier terme représente donc
la valeur complete de la traction électrique pour un conducteur tres
grand chargé a un niveau potentiel tres élevé.

Considérons en effet un systeme formé par un seul conducteur p,
chargé a un niveau potentiel V. La traction électrique en un point m

aune valeur
1

F=— —thponoﬁ-amA—i—zmA".
P

Considérons ensuite un conducteur p’ semblable au précédent, le
rapport de similitude ayant une valeur %. Chargeons-le 2 un niveau
potentiel V. Cherchons la nouvelle valeur F” de la traction élec-
trique au point 7’ homologue de m.

Pour charger le corps p au niveau potentiel £V, Q,, aurait di de-
venir % fois plus grand. Pour charger au niveau potentiel V le
corps 7/, il faut distribuer sur sa surface libre une charge égale 4 £Q,,:
par conséquent, pour charger au niveau potentiel £V le corps p’, il
faut distribuer sur sa surface libre une charge

Qo= KA Q.

On a d’ailleurs
M, = M.

Les quantités A,,, 0,, ne changent pas si la nature du corps ne
change pas.

La charge Q,, étant égale & £4'Q,,, et la surface 0,, étant égale
a £20,,, on a

/:I

!
A=

A.

On a donc

£.oQ, k' k=
F=— Flpo-l\TI: -+ 7{"0,,0A+ ZTL'E—/;E A,

. . K . \
On voitalors que, si £ et - sont deux quantités tres grandes, les

deux premiers termes sont négligeables en comparaison du dernier.
Une dernitre remarque se présente ici : les résultats précédents sont
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établis en supposant que I'on ait affaire & des conducteurs fluides;
peut-on les appliquer & des conducteurs solides? -

Si 'on remplace les conducteurs fluides par des conducteurs solides,
on pourra bien changer la nature de la déformation que la pression
électrique leur fera subir. La nature de cette déformation devra étre
demandée a la théorie de I'¢lasticité et non a PHydrostatique. Mais il
n’y a aucune raison pour que celte substitution change I’expression
méme de la pression électrique en un point de la surface.

La discussion de I’équation (38) sera faite au début de la seconde
Partie de ce Mémoire.

Depuis la rédaction du présent Chapitre et la communication 4 I’A-
cadémie des Sciences du résultat qu’il renferme, j'ai eu connais-
sance d'un travail important ot M. A. Foeppl (*) cherche & préciser la
nature de la couche que I'électricité en équilibre forme sur un corps
conducteur et la grandeur de la pression qu’elle exerce.

Pour y parvenir, M. Foeppl considere I'électricité comme un fluide
doué d’¢lasticité. '

« Dans I’état neutre, dit-il, chaque centimétre cube d’un conducteur
renferme une certaine quantité de fluide positif, et cela aussi bien dans
la théorie unitaire que dans la théorie dualistique. Soit g, cette densité
solide du fluide positif dans ’état neutre. Si le corps s’électrise positi-
vement, € devient supéricur & g,; soit e =g, -+ Ae, Ac représentant
alors la densité de I'électricité &bre. Si le corps est électrisé négative-
ment, Aec est négatif.

» I’apres Phypothese faite plus haut, la densité ne peut s’élever de
g, & ¢ sans développer des pressions élastiques; le fluide pouvant se
mouvoir tres aisément dans le conducteur, on doit regarder ces pres-
sions comme dépendant seulement des coordonnées et non comme
variables avee la direction de I'élément. En les désignant par p, ona

P = (;AE,
¢ étant une constante. »

(1) A. ¥orrer, Dic Pertheilung der electrischen Ladung in den Leitern ( Wiedemann’s
Annalen der Physik und Chemie, XXIX; 1886).
Ann., de UEe. Normale. 3° Série. Tome V. — Mar 1888. 19



140 P. DULHEM. — SUR LA PRESSION ELECGTRIQUE.

Partant de cette idée, M. Foeppl arrive a cette conclusion que si p esl
la densité de I'électricité libre en un point de la surface du corps et g’
la densité & une profondeur &, on a

— Iogfi

.
[0 Jand .
. T
4Te o

A une profondeur tres faible, la densité ¢’ devient trés petite.

Je n’ai pas besoin de faire remarquer que les principes de M. Foeppl
sont extrémement différents de ceux qui sont développés dans le pré-
sent Mémoire. Le résultat auquel il parvient présente, avec les notres,
celte seule analogie qu’il entraine la présence d’une certaine quantité
d'électricité & 'intérieur ’un conducteur aux points trés voisins de la
surface.

(A swivre.)



