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SUR LA PRESSION ÉLECTRIQUE
ET

LES PHÉNOMÈNES ÉLECTROCAPILLAIRES,
P A R P. D U H E M .

PREMIÈRE PARTIE.
DE LA P K E S S I O N É L E C T R I Q U E .

CHAPITRE I. 1

DES DIFFÉRENCES DE NIVEAU POTENTIEL AU CONTACT DE DEUX SUBSTANCES
DIFFÉRENTES.

§ I - — D e la quantité @.

L La théorie de la distr ibution de Félectricité en équilibre sur un
système de corps conducteurs est due à Poisson, Poisson a dédui t cette
théorie des hypothèses suivantes :

i0 On peut appliquer aux charges électriques en équ i l ib re les propo-
sitions démontrées en Statique pour les systèmes de points matériels en
équilibre.

2° Deux charges électriques q et y7, concentrées en des points que
sépare une distance r, exercent l 'une sur l 'autre une act ion répulsive
donnée par la formule

! 1 ! ! ! 1 1 . ^ ! ! ,., , . ^ q g ' • 1 ! ! , ! 1 ! . •11 ^ .^ , ! , I<=Ê^ 1 . , , ^ - ^ , ; 1 1 ^

s étant une constante positive.
Ann, dc.rkc. NormaU, S^1 Série, Toroe V.—1 MÀBS iSSS/1; 1 1 , 1 1 , , 1 1 : 1 ' • 1 1 1 1 1 1 1 ^
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Ces deux hypothèses conduisent à un théorème fondamenta l d o n t

voici l'énoncé : Pour que l^ électricité distribuée sur un système de corps
conducteurs soit en équilibre, il faut et il suffît qu'en tous les points d'un
même. conducteur la fonction potentielle ait la même valeur.

Ce théorème est en désaccord avec un fa i t d 'expérience dont la
découverte est due à Volta et dont l'existence a été confirmée depuis
par un grand nombre d'observateurs : lorsque l'équilibre électrique est
établi sur un conducteur formé de plusieurs substances différentes, le niveau
potentiel, constant à rintérieur d'une même substance, varie lorsqu'on
passe d'une substance à une autre.

M. Helmhoitz (1) a fait disparaître ce désaccord en j o i g n a n t une
nouvelle hypothèse à celles que Poisson avait admises; cette hypothèse
est la suivante .'chaque particule électrique est soumise non seulement
à l'action des autres particules électriques répandues sur le système,
mais aussi à l'action de la matière qui l 'environne; une masse maté-
rielle m, située à une distance r d u point ou est concentrée une charge
électrique q, exerce sur cette charge électrique une action que nous
compterons positivement lorsqu'elle sera répulsive; cette action a pour
valeur

1 , , ! î^mqf{r},

y(r) étant une fonction de r d o n t la forme dépend de la nature et de
l'état de la masses; ceUe fonction est égale à o pour toute va leu r de r
supérieure à une certaine quanti té (i qu i , par son extrême petitesse,
échappe à l 'expérience.

Considérons un système formé d'un nombre quelconque de conduc-
. leurs et un point M situé à l ' intérieur de l'un d'eux; sô i fcV la valeur de

la fonction potentielle au point M; coBsidépaBs l'ulae quelconque des
fonctions F(r) défimes par la relation

Posons
'^-^^,^.-- nf)-

I^J=gV--^-@,

(1) IL HiîLMHOLTZ, Utiber die Erhaltwig der Kraft, p. 47', Berlin, Reîmer, ïS^(^uyen'
^chaftiiche ÂUiandIwigen^ t . ï , p . 48 ) .
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avec

(i) @=§F(r)^,

la sommat ion s 'étendant, dans cette dernière égalité, à toutes les
masses matérielles élémentaires comprises dans la sphère dont le
centre est en M et dont p- est le rayon. Il est aisé de voir que la force
qui agit sur une particule électr ique q située au point M a pour compo-
santes

^ OU ^ ()V ry OUX. := — q —, Y = — q ——, / ~= — q -y-.' àx ày à^

Par conséquent, lorsque l 'équilibre électrique est établi sur un système
de conducteurs, c'est la fonction U et non, comme le voulait la théorie
de Poisson, la fonction V, qui doit avoir la même valeur en tous les
points pris à l 'intérieur d 'un même conducteur. Si l'on prend plusieurs
points en lesquels le même conducteur soit formé de la même matière,
la quant i té 6 aura la même valeur en tous ces points; il en sera alors
de même de la fonction potent ie l le , résultat qui sera conforme à la
théorie de Poisson. Au contraire, si le conducteur est formé par l'as-
semblage de plusieurs corps de nature différente et si l'on prend deux
points situés à l ' intérieur de substances différentes, la quanti té © aura
en ces deux points des valeurs différentes, et il en sera de même de la
fonction V.

La théorie de M. ïlelmhoitz, dont nous venons d 'exposerle principe,
coordonne toutes les lois auxquelles sont soumises Itôâ différences de
niveau potentiel au contact de deux substances différentes. L'hypo-
thèse sur laquel le elle repose soulève, il est vrai, certaines, difficultés,
mais ces difficultés sont déjà impliquées, pour la p lupar t , dans les p r i n -
cipes mêmes de la théorie de Poisson.

Nous avons cherché, dans un autre travail ( i ) , à faire disparaître ces
difficultés accumulées au début de l 'Électrostatique; pour ne pas

' al longer outre mesure le présent travail, qui doit être consacré à l'ex-
posé de résultats nouveaux, nous ne reprendrons pasici*la chaîne des

! (i ) Le-potentielthermodynamique et ̂  applications à la mimique ûMfn^ffWàla
théorie dê/î phénomè/w ,^^n^^.1^^ Partie:,1 Chap.1 ï^'Pans, ^SSft.- 1 1 1 ; : 1 : 1 1 : ' ' ! ^ i ' • • ' : 1 ; 1 ; 1 1 1 1 ' : ' 1 1
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raisonnements par lesquels nous avons cherché à atteindre ce but; nous
nous contenterons de rappeler la proposition à laquelle ils nous ont
amenés. Cette proposition est la suivante :

Considérons un système formé de corps immobiles por tan t des
charges électriques en repos, et soumis sur toute sa surface à une pres-
sion normale , uniforme el constante P. Ce système admet un potent ie l
thermodynamique déf ini par l 'égalité

(2) <D ==W4- ̂  ©Q + E(U —TS) •4- P2,

W étant le potent ie l é lectrosta t ique du système,
2 son volume,
T la température absolue à laquel le il est porté en tous ses points,
U l'énergie interne que posséderait le système si tous les corps qu i le

composent étaient ramenés à l 'é tat neu î r e t ou t en conservant leur
forme, leur volume et leur é tat ,

S l 'entropie du système dans les mêmes conditions,
Q une des charges électriques du système,
B une quantité qui dépend un iquemen t de la n a t u r e du système au

point où se trouve la charge Q,
^ enfin, le symbole d'une sommation qui s'étend à toutes les charges

du système.
Tout en laissant de côté la série des raisonnements parlesquels on

déduit cette égalité de la loi donnée par Coulomb pour les actions mu-
tuelles des conducteurs électrisés, il est nécessaire que nous appelions
l'attention sur le point suivant:

TolMes les coasidératioas qui conduisent à l'égalité précédente
reposent sur un théorème susceptible de s'énoncer ainsi : lorsqu'une
charge électrxqae passe d'un point à un autre en traversant un conduc-
teur homogène, dont tous les po'ints sont à la même température et qui
laisse passer l'électricité sans éprouver de chaBgement d'état, le travail
non compens'é produitdatis le système se réduit à la variation changée
de signe de-la quanti té W-

Pour démontrer ce théorème fondamentale on use (l'un artificepar
lequel, au lieu de transporter seulement la charge électrique d'un
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point à un autre du conducteur, on détache un petit fragment du con-
ducteur autour du point où se trouve tout d'abord la charge électrique,
puis on le déplace avec la charge qu'il porte, de manière à le substi-
tuer à un petit f ragment identique, mais a l'état neutre, détaché au tour
du point où la charge électrique doit se trouver après la modification ;
ce second fragment, de son côté, est substitué au premier. L'applica-
tion des théorèmes généraux de la Thermodynamique à la nouvelle
modif icat ion ainsi imaginée condui t à la proposition dont nous venons
de rappeler l 'énoncé,

Or, les principes de la Thermodynamique, qui ont une origine essen-
tiel lement expérimentale, ne doivent être appl iqués qu'à des trans-
formations dont la réalisation puisse être au moins conçue comme
possible. D'autre part, il est bien probable que les dimensions d'un
fragment que l'on peut mécaniquement détacher d 'un corps, de manière
que le fragment séparé conserve la même s t ructure que le corps, ont
une l imi te inférieure, inaccessible à l'expérience, il est vrai, à cause
de son extrême petitesse, mais cependant différente de zéro. Par con-
séquent , dans l 'opération imaginée précédemment, nous devons sup-
poser que les deux fragments détachés du conducteur ont des dimen-
sions supérieures à une certaine limite; nous devons, a fortiori,
supposer que le conducteur dont ces deux fragments sont détachés a
des dimensions supérieures à celte l i m i t e ; si donc nous raisonnons
comme si les deux fragments détachés se réduisaient à deux points,
si nous étendons le résultat obtenu, même au cas où le conducteur ne
peut être regardé comme homogène que dans un domaine infiniment
petit, il faudra nous souvenir que nous obtenons non pas une théorie
exacte, mais seulement une théorie approchée dans laquelle nous
regardons comme inf iniment petites des quantités qui , en réalité, ne
sont que très petites.

Pour être rigoureux, nous devons regarder la quantité ©, qui figure
dans l'égalité (a), comme pouvant dépendre non pas seulement de la
constitution du système au point où se trouve la charge Q, mais aussi
de la constitution des parties du système ^environnent ce point; dès
lors, l'idée qui s'offre naturellement à resprit est d'attribuer à 0
une expression analogueà l'expression ( i), qui dérive de îa fbêtfîê de
M. Helmholt^.



102 P. DUHEM.

Celte remarque a une grande importance, comme nous Pallons voir
immédiatement.

La théorie do potentiel thermodynamique,, comme la théorie de
M. Helmhoitz, conduit à la proposition suivante: Lorsque l 'équilibre
électrique est établi sur un système de conducteurs , la q u a n t i t é
(sV+0) a la même valeur en tous les points de ce conducteur,
pourvu qu 'une température uniforme règne à l ' i n té r ieur de ce conduc-
teur et que l'électricité puisse y circuler sans y produire de change-
ment d'état.

Supposons pour un instant que la quantité 0 dépende u n i q u e m e n t
de la constitution du conducteur au point où se trouve la charge élec-
trique et envisageons un conducteur formé de deux métaux différents
accolés l'un à l'autre; prenons un point situé à l 'intérieur de l'un des
métaux, infiniment près de la surface de contact et supposons qu 'une
charge électrique concentrée en ce point passe en un autre point in-
f in iment voisin de la surface de contact , i n f i n i m e n t rapproché du
précédent , mais situé à l ' intérieur du second m ê l a i ; la constitution du
conducteur au point où se trouve la charge électrique subirait u n e varia-
tion finie; la quant i té 0 subirait, par conséquent, une variat ion f inie
et, comme la quantité (eV+ 0) ne doit éprouver aucune va r ia t ion , la
quantité V subirait aussi unevariation f in ie ; en d'autres termes, la
fonction potentielle serait discontinue en tous les points de Ici sur face. de
contact des deux métaux.

Mais, d'autre part, on ne peut imaginer aucune distribution de Fé-
lectricilé sur un système de conducteurs qui n'appartienne à l 'un des
quatre modes suivants, ou qui ne puisse être envisage comme le
résultat de la superposition de plusieurs distrilwt^ûa simples dopt
chacune appartient à Von de ces quatre modea î

i° L'électricité rempl i t certains volumes, de maïuèrt à avoir une den-
sité fâme en chacun des points de ces valûmes.

2° L'électricité recouvre certaines siy/Mes, df Manière à avoir we
densité superficielle finie en chacun des points 4^ cea surfaces.

3° L'électricité est distribuée en de certames lignes^ d(? manière a
avoir une densité linéaire finie en chacun das points de ces lignés,

4° Des quant i tés finies d'électricité sont concentrées eu de certaine
points.
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Dans les deux premiers cas, la fonction potentiel le est cont inue dans
tout l'espace; dans le troisième cas, la fonction potentielle est continue
dans tout l'espace, sauf le long des lignes en lesquelles l'électricité est
distribuée; dans le quatr ième cas, la fonction potentielle est cont inue
dans tout l'espace, sauf aux points où réiectricité est concentrée;
mais, pour aucune distribution imaginable de l'électricité, la fonction'
potentielle ne peut être discontinue en tous les points d'une surface.

Si donc la quantité Q dépendait uniquement de la-constitution du sys-
tème au point où se trowe la charge électrique à laquelle elle se rapporte,
aucune distribution de l'électricité ne serait compatible a9ec les lois qui
régissent la différence de niveau potentiel entre deux substances conduc-
trices mises en contact.

La cont radic t ion à laquelle on viendrait ainsi se heur ter d ispara î t
complè tement si l'on adopte pour 6) une expression lelle que l'expres-
sion (i). En effet, il est facile de voir que, pour un po in t situé au voi-
sinage de la surface de séparation de deux substances en contact, la
sphère à laquel le doi t être étendue la sommat ion qui figure dans l'éga-
lité (r) se compose de deux parties : Fune, située à l ' intérieur de la
première substance, l 'autre à rintérieur de la seconde; © est la somme
de deux termes correspondant respectivement aux deux part ies de la
sphère; de que lque manière que la constitution de chacune des deux
substances varie an voisinage de la surface qui les sépare, chacun de
ces deux termes var ie d'une manière continue lorsque le point auquel
se rapporte © subit un déplacement et même lorsqu'il traverse la sur-
face; la fonction © ne présente plus dé discontinuité le long de la sur-
face de contact des deux conducteurs, et la fonction Y peut être con-
tinue dans tout Fespace.

§ II. —Existence des dérivées de la quantité ©.

2. Dès lors, il est possible de t rouver une dis t r ibut ion électrique
produisant la variation rapide, mais non brusque, que la fonction po-
tentielle subit au voisinage de la surface de séparation de deux sub-
stances conductrices contiguès; quelle est celte distribution?

Nous ne pouvons répondre à cette question qu'après ̂ iwi^ït
quelques hypothèses ^ur la manière dont la fonction F(r) se comporte
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pour r==:o; par analogie avec la fonction potentielle, nous admet-
trons que , p o u r r = = = o , la fonction F(r) devient infinie comme".; que
d F ( r ) , . . p . i , ^F(r) , . , . r. . J——— devient infini comme ~ et que —— devient mtim comme —:•dr r " 1 <a/'2 /""î

Ces hypothèses faites, nous pourrons, en ca lquant les démonstrations
"dont on fait usage pour l'étude de la fonction potentielle, établir les
propositions suivantes :

i° La quant i té © existe, est finie et continue en tous les points de
l'espace, pourvu que la densité k de la matière soit finie en tous les
points de l'espace;

2° Si x, y, z sont les coordonnées rectangulaires d 'un point de l'es-
pace et si la condi t ion précédente est encore remplie, les dérivées par-

à(^ àQ âQtielles du premier ordre j-» y-» -p existent et sont finies en tous les
points de l'espace; elles sont exprimées par les égalités

ê-fff^^'"-^"":
f^-fff^^ ̂ "^ .
^-fff^^^-'y'1.

k étant la densité de la matière au point Ç x ' , y, s') et les sommat ions
s'étendant à tous les éléments de volume dx' dy d^ compris à l 'inté-
rieur de la sphère de rayon [M nyan t pour centre le point (^, y, ssY

Pour démont re r , sous certaines conditions, l'existence des dérivées
secondes de la fonction 0, il est nécessaire de modifier légèrement la
démonstration adoptée dans l'étude de la fonction potentielle; la néces-
sité de cette modification provient de ce que la fonction F(r) ne dépend
pas seulement de r, mais encore de l'état de la matière au point
(y,y, ^). Cet état est défîûi par la densité Je et par un certain nombre
d'autres paraîhètres ̂  ^ .../Nous mettrons en évidence ce fait que F
dépend non seulement de r, mais encore de 7c, a, (i, ... en remplaçant
lesymbole F(r) par le symbole F(r, ̂  a, ̂  ...). A l'égard de cetteder-
nière quant i té , nous admettrons l'existence des dérivées partielles du
premier ordre ^p -^ —, • • • • N o u s admettrons, en outre, que les pa-
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ramètres k, a, p, ... qui définissent l'état de la matière au point
(x\y\ z ' ) varient d 'une manière cont inue avec a-', y , z ' et admettent
des dérivées partielles du premier ordre par rapport à x\ y\ r-\ au
moins dans un certain domaine fini entourant le point (^', y, ^/).
Moyennant ces conditions, auxquelles nous aurons à joindre une der-
nière restriction indiquée par la suite même du raisonnement^ nous
allons démontrer l'existence des quantités

^e ^ô ^e
à^' JœJy-' à^Tàz'

^e ^o rpe
ày à oc? <)y2 5 ày as'

cpe ^©_ <p_©
(}s ()^5 c)^ dy <3^2

Cherchons, par exemple, a démontrer l'existence des trois premières.
Envisageons, pour cela, la première des égalités (3) :

àB r r r ci F (r) se'— x , , , , , / /— == — I I I ——— ——— A' ̂ ^ (̂ y dz'.
à^ J J J dr ^ r J

La sommation s'étend à tous les éléments de volume de la sphère de
rayon ;x ayant pour centre le point (oc,y^ z). Une partie de cette sphère
peut être extérieure au domaine fini, situé autour du point (x, y y z),
à l 'intérieur duquçl les quantités k, a, p, y, ... sont des fonctions conti-
nues de x ' , y\ ^ et admettent des dérivées partielles du premier ordre
par rapport à ces variables. Désignons par S cette païtie de la sphère,
égale à o peut-être, qui se trouve en dehors du domaine du point
(x, y , z) et par Û la partie de la sphère intérieure au même domaine.
Nous aurons

^^^ffr^-i=^^^ rrr^-^Lk^d/d^
à^ J J Js dr i r J J JQ dr r

chacune des deux sommations s'étendant à tous les éléments du volume
mis en indice.

Le premier des deux termes qui figurent au second membre admet cer-
tainement des dérivées partiellçs par rapport à ^/y^z. Ces dérivées

Ann. de l'Éc. Normale. 39 Série. Tome V. — MARS 1888. ^
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partielles s'obtiennent par les règles connues de la differentiation des
intégrales. Une région de la surface qui limite le champ d'intégration,
à savoir la portion de surface sphérique située hors du domaine du
point (x, y , s), varie, il est vrai, en même temps que les coordonnées
^, y , z de ce point. Mais, comme la quantité •—— est égale à o en
tous les points de cette surface limite, la variation de cette l imite est
sans influence sur la valeur de la dérivée. Si donc nous désignons par
/r)©\ , . i à@[y-) le premier terme de y"? nous aurons

/^<
^f^-fffS^P^I^^^1^ A^^àx\à^jt J J J ^ ( d r [ ^ r dr J r r dr J ?

à (à%\ r r r\ d \\ dv^^^r'—y)^'—'^ , , , , , , /(4) 1 ^ ( ^ À - J J J i ^ b — - ̂ w1 à (w)^ f r r 5 d \i JF^ ̂ ^^^ i k a^yw.àz \àx}, J J J^l dr Lr dr J /• ) t/

Pour démontrer l'existence des dérivées partielles du second tennc

'àQ\ r r r d V ( r ) x'-x\ r r r rfF(r) x1— x , , / , / , ,) == — 1 i l ——. ——— k d x ' d y 1 d z ' ,
h J J JQ dr r J 7.àx)^ J J JQ dr r

nous lui ferons subir une transformation fondée sur Fidentité

àÏ[(r^ ̂  g, JS,... ) ̂  SV x' - x àF à^ ÔF ô^ ûvô^
' " àx' ~ àr r +, àk à^ ^ àa à^ Jr J^ àx1 "+"' " " '

Cette identité, en effçl, permet d'écrire

(^^(^Ç^^^^^^^v^/2 J J JQ àx1 •/

, r r r . i àf àk ÔF <?a àv à^ \ , , , , , ,+ r 1 \ ' k( TT V~7 "h T" "T^ '•+" ^"r-71"+'* • • ^dx'dy'dz',J J JQ \ÔK ô^ : àsx àx1 r)(3 àx1 ) J

Soit rfcrun élément de la surface or qui limite le volume Q; soit(^,.i?)
l'angle que la normale à la surface a" en un point de réiément Ar, di-
rigée vers Texiérieur du volume û, fait avec la direction positive de
l'axe des.r. Une intégration par parties, effectuée par rapport a ^,
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nous donnera FidentUé

fff^-y--'1^^ •
= ̂  F /. cos (/^ ^) AT -yyy F(r, /c, a, P , . . . ) ̂  d x ' d y ' c b ' .

Au second membre, la première sommation s'étend à la surface o, En
faisant cette sommation, on doit entendre que F et k se rapportent à un
point {x\ y\ z ' ) de l 'élément rfcr. L'identité précédente permet d'écrire

©^-s.1^"00^71^^^
r r r \( , àV .p\ àk , à'F à a . f)F d(3 1 , / , / , /

-(- | | 1 /:• •".y •4- F -Y--7 + k -r- ——,+ /c ̂  -Y'- +. . . d^dy'd^'.
J J JQ IA d/f / ^J; rfa ^tz î3 ^^ J "

L'intégrale de surface ^ , qui figure dans cette égalité, représente
k^(7

la valeur qu 'aurai t la fonction 0 au point (^,j, s) si l'on supposait la
matière exclusivement distribuée sur la surface o" et ayant en chaque
point de cette surface une densité superficielle ^cos(/^,^). CeUe in-
tégrale admet donc, par rapport à .T, r, z, des dérivées partielles du
premier ordre qui ont pour valeur

() n -, , , y , n d V ( r } x ' — x , • - , ,"y- \ F k cos ( n^ x ) ch == — ̂  —7-7— —-7-— k cos ( n^ .v ) aa,
(AZ* k«/ç' »J'(7 WJr* ^*

,., à n ,, / . , , , ' • C^ d ' F ( y ' ) v ^ ' — r - , , \, ,( 5 ) -Y- \ F /• cos ( n,, x ) ch == — .\ —r— '•——— A- cos ( n^ x. ) da,oy k.Jcr 1 'kJcr» c^ 1 r 1 1

4"" St P Â< cos (n^ x }dv^—^ —J^-/ :1—— k cos ( n^ x} da.
()z hjfij kJ'o" u'^ ^

I I nous suffit donc de prouver que l'intégrale

.. /* r r/, 9V ,,\ âk , <)F ô^ , àV àQ '} . , , . , , ,
J := / /. /1 k — 4- F . —-/ + k •T- "»— •Jr /!^ " • • i l •+"- " ^:z^ ^J <r/:ï

. ^ J ./û l\ ^A" / Az ^^ ^"z â^ àx J '

admet des dérivées partielles du premier ordre. Pour le démontrer, il
suffirade reproduire la démonstration par laquelle on établit l'exis-
tence des dérivées partielles du premier ordre de la fonction potëiEtiéile
ou de la fonction 6, après toutefois que l'on aura fait voir que les
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fonctions j,, y"? -^ • • • deviennent, comme la fonction F, infinies du

même ordre que -, pour r==o . Ce dernier point est facile à établir
moyennant une nouvelle restriction.

En effet, pour des valeurs assez petites de r, nous pouvons écrire

F(r,Â-,a,P,...)=^G(r,/c,a,P,...),

G demeurant fini pour r== o, quels que soient A, a, [3, ,...
De là, nous déduisons

(?F(r^q,(^..) _ i ^G(r,A-,q,i3,...)
à/s: ""7- àk !

<)F(r,/c,q,(3^..) ̂  <)G(r,/c,q,[5,...)
da r ()a

<jF(r^,a,P,...)_i dG(r,/^q,(3,...)
^ ""7 (?(3 ?

et la question se réduit à prouver que ̂ G(o>^^ ̂ ^L't̂ )̂,
dG(o,/r,a,P,...)

d/c da

^ • - • sont des quantités finies.
C'est cette nouvelle hypothèse que nous introduirons :
Les quantités ^p ̂  ^ ? •- sont finies pour r= o, quelles que

soient les valeurs de k, a, [3, ....
Moyennant cette nouvel le hypothèse, nous aurons

AI /y /-F'/ (T-F , ^F\ <)/c , ^F f)a , ^F <?P 1^-^ , ., ,,
^"jJiLr

/ 6 ^ - A î - f f r i Y ^ ^ F . d F X ^ / ^ F àa , ^F ^ 1 / ~ y . / . , , /
(ô) , ̂ ^-JJJoLt^^^

^ ^ ^ f f r r A ^ F d F Y ^ ^ . , ^ F ^ 1 ^ - ^ ^ / / /
^^ jJJa^^^^^}^

Les égalités (4), (5) et (6), et les égalités analogues qu'on en dédui-
rait en remplaçante par y et ^, démontrent, moyennant les condilions
indiquées,l'existence des dérivées secondes de la fonction Q et don-
nent la valeur de ces dérivées. Ces dérivées s'expriment de la manière
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suivante :
/ ^@ r r r [ à fi àT\(^-^Y ^FI /^^ /^=1 a f — - — -;———L 4- - k d ^ d ^ d z '

à^ J J J ^ V à r \ r à r j r r àr \ J

S à Ï ^ — x , . ,,
+ ^ ———/ccos(^.r)â?a

f r f[7, ^F . < ) F \ < ) / c , ^F <)a , ^F <)p 1^-^, , , ,^Jilr^^^
(65) :̂= f r f A (L ̂  (^-^)(/-y) ̂ ^^^

d^ ̂  J J Js .̂̂  V' àr ) r J '

^S ^2^7:^Â'cos(^^)rf<7

-//X^S-^^Sê-^ê-.]^-^
Dans le cas particulier où le domaine qui entoure le point {oc, y, z)

et dans lequel les quantités /c, a, p, ... admettent des dérivées par-
tielles, enveloppe entièrement la sphère de rayon pi qui a le poini
(^j, s) pour centre, ces dérivées prennent une forme particulièrement
simple. En effet, dans ce cas, le domaine 2 s'évanouit et, avec lui , les
intégrales triples qui s'y rapportent. Le volume 0 coïncide avec le vo-
lume de la sphère. La surface a devient identique avec la surface de la
sphère, et, comme aux divers points de la surface de la sphère on a
vin

p = o, les intégrales relatives à cette surface s'évanouissent. Si donc

on reprend Fusage de la fonction/=== — y:? on aura

^ =rrrrf,y+yV^+4^+4^^..iï^^^^^
^ J J J L\ ^/c 76te ^a (te ^P ̂  J /1

yQ r r ru, àf A àk , à/ àa , àf <5(3 i y-y ; / , / , /
TT ^ \ \ ^ -+•7 hr-/ + k -r T"7 + Â^T-7+'• t ^—^ dx ày'dz ',^f J J J \\ àk t/ / ày1 àoc ôy' à^ ôy' J r J

^ ̂  -ffn^)^^^^'-1^-
yQ f r f[f,ôf A àk , àf àa , àf à^ 1 ̂ - s , / . / , ,——r = ( f M Â'-rÇ +/ —-/ +• /c-^ v-7 + A1^ •-J- -{-.,. ———d^dy'dz\àyàs j J J | \ ôk J ] ày' àa ôy1 à^ ày' J /• 7

-f/fM^^^-]^^



î10 p. DUHEM.

toutes les sommations s'étendant aux divers éléments île volume
d œ ' d y d z ' de la sphère de centre (v, y, s) et de rayon u..

§ III. — Distribution de l'électricité en équilibre sur un système
de conducteurs.

3. De ce qui précède, il résulte que la quantité

^-às@ , à î Q . à ^ Q
A@-^+^4-^

a une valeur f inie en tout point au tour duquel on peut tracer un do-
maine jouissant des propriétés que nous avons définies au n° 2.
D'ailleurs, dans l'état d'équilibre, on a, en tous les points d'un même
conducteur,

( 8 ) £V-)-<")-=const.

D'autre part , si l'on désigne par p la densité de l'électricité au poin t
( x , y , s), on a, que l'équilibre soit établi ou non,

AV=-47rp.

On a donc, dans l'état d'équilibre,

(9) Ae==47T£p.

Cette égalité (9) permet de déterminer la quantité d'électricité qui
existe en chaque point à l'intérieur d'un conducteur en équilibre, lors-
qu'on connaît la constitution du conducteur à l'intérieur d'une sphère
de rayon (A ayant pour centre le point considéré.

Considérons un conducteur formé de deux substances différentes
A et B, en contact l'un avec l'autre tout le long d'une surface <A, B)
Cherchons quelle est, dans l'état d'équilibre, la distribution del'élec.
tneite au voisinage de la surface (A, B).

Chacune des deux substances A et B est homogène ci l'on envisage
seulement les points situés à une distance des surfaces qui la limitent
supérieure à -X, À étant, comme [x, une quantité fort petite/dont la
considération intervient dans l'étude des phénomènes capillaires Au
voisinage des surfaces qui limitent chacune des deux substances la
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consti tution de ces substances varie; la nature de ces variations dépend
de la na ture de la substance en laquelle elles se produisent et aussi de
la nature de la substance limitrophe. Par exemple, la cons t i t u t i on que
présente la substance A en un point situé à une distance /, inférieure
à À, de la surface (A, B), dépend de la valeur de /, de la nature de la
substance A et de l 'é tat qu'elle présente à une distance supérieure à "X
des surfaces qui la l imitent, et aussi de la nature de la substance B et
de Fêtât qu'elle présente à une distance supérieure à \ des surfaces
qui la l imitent. Par conséquent, le long d'une surface parallèle à la
surface (A, B), les paramètres k, a, ?, ..., qui déterminent la consti-
tu t ion du conducteur en un point , garderont des valeurs constantes;
ils varieront lorsqu'on passe d'une surface parallèle à (A, B) à une
autre si la distance de ces surfaces à la surface (A, B) est inférieure
à À. Ces diverses propositions ne sont que l'énoncé des hypothèses
fondamentales sur lesquelles repose la théorie des phénomènes capil-
laires (1).

On voit aisément, d'après ces propositions, que la quant i té ©, con-
stante en tous les points intérieurs à la substance A et situés à une
distance supérieure à (Â+ p.) des surfaces qui l imi tent A, a une valeur
variable à l ' intérieur d'une couche d'épaisseur (X+p.) entourant A.
En un poin t situé à l ' in tér ieur de la substance A à une dislance /, infé-
rieure a (X+ p), de la surface (A, B), Ô a une certaine valeur qui
dépend uniquement de / et de l'état que les corps A et B présentent
loin des surfaces qui les limitent. La forme de la surface (A, B) n'in-
tervient pas dans la valeur de © si les rayons clé courbure de cette sur-
face au voisinage du point considéré sont supposés très grands par
rapport à p.. Nous désignerons la valeur de ©, dont nous venons de
parler, par le symbole © ( A , B, /); Les surfaces parallèles a la surface
(A, B) seront des surfaces oh Q aura une valeur constante.

Les paramètres À, a, p, ..., qui déterminent l'état du corps A en
un poin t , varient, comme nous Favons vu, au voisinage de la surface
(A, B). Nous admettrons que cette variation a Heu d 'une manière con-
tinue, et que les paramètres k, a, ̂  .,. admettent, en tous points autres

!i : ( î ) Application delà Thermodynamicpe aux-phénomènes capillaires (Àmales de l'É-
cole'Normeilempériew^Ï8.^^^ ^ 1 1 1 1 '! : • :,/ 1 ;1 • -: • i 1 1 1 1 1 : 1
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que ceux de la surface (A,B), des dérivées partielles du premier ordre,
Nous serons alors assurés de l'existence de la quant i té A© en tout
point du corps A et nous pourrons faire usage de l'égalité (9). L'éga-
li té (9) nous montrera que, dans l 'é ta t d'équilibre, la densité p, nu l l e
en tous les points du conducteur A situés à une distance supérieure à
(A-4- p<), des surfaces qui l i m i t e n t ce conducteur, cesse d'être égale à o
aux points plus rapprochés des surfaces terminales. En un point du
corps A, dont la distance / à la surface (A, B) est inférieure à (X +• a),
p a une valeur qui dépend de / et de l 'état que les corps A et B pré-
sentent loin des surfaces terminales/Nous désignerons cette valeur
par p ( A , B , l). En tous les points d 'une même surface parallèle à
(A, B), p a la même valeur.

Des considérations semblables s'appliquent aux points du corps B
voisins du corps A » Elles cessent de s'appliquer aux points mêmes de
la surface (A, B), car en ces points k, a, p, ... sont discontinus, en
sorte que l'on n'est plus assuré de l'existence de A0. Existe-t-il sur cette
surface une distribution d'électricité correspondant à une densité su-
perficielle finie en chaque point?

Soit M un point du corps A infiniment voisin de la surface (A, B);

Pigr. i.

A^a

\»''w
(A,B)

^è

soit M' un point du corps B infiniment voisin de la surface (A, B) et
du point M, si tué avec ce dernier sur une même normale à la surface
(A, B); soit m le point où cette normale rencontre la surface (A, B)
{fig. s ) ; soit V la valeur de la fonction potentielle au point M; soit
V'sa valeur au point M'; soit n^ la direction de la normale wMî soit
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n^ la direction de la normale mW. La densité superficielle p au poin t m
est donnée par l'égalité

àV à\71
-,— -(-, -,— ̂  — ^ ^-p^
/J/i,^ 6?/^ 1

Soient @ la valeur de © au poin t M et ©' sa valeur au point. M'. On a,
en vertu de l 'égalité (8),

eV 4- © == consî;.,
eV^ "h (^=001-1 st.

et, par conséquent,
àv ^ ï ÔQ

Ôfïa £ ^a ï

^Z—^l^8 '
r^z// e J^//

en sorte que l'égalité précédente dev ien t

à0 ^.^,
aria ôn{, } t

Mais, si la densité de chacun des deux corps est f inie , même aux points
in f in imen t voisins de la surface (A, B), les dérivées part iel les du pre-
mier ordre de © sont continues même aux points de la surface (A, B);
pour le démontrer, il suffit de reprendre le r a i sonnement par lequel
on établi t la continuité des dérivées partielles du premier ordre de la
fonction potent ie l le . On a donc

et, par conséquent,

à% __àW
aria """ àfth

p == o.

Il ny a pas d'électricité distribuée sur la surface de contact de deux corps
conducteurs de nature différente.

Sur la surface (A, B), prenons un élément mm^ d'aire da {fig. ^).
Par les divers points du contour de cet élément menons des normales
à la surface (A, B). Ces normales engendrent une surface cylindrique
qui l imite un canal inf iniment délié. Limitons ce canal de part et
d'autre de l'élément da par deux sections droites, l 'une AîM^ à Tiïité-
rieur du corps A, l 'autre WH\ à rintérieur du corps B, toutes deux

' ! • 1 1 Ârw^dÊ-l'Éc. K'orm.^^^én-e. Toroe'V.1—'ÂVKÎL ïSÔS.,1 '1 - 1 , / 1 1 ;• 1 ,1 1 : 1 1 5 : 1 1
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situées à une distance supér ieure à (X-+- p) de la surface (A y B). Nous
formons ainsi un pet i t volume q u i renferme à son in t é r i eu r une cer-
taine quan t i t é d'électricité Q. Sur la surface qui enferme ce petit vo-
lume , prenons un élément superficiel ds. Soit V la valeur de la fonct ion

poten t ie l l e en un point de cet é lément ; soit n la normale à cet élé-
ment ds, dirigée vers l 'extérieur de la surface fermée- On a

-i dVS^=-W,

la sommation s'étendant a la surface fermée tout ent ière , ou bien, il
cause de l'égalité (8),

,gg^=4^Q. .:

Il est aisé de voir que le premier membre de cette égalité a pour
valeur o. En effet, si l 'élément ds est pris sur les parois latérales du
canal, on a ̂  ==o, parce que les génératrices du canal sont normales
aux surfaces parallèles à (A, B), le long desquelles est vérifiée l'éga-
lité @= const. Si l'élément ̂  est pris sur l 'une des deux sections MM,,
BfMp on a encore j^ == o, parce que, a une distance (À + p) de la
surface (A, B), ©devient invariable. On a donc

' ! ! • , 1 1 1 1 1 , i i l ' -Q=o. 1 1 • 1 ' 1 ' ;1 ' 1 ; 1- , , ! , ! 1 ;
Ainsi un petit volume, composé comme nous venons de l'indiquer, ren"
ferme autant d'électricité positive que d'électricité négative. Cette pro-
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priélé, découverte par M. H. von Helmhoi tz (1), a fait donner le nom
de couche doubleÇ2) à l 'électricité qui s 'accumule, dans l 'état d'équi-
libre, au voisinage de la surface de séparation de deux substances de
nature différente. Les considérations que nous venons d'exposer pré-
cisent la const i tu t ion d 'une semblable couche double .

Vexpre.ssion du potentiel t h e r m o d y n a m i q u e , donnée par l'éga-
l i té (2), renferme la quan t i t é ^©Q^ dans laquel le la sommation
s'étend à toutes les charges Q du système. Evaluons la part ie de cette
somme qui provient des charges Q formant une couche double au voi-
sinage de la surface de contact de deux conducteurs.

Sur la surface (A, B), prenons un é lément mw, , d'aire ds ( fig. 3).

/ 'A,B)

, i-m ^i „ /r^"1111''"^mm.̂̂ î,,,,,.....».., w,
..'7-1-- "M^"""' Ml \

Par tous les points du contour de cet é lément , menons des normales
vers l ' i n t é r i eu r du corps A. Coupons le canal i n f i n i m e n t déiié ainsi
formé par deux surfaces MM'o Al/Mp parallèles à (A, B) et situées à
des distances / et (/-+"<//) de (A, B). Ces deux surfaces découpent
dans le canal un élément de vo lume cîlds. La densitéélectrique en u n
point de cet élément est, d'après l'égalité (9),

^ , p ( A , B , / ) ^ ^ A @ ( A , B , / ) .

. 1 1 ( î ) II. HELMIIOLTÎS, Uebcr einige GQfsctze'' de'r Fertheilang elektrischer Strôme in kôr-
perlic/icn Leùern mU Ànweîidungen cm/die ^//^/wc/^^'Â^/^y^/^/z Vermciie ('Pûgg^Ânn^
Bd. LXXXIX, p. 2'2Ô ( ï853) ; ÏMm/wUz m^senKchctftUcfw Àbhcmd^ t. I. p. 489).

(2) M. Hôlmhoitz la nomme elektriscîte J)<)ppeUchicht où Grenz.schicht y loc. cit. BtStti-
dieiï ûber elektwche Grenz^chichten (^led. Âtrn,^ Bd.Vn,1?. 337 (1879); \ Fn^BWchàft.
Abhaïuil^ t. ï ,p.855). , , 1 , , 1 1 . , 1 . . . - • 1 , 1 ; : 1 1 1 1 1 1 , 1 / 1 1 ' . , " . 1 1 ' 1 1 1 1 '
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L^élément renferme donc une quant i té d'électricité

0 = — — A ê ( A , B , O ^ A .
^ 4 Tre

La quanti té © a en an poin t de cet élément la valeur 0(A, B, /). Limi-
tons le canal par une surface m'm\, parallèle à (A, B), située à l 'inté-
rieur du corps A à une distance (À + p-) de (A, B). La quant i té J^Q Q
relative à toutes les cliarges renfermées dans le volume mm.^m'm\ aura
pour valeur

df r^1'—— f e ( A , B , / ) A @ ( A , B , Q ^ .
4^J.

SiTon désigne par a^ une quant i té qui dépend uniquement de l 'état
que les deux corps A et B présentent loin des surfaces terminales, on
pourra poser

^+^
(le) oc^= ̂ j ©(A,B, QA©(A ,B , l)dl, .

et la partie de ^©Q qui provient de la couche double accumulée au
voisinage de la surface de contact des deux corps conducteurs A, B
aura pour valeur

(^AB-4- Û(BA) OAB?

OAB étani l'aire de la surface (A, B). Il f au t bien observer que ce résul-
tat , dont la démonstration repose sur l 'emploi de l'égalité (8), suppose
l'équilibre électrique établi sur le conducteur.

On peut d 'une manière analogue étudier la constitution de la couche
électrique qui se forme dans un corps, conducteur au contact d 'un
corps isolant; mais il convient de préciser ce que nous entendrons ici
par corps isolant. Nous appellerons corps isolant un milieu homogène,
invariable, incapable de livrer passage à réiectricité et ne renfermant
jamais aucune charge électrique à son intérieur. Un semblable milieu
s'écarte certainement beaucoup des corps isolants que nous présente
la nature et des milieux diélectriques que les physiciens ont imaginés
pour représenter les propriétés desisolants naturels. Il n'est même
pas certain que le vide jouisse des propriétés attribuées à ce milieu.
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Mais, lors même que la conception d'un semblable milieu ne serait
qu'une pure conception mathématique, il y aurait encore intérêt à
étudier les phénomènes que présenteraient des conducteurs placés dans
un semblable mi l ieu , ne serait-ce que pour reconnaître en quoi ces
phénomènes se distinguent des phénomènes que présentent des con-
ducteurs plongés soit dans des diélectriques, soit dans des isolants
naturels.

Soit A un corps conducteur placé dans un isolant idéal que nous
désignerons par l ' indice o. On peut démontrer que, comme dans le
cas précédent, il existe de l'électricité dans tonte la partie du conduc-
teur A située à une distance Inférieure à (X 4- ;^) de la sur face (A, o);
mais, de plus, il existe de l'électricité distribuée sur la surface (A, o)
elle-même. Si nous prenons un point m sur la surface (A, o) Çfig. 4)

Fî{î. 4.

4M'
m

-•••--JA,0)

et sur la normale menée par le point m à la surface (A, o) deux points
inf in iment voisins du point m, l 'un M à l'intérieur du corps A, l 'autre
M' à l ' intérieur de l ' isolant o; si nous désignons par n et ri les direc-
tions mM et mJVf, par V et V les valeurs de la fonction potentielle
en M et M', la densité électrique superficielle cr au point m sera donnée
par l 'égalité
i. <-/ •» ••y •\-« f1

ÔV àVr r—— 4- —7 ^—^.W*()n on

Mais, au point M, on a

et, par conséquent,
gV -4- ©== consL

L à@.<?V_
an M s an
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On a donc
• . ^ JL ̂ ÊiAL0!̂ } _ -I ̂1 / 4^2 ^ 4 ̂  ^/l/

Le premier terme de cel te expression
ï r ) © ( A , o , o )

( ï 2 ) OAC^ ' (.\m à ri

représente une densité é lec t r ique qui dépend uniquement de la n a t u r e
des deux corps A et o. Nous nommerons cette densité b densilé de la
couche électrique naturelle de la surface (A, o).

Le second terme de l 'égalité (u)

(z3) A : JL àT.
4.TC an'

peut, pour un conducteur donné A et pour un isolant donné o, va r ie r
d 'un point à un autre de là surface (A, o) et varier aussi au même
point suivant les circonstances. Il représente la densité de la couche
électrique communiquée à la surface (A, o)*

Déterminons là valeur de la q u a n t i t é ^@Q relat ive à toutes les
charges électriques distribuées soit à l ' intérieur du corps A, au voisi-
nage de la surface (A , o), soit sur la surlace (Ây o) el le-même.

Pour les charges distribuées a l ' intérieur d u , corps A, la q u a n t i t é
^©Q a pour valeur

^ A O ^ A O ?

o^o étant d é f i n i pn r u n e égaillé ana logue à l'égalité (10), qui déf in i t ,
a-Ag, et 6^0 étant Fâ i r ede la surface (A, o).

PÔUT tes charges distribuées sur la surface (A, o) elle-même, S©Q

a la valeur ^@(A, o,o)arf9^, la sommation s'étendant à tous les
éléments rfÔ^o de la surface (A,ô). Si l'on remplace cr par sa valeur (ï î )
et si l'on pose

(^.y , , ' ^AO=^(A^O,<))ÔAO» / ' 1'
on aura

^9(A,o,o)^^Ao^4o^o^€)(A,o, o) ÇA,^A(>. . 1 : , '
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Eo résumé, si l'on considère un système formé de n conducteurs
désignés par les indices r , ^, . . . ? / ? , . .., n^ en contact entre eux et
avec un mi l i eu isolant o,lorsque l 'équil ibre électrique sera établi sur
ce système de conducteurs, on aura, pour tout le système,

! -p^.n

' ( , 5 ) 2e Q = 2 1 ( ̂ °+ ̂ û) ̂ °+ 0 (^ oî ° ) S à € Î Q P O ̂ 2a^ ̂ /]
j /? = i " n

(f/= i, 2, .. ., p — î , ?•+• i , . .., n).

CHAPITRE IL
DE LA PRESSION ÉLECTRIQUE DANS LE CAS "OU L'ÉQUILIBRE ÉLECTRIQUE

EST ÉTABLI SUll DES CONDUCTEURS.

§ I. — Historique.

1. Les pr incipes établis îm Chapïtrô 1 vont nous permettre d'aborder
l 'étude des (îhangements de forme ou de volume que subit un conduc-
teur électrisé. Cette applicat ion nous conduira à des conséquences fort
différentes des idées généralement admises sur la pression électrosta-
t ique . Rappelons tout d'abord, dans un exposé rapide, en quoi con-
sistent ces idées.

Depuis l 'or igine deTÉIectrôStatiqiw; théorique, on a admis qu'en
un po in t /do la surface d 'un conducteur chargé d'électricité s'exerçait.
une pression dirigée vers l 'extérieur du conducteur et donnée par
réalité
( ï ) ' F=a7râA 2 ,

A é tant la densité électrique au point considéré.
Cette pression, doit produire des déformations, dans les corps élec-

trisés. Déjà, à l 'époque de Volta, Fontâna (1) avait observe que le

< 1 ) Cité dans1 imo LôLtre de Vôlta an professeur Landriani '{Lettere inéditei di Âte.ww-
dro Foîta, imprimées à Pesam en;ï83r, pp.. So'et^ôqq.1).-11 , 1 1 ' . : . / 1 1 1 / 1
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volume d'un condensateur augmente à la sui te de Félectrisation,
augmenta t ion queYol ta attribua à la pression électrique.

Plus récemment M. Volpicell i ( < ) retrouva le phénomène décou-
vert pa rFon tana , puis M. Govi (2) en constata de nouveau l'existence.

M. Duter (3) montra que le vo lume interne d'une bouteille de Leyde
sphérique augmente pendant la charge d 'une quan t i t é proportion-
nel le au carré de la différence de niveau potentiel qui existe entre les
deux armatures et à l'inverse de la distance des deux armatures .
M. Righi ( 4) prouva, par ses expériences, que l'allongement d 'une
bouteille de verre cylindrique suivait une loi analogue.

Les déformations subies par les corps électrisés ont été ensuite
l'objet d 'un grand nombre de recherches expérimentales, parmi les-
quelles il convient sur tout de citer celles de M. Quincke ( r ï).

M. Duter avait été tenté d'attribuer les phénomènes de di la ta t ion
électr ique à une propriété toute nouvelle de l 'é lectr ici té , propriété
non comprise dans les lois de Coulomb : « Si les changements de vo-
lume observés, dit-il , étaient dus à la pression é lec t r ique» ils ne se-
raient pas en raison inverse de e, mais en raison inverse de e2; il
est d'ailleurs facile de calculer l'effet de la pression élcdrique qu i
s'exerce sur les deux faces des bouteilles de Leyde sphériqnes..,
Ainsi la pression électrique n'est pas la cause du phénomène, et l 'on
se trouve en présence d'une propriété nouvelle de l'électricité. »

M. Righi émit le premier l 'hypothèse que les changements de vo-
l u m e éprouvés par un dié lec t r ique chargé d'électricité étaient dus aux
forces qui, en verlu des lois de Coulomb, se développaient à l ' in tér ieur
d'un milieu polarisé. Un grand nombre de physiciens, adoptant celle
manière de voir, développèrent la théorie clés actions internes aux-
quelles est soumis un milieu polarisé et parvinrent à retrouver théo-
riquement les lois des déformations des diélectriques électrisés. Parmi

( 1 ) VOLPICELLI, Àrc/uwde Genève, t. XXXII, p. 3a3; ! r856. 1 . 1

( 2 ) Govi, NU(WO Cimento, t. XXÏ, p. 18 ; ï866.
(3) Dcmsft, De la dilatation électrique dw armatures def! bouteilles de ̂ Leyâe ( Compter

rendw de l'Académie des Science^ t. LXXXVÏÏÏ, p, ia6o; 1879).
(4) RIGÏH, Sur la dilatation électrique de^condensateur pendant'la chc^e (CompteT

rendus de r^cademic des Science^ t. LXXXVIIJ, p. m6%; ï^^
0) QUINCKE, FFledernanu^ ^//w//<?/^ t. X,p. 1 6 1 ; 1880.
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ces t ravaux, citons ceux de sir W. Thomson (1), de Cl. Maxwell ( 2) ,
de M..Korteweg (3), de M. Boitzmann ( 4) , de M". H. von Helmhoi tz (5),
de M, Lorberg (6), de G. Kirchhoff (7) et de M. E- Math ieu (8) .

Nous ne nous occuperons pas ici du cas traité par tous les physi-
ciens que nous venons de nommer, c'est-à-dire du cas des diélec-
triques. Nous nous l imiterons à l 'étude des déformations électr iques
des corps conducteurs.

Le premier travail qui ait été fait dans cette voie est dû. à M. J.
Mout ier^) . Admet tan t que les forces qui agissent au sein d 'un con-
duc teur électrisé se composent, d ' une part , des actions mutuel les des
molécules matérielles, d 'autre par t , des ac t ions qui s'exercent, en vertu
des lois de Coulomb, entre les part icules électriséeSy il appl iqua à un
système ainsi constitué le théorème du viriel découvert par M. CIau"
sius, et parvint à la proposit ion suivante :

L'augmentation de volume quun conducteur subit par le fait de Célec-
trisation est égale au c/uotient du potentiel électrostatique de ce corps par
le triple de son coefficient de compressilnlité cuinque.

( l ' ) SïR W. TÏIOJMSON, Cambridge mal/ianatical Journal, may i843; Rcprint of Papcra
on E le et roKî: citiez a/ut MagfH.;timi, firl. VIII, p. ï47-

(2) CL. MAXWISLL, TreatU'G of Eîcctricity aiid Magnetù'm, vol. I.
(3) KORTEWEG, Compter rendue t. LXXXVIIÏ, p. 338 (1879) ; fFiedemanf^ Annalen,

Bd. IX, p. 48.
( 4 ) BÔLT%MANN, Zur Théorie dcr fîo^Qnannten elektriwhen Âiisdchmm^ ocler Elek-

tro^triction (Sitzun^bcrichtG dcr /<• Àkacl, cler ï'^î^. zu PFien, 4 BOV. r88o et 2 déc. 1880.
— 'Wien.-Àm., t. XXÏÎI:, p. 2 1 1 ; i88o).

({i) H. HELMiîOï/rz, Veber die auf dof Innere m.ayieû'îch oder dielektnsch polari.nrter
Kôrpcr a'irkenden Km/te \ fVIcdermmî's Ân/ialen, Bd. Xïl[, p. 385, 4 0 6 ( 1 8 8 1 ) ; M.o-
natsber. der Kerllner Àkadcîmcy 1 7 février ï 8 8 î ; Wiff.^ Âbhandi., t. ï, p. 798].

( < ' ) LOBBEHO, ÏJeber Elchtrofîtriction \ ÏViedcmann's Âiinalen, Bd, XXI, p. 900 (fé-
vrier 1884')].

( 7 ) G. KlKcniîOFF, Ueber die Formànderun^, die ein favfer clasificher Kôrpcr crjabriy
wenn, cr rnagneU'ïch (xler dideî^tnfîcli polarinrt winl ( Sitziul^hcrichte dcr Berllner Aha-
derme, ïSB^, î, p. ï37.) —" Ucber einigen Ânwendungen dor Théorie dcr Formànclerung
welche ein Korper erfiï/irty wcnn er rnagncûseh oder diGlektrU'ch polaridrt wird {dyid.y
t. H, p. :i.x55; "ï884).1

• (8") E. MATJÏIEU, Traité da potentiel et da ,w appllcatiom, ÎP Partie.
('{r) î. MûlîTïEK, Sur le volume cle,v corp.v e'iectrù'é.v {.Bulletin de la Société philoma^

thïquc,^ série, t. iïl, p. 88; 1878); Sur la dilatation électrique {'d)id., t. JV, p. 18%; 188-2).
Ann. de VÈc, Normale. 39 Série. Tome V*— AVKIL 1888. Io
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Ce théorème conduit à cette conséquence que le volume compris
entre les armatures métal l iques d'un condensateur sphérique subit,
par le fait de l 'électrisation, une a u g m e n t a t i o n proport ionnel le au
carré de la différence de niveau du potentiel qui existe entre les deux
armatures et inversement proportionnelle à la distance des deux arma-
tures. C'est une loi ent ièrement analogue à celle qui a été trouvée ex-
périmentalement par M. Duter.

Dans la démonstration de son théorème, M. Moulier admet impl i -
citement deux hypothèses; il suppose en premier lieu qu'i l n'y a pas
lieu de tenir compte, dans l'expression du viriel , d 'actions mutuel les
de la matière et de l'électricité, analogues à celles auxquelles M. Helm-
hollz a eu recours pour expliquer les différences de niveau potentiel
au contact de deux substances différentes; il admet, en second l i eu ,
que Von pour ra i t conserver au conducteur la forme qu'il a lorsqu'il est
électrisé en le ramenant à l 'état neutre et en app l iquan t sur toute sa
surface une pression normale et uniforme.

Cette dernière hypothèse n'est év idemment pas réalisée en général;
on ne peut être certain a priori qu'elle est réalisée que dans le cas où
le conducteur est l imité par des .surfaces sphériques; mais, dans ce
cas, la proposition de M. Moutier est identique à celle que l'on ob-
tiendrait en supposant que l 'électrisation équ ivau t à l'existence d 'une
pression donnée par l'égalité (ï). On peut donc dire que la théorie de
M. Moulier revient à la théorie de Volta, ou, s*i l'on préfère, qu'elle
Just i f ie le nom oppression électrique donné à la q u a n t i t é (i).

La démonstrat ion donnée par M. M.outier du ihéorème énoncé p lus
haut repose sur l 'emploi du théorème du viriel et n'est par conséquent
pas indépendante de toute hypothèse sur la nature de la chaleur. Nous
avons donné une démonstration de ce théorème, sauve de toute hypo-
thèse de ce genre, en subst i tuant au viriel le potentiel thermodyna-
mique ( ^ ) . Sauf en ce point, notre démonstration repose sur des hypo-
thèses analogues à celles qui ont été faites par M. Moutier.

( 1 ) Le potentiel thermocif nautique et w,v applications, ÏIP Partie, Chap. IL
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§ II. — Déternimation des conditions d'équilibre.

Dans ce qui va suivre, nous nous proposons de reprendre d 'une ma-
nière p lus complète la théorie des changements de forme que les con-
ducteurs éprouvent à la suite de l 'électrisation. Nous serons ainsi
condui ts à définir d 'une manière précise ce que l 'on doi t en tendre par
pression électrique. Nous verrons ensuite de quel le i m p o r t a n c e sont les
résultats ainsi obtenus pour la discussion de quelques questionsd'Elec"
trostalique-,

Nous commencerons, pour éviter certaines difficultés, par supposer
que le système que nous considérons est formé par un certain nombre
de, fluides conducteurs, en contact les uns avec les aut res , dont nous
chercherons les condit ions d'équilibre. Nous verrons ensuite comment
les résultats obtenus peuvent être généralisés. Dans la recherche des
condit ions d 'équil ibre, nous suivrons une marche analogue à celle que
nous avons suivie en un autre endro i t ( ' ) dans l'étude de l ' équi l ibre
des fluides à l 'é tat neutre, voie qui nous a condu i t à des résul lais-
nouveaux touchan t la pression capillaire.

Considérons un système quelconque, porté à 'une température con-
stante T, dont nous désignerons l'énergie interne par U et l 'entropie
par S. Si nous posons

(2) , ^==E(U-TS) ,

E étant l 'équivalent mécanique de la chaleur, le travail non compensé
qui accompagne une modification isothermique vir tuel le de ce sys-
tème aura pour valeur

os =- — ô.-T 4- ôsr,

§& étant le, travail effectué durant cette modification par les/forces
.extérieures qui sollicitent le système.

On obtient les conditions d'équilibre de ce système eïtécrivant que,
pour toute modification isothermique vir tuel le , ce travail non com-

( 1 ) Âpplicatiom' de Ut Thermodynamique aux phénwumG^ capillcàre^^ Annales de l'E-
cote 'jNorrrude supérieur G) 3e série, fc. lîy p^ ao7).
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pensé est égal à o, ce qui s'exprime par l 'égalité
(3) &T==fô.

On démontre ( j ) que l'on a, pour un système de corps électrisés,

(4) ^=E(r-Ti)4-W4-^©Q,

Y étan t l'énergie interne que posséderait le système, si l 'on ramenait
à l 'état neutre chacun des corps qui le cons t i tuen t , en laissant à
chacun d^eux sa densité et son étal physique ou ch imique ;

S étant l 'entropie que posséderait le système dans les mêmes condi-
tions;

W étant le potentiel électrostatique du système ;
© étant une quant i té dont Fétude a fait l 'objet du Chapi t re précédent;
Q étant la charge électrique concentrée au point du système auquel se

rapporte la quant i té @;
Ie ^ë"6^ 6Jafm "^q^111 u"e sommation qui s'étend à toutes les

charges électriques que renferme le système.
L'expression E(Y - TS) peut être mise sous une forme plus expli-

cite moyennant une hypothèse que nous a l lons indiquer.
En général, lorsqu'un fluide est soumis à des forces extérieures, ce

fluide n'est pas homogène, sa densité varie d'un poin t à l 'autre.
Toutefois, dans bien des cas, ce défaut d'homogénéité est si faible
qu'on peu t n'en pas tenir compte. C/est ce que nous ferons ici, pour
ne pas compliquer outre mesure les égalités, déjà fort longues, dont
nous aurons à faire usage. Du reste, on verra, sans autre difficulté que
la peine de développerdes calculs fort embrouillés, comment il serait
possible de s'affranchir de l 'approximation ainsi introdui te .

Nous supposerons donc le système formé par un certain nombre de
fluides que nous désignerons par les indices r , ^, ..., p , .,., n. Ces
corps sont en contact les uns avec les autres; ils sont environnés par
un isolant parfait, ce mot étant pris au sens que nous avons défini
au Chapitre 1; cet isolant parfait est désigné par l'indice o.

( 1 ) Le potentiel thermodynamique et ,îw applications, HP Partie, Ghap. Ï.
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Chacun des fluides i, :?., . . . , / ? , ..., n est homogène dans toute sa
masse, sauf dans les parties les plus voisines des surfaces terminales.
Dans les parties dont la distance à l'une des surfaces qui termine le
fluide est inférieure à une certaine quant i té X, d'ailleurs fort petite, la
constitution du fluide varie d 'un point à l'autre, comme nous l'avons
expose ai l leurs ( < ) .

Nous désignerons par
M^/ le poids du corps? ;
Y^ l'énergie interne de l 'unité de poids de ce corps pris dans l'état

qu'il présente loin des surfaces terminales et supposé dépourvu de
toute charge électr ique;

Sp l'entropie de l 'unité de poids de ce corps dans les condit ions qui
v iennent d'être définies; '

O^o l 'aire d e l à surface par laquelle le corps p confine a l ' isolant qui
entoure le système ;

A^o une quant i té qui dépend umquement de l'état que le corps p pré-
sente loin des surfaces terminales;

0^ l'aire de la surface par laquelle le corps p est en contact avec un
autre corps c/ appar tenant au système;

A.pq une quanti té qui dépend, d'une façon* non syrsiéirique d'ailleurs,
de l'état que les corps p et q présentent loin des surfaces termi-
nales.

Par une démonstrat ion analogue à celle que nous avons exposée
dans notre travail sur les Applications de la Thermodynamique aw
phénomènes capillaires, nous parviendrons au résultat suivant :

p = 1, p = n

(5) E(r-T2)=VEM^Y,~T2/,)-hVA,o&/.,+ S (^+A,,)^
•"" — . ^p^p^n fî^l

le signe ^ indiquant une sommation qui s'étend à toutes les cornbi-KJy p<i
naisons distinctes des indices i, a, ..., p , ..., n deux à deux.

( 1 ) ÂppUccitIoiïs de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires (^Annales de l^'É-
cole Normcde mpénaure, 30 série, t. Il, p. -207).
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En vertu des égalités (4) et (5), l'égalité (3) devient
p^n

(6)

fô=^EM,,(Ïp~-T^)
p==-i

[ • P ^ n -J

^ IXo^o+S (A^+A^)^, +âW+âVôQ.
—— ^M 1 ——

P == l J

Nous allons envisager une modification virtuelle ptir t iculière et déve-
lopper successivement, pour cette modification, la valeur de chacune
des variations qui figurent dans l'égalité (6).

L/état interne de chacun des corps du système est défini lorsque l 'on
connaît sa température, son volume spécifique et un certain nombre
d'autres paramètres dont les variations const i tuent ce qu'on nomme les
changements d'état physique ou dictât chimique du corps. Nous suppo-
serons que ces derniers paramètres demeurent invariables, ainsi que la
température, et que le volume spécifique de chaque corps varie seul. Le
corps éprouve donc une simple d i l a t a t i on .

Par suite de cette dilatation, la surface qui l imite chacun des corps
subit une déformation. Nous désignerons par §Np la valeur que pre&id
en un point de la surface qui l imi ta i t primitivement le f l u ide p la
distance normale entre cette surface et la surface déformée; SNp sera
compté positivement lorsqu'on ce point la surface déformée sera exté-
rieure à la surface primitive. Nous supposerons que les lignes de rac-
cordement des diverses surfaces deviennent invariables.

Soient R? et B^, les valeurs au même point des rayons de courbure
principaux de la surface, chacun de ces rayons étant compté positive-
ment lorsque la ligne de courbure correspondante tourne sa concavité
vers l'intérieur du corps p.

Le volume V^, du corps p aura, dans ,la modification considérée,
augmenté de

^=2S^^
r

{r = o, i, 2,. .., p —-1 , p + ï, . .., n).

Son volume spécifique aura augmenté de

(7) ^-M-SS^•^TirSS^^/-
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l ' indice r ayan t la même signification que dans la formule précédente et
le signe ̂  ind iquan t , comme dans la formule précédente, une som-
mal ion qui s'étend à tous les éléments d^pr de la surface 0^,.
Nous aurons

À / Y 'T ̂  \ { ul P rn O^p \ '\

r)(l!)^llp)^[à^^là^)oap

et, par conséquent, en vertu de l'égalité (7),

rîV'FM (T -T^ ')--FV 17^ ̂ T0^ V OâN dO 1/ g ) , ° JL •LIVA// ^ A ^ i "^ ^ - L^ ^ ̂ o.̂  1 ^^ ; Zà D û^ a^^
v / /^=i /»==iL ^ J

. ^ ( r -r= o, i, a, .. ., p — :r, p + î , . . ., n}.

En vertu (Pun théorème dû à M, Bertrand, l 'augmentat ion de la sur-
face Opy peut s'exprimer de la manière suivante

(9) ^^S^^îr^r)^^^p</ — ^ ̂ ^p \ •j-r- '-•i •jrr ; cl"y/^/?
\,p i\p,

le signe ^ indiquant une sommation qui s'étend à tous les éléments
dQ^ de la surface O^y.

L'état i n t e rne du corps p a subi une variation déterminée par la va-
riation Ar^de son volume spécifique. Il en résulte que A^<» a subi une
variation

^ A àApo ^
ôA^-=^<^

ou bien, en ver tu de l'égalité (7),

(aA^^^^^S^^"(10) J M^ 6^ ^ ^

( (r=:o,r,a,p—i,^+r,..., ^5.

De même A^ a varié de
^ . 1 <?A;,̂  ^ ^/^/?^ 'î5A^=-^o^+^o^,
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ou bien, en vertu de l'égalité (7), de

j ̂  ̂  _ àA^ V C ̂  ̂ ,. + - ̂  V S r3N^ ̂ V-p/7 Mn (?cr/, ^ kj p ^ M^ ^<7<7 ^ kJ / /
' r /•

' r=o, 1,2, .. . , 7 ^ — 1 , j ^+ i , . . . , ^ ; \
^ç ==o, i, a, . . . , ( 7 — i , <7 -t-i, . . . , ^ /

II

Les forniales (9), (10) e t ( i i ) nous donnent

[P=^ ^ i^
0 2 À^e^ "1"^ ̂ ^^+ A<7P) Qp(ï

^ p ^ l pq J

p=n

= 2 A^ S ÔN" (iT + w) ̂  +2(A^ + ̂  SfîN/' (îT + TT-) d 9""-a—» »<-/ v1'-^ llp/ ''̂ ^ ^- \SAp t\p/
p=i p<7

/^=/î

V ^o ^A;,o V 0 ..T6^0 ^A;,o^M'dïr^^0^M^, àcrp d0.

V r^ ̂ ^ V C ON, ̂ , + ̂  ̂ z^^ V C â:N, de,Ad M/, ' ^Op A-*Î ̂  M^ ao-y Airi kJ ' /y ("' '7^
p'7 L y A'

On voit aisément que cette égalité peut s'écrire de la manière sui-
vante :

[ p ^ n

' 2'p=i
0 2 A/"' 6f'a + 2( Allr/ + A?p ) ̂ PI•pi) ^po '

p=l pff

=2SA..(r^iç)-B;^6•.^•^^^(At^1!^^p ' - " - ' ? ( )

P=l 1 L ' r ' J !

i"2S ̂ (ç-.ç)-»;^^^^^^]^—-ÔN/-^
p=1 r/ L /•• Jp = 1 r/

^ ==11, 2, . . ., p — ï , p + 1, . . ., I I ; '

, r = = Ï . , 2 , . . . , ^ — i , /?+! , . . . , / l

Posons, suivant une notation que nous avons déjà employée ail-
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l e u r s ( 1 ) ,
f ï ^ ^ — ^ [ f i àA^^VQ ^(A^4-A^)1( 1 2 ) ^ ̂  ^ ̂  +2^ ——^;——

L /• J
( r = = i , 2 , . . . , p — ï , p + i , . . . , / i ) ,

et l'égalité précédenle deviendra

[^=n -1
0 .S^0 ̂ 0 ̂ ^^y4'^)^

/>=sl /^/ J

-i 5 s [A- fc+ w)+ '^sîi"d^ "-i s [A/-/ (R; + w)+ ̂ '1ÔN/' ̂ -
/) :-= 1 ' ' /y

(y == î , 2, . . . , / . » — i , / : /+ i , . . . , /^ ).

Passons m a i n l e n a n t à la détermination de âW.
La variation âW du potentiel électrostatique est égale, au signe

près, au travail pondérornoteur effectué durant la modification consi-
dérée par les actions que donnent les lois de Coulomb, si, comme
nous le supposons ici, chaque particule matérielle se déplace en en-
traînant la charge électrique qu'elle porte.

Considérons en premier lieu une part icule matérielle non située sur
la surface 0^, Au point où se trouve cette particule, la fonction poten-
tielle admet des dérivées partielles du premier ordre et les compo-
santes X, Y, Z de l'action exercée en ce point suivant lesloïs de Cou-
lomb sont, si q est la charge en ce poin t ,

<}V .., àV r, à"V
, X ,=—£^" , - î Y =—£^- . -3 /==——5^------- àx ày us

Si Sr, oy, Sz sont les composantes du déplacement de la particule,
le travail effectué par ces actions aura pour valeur

A)V. dV, ! <)'V. \^.^q { - — ̂  4- — ôy "f- "T- ̂  ?7 \àûc ày J ()s ]

(1) Application de la Thermodfiïanuque aux pît/nomë/ie^ capillaire,^ égalités (aïo) el
(aa) {Ârmale^ xdentt/î.q'ue.v -de V École 'Normale supérieure y 3e série, t. ïi» p. îao)- *— Sw
les corps flygrwndtriquc^ égalités (6) e t ( 8 ) {Journal de P/lynqw pure et ^pUquée,
a6 série, t. V, p. io3)., 1 , 1 1 1 1 1 1 i l , ^ : 1 . 1 1 1 1 1 • 1 1 1 : 1 ' 1 1 1 ^ - \,,.,^11:11 1 1 1 1 ' ' - : 1 1 : " . 1

^^.</e rÀ.^or/rtd^. S19 Série.,ToweÏV.^ AvRiL/i888.1 1 1 1 . 1 , 1 1 1 1 1 •\ îfJ 1 .1
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ce qui peut encore s'écrire
àV-s,-âN,
W

SN étant la projection du déplacement de la particule suivant une nor-
male à la surface du niveau qui passe par un point de cette par t icule et

' étant la dérivée de la fonction potentielle suivant cette direction.
Considérons, en second lieu, un point M, situé sur l 'une des sur-

faces O^o. Menons une surface parallèle à la surface O^o» inf in iment
voisine de la surface O^o et s i tuée à l ' intérieur du corps p. Par le
point M menons une normale à la surface O^o» dirigée vers l ' intér ieur
du corps p . Désignons par M' le point où cette normale rencontre la
surface parallèle à la surface O^o- Soit — la valeur au point M' de la

p
dérivée de la fonction potentielle su ivan t la direction MM\ Traçons de
même à l ' in tér ieur de risolant o une surface parallèle à O^o. i n f î n i m e n i
voisine de la surface 0^. Par le point M, menons vers l ' in tér ieur du
mil ieu o une normale à la surface Opo. Elle rencontre en un point W
la surface parallèle que nous venons de tracer. Soit -rjçr la valeur auuWp
point M" de la dérivée de la fonction potentielle suivant la di rect ion
MM". Au point M, la densité superficielle de l'électricité répandue sur
la surface O^o a pour valeur

- — JL f^L ()y\p^ ^V^N/.^^N;;/

I/action exercée au point Al, en vertu des lois de Coulomb, a pour
valeur 27C£p. Le travail effectué par cette actiony lorsqu'on donne un
déplacement §N^ aux divers points de l'élément rfô^o, a pou»* valeur

e f c)V ÔVy ,., ,.
^{^^Wj^^^^^

On a donc

C4) »W=.2 ̂ N- ̂ fs (^ ̂ )'^,..M " " Sx^S\MT,'SS;,
p=si

le premier signer s'étendant à toutes les charges q réparlies à Finté-
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r ieur cla système. Nous allons mettre sous une forme plus explicite
les termes qui figurent dans celle égalité ( i4)-

Commençons par le premier terme du second membre»
11 n'y a d 'électrici té, à l ' intérieur du corps p , qu'aux points d o n t la

distance à l 'une des surfaces O^o, O^y est infér ieure à la quant i té
très petite Çk + ^-). Pour l ' un quelconque m de ces points, on a sensi-
b lement

«5N = ON/,,

5N^ se rapportant au point M où la normale menée par le po in t m à la
surface 0 la plus voisine rencontre cette surface

A l ' intérieur du corps p^ on a, en chaque point , en ver tu de l'éga-
lité (8) du Chapi t re 1 (p. 110),

et, par conséquent,
£V4" ©-= const.

<)V _ _ à%
s M ̂  <)îS "

D'a i l leurs , en vertu de l'égalité (9) du Chap i t r e 1 (p* ï i o ) , la densité
électrique en un point du corps/? a pour va l eu r

p = —— A0.
' 47T£

Si donc sur la surface 0^ on prend un élément superficiel d()^ et si à
cet élément on circonscrit un petit cyl indre dont les génératrices, nor-
males à la surface (Ly et dirigées vers l ' intérieur du corps p , aient pour
longueur (À 4- [JL), la partie du terme

. ^ àV ^
^^N^

qui est relative aux charges q contenues à l ' in té r ieur de ce cylindre
aura pour valeur

_^ÔN^^y\ ^®(^y^)A0(^^/ ) r / / .

Dans cette expression. / représente la distance d 'un point w du
cylindre à la surface 6^/ Lés valeurs de © et de A© en ce point dé-
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pendent uniquement de l et de l'état que les corps p et <y présentent
loin des surfaces terminales; de là les symboles Q(p, y, l ) et A@(j?, <y, /)
employés pour les désigner.

La quantité
^+P- ^

(i5) p^^^y ^(p^,l)^(p,^l)dl

dépend uniquement de l'état que les corps p et q présentent loin des
surfaces terminales. D'après ce qui vient d'être exposé, on a

p = n

( I6) • £ 2 ̂  ̂  m = 2 [^Jo S ̂  ̂ po "h 2 P/-^ Sâîîp dQPV]î/?=i //
(<7==î , 2, . . . p — î , p -h Ï , . . . /î).

Passons m a i n t e n a n t à l 'évaluation du terme

£ ^0 ( àv à^Y ^ ,/,
^iS(^^dN;:} ^^(}

qui figure au second membre de l'égalité ( t4 )"
Si l'on se reporte aux égalités (u), (12) et (i3) du Chapitre 1

(p. 118), on voit que l'on a

î / àV àV \ ,
(ï 7 ) - ̂  ̂ ĵ  + j^J - ̂ .0 ̂  A,,,,

rfpo élant une densité superf iciel le q u i a, en toutes circonstances, en
tous les points delà surface Opo, une même valeur qui dépend unique-
ment de la nature du corps /?|oin des surfaces terminales et de la
nature de l'isolant o, tandis que A^o est une densité variat)Ie d 'une
expérience à une autre et variable aussi d^un pointa un autre de la sur-
face 0^,o.

Si nous posons

_ (y^^.^^^^^e^^^
j » , , à ©(0,0,0)
jâ/,o=4CTû?p»=-——^——'
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les deux quantités fpo et Spo dépendant uniquement de la nature interne
du corps p , nous aurons

E V 0 /'5V àVV
8liZ^[àîr^à^J 5N/^0

p ^ l
('9) p = n

= 2 S (7^0+ ̂ 0 A^ 27T£ A^) ̂  d9^

p=l

En vertu des égalités ( ï4), (16) et (19)» on a
f>~=n ' , .

(20) âw = 21 S((3PO ~ ̂ '^^ÔPQ A -2TO A2) ̂  ̂ ° ̂  2 S ̂ p(l ̂ p depq \ ''
p = 1 ^/

( r /=i ,a , . . .,;?-" 1,7;» 4-l, . . ., ^).

C'est maintenant sur l'évaluation du terme S ̂  ©Q de l'égalité (6)
que nous devons porter notre a t tent ion,

Chacune des particules matérielles que renferme le système con-
serve, dans la modification virtuelle considérée, une charge invariable.
Mais, par suite de la dilatation que nous considérons, son état varie.
On a donc

a^®Q==^Qô0.

Les charges électriques sont réparties soit sur les surfaces Opo, SOIt

dans une couche d'épaisseur (A4- p.) attenante à ces surfaces ou aux
surfaces ô^. Occupons-nous d'abord de celles qui sont dans ce der-
nier cas.

Sur la surface Opo» prenons un élément superficiel dQp^ Circonscri-
vons-lui un cylindre dont les génératrices, normales à la surface O^o et
dirigées vers rintérieur du corps p , aient pour longueur (X+ ^). En
un point m de ce petit cylindre» point situé à une distance / de la sur-
face Ô^o, la densité électrique a une valeur

, , .p== ^A©(^o,0.

0 a en ce point une valeur ©(/?, o, f) qui dépend de / et de la nature
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du corps p loin des surfaces terminales. Cette dernière est déterminée
par la température T et par le volume spécifique ^p du corps p . Dans
la modification isoihennique que nous envisageons, la valeur de Q
au point m augmente de

S0 =^(^3
07 p

ou bien, en se reportant à l'expression (7) de Wp, de

SQ - ̂ (/-^o.O _L V Q âN de
~ àap M/, 2j 0 ù^ "^"•'

/•

(/•==: 0, 1,2, . . . , ^ — i , ^ - 4 - i , . . ., n).

On a donc, pour toutes les charges Q comprises à l ' intérieur du pe t i t
cyl indre considéré,

2 a - = sr" R '̂ àw ̂  s ». "q "/•/"
Posons

(2I) ^--^r"Ae(/,,o,Q^^^^4^J^ ^cr^

(po sei-a une quant i té qui dépendra uniquement de la nature du corps/?,
Pour toutes les charges réparties à l ' intérieur du corps p , au voisinage
de la surface 9^,o> nous aurons

(92) .Sû^-^^^S^^-
/*

( / •==o, i , a, . . . , p — i , p -+-1, . ' . . n).

Envisageons maintenant sur la surface 8^ un élément superficiel
d^py. A cel élément circonscrivons un cylindre dont les génératrices,
normales à la surface Qpy, et dirigées vers l'intérieur du corps;?, aient
pour longueur (X -+- p.). En un point m de ce petit cylindre, la densité
électrique a pour valeur

?=-^^(p,q,l).

La quantité © a en ce point une valeur @(p, q , l ) . Pendant la moditi-
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cation considérée, elle éprouve une variation

s@ = ̂ (p,,,i) à^^i)
àa-i, àa-ij

ou, en se reportant à l'expression (7) des quant i tés âcr/,, âoy,

à @ ( p , r / , l ) i VO^M ^ à @ { p , ( ] , l ' ) i V Q a N / / &00 == —JÏ;—. M; 2i ï')0^ "°/"-+ —^— r^ 2- i3 '̂7 do'fs'
1- S

(r-^o, i , 2, .. ., / j—!, / . '+ i , . .., ^),
(,ç == o, î , A, . . ., ̂ 7 — ï , q 4- ï , . . ., ^î).

Posons

,,--̂ .̂.0-̂ ,

-^jf1"^^-/."^^-
Les quantités ̂  Y]^ dépendront un iquement et non symétriquement
de la nature du corps/? et de la nature du corps q loin des surfaces
terminales. Pour toutes les charges réparties à l'intérieur du corps p ,
au voisinage de la surface 0^, nous aurons

6.^ Q r30 - ̂  ̂  ̂  § ON, rf^. ̂  ̂  ̂  2 S â^ ̂ -?
(24)

(r=o, x , 2, . . . , p —i,P "+-Ï? • • •. ^)»
( ^ = : o , ï , â , . . . , ( 7 — i , ^ + i , . . . , ^ ) .

Si nous réunissons les résultats représentés par les égalités (22)
et (24), nous voyons que l'on a, pour toutes les charges électriques ré-
parties à l'intérieur du système, l'égalité suivante ;

e^o^jpo
M.^û^-Sf^SS^^

^(^ss^-
<7 V r

^M 0^ Y
M, ^SâN.^A],

(y -==:0, 1 , 2,, . - r P — 1 ^ ? ^ ^ • - y ' ^ ) » 1

(r ^o, ï , 2» -.., / ?—T,^"4- i , . . . » ^h
(^ ' ^O^ ï , 2, .;.-1,,. ^ — — ï » ^,4"-I^. .., ^)-
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En groupant les termes d'une autre façon, on peut écrire cette égalité
•p==n(25) ^Q^=^f^r^o^+^(^+^)U('s^^
^=i( L 7 -1 Y '/ A'

((7=1, a, . . . , ^ — i , p - + i , . . . , ^).

Evaluons maintenant la quantité y Q â© pour les charges distribuées
sur les surfaces Opo.

En un point de l 'une de ces surfaces, la densité électrique a pour
valeur

dpQ + A^o-

La valeur de © en ce point subit, pendant la modification considérée,
une variation

âe^^^^ôcr,.
ôan '

Si l 'on pose

W
} _ ^Q(/^o,o)
Âpo w ——Jï,——y

, 0, 17; - 1 (/ V7 ̂ /, V, i,, _ ̂  {p, o, o) , ï à 0(/), o, o) <} ©(/.), o, o)r/jo — ——\——— <'t,/o==: — 7— ——.——— ! ——.....7-—1—" ?6/o-p / 4^ à^p ()W^

^o <ît ^po dépendant un iquement de la nature du corps /;, on aura ,
pour toutes les charges réparties sur les surfaces O^o,

/•/=/(
2; 0 S9 = ̂  ̂  (?./,<, § A/,. ̂ ,0 + ̂ o ^/,.) ̂  § oN, d0,,,,

P=l ,.

(r^o, i, 2, . . . , ^ — I , ^ - + T , . . . , n),

Si l'on remarque que

(^) Qpo=§A^^o

représente la quanti té totale d'électricité libre répandue sur la sur-
face 0^, l'égalité précédente pourra s'écrire

w SQ^-Î5^0^^
P^ p \ q /

y 1 . , ^ / ^ 1 ( y = = i , 2, . . . , / > — j , / ? 4 " ï , . . . , ^). ,
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Des égalités (26) el (28) il résulte que, si l'on pose
137

XP = ̂  (^o-+- [^o)^o"+-"S(Spy4--/î;^)^<7'W/ •'^'7 5lUp -A-a
L ff J

(29) (7=1, 2, . . . , / ;--i ,p-4-i, . . . , /z) ,

lp==: M",^00^C»)

on a, |)our tout le système,
p = n,

( 3o) o^ © Q == ̂  (y^ 4- G),) ̂  § 5N/, ̂ ,o 4-^ § ON, dQ^\,
^ . = 1 \ // /

' l 0 '•l"^ -^°'
^ .=1 \ if

( / y = - ï , 2, . . ., p — i , p-\- i, . . ., ^) .

Reste à calculer le premier membre de l 'égalité (6), c'est-à-dire le
terme S&.

Nous supposerons que les forces extérieures qu i soll icitent le sys-
tème sont de deux sortes :

î° Des pressions normales appliquées aux divers é l émen t s des sur-
faces Opo. Nous désignerons par P la valeur de la pression en un point
de l 'une des surfaces O^o et par âS"' le travail que ces pressions effec-
tuent durant la modification considérée.

2° Des forces appliquées aux divers éléments de vo lume des fluides.
Si nous désignons par I) la densité de l 'un des fluides en un point ,
par dv un élément de volume renfermant ce point, la force qui agit
sur cet élément de volume aura pour composantes

DXA^ D'Y Je, lYLdv.

Nous admett rons qu'i l existe une fonction û(x, y, z ) finie et con-
tinue en tous les points de l'espace occupé par le fluide, et telle que
l'on a i t

ÔQX=-

Y=r.-

ry __ ^

Jx'
<m

'à y '(3 i )

à^
"as'

Nous désignerons par ây le travail produit par ces forces.
Ânn. de l'Éc. Norm. 3" Série. Tome V* — AVRIL 1888. 1 ^
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Le travail §2^ s'évalue aisément. Il a pour valeur

p=n

(32) ^^-^S1'^^0'
p ^ l

Le travail Sy a pour valeur
p=.n _

0^=: ̂  ̂  /YY D/,(X^ + Y^ 4- ïw^dx dy dz,

uot, vît, wït représentant les composantes du déplacement de l'élé-
ment de volume dxctydz appar tenant au corps p , et l ' intégrale t r ip le
s 'étendant à tous les é léments de volume de ce corps.

L' intégrale t r iple

( ( ( Dp (X u 4- Yf -h Z^) dx df dz

peut se partager en deux intégrales semblables : l ' u n e étendue à une
couche d'épaisseur À a t t enan te aux surfaces qui l imi ten t le corps p ,
l ' autre à la partie interne du même corps.

La première iniégrale est extrêmement peti te, car Félément sous le
signe f f est fini et le d o m a i n e auquel s'étend Finlég'ration est de
l'ordre de X.

Dans la seconde intégrale , Dp est une constante. Il reste donc a éva-
luer l ' intégrale

J == o£ i ( ( ( X u 4- Y ^ -+- Z a' ) doc dy dz,

é tendue à la partie interne du corps p.
En vertu des égalités ( 3 » ) ? cette intégrale devient

Une intégration par parties transforme cette égalité en la suivante :

J =- S^N^-^S^N/, d^, + ̂ fffû(^ + ̂  4- ̂ dycl.

( < 7 = = i , 2, . . . , p — i , p ^ i , . . . , n).
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dff ̂  désigne, dans cette formule, un élément d'une surface parallèle a
la surface O^p tracée à l ' i n t é r i eu r d u fluide p, à une distance À de la
surface O ^ o ; la q u a n t i t é û qui m u l t i p l i e ûiï^y est la valeur de Q en un
p o i n t de cet é l é m e n t ; âNp est la project ion du déplacement de ce po in t
sur la normale à la surface 0' ^ dirigée vers l 'extérieur du fluide p;
rf0^ et les q u a n t i t é s qu i le mul t ip l ient ont des significations ana-
logues.

Les é l émen t s dV ^ c W . é t a n t ex t r êmemen t voisins des éléments ûTO^,,
d^p^ co r respondan ts , l 'égal i té précédente peut être remplacée par

j = ̂  ̂  Q oN,, d0,, -^ § ̂  ô'N,, ̂
</

^ r r (\^( ^ul fh' {)^\ i i j+ r3/' / \ / i2 —— -h -ç~- 4- -r- ^^ ̂ r dz.
J J J \à'v à y ôz }

D'autre part , il est facile de voir que l'on a

^ fait ()^ Ô^\ , ., y g.. ^ 1 J Jr)/, -.— -.}-, — ....[,-.. — cw dy as = I)/, ocr,, cix cl y dz.
\()^ ()y ôz ) " •

Si l'on se reporte à l ' éga lhé (7), on voit que l 'on a

J = - ̂  £2 3Np dO,, -^ ̂  ̂  oN;, dO,,
<ï

.+ .̂  ̂  y^a 1)̂  ̂  <y dz / ̂  § ^N, ̂ /A,

(//= I, 2, .. ., p — t , p - J ^ .1, . . ., fl),
{ r -=; o, , ï , a, .'. ., p.— î , p 4- i, , . ., / i ).

Si donc on pose

(33) ^

on aura
^/ff^"-'"1"

f> =2 /it ,

(34) r3y = - ̂  / § Î2:l),, rîN^ ̂ 0+2 S al)^ r3NP ̂ ^ ̂ 2 S fîN/; ̂ ^
p=:l \ (] f' ' !

(<7= î , 2, ..., p—î,p+î, .. . , 1 ^ ) ,
(r ==o, î, 2, . .*; p — î , p +1, .. ., ^)-
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En vertu des égalités (8), (i3), (20), (3o), (Sa) et (34), Inéga-
lité (6) devient

p=n

V Cfp+^D,-^+Ef^-ï^)+Apof-+-^ Ot, / \^o"p ^/ \Rp K/p — ^p -r- iu i -—— — ï -r— j -4- A po ̂  , -h , » /
\<y(7p (JV fi j \ lip n^ /

p=l

+ ^P + %^ + i3/^ — " / p Q + û)̂  — SpQ A — 2 7T£à2 (ÎN/, ̂ o

^SS^-^^Ëf^-1^^^^^^)-Ari kJ [_ /J /; \ ̂ cr^, ^o-/, / " / \ l{p U/, /
// -.,

•+ ^p + %P •+- P/^y 4-ct)^ ÔN^ ̂ /^ ï

( < 7 = = i , 2, . . . , / ? — 1 , 7 ^ 4 - 1 , . . . , ^).

Remarquons maintenant que, dans la déformation du fluide, tous
les §Np sont des quantités arbitraires ou du moins soumises à cette
seule restriction que, en un point de la surface de contact Qpy de deux
tluides, on ait

ON,,-h-ôl^==o.

Remarquons, en outre, que D est discontinu le long d'une surface O^y,
mais que û demeure cont inu , et nous verrons sans peine que l'égalité
précédente exige que l'on ait :

i° En tous les points de la surface de contact de deux fluides con-
ducteurs,

^fe^^O^-^^fc^^^Jp V U p / \l,tp JH^

(38)
=E(^-T^)~^+A,/-+~)+^+^^^^^\(jffq acrq/ \i\y n^/

avec les conditions
l\p -+- B<y = 0,

R,+R^=o;

2° En tous les points où le système confine avec risolant qui l'envi-
ronne,

|p^ûI>,-^4-E(^-T-^UA,o(-+-)
(09) \acrp â^p f \K^ A^/

( -+-^4-Xp-^•(3po—ypo-î-ûJp— ^o 'A—aTreA^^o .

Ce sont ces deux égalités que nous allons discuter.
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§ III. — Conséquences des équations précédentes.

3. Examinons en premier lieu l'égalité (SQ).
Si nous avions supposé que le système ne renfermât d'électricité en

aucun point, si, en outre, nous avions omis de tenir compte de cette
circonstance que les particules fluides situées à une distance de la sur-
face terminale inférieure à "X ne sont pas dans le même état que les
parties situées à l 'intérieur du fluide, nous aur ions trouvé que la pres-
sion qu'il faut appliquer à un élément de la surface Opo pour main ten i r
le fluide en équilibre, au lieu d'être donnée par l 'équation (29), est
donnée par l'équation

(4o) P'^QD^—v^Ef^ —T^') =o,v4 / / / \()ff^ àv j j

équation dont on déduirait aisément tous les théorèmes connus de
l'Hydrostatique, et que l'on peut en même temps considérer comme
l'expression de la loi de compressibilité d'un fluide homogène soumis
à des forces extérieures-

Si, supposant toujours une absence complète d'électricité, nous
avions tenu compte cependant du changement d'état éprouvé par le
fluide au voisinage des surfaces terminales, nous aurions trouvé que
la pression qu' i l faut appliquer à un élément de la surface 0^ pour
main ten i r le fluide en équilibre est donnée par l 'équation

(4x) P^aj)^^+Fj^-T^)+A,o(^+^)+^
\(/Qp C / Q p / \'i•XP M.\.p/

C'est l'équation qui donne la théorie de la capillarité, telle que nous
l'avons exposée autre part ( ^ ).

Par l'effet du changement d'état qu'il éprouve au voisinage des sur-
faces terminales, le fluide renferme toujours de l'électricité dans les
parties attenantes à ces surfaces. Si l'on tient compte de cette élec-
tricité en supposant que le système ne renferme pas en outre d'élec-

(l) Applications de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires {Annales de l'E-
cole'Normale supérieure y 3e série, t. ÏI, p. ^07).
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incité libre, on devra supposer la pression donnée par l'égalité

P'^i)/-^E(^-T^)

( 4 2 ) / \

-+- A/,o ( — -+- p- } 4- '^p + %p -+- Ppo — y/>o = 0)\ i\p Ilp/

que l'on doit, par conséquent , substi tuer désormais à l 'égalité ( 4 î )
dans l'élude d ' u n système qui ne renferme pas d'électricité libre.

Enfin, si le système renferme de réiectricité l ibre, la pression sera
donnée par l'égalité (BQ).

De la comparaison des égalités (89), (4o), (4î) e t (42) vient l'idée
de regarder la pression P comme la somme de quatre autres pres-
sions :

i° D'une pression hydrostatique ayant pour valeur

(4o/^) p^^i)^^E(^-T^) H;

2° D'une pression capillaire ayant pour valeur

(4.3) ' P^-A,, (— + —) - ̂ :\i,\.p .n p/

3° D'une pression due à Ici présence de F électricité naturelle ayant poin"
valeur

( 44 ) P.? = — ( 7.p •4- l̂ o — Y po ) î

(1) La fonction û est déterminée à une constante près. Néanmoins la pression Pi est
entièrement déterminée. Supposons, en effet, qu'à û on substitue une autre fonction
û'==û-4-C. On devra alors à la quantité ^p, donnée par régalifcé (33), substituer la
quantité Vp donnée par l'égalité

^jn^^^^^wjss^^^^^
CD2

== vp + ̂  fff^ ̂  dz == ̂  -4- ̂ P1==v,+^-

La nouvelle valeur Pi de Pi sera donc

P.——^D^v^E(^-T^).P.
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4° D^une pression due à la présence de l'électricité libre ayant pour
valeur
( 45 ) I\ = ~ ( ̂ p — SpQ A — 3 716 A2 ).

Cette dernière égalité nous montre que l'électrisatibn d 'un fluide a
pour effet d'exercer aux divers points de sa surface libre une traction
ayant pour valeur

2 ire A2 4- ô^o A — co^.

Telle est l 'expression de la traction électr ique qui doit être désor-
mais subst i tuée à l 'expression anc iennement admise pour cette traction,
expression donnée par l 'égalité (r) .

Si nous remplaçons o>^ par sa valeur

r,)^ •r=' :_,— A^y tj^o
.Dr a p

donnée par l 'une des égalités (^9), l'expression de la t ract ion élec-
t r ique dev ien t

— .yT ^,oQ/,()4- Qpoà + 27T6À'2.
,1VI ;,

Cette traction est la somme de trois termes.
Le premier terme, — —^^^ dépend de la nature du corps p , de

1 //
la grandeur de ce corps et de la charge totale répartie sur la surface
l ib re de ce corps. I l est propor t ionnel à cette charge.

Le deuxième terme, ^<)A, dépend de la na ture du corps?. Il est pro-
portionnel à la densité superf iciel le de l'électricité libre au point con-
sidéré.

Le troisième terme, airsA2, se distingue des deux précédents en ce
qu'il ne dépend, pas en grandeur de la na tu re du corps p . Il est iden-
t ique à l'expression de la traction électrique admise dans toutes les
anciennes théories.

L ' importance p répondéran te de ce terme dans l'étude des déforma-
tions produites par l 'électrisation résulte de la proposition suivante :

Si l'on prend un conducteur dont les dimensions linéaires soient
mesurées par des nombres extrêmement grands; si l'on charge ce con-
ducteur à un niveau potentiel mesuré par un nombre dont le rapport
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même aux nombres précédents soit extrêmement grand, les deux
premiers termes de la traction électrique en un point sont en général
très petits par rapport au dernier. Ce dernier terme représente donc
la valeur complète de la traction électrique pour un conducteur très
grand chargé à un niveau potentiel très élevé.

Considérons en effet un système formé par un seul conducteur /^ ,
chargé à un niveau potentiel V. La traction électrique en un po in t m
a une valeur

F=:— ,.-^oQ^o+^oA+ 27rcA2 .

Considérons ensuite un conducteur p ' semblable au précédent, le
rapport de s imil i tude ayant une valeur /c. Chargeons-le à un niveau
potentiel /c'V. Cherchons la nouvelle valeur F" de la traction élec-
trique au po in t mf homologue de m.

Pour charger le corps p au niveau potentiel /r'V, Q^o aurai t dû de-
venir k1 fois plus grand. Pour charger au niveau potentiel V le
corps^/, il faut dis t r ibuer sur sa surface libre une charge égale à /cQ,,o:
par conséquent, pour charger au niveau potentiel Â/V le corps p\ i l
f au t distribuer sur sa surface libre une charge

Q;,o=^Q/,,.
On a d'ailleurs

M^^M,.

Les quanti tés Àpo, S^o ne changent pas si la nature du corps ne
change pas.

La charge Q^ étant égale à k/c'Qp^ et là surface 0' étant égale
1 n Aa /^Opoî on a

A^^A.
K

On a donc

^——^-^^î^^3716^^

On voit alors que, si k et —• sont deux quantités très grandes, les
deux premiers termes sont négligeables en comparaison du dernier.

Une dernière remarque se présente ici : les résultats précédents sont
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établis en supposant que l'on ait affaire à des conducteurs fluides;
peut-on les appliquer à des conducteurs solides?

Si l'on remplace les conducteurs f luides par des conducteurs sol ides, ,
on pourra b^en changer la na ture de la déformation que la pression
électrique leur fera subir. La na ture de cette déformation devra être
demandée à la théorie de l 'é last ic i té et non à l 'Hydrostatique. Mais il
n'y a aucune raison pour que cette substitution change l'expression
même de la pression électrique en un point de la surface.

La discussion de l 'équation (38) sera faite au début de la seconde
Partie de ce Mémoire.

Depuis la rédaction du présent Chapi t re et la communicat ion à l'A-
cadémie des Sciences du résu l t a t qu'il renferme, j 'ai eu connais-
sance d'un travail i m p o r t a n t où M. A. Foeppi (1) cherche à préciser la
nature de la couche que l'électricité en équi l ibre forme sur un corps
conducteur et la g randeur de la pression qu 'e l le exerce.

Pour y parveni r , M, Foeppi considère l 'électricité comme un f lu ide
doué d 'é las t ic i té .

« Dans l 'état neutre , dit-i l , chaque centimètre cube d 'un conducteur
renferme une ce r t a ine q u a n t i t é de fluide positif, et cela aussi bien dans
la théorie imi,t;nre que clans la théorie dua l i s t ique . Soit £<» cette densité
solide du f l u i d e positif dans l 'é tat neutre. Si le corps s'électrise positi-
vement, £ ' d e v i e n t supérieur à £o ; soit £ = = £ o - 4 - A £ , As représentant
alors la dens i té de l 'électricité libre. Si le corps est électrisé négative-
ment , A£ est négatif .

» D'après l'hypothèse faite plus haut , la densité ne peut s'élever de
£o à e sans développer des pressions élast iques; le f luide pouvan t se
mouvoi r très aisément dans le conduc teur , on doi t regarder ces pres-
sions comme dépendant seulement des coordonnées et non comme
variables avec la d i r ec t ion de l 'élément. En les désignant parp, on a

p == c As,
c é tant une constante. »

( 1 ) A. ForsppL, î)ic Ferthellung (1er electrU'chen Laâung lu den Leitern ( ̂ ieclemann^s
Ânnalcn der Phydk und Chomie, XXIX; 1886).

Ann^ de l'Êc. Normale. 3V Série. Tome V. — MAI 1888. K)
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Par tan t de celte idée, M. FoeppI arr ive à cette conc lus ion que si p est
la densité de l 'é lectr ic i té l ib re en un po in t de la surface du corps et o'
la densi té à une p ro fondeur S, on a

'-'/w- v.
A une p ro fondeur très fa ib le , la densi té p' dev ien t 1res pe t i t e .

,1e n'ai pas besoin de faire remarquer que les principes de M. FoeppI
sont extrêmement différents de ceux qui sont développés dans le pré-
sent Mémoire. Le résultat auque l il parvient présente, avec les nôtres,
cette seule analogie qu ' i l entraîne la présence d 'une cer ta ine q u a n t i t é
d'électricité à l ' i n t é r i e u r d 'un conduc t eu r aux points très voisins de la
surface.

(A suivre,)


