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SUR LA PRESSION ELECTRIQUE

LES PHENOMENES ELECTROCAPILLAIRES,

Psr P. DUHEM.

— 0

DEUXIEME PARTIE.
DES PHENOMENES ELECTROCAPILLAIRES (!).

) G

CHAPITRE 1.

DES PHENOMENES DITS ELECTROCAPILLAIRES. CAS DES CONDUCTEURS.

§ I. — Historique.

. Nous allons maintenant nous occuper de I'égalité (38) du Cha-
pmc II, I Partie (*). Cette égalité, qui doit étre vérifiée en tous les
points de la surface de contact 0,, de deux fluides conducteurs élec-
trisés p et ¢, est la suivante :

g <()] —djﬁ>—v +Up4p+ Bpg+ 0p+ 2D+ A (—-I—+—£->
W oy, 0%, 1
= 97, (7;“ — Vg~ Yg+ %g + Bap + 0qg+ 2Dy + Agp ﬁ'"‘"i; :
Il faut avoir soin d’y joindre les relations
R,+ R,=o,
R,+ Ry=o,

(*) Un résumé de ce Mémoire a paru aux Comptes rendus, le 3 janvier 1887.
(2) dnnales de UEcole Normale supéricure, 2°¢ sbrie, t. V, p. 119; 1888.
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qui résultent de la maniere dont les signes des rayons de courbure

ont été définis.
Remarquens que la quantité

[~ [/ 0Y, L0X, L [oY, ()E,,\"J
(2) k Cpg= [h (dc,, —1 ()G,,) __‘ <ds,, r()dq)

- (‘),, - V’I) -+ ("I"I’ - "!J’]) -+ ('/,[)_— 7_'1) -+ (lB[Hj“"" 134/1)) -+ ((JJ/) - ")(,)

a la méme valeur en tous les points de la surface 0,,, et écrivons I'éga-
lité (1) sous la forme suivante

. /1 . ~

(3) Ao+ Aa) (i + R—/) +Q(D,—D,) =Cpe

Nous reconnaissons sans peine I’équation aux dérivées partielles du
second ordre qui détermine, ainsi que ’a montré Laplace, la forme de
la surface de séparation de deux fluides. La seule modification qui
se présente ici, ¢’est la substitution de la fonction Q & la fonction gz,
employée par Laplace, qui n’est autre que la valeur de Q dans le cas
particulier ou les fluides sont soumis seulement & I'action de la pesan-
teur. C’estce cas particulier que Laplace ¢tudiait.

Le binome (A,,+ A,,) représente donc la constante capillaire rela-
tive & la surface de séparation des deux fluides, ce que 'on nomme
souvent la tension superficielle de ces deux fluides.

Dans I'égalité (3), la quantité C,, définie par 'égalité (2) dépend
non seulement de I'état que les deux corps p et ¢ présentent loin des
surfaces terminales, mais encore par les termes $,, Yy 750 7a0 Vs Vg
du poids de ces corps, de I'étendue de leurs surfaces terminales, et
par les termes w,, o, du poids de ces corps et des charges réparties sur
les surfaces par lesquelles ils confinent avec I'isolant qui environne le
systeme. On voit done combien cette quantité C,,, constante le long
d’une méme surface capillaire, varie d’'une maniere compliquée avec
les diverses conditions de I'expérience.

Tout autrement en est-il de la quantité (A, + A,,). Cette derniere
dépend uniquement de I'état dans lequel les corps p et ¢ se trouvent
loin des surfaces qui les terminent. Si ’on remarque que ces corps ne
renferment d’électricité qu’au voisinage méme de leurs surfaces ter-
minales, que par conséquent leur état interne est déterminé lorsqu’on
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connait leur température, la densité qu’ils présentent loin des sur-
faces terminales, et les parametres dont la variation constitue ce qu’on
nomme les changements d’état physique ou d’étar chimigue, sans que
I'on ait besoin de connaitre les chargesréparties a leur surface ou au
voisinage de leur surface, on verra sans peine que la connaissance
de ces charges n’est pas non plus nécessaire pour connaitre la valeur
de (A,,+ A,,).

Pour abréger le langage, disons que la nature d’un corps est déter-
minée lorsqu’on connait sa température, la densité qu’il présente loin
des surfaces terminales et la valeur de paramétres dont la variation
constitue pour ce corps un changement d’état physique ou chimique.
Nous pourrons alors énoncer le théoreme suivant :

La constante capillaire de la surface de contact de deux corps fluides
conducteurs de nature déterminée est indépendante de leur état d’ électrisa-
tion. '

A ce théoreme, joignons-en un autre que nous avons démontré
ailleurs (') en partant des principes qui ont servi de point de départ
au présent Mémoire et dont il nous suffira de rappeler ici I'énoncé :

Lorsque deux conducteurs de nature différente sont mis en communi-
cation directement ou par l'intermédiaire d’autres conducteurs a U'inie-
rieur desquels U’ électricité peut circuler sans déterminer de changements
d’état, il s’établit entre ces deux conducteurs une différence de niveau
potentiel qui est indépendante :

1° De la masse des deux conducteurs, de leur forme, de leur position
relative;

2° De la grandeur et de la forme de la surface de contact ;

3° Des charges distribuées sur chacun d’eux;

4° Enfin de la nature des conducteurs interposes.

Cette diyfférence de niveau potentiel dépend uniquement de la nature
des deux conducteurs entre lesquels elle s’¢tablit.

Il importait de rapprocher les deux théoremes que nous venons
d’énoncer, parce que tous deux ont été niés en méme temps.

(1) Le potenticl thermodynamique et ses applications, 1II° Partie, Chap. I, p. 201
et suiv.
Arn. de I’ Fc. Normale. 3¢ Série. Tome VI. — Juix 1889. 24
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Rappelons dans quelles circonstances :

En 1845, M. Draper, professeur de Chimie & 1'Université de New-
York, publiait un Mémoire intitulé : Lattraction capillaire est-elle un
phénomeéne électrigue (')? Dans ce Mémoire, il se proposait, entre
autres problemes, de prouver que « la batterie voltaique a le pouvoir
de contrarier les relations capillaires de certains corps ». Voici les
expériences qu’il cite & I'appui de cette these :

« 1° Dans un verre de montre, on place une certaine quantité de
mercure pur AB, et sur ce mercure on place une goutte d’eau C. On
met I’eau en contact avec ’électrode positive en platine d’une batterie
de vingt ou trente couples, et le mercure avec I'électrode positive. Au
moment du contact, la goutte d’eau perd sa forme sphérique et se ré-
pand en un disque circulaire & la surface du mercure. Le diametre de
ce disque parait étre d’autant plus grand que la batterie est plus puis-
sante.

» Dans les circonstances ordinaires, ’eau ne mouille pas le mer-
cure; une goutte d’eau demeure 4 la surface du mercure comme une
goutte d’huile & la surface de I’cau. On voit cependant que leurs rela-
tions électrochimiques étant troublées par la pile voltaique, I’eau peut
mouiller le mercure.

» 2° On fait un tube en forme de siphon renversé dont une
branche, A, est large environ d’un demi-pouce, tandis que I'autre, B,
ne mesure pas plus d’un dixieme de pouce. Des tubes de cette forme
sont employés pour montrer les effets ordinaires de I’attraction capil-
laire.

» On remplit le siphon jusqu’a une certaine hauteur AB avec du
mercure. Le métal naturellement s’éleve moins dans la branche
¢troite, car le niveau hydrostatique du mercure est déprimé dans un
tube capillaire, le mercure ne mouillant pas le verre. On introduit une
petite colonne d’eau dans la branche B. Le mercure peut étre alors
regardé comme en contact avec un tube d’eau, car ce liquide mouille
la surface du verre, en se glissant entre elle et le mercure.

» Dans le tube étroit on introduit un mince fil de platine x jusqu’a

(1) John-William DRAPER, Is capillary attraction an electric pheenomenon? (Philoso-
phical Magazine, 3° série, t. XXVI, p. 185-189; 1845.)
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ce qu’il touche I’eau; ce fil est en communication avec Iélectrode po-
sitive d'une pile voltaique; 1'¢lectrode négative touche le mercure
dans la large branche du siphon A. A l'instant du contact, le métal
monte dans la branche étroite B, et il retombe 4 sa position primitive
aussitot que I'on coupe le courant. »

Parmi les conséquences de sa proposition, Draper indique celle-ci :

« Si T'on place un large globule de mercure dans un verre de
montre sous une couche d’eau renfermant un peu d’ammoniaque, si
'on met le métal en communication avec une électrode négative et
I'eau avec une électrode positive, la figure du globule de mercure
change et devient elliptique. Ce phénomene est di 4 une augmenta-
tion de la pression qui s’exerce entre le métal et 1'cau, la pression
étant inégale aux différents points de la surface de contact et présen-
tant un maximum dans les régions voisines de I’électrode positive.

» En méme temps on voit se former dans 'eau des tourbillons
spiralés: ils sont produits par un mouvement dont le siege est dans
le globule de mercure, mouvement que I’on sait étre en relation avec
la présence de petites quantités de certains métaux. La marche de ces
courants est déterminée par la figure du globule de mercure; leur
existence est due aux pressions inégales que celui-ci subit de divers
colés. »

La déformation du mercure dont il est ici question avait été ob-
servée en 1800 par Henry, de Manchester; les tourbillons avaient été
signalés en 1801 par Gerboin.

En 1873, M. G. Lippmann publiait un Mémoire, composé au labora-
toire de G. Kirchhoff, intitulé : Bezichungen zwischen den capillaren
und elektrischen Erscheinungen ('); ce Mémoire, repris et développé
deux ans plus tard comme these de doctorat sous le titre : Relations
entre les phénoménes électriques et capillaires (*), était destiné a la dé-
monstration expérimentale des deux lois suivantes :

PrEMIERE LoI. — La constante capillaire a la surjace de séparation du
mercure et de ’acide sulfurique étendu est fonction de la différence élec-
tnque qui a liew a cette surface.

(1) Poggendor(f’s Annalen der Physik und Chemie, t. CXLIX, p. 546; 1873,
(2) dnnales de Chimie et de Physique, 5° série, t. V, p. 494; 1875.
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DruxiiME Lot. — Lorsque, par des moyens mécaniques, on déforme une
surface liquide, la différence électrique de cette surface varie dans un sens
tel que la tension superficiclle développée en vertu de la premicre lot s op-
pose & la continuation du mouvement. -

L’expérience fondamentale n’est autre que la deuxiéme expérience
.de Draper, mise sous‘une forme plus saisissante. Comme Draper,
M. Lippmann déduit de cette expérience ’explication des défor-
~mations et des mouvements du mercure observés par Henry et
Gerboin.

A Texposé des expériences destinées a appuyer ces deux lois,
M. Lippmann ajoute : « Aucune hypothése n’a été invoquée, ni dans
cette analyse, ni dans le reste du précédent travail; c¢’est pour n’en
pas introduire que je me suis abstenu de donner une théorie phy-
sique, une explication des propriétés qui ont été observées... L'hypo-
these qui attribue la différence électrique & 'action chimique du cou-
rant (d’olt les noms de polarisation par I’ hydrogéne, par I'oxygeéne) n’a
été ni invoquée, ni discutée dans le présent travail; jessayerai ail-
leurs de montrer que l’action chimique et le phénomene électrique
peuvent étre produits séparément. »

Si M. Lippmann a cru devoir s’en tenir, sans autre essai de théorie,
a I'interprétation proposée par lui des phénomenes qui se produisent
au contact du mercure et de I'eau acidulée, le désaccord apparent ou
réel qui existe entre les deux lois énoncées par M. Lippmann et les deux
théoremes auxquels nous sommes parvenu en nous appuyant exclusi-
vement sur les lois de Coulomb, au moyen de déductions que nous
avons cherché i rendre aussi rigourcuses que possible, nous impose
le devoir de soumettre les phénomenes électrocapillaires 4 la plus soi-
- gneuse analyse, dans I'espoir de jeter quelque jour sur ce point obscur
de I’Electrostatique.

Convaincu que, dans 'explication d’un phénoméne physique, on
doit appeler & son aide le moins grand nombre d’hypotheses, nous
commencerons par supposer qu’aucune action chimique ne se produit
dans les systemes ol se produisent les phénomenes électrocapillaires;
conformément a 'idée que M. Lippmann a indiquée 2 la fin du passage
cité plus haut et que, jusqu’ici, il n’a pas confirmée par 'expérience,
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nous chercherons si 'action chimique et le phénomene électrique peu-
vent étre produits séparément, quitte & recourir i I'hypothese de 1'al-
tération chimique des surfaces si nos recherches nous montrent que
les faits observés demeurent inexplicables sans le secours de cette sup-
position.

La voie que. nous abandonnons ainsi, au moins provisoirement, a
été suivie par M. Quincke ('), qui a attribué les phénomenes dits élec-

_trocapillaires A des altérations chimiques de la surface de contact entre
le mercure et 'eau acidulée. M. H. von Helmholtz semble se ranger &
Popinion de M. G. Quincke (*). Deux tentatives ont été faites, & notre
connaissance, pour expliquer les phénomenes dits électropillaires sans
faire intervenir ’hypothese d’'une altération chimique des surfaces.. Ces
deux tentatives sont dues 'une & M. G. van der Mensbrugghe, l'autre
a M. Moutier.

M. G. van der Mensbhrugghe (?) attribue une partic des phénomenes
électrocapillaires aux variations de température qui accompagnent le
changement de forme de la surface par laquelle deux fluides sont en
contact. Cette explication ne s’applique, bien entendu, qu’a ceux des
phénomenes électrocapillaires qui disparaissent avec le temps. Elle ne
s’applique pas aux actions ¢lectrocapillaires qui se manifestent par la
production d’états d’équilibre stable, semblables & ceux que I'on obh-
serve dans I'électrometre capillaire.

M.J. Moutier (") attribue les phénomenes sur lesquels repose 'usage
de I'électrometre capillaire & des variations subies par la densité des
deux liquides en contact :

« L’origine de ces variations, dit-il, se trouve, ce me semble, dans

(1) G. QuINckE, Ucber elektrische Strome bei ungleichzeitigen Eintauchem zweier Queck-
stlber-Elektroden in verschiedene Flissigkeiten (Poggendorff’s Annalen der Physthk und
Chemie, t. CLUI, p. 161; 1874).

(2) H. Hervuovrz, Ueber galvanische Polarisation des Quecksilbers und darcuf besitg-
liche neue Persuche des Hrn. Arthur Konig (Monatsber. der Berl. Akad., 3 novembre
1881).

(3) G.VAN DER MENSBRUGGHE, Application de la Thermodynamique a U'étude des varin-
tions d’énergie potentielle des surfaces liquides. Conscquences diverses (Bulleting de I’ A -
cadémic de Bruzelles, t. LI, p. 769; 1876).,

(*) J. MoutieR, Sur l’électrométre capillaire de M. Lippmanr (Bulletin de la Sociéle
philomathique de Paris, 1880).
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le phénomene de la dilatation électrique, sur lequel les expériences de
M. Duter ont appelé récemment I'attention des physiciens.

» Considérons d'abord un corps conducteur a I’état neutre, & une
certaine température, sous une certaine pression; le corps a un volume
déterminé. Si P'on électrise ce corps, il éprouve, a la méme tempéra-
ture et & la méme pression, un accroissement de volume par le fait
méme de I'électrisation : cet accroissement de volume est propor-
tionnel au coefficient de compressibilité du corps conducteur et au
potentiel de I’électricité. Ce potentiel de I’électricité est la moitié du
produit de deux facteurs : la charge électrique du conducteur et le
potentiel en un point du conducteur. Si la forme du conducteur varie
peu, le potentiel en un point est proportionnel & la charge électrique,
de sorte que 1'électrisation d’un conducteur a pour effet de faire va-
vier le volume de cc corps conducteur en raison du carré du potentiel
de ce conducteur.

» En faisant varier le potentiel de l'un des liquides conducteurs qui
entrent dans la construction de 'électrometre capillaire, on fera done
varier, d’apres ce qui précede, le volume de chacun des deux liquides.
Cette variation de volume est nécessairement trés faible, elle ne peut
affecter que dans une treés faible mesure le poids spécifique des li-
quides; les poids spécifiques ¢ et ¢’ des deux liquides peuvent étre re-
gardés comme sensiblement invariables : il peutn’en pas étre de méme
pour les actions capillaires.

» e Un changement de volume tres faible de 1'un des liquides
conducteurs pourra donc, sans modifier la densité des liquides d’une
maniere appréciable, entrainer un changement notable dans la valeur
des constantes o et 7. Une variation de ces constantes entraine une va-
riation de la surface de séparation des deux liquides dans le tube ca-
pillaire. »

Sans discuter jusque dans ses derniers détails cette théorie, présentée
d’ailleurs par M. J. Moutier comme un simple apercu, on peut la ré-
sumer en disant qu’elle attribue les phénomenes électrocapillaires & la
compression du mercure. Nous aurons tout & I’heure & examiner cette
maniere de voir, sous une forme un peu différente il est vrai, mais ayant
cependant assez d’analogic avec la précédente pour qu’il nous soit
permis de ne pas insister plus longuement sur celle-ci.
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Dans le présent Chapitre, nous étudierons exclusivement des sys-
temes formés par des fluides conducteurs conduisant ’électricité sans
électrolyse. C'est seulement au Chapitre suivant que nous examinerons
les systemes renfermant des électrolytes.

Si I’on nomme phénomeénes électrocapillaires tous les phénomenes qui
seraient compris dans les deux lois suivantes :

1° La constante capillaire a la surface de separation de deux fluides
conducteurs non électrolysables, de nature déterminée, est fonction de la
difference de niveaw potentiel qui existe entre ces deux fluides;

2° La difference de nigeau potentiel qui existe entre deux fluides con-
ducteurs non électrolysables lorsque U équilibre électrique est etabli en un
systeme renfermant ces deux fluides dépend de la forme et de la grandeur
de la surface de contact de ces deux fluides,

on peut conclure avec assurance que les phénomenes électrocapil-
laires ne sauraient se produire dans un systeme qui ne renferme que
des fluides non électrolysables.

Il ne résulte pas de Ia que de semblables systemes ne puissent pré-
senter des phénomeénes analogues a ceux que Draper a découverts dans
des systemes renfermant du mercure et un électrolyte. Il résulte sen-
lement de la conclusion 4 laquelle nous venons de parvenir que ces
phénomenes, s’ils existent, sont susceptibles d’étre représentés par
des propositions autres que les deux lois précédentes.

Avant de chercher si les systemes qui ne renferment pas d’¢lectro-
lytes présentent des phénomenes analogues a ceux que M. G. Lippmann
nomme ¢lectrocapillaires, rappelons brievement quels sont les princi-
paux caracteres de ces derniers.

Un tube vertical AB (fig. 1) est rempli de mercure. L'extrémité
inférieure de ce tube, effilée de maniere 4 présenter un canal capil-
laire, plonge dans de I'eau acidulée C. Au-dessous de cette eau aci-
dulée, se trouve une nouvelle couche de mercure D. Un fil de platine F
aboutit en un point M du mercure supérieur; un autre fil F” aboutit en
un certain point M’ du mercure inférieur.

Les choses étant dans cet état, si 'on fait communiquer les deux
fils F et F', soit entre eux, soit avec des sources au méme niveau



192 P. DUHEM.

potentiel, la séparation entre le mercure et 'eau acidulée se fait e¢n
un certain point N parfaitement déterminé du tube capillaire.

Si’on met le fil F en communication avec une source & un certain
niveau potentiel et le fil F" avec une source & un niveau potentiel
moindre, on voit la séparation du mercure et de ’eau acidulée dans le
tube capillaire s'abaisser au-dessous du point N. Si la différence entre
les niveaux potentiels des fils F et F” est assez considérable, le mer-
cure finit par s’écouler par le bec effilé B.

Fig. 1.

Si, au contraire, on porte le il F/ & un niveau potentiel supérieur &
celui de F, on voit le mercure remonter dans le tube capillaive au-des-
sous du point N, d’autant plus haut que la différence du niveau poten-
tiel est plus grande. On ne peut ramener la surface de séparation en N
qu’en augmentant la pression au sommet de la colonne de mercure.

A T'inverse des phénomenes précédents, si, en faisant varier la pres-
sion au sommet de la colonne de mercure, on vient & élever ou &
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abaisser la surface de contact du mercure et de 'eau acidulée dans le
tube capillaire, la différence de niveau potentiel qui existe entre les
deux fils F et F” subit des variations. Ces variations sont celles qui,
appliquées de 'extérieur aux fils F et ', produiraient dans Iappareil
des déplacements du mercure inverses de ceux qui leur ont donné
naissance.

Un systeme formé exclusivement de liquides conducteurs, condui-
sant I’électricité sans électrolyse, peut-il présenter dans des circon-
stances analogues a celles que nous venons de préciser des phéno-
ménes semblables & ceux que nous venons de décrirve?

Quelque inégal que soit le degré de compression des différents points
du systeme, si ce systeme est formé exclusivement de corps condui-
sant Iélectricité sans électrolyse, si de plus Uéquilibre électrique est
établi sur tous ces corps, la quantité (cV + 0) doit avoir la méme
valeur en tous les points du systéme.

Prenons un point P & Uintérieur du fil de platine F en dehors de
Pappareil décrit précédemment; prenons de méme un point P” i l'in-
térieur du fil de platine " en dehors de Pappareil. Les deux points P
et P’ sont & l'intéricur de la méme substance, portée & la méme tem-
pérature, soumise & la méme pression qui est la pression extéricure.
© aura la méme valeur en ces deux points. Il en sera de méme de V,
quelle que soit la position de la surface de séparation entre les deux
liquides dans le tube capillaire et quelle que soit la pression exercée
sur le liquide supérieur. Par conséquent, aucune théorie ne peut
rendre compte des phénomenes capillaires si, dans cette théorie, on
regarde les conducteurs comme non électrolysables et si 'on suppose
Péquilibre électrique établi sur ces conducteurs. Nous devons néces-
sairement renoncer & toute théorie qui, comme la théorie proposée par
M. Moutier, se trouverait dans ces conditions.

§ II. — Distribution de l'électricité sur des conducteurs
traversés par des courants permanents.

2. Si les conducteurs non électrolysables ne peuvent, dans I"état
d’équilibre électrique, présenter des phénomenes analogues a ceux
Ann. de UFe. Normale. 3° Série. Tome VI. — Juix 188, 29
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dont un électromatre capillaire est le siege, peut-étre peuvent-ils ma-
nifester de semblables phénomenes lorsqu’ils sont traversés par des
courants permanents. Mais les calculs effectués précédemment pour
découvrir les conditions d'équilibre de fluides conducteurs lorsque
I’électricité est en équilibre sur ces fluides ne s’appliquent plus au
cas ol les conducteurs étudiés sont traversés par des courants perma-
nents. Nous sommes done amenés a reprendre une étude analogue &
celle que nous avons faite dans les Chapitres précédents pour le cas
ou I'équilibre électrique est établi.

Nous avons commencé Pétude des systemes sur lesquels T'élec-
tricité est en équilibre en déterminant les lois suivant lesquelles
Pélectricite se distribue sur ces systemes. Cette étude a fait l'objet du
Chapitre I de la premiere Partie. Nous allons déterminer de méme la
distribution de Pélectricité sur un systeme de conductleurs traversés
par des courants uniformes.

Soient, & I'instant ¢, ©, ©, @ les composailtcs du flux électrique en
un peint (a, y, z) du systeme. Tracons & 'intéricur du systeme une
surface fermée. Soit ds un ¢lément de cette surface fermée. Soit N, la
normale a4 la surface, en un pomnt de I'¢lément ds, cette normale
ctant dirigée vers Uintérieur de la surface. Soient (N;, x), (N, v),
(N; =) les angles que cette normale forme avec les directions posi-
tives des axes de coordonnées. La quantité d’¢lectricité qui entre
dans la surface pendant le temps 2z au travers de I'élément dz a pour

valeur
[V cos (Ng, x) + cos (Ng, ¥) + @ cos(Ny, 3)] do de.

Si les courants qui traversent le systeme sont uniformes, la quan-
tité d’électricité qui entre pendant le temps d¢ dans une surface
fermée doit étre égale & celle qui en sort pendant le méme temps. On
doit donc avoir, pour toute surface fermée,

S [0 cos (N, 2) -+ € cos(N;, y) + @ cos (Ny, 2)] do = o.
Supposons que la surface fermée i laquelle s’étend I'intégration qui

figure dans cette égalité soit tout entiere située i I'intérieur d’un do-
maine dans lequel v, ©, @ sont des fonctions continues et admettent
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des dérivées partielles du premier ordre. Nous aurons alors
S [0 cos{N;, @) 4+ cos(Ny, ») -+ W cos(N;, 3)] do
)0) ) 5
=— / (( J« ()KK dx dy dz,
dr d]’ ds

I'intégrale triple s’étendant au volume entier compris & Iintéricur de
la surface fermée. On a done, pour ce volume entier,

O QU I
/f/(?;l— ’)_)' -+ ()..) /I‘{{) dz=o0

et, comme la forme de la surface qui limite ce volume est arbitraire,
on voil. que 'on a, en tout point o ©, ¥, W et leurs dérivées par-
ticlles du premicr ordre sont continues,

0 v e e
D oy 0z

Cette équation de continuité, bien connue d’ailleurs, sera d’un con-

tinuel usage dans ce qui va suivre.

Des courants uniformes et permanents traversant un systeme de
conducteurs immobiles, cherchons quel est le travail non compensé de
produit dans le systeme pendant le temps dz.

Les conducteurs étant immobiles, les forces extéricures qui peuvent
solliciter le systéme n’effectuent aucun travail. Le travail non com-
pensé de a donce pour valeur

de :—-»- [E(] —T )+VV+E®(/] dt,

les diverses lettres qui figurent dans cette égalité ayant la méme si-
gnification que dans I'égalité (4) (I Partie, Chap. IT).

Pendant le temps de, le terme E(Y — TX) n’éprouve aucune va-
riation, puisque les conducteurs, qui ne sont pas électrolysables,
n’éprouvent aucun changement d’état.

Si I'on désigne par V la valeur de la fonction potentielle au point
(2, y, 5), il est facile de voir que I'on aura

~ d(EV+0 0 V+0 d(eV+0 ,
() dco:——dtfff['(‘) bl LA - ) (ET)] du dy dz.
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Le principe fondamental sur lequel repose I'étude de P'électricité

galvanique s’énonce de la maniere suivante (') :

Le travail non compensé produit pendant ['unité de temps dans un seg-
ment de conducteur traversé par un courant d’tntensité 1, au sein d’un
systéme _formé de corps immobules, traverses par des courants fermés, uni-
formes, constants, inpariables de forme et de position, est égalaw produit

de la résistance R du conducteur par le carré de U'intensité du courant.

Si I'on désigne par K la résistance spécifique du conducteur au
point (x,y,z), 'extension de ce principe au cas qui nous occupe
nous donne I’égalité

(3) e = dszfl((w O W) dr dy .

[ égalité que 'on obtient en comparant les deux égalités (2) et (3)
est certainement vérifiée si Uon pose

v=—x Ve,
(4) O =g gy GV )
W = — ]'( ;% (eV+0).

Ces égalités (4) sont les équations du mouvement de Iélectricité.
Elles redonnent comme condition d’équilibre

¢ V4 0 = const.,

c¢’est-d-dire 1’égalité dont nous avons fait jusqu’ici un constant usage.

Les égalités (4) supposent que la fonction (eV + @) soit finie et
uniforme en tous les points de I'espace occupé par les conducteurs,
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Au contraire, la
résistance K peut étre discontinue le long des surfaces qui séparent

(1). Le potenticl thermodynamique et ses applications, 111° Partie, Chap. 1T, § II. —
Applications de la Thermodynamique aux phénoménes thermo-électriques et pyro-élec-
triques. I'® Partie : Phénoménes thermo-électriques, § 11 ( dnnales scientifiques de ' Ecole
Normale supcrieure, 3° série, t. ).
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deux conducteurs de nature différente. Les quantités v, ©, ¥ peuvent
étre aussl discontinues le long de ces mémes surfaces. Admettons
qu’a Pintérieur de chacun des conducteurs les quantités K, v, ©, ©
soient continues et admettent en chaque point les dérivées premicres
finies. Nous aurons, en tout point pris & P'intérieur d’un conducteur,

R L N
’()_r—“—“‘{);[i '(”);‘(c\r —i--())—,
IV () ] . ]
T = % | K o eV O
I J 10 . . 7
X——E[K()—:(s\—k())—.

I égalité (1) devient donc

= 0.

A . 1 [OK 0(eV+0) 0K d(eV+0) JK d(eV -+ 0)
AV AB — K [;7.; dxr ?); Jdy + s Jz

Or, si 'on désigne par p la densité électrique au point (2, y, =), on a

1 ,

On a done, en tout point pris a U'intérieur d’un conducteur traversé
par des courants uniformes et constants,

. R 1 [0K d(eV+0) 0K JdEV+0) JK IEeV-+0)]
O p=7mf—rmGlor 9 Ty oy oz o=

Or, dans Vétat d’équilibre, on a [ I* Partie, Chap. I, égalité ()]

== -/T;E AO.

Ainsi, dans un conducteur non homogene traversé par un courant uni-
Jorme et constant, la densité électrique en chaque point r’a pas la valeur
gu'elle @ au méme point, dans le méme conducteur, lorsque I’ équilibre est
établi. Cest seulement dans le cas particulier du conducteur homogene
que, conformément & un théoréme connu dia & G. Kirchhoff, ces
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deux densités deviennent égales entre elles et égales & zéro; car on a
alors

A® = o,
oK oK ] i)__l} —
T=0 = meo

Les raisonnements précédents ne s'appliquent plus & un point M
situé sur une surface 0,, séparant deux conducteurs p et ¢ de nature
différente; car, au point M, les quantités K, ©, ©, ¥ peuvent étre dis-
continues.

Comme nous 'avons fait si souvent dans des circonstances analo-
gues, menons deux surfaces paralleles i la surface 0,,, infiniment voi-
sines de la surface 0,, : 'une, 0, , a Uintérieur du fluide p; l'autre, 0, ,
a l'intéricur du fluide ¢. Par le point M, menons une normale & la sur-

Fig. o.

A N,,

face 0, Elle rencontre la surface 0, en M’ et la surface 0, en M"( fig. 2).
Soient

K, la résistance spécifique du conducteur p au point M';
K, la résistance spécifique du conducteur ¢ au point M”;
d(eV+0)
JN,
suivant la direction MM';
0—%_‘:—@ la valeur au point M” de la dérivée de la méme fonction sui-

q
vant MM”.

la valeur au point M' de la dérivée de la fonction (eV+0)

Autour du point M, sur la surface 0,,, prenons un élément mn d’aire
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di,,. Par tous les points du contour de cet ¢lément, menons les lignes
de flux tant & Vintérieur du corps p qu’a Vintérieur du corps ¢. Ces
lignes découpent sur la surface O'M un ¢lément ' ~’, infiniment voisin
du point M’, dont I'aire differe infiniment peu de d0,,, et sur la surface
O;W un ¢lément m”»”, infiniment voisin du point M, dont aive diffove
cgalement tres pea de di),,.

Examinons la surface fermée ayant pour profil sur le plan de la
tigure m'mm”n"nn'. La quantité d’¢lectricité qui entre dans cette sur-
face pendant le temps d¢ par I'élément m'n" a pour valeur

1 J(eV4+0)
LANO)
K, JN,

La quantité d’électricité qui entre dans la méme surface pendant fe

méme temps par élément m”n” a pour valeur

1 d(eV -6

— —(—'-(«- - .-~-—»~) //0/,,/ .

k, JN,
Les parties latérales de cotte surface ne sont pas traversées par I'élec-
(ricité.

Si donc on exprime que cette surface fermée recoit pendant 'unité
de temps autant d’¢lectricité qu’elle en laisse échapper, on obtient I'¢-
galité _

i d(eV-+0) 1o d(eV+0)

(6) IERLALR S,

K, 0N, 7K, 0N,

= 0.

Si 'on désigne par p la densité superficielle en M de I'électricité ac-

cumulée sur la surface 0,,, on aura

1 (QX_,__(ZL :
=7z 0N, ()N,,)

D’ailleurs, ® étant continu dans tout I'espace, ainsi que ses dérivées
partielles, on a
06 00

()N/) W; == 0.

L’égalité (6) devient donc

LA SN SN AP LBy (B R
K, oN, T KON, T : N, : ) _____ ,
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etlona
K, 0(eV+9) < I 1 )

(7) P= e 0N, \K, T K,

Cette densité ¢ peut encore s’exprimer d’une autre maniere.

D’apres Pégalité (6), les deux quantités I%,, 2%_5—0—) et — h]-,, ()(i;l—%ﬂ
ont la méme valeur; si 'on désigne par ¢,, cette valeur, il est facile de
voir que i,, df),, dt représentera la quantité d’électricité qui passe pen-
dant le temps dt¢ du corps p au corps ¢ au travers de ’élément df),,;
i,, sera done le flux électrique normal a la surface 0,, au point M. I'é-
galité (7) pourra alors s’écrire
(8) P= ﬁ (Kg—Kp) ipge

La surface qui sépare deux conducteurs traversés par des courants uni-
Jormes porte une couche électrique. La densité de cette couche électrique
est, en chaque point, proportionnelle au flux électrique normal en ce point
et a la différence des résistances specifiques des deux conducteurs au voi-
sinage immédiat de ce point.

Ainsi, lorsque des conducteurs, homogenes jusqu’au voisinage des
surfaces qui les séparent les uns des autres, sont traversés par des
courants uniformes et constants, il n’existe pas d’électricité en un
point quelconque pris & Pintérieur de I'un de ces conducteurs & une
distance supérieure a (A + 1) des surfaces qui le limitent. C’est scule-
ment sur les surfaces qui séparent ces conducteurs les uns des autres
et aux divers points dont la distance a ces surfaces est inférieure &
(A + 1) que 'électricité se trouve accumulée.

En un point situé a I'intérieur du corps p, & une distance/, inféricure
a (A~ ), ducorps g, 'électricité a pour densité, d’apres la formule (5),
o(pr g = ;- A0(p, 0, )

Te

I X OK(p,q, 1) 0 _
9 B i B iV A
! oK (p,g,1) 9

oy oy [EV"_@(P’ 7> Z)J

IK(p,q,0) 0
| +~_~()s Js

[eV+0O(p,q,0)];.
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Menons deux surfaces paralleles a la surface 0,, etsituées & une dis-
tance (A + p.) de cette surface; l'une, 0, , est & I'intérieur du corps p;
Pautre, 0, est & I'intérieur du corps ¢. Sur la surface 0,,, prenons un
é¢lément MN (fig. 3) d’airve d0,,. Par tous les points de contour de cet

Fig. 3.
w N
e} T
j 1
,/’—ﬁr-“"“ R
e
—TN N T——

¢lément, menons des normales & la surface 0,,. Ces normales détachent
sur la surface 07, un élément M'N”et sur lasurface 07, un élément M"N".
Cherchons la quantité d’électricité que renferme la surface fermée ayant
pour profil sur le plan de la figure M'N'N”"M”, en négligeant dans ce
calcul le rapport de (A + 1) aux rayons de courbure de la surface 0,

D’apres Iégalité (9), la quantité d’électricité qui se trouve i Uinté-
rieur de la surface MNN'M’ a pour valeur

(A1)
Wy [ elprst)

/g ’

g (A
- 7;71_—5'/0v AO(p,q,0)dl
dh,, O+ oK (p,q,0) 0 . .
— 2 —|e O(p,q,l
47?5[ K(p,q,1) iz or VT O@]
OK(p,q,0) 0 [eV+0(p,q,1)]
+—__.__... —
dy Iy
4 9K g, D) (5’_’"’ ) (;—) [V +0(p,q, 0] %dl.

D’apres les égalités (4), si 'on désigne par i(p, ¢, () le flux suivant
la normale a la surface 0,, en un point intérieur a la surface MNM'N’,
ce point étant & une distance / de 0,,, cette égalité peut s’écrire

(A (A1) 4
db, . 0K (p,q,!
dfpy p(p,q,l)cll:a—éei’ [A@(p,q,l)__g([),q,l)___.(_(pﬁ_/ )ld/
[} .

0
Ann. de UFc. Normale. 3¢ Série. Tome VI. — Juix 188g. 26
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Le flux {(p, ¢, [) estcompté comme positif lorsqu’il estdirigé du corps p
vers le corps ¢.

De méme, la surface MNN"M” renferme & son intérieur une quantité
d’électricité

RPN o (A1) gy p, 1)
‘ — %pq D — / K(g, 7 t)
A0 [ ol D= T f [A@(rz,p ) — (g, p, ) LR D g,
Enfin, d’apres l’égalité (8) et en faisant usage des notations em-
ployées dans les dernieres égalités, sur I'élément MN est distribuée une
quantité d’électricité
i,

Tz LR P 0) — K(ps 0, 0)]E(ps 75 0)-

La quantité d’électricité que nous voulons calculer a donc pour
valeur
0= d@p,,

AR D)
Tt [ a8 g, )+ A0(g, p, 0]
0

(=)
~[ e, 1>Mdl—i<p, 150 K(p, 7, 0)
(1) )
_f (g, p, 1 ((1 /) 0 dl—i(q,p,0)K(q, p,0);.

La quantité
[mpq ()

T [A®(p,q, 1) +AB(q, p, )] dl

représente la quantité d’électricité que renfermerait la surface fermée
WN'N"M”, si Péquilibre électrique était établi sur les conducteurs
considérés. Nous avons vu au Chapitre I de la I*¢ Partie que cette quan-
tité est égale & o.

Une intégration par parties nous donne

(vl OK(p, q,1 .
f l(P,fI, l)—————(-—gli-)dl+l,(p,f/,0)l{(p,(], 0)
0

(M )i l
=ipg i+ K(pgrem— [ Kpg Bl
[}

Mais il est facile de voir que la derniere intégrale est de 1'ordre de
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(A + ) et peut, par suite, étre négligée. On a donc

al
=i(p, g, b+ p)K(p, g, A+ )

(A=) N
f i(pr gy ) LT D) gy i g YK (s g 0)
~“0

et, de méme,

[ g DD 1 i, 0K, 10
! =i(q,py A+ ) K(q, p, 2+ ).
On a done, en remarquant que
((psqy b+ )+ i(q, py A+ )

est une quantité négligeable de 'ordre de A + .,

Ay . . -
(10) Q= j,l-l.fé’ (K (7 ps 2 p) — K(Py g5 2+ )] iy

Il est intéressant de comparer les résultats que nous venons d’obte-
nir & ceux.que nous avons obtenus au Chapitre I de la I Partie en étu-

diant les conducteurs sur lesquels I"équilibre est établi.

Lorsque I'équilibre électrique est établi sur le systeme qui renferme
les conducteurs p et ¢, la densité électrique en un point de la sur-

face 0,, a pour valeur (voirt. V, p. 113)

p=o,

et la quantité Q d’¢lectricité que renferme le volume M'N'N"M” ( fig. 3)

a pour valeur (voirt. V, p. 114)
Q=o.

Lorsque le méme systeme est traversé par des courants uniformes,

on a, en vertu de I'égalité (8),

I

ZET_E- LK (g, p,0) —K(p, q,0)] ipy

P:

et, en vertu de I’égalité (10),

di,, i, .
;E,[K((]’P’ A +.U') _I\([): qs 7‘+P)] Lpq-

Q:Z—
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L’analogie des expressions obtenues pour ¢ et Q dans le premier cas
se retrouve dans le second.

§ III. — Forme d’équilibre de fluides traversés par des courants
permanents.

Apres avoir étudié la distribution de I'électricité sur un systeme de
conducteurs homogenes parcourus par des courants uniformes, nous
allons nous occuper du probleme suivant :

Des fluides conducteurs, conduisant I'électricité sans électrolyse,
1,2, 3,..., n,sont en contact les uns avec les autres, avec 'isolant
parfait o qui limite le systeme et avec des électrodes solides n + 1,
n—+ 2, ..., n quiamenent des courants uniformes et constants et qui les
emmenent. Cherchons & quelle condition la forme des divers fluides
1,2,3, ..., n est une forme stable.

Il est facile de voir que cette condition sera obtenue, si I’on imagine
toutes les charges électriques que porte le systeme fixées dans la po-
sition qu’elles occupent & un instant déterminé, et si I'on exprime que
le travail non compensé produit dans une déformation virtuelle quel-
conque du systeme est égal & o, en supposant tous les courants inter-
rompus pendant la durée de cette modification virtuelle.
~ Imaginons, en effet, une semblable modification virtuelle, et soit
¢ le travail non compensé défini comme nous venons de le faire.
Supposons que l'on ait imposé au systeme cette modification. Pour
que I'état du systeme soil un état stable, il faut que le systeme puisse
revenir a sa position primitive. Cherchons quel travail non compensé
il effectuera dans ce retour.

Ce retour dure un temps dz. Si 'on désigne par R la résistance d’un
¢lément de courant du systeme, et par J I'intensité du courant qui
traverse cet élément, il est aisé de voir que le travail non compensé
effectué dans ce retour a pour valeur

—dG -+ ¥ RI*dL,

le signe Z s'étendant a tous les éléments de courant du systeme. Par
conséquent, pour que le retour en question soit possible, il faut que



I’on ait
+ dG +E RJ2det > o.

Mais on peut supposer aussi que I’on ait donné tout d’abord au sys-
teme une modification virtuelle inverse de la précédente. Le systeme
doit pouvoir encore revenir i son état primitif; on doit donc avoir
aussi '

—dE +2 RJ2dt > o.

Les deux inégalités que nous venons d’écrire sont certainement véri-
fices si l’on a
dt = o.

Si donc cette derniere égalité est vérifiée, on voit que la forme des
divers fluides qui composent le systeme est certainement stable.

Nous donnons donc aux divers fluides des dilatations et des défor-
mations infiniment petites en maintenant constantes la densité et la
forme des solides, les lignes de raccordement des surfaces de sépara-
tion des solides avec les liquides, des liquides entre cux et des liquides
avec l'isolant qui entoure le systeme. Nous écrivons que le travail non
compensé produit est égal & o. Nous obtenons alors I'égalité suivante,
semblable & I'égalité (6) du Chapitre IT de la I Partic (t. V, p. 120) :

| l=n'
0T = az EM,(Y,— T3,
=1
[=n'
8 { N
(11) -+ 0 1—21A/()@/(,—FZM(A/,,—F_A,]/)O/,l
+aw+az 00Q.

’ Y aY . . ’
Dans cette égalité, le symbole Z indique une sommation étendue
lq

i toutes les combinaisons des indices 1, 2, ..., n, ..., 7/, deux & deux.
Le premier membre, 83, de cette égalité a la valeur méme qui a été

,

calculée au Chapitre 1I de la I* Partie, valeur donnée par les éga-



206 P. DUHEM.

lités (32) et (34) (t. V, p. 138 et 139)

M [S(P +QD,)dN, de,,0+2 SQD,, SNy dbpg—vp D, SaN,, do,,,.],
7 r -
(12) p=1
(g=1,2, .., p—1, P41, ..., n)

(r=o,1,2, ..., p—1L,p—+1,...,0n),
la quantité v, étant définie par I'égalité (33) du Chapitre 1I de la
[r¢ Partie (t. V, p. 139).
Le premier terme du second membre se partage en une somme de
deux termes analogues :

l=n' p=n l=n"

~ e | my
3Y E(Y,—TE) »:_—OZL 1,,—1~,,)+62E(Y,— I'3,).
=1 p=1 l=n-+1

Le premier terme est déterminé par I'égalité (8) du Chapitre Il
de la I Partie (t. V, p. 127). Quant au second terme, si I'on suppose
les solides absolument invariables, il est égal & o. On a donc

o | S a) 3 S

' (/_0,1,2,...,/)——1,1)+l,...,n).
La quantité
I=n'
ZAIO 0[()-*—2 A1q+ Aql) 0/!] 9
(=1

qui forme le deuxieme terme du second membre de Pégalité (11), est
la somme de trois termes analogues. Ces trois termes sont :
En premier lieu, le terme

I) =n ]

2 Apo Ipo ‘*‘EM (Apg+A4p) bpg |,
=1

. -l . . . . , N .

le sngnez indiquant une sommation qui s’étend & toutes les combi-
rq

naisons des indices 1, 2, ..., n, deux a deux;

En second lieu, le terme

52,,,,“‘"4 +A4p) Opgs
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le smnez indiquant une sommation qui s’étend A toutes les combi-
rq
naisons des indices » +1, ..., ', deux a deux;

En troisieme lieu, le terme

p=n qg=n
-
J 2( Apo Opo—+ 2‘ pa = Aqp) Upg
p=n-+1 q=1

La nature et la forme des divers corps solides que renferme le systeme
¢tant invariables, le deuxieme terme est égal & zéro; les lignes suivant
lesquelles les surfaces de séparation des divers fluides se raccordent
avec les surfaces limites des solides demeurant invariables, le troisieme
terme se réduit a

p=n

S 0A
» Bgp
Z 2! M, < ()7“] ()f:rj,’ ) 0,,,,%(10,,,1 N

r
p=1 g=n-+1

Quant & la valeur du premier terme, elle est donnée par une égalité
analogue a I'égalité (13) du Chapitre IT de la I'* Partie (t. V, p. 129).
On a donce

=n'

“ .
DAulo+ 3 (Auy+Ag) by
lq

(=1
p‘“‘,'l. .
(14 ~ I
) :IE: S[A”"(R,, R,,> W”} Ny Ao

I
_}—qu [Alﬂ] < l{ l{ ) - HJ/) th fl.[/])(l"*-z S'JIJ ONI’ ([(jl”l ;

(g=1,2,...,p—1,p—+1,...,1n), (¢'=n—+1,n+2,...,0).

Dans cette égalité (14), ¢, est défini par une ¢galité analogue 4 ’éga-
lite (12) du Chapitre II de la I Partie (t. V, p. 129),

0A,,o ()(Am +A p).
(15) Vo= | O G2t + 3 0, R0 2] |

(r:o,r,...,p-—l,/)—l—r,...,n;n—{—-x,...,n’).

L’évaluation des quantités W et 82@() conduit & des résultats

assez notablement différents de ceux qui ont été obtenus au Chapitre II
de la Ir® Partie.
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" Considérons en.premier lieu la quantité cW. .

Cette quantité est égale, au signe prés, au travail pondéromoteur
effectué, durant la modification conmderbe par les forces définies par
la loi de Coulomb. Cés forces sont de deux sortes : les unes agissent
sur les divers éléments des surfaces électrisées, les autres sur les di-
vers éléments de volume des conducteurs.

Lorsqu’en un point d’une surface I’électricité a une densité superfi-
cielle p, I'action exercée en ce point, en vertu des lois de Coulomb, est
une action normale, dirigée vers I'extérieur du conducteur électrisé et
ayant pour valeur 2 amep®. La partie de SW qui provient des parties élec-
trisées a donc pour valeurs

<£lSo7r"p oN d0,,0+2‘mb9reo oN r[O,,,,>

]J...I
Mais, aux divers points de la surface 0,,, on a
P = dp() -+ A[lO’

d’apres I’égalité (17) du Chapitre II de la I*¢ Partie (t. V, p. 132).
Aux divers points de la surface 0,,, on a, d’apres I'égalité (8) du pré-
sent Chapitre,

[”_-[K((]a P> 0)— K(I)’(170)][[J7'

On a donc, pour expression de la partie considérée ¢, W de c W,

0 W =127 3\ § (dpo+ A,0)? 0N, @0,
(16) p=1

+ 5w, (K@, P 0) = K(p, g, 01 S iz, N, 0,
Passons aux termes ¢, W de 6W qui proviennent du travail effectué
dans le transport des divers éléments de volume électrisés.
La densité en un point pris 4 U'intérieur de I'un des conducteurs du
systeme a pour valeur [ égalité (5)]

- __5 9(e eV40)
dJs Js

_ 1 o oK d(aV—i—-@) LK 0K 0(eV+0)
P_Am 4rKe | o 0w dy Jdy
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“ce quipeut encore s’éerire, en vertu des égalités (4),

AO 4

I
—_— _____) i
p_._[ln 477.' ¢+ W

dy 05

1 <()K(> 0K 0K >

La force qui s’exerce en ce point, en vertu des lois de Coulomb,-a pour

composantes
;. A% A . av
J\_——c()_[’ 1—-;().}’7 X —_— ():

ou bien, en vertu des égalités (4),

X=K0O + 5)27

dx
R 00
Y=K0 4 —,
dy
, i 00
7 =K =y
Soient
o == u ol, dy = val, 05 = w d¢

les composantes du déplacement du point (x, y, z). La quantité i cal-
culer, 2, W, sera la somme d’autant de termes que le systeme renferme
de fluides. Chacun de ces termes sera de la forme suivante :

. /r)l ///A @ ()0 ()0 o Q_Q (¥’> dz dy ds,
hTe .y 0z l

_ o ff KAO(Vu+ 0o+ Ww)de dyds,

[}’Ec

ot ()K oK 0K 00 00 J
M/;m/f/(()l -+ —y’& —}——): f,")) (—d;u—i-aj)—/(—i—j——cv)drdydq,

((’K 351#}‘ )(m.+m+w>dxdyds-

r)/

Le premier de ces quatre termes a été calculé au Chapitre IT de la
[ Partie. Sa valeur est, d’apres I'équation (16) [t. V, p. 132,

G po SN, dlpy + ¥ ON, db,,,
S0 0N, 0o+ 3, § g N,
(g=1,2,...,p—1,p+1,...,0n+1,...,0).

Il reste a calculer les trois autres termes.
Ann. de I'Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. — JeiuLer 1889. 27
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Pour tout point pris a U'intérieur du conducteur p, a une distance
supérieure & A + . des surfaces qui le limitent, on a

AO = o,
Jxr dy 7 PERE

Les points en question ne fournissent done rien aux termes que nous
caleulons.

Envisageons maintenantlapartie du corps p formée par tous les points
de ce corps dont la distance & 'une des surfaces 0,,(g=n—+1,...,n"),
qui séparent ce corps des solides environnants, est inférieure & A 4 .
Pour tous les points de la surface 0,,, on a

u=o, P == 0, W= 0.

Par conséquent, pour tous les points de la région considérée, u, ¢ et v
sont des quantités négligeables de 'ordre de A —+ . La région consi-
dérée ne fournit donc rien aux termes que nous avons a calculer.
Envisageons en troisicme lieu la partic du corps p formée par tous
les points dont la distance & la surface 0,, est inféricure & A + .
En tous les points de la surface 0,,, on a

»

v =0, V== o0, W == 0.

Par conséquent, en tous les points de la région considérée, ©, ¢, w
sont des quantités négligeables de 'ordre de A + p.. La région consi-
dérée ne fournit done rien aux termes que nous calculons.

On a donc seulement & considérer les régions dont tous les points
sont a4 une distance inférieure & A + . de 'une des surfaces

Upg(q=1,2,...,p—1,p+1,...,n)

qui séparent le fluide p des fluides environnants.

Soit ¢, la valeur en un point M de la surface 0,, du flux normal i
cette surface. En un point M’ dont la distance au point M est inférieure
a A+ u., le flux dirigé suivant la normale & la surface 0,, ne differe de
4 que d’une quantité négligeable de 'ordre de A + p.. Le déplacement
du point M’ differc aussi infiniment peu du déplacement du point M.



SUR LES PHENOMENES ELECTROCAPILLAIRES. 211
On a done, au point M,

(Va4 V¢ 4+ @) ol =1{,,0N,,

Ok o Ok 0K \/00 00 00 . . K 00
) - 22 0 08 . . JK ~
(l)i ) 4 — )} ¢+ 0= KV) < )l « + ()}" -+ PE (‘v) o0l="1,, )N.p aN,,Ol\’”
K K K
<:): O+ %- © 4 ())d ’\\’)> (Vw+ Qe 4 Q) dt =22, ;)\[; oN,.

Si donce on pose

{ A=

Apy=— ’TF/ K(p,q, ) AB(p, g, ) di,
. v RO K (pags 1) 00(p, g, )

B —_— s (fy sy

o) Fro=rz ) ol a7
l';' )
¢ — 1 ./.4-!1,1\ / ()]\([) I/, ) o
py — 7" ./H'L'E A ( ) - ’)/
I

=— o {[K(p, . 2+ p)P— [K(p,7,0*,

on aura

p=n

’}.“, \\' e E

f

N\T
B S AN, d0

+> [IJ,,,,SON,,(/),,,—l»— (A)q+ ﬂ,,,,)bl,,,,o\ dl,a+¢C,, I,,/ox'\,,d),,q]é

(g=1,2,...,p— 1, p-+1,...,0).

In vertu des égalités (16) et (18), on a I'égalité suivante :

I! =n ,
o ~ P Y » ) N
S W= 3 S (Bo—7po~+ BpoA + 2meA2) 6N, iy + 3 S,o,,,, EINI
97

p=1

(19) ‘
N\ = . ~ 9 A
'*‘Z [(Rpy—+B,q) S ipg ONp g =By N G, N, d | ;
a

(g=1,2,...,p—1.p~41,..., 1),

égalité dans laquelle on a

/ ‘K((y » O _l&( 7{70):2
sgmwzﬂgmﬂ_L 4 >8m P> 0)]
(20) «

f 87m{[K(f/ P, o)t 2K(q,p,0)K(p,q,0) —[K(p, g, +p)]* |
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Reste & calculer le terme BZOQ.

Cette quantité, comme au Chapitre II de la I** Partie, se réduit & une
somme d’autant de termes de la forme

J.f [ e@pdzdyds

qu'il y a de corps dans le systeme, et d’autant de termes de la forme

S 300 dd,,

qu’il y a dans le systeme de surfaces limites. ‘
En un point pris & Iintérieur de I'un des corps qui composent le
systeme, la densité électrique p surpasse la valeur qu’elle aurait dans

I’état d’équilibre de

(QE )+ .(2_}_&. (Q (2}_{‘ 'gt‘u> .
oz dy 05

he .
En un point de Pune des surfaces 0,,, p a la valear
p=dpo+ A,
. b M . A ‘A 9. 9 oy
qui s’exprime de la méme maniere que dans I'état d’équilibre.
En un point de 'une des surfaces

Opg(g==1,2, ..., p—1,pH+1, 0,041, ...,0'),

g» qui serait égal a o dans I’état d’équilibre, a pour valeur

1

P= 7 [K(9 2, 0) —K(ps 45 0)] -

e u
La quantité 82@(2 se compose donc :
1° Du terme

p=n

N+ 00 SN, a9+ ¥ §on, d@,,,,)
\ 1

p=1

(g=1,2,...,p—1,...,n),
qui, selon I’égalité (30) du Chapitre IT de la I'® Partie (t. V, p. 137),

représente 'expression complete de 32@() dans le cas de 'équilibre;
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2° D’une somme d’autant de termes de la forme

<()I\ ﬂxg +{)L{L§‘)> dz dy ds
dy ‘

qu’il y a de corps dans le systeme;
3° D’une somme d’autant de termes de la forme

/rsS“‘(’/ P> 0) —K(p, g, 0)]45400(p, g, 0) dly,

qu'il y a de surfaces de séparation entre les divers conducteurs du
systeme.

Considérons en premier lieu la région du corps p dont tous les
points sont & une distance supérieure a A+ p des surfaces qui li-

mitent le corps p. Dans cette région, le corps p est homogene. On a

done
oK __ oK _ 0K
Jar dy — 7 K

/f[ <f)}_\1) f;_%i) _+ (())-]:13\)> (lldy(l'

étendue a cette région s’évanouit.

I’élément de cette intégrale n’est différent de o que lorsque le vo-
lume dxdy dz est i une distance de 'une des surfaces 0,, inférieure
AN+

Aux divers points de I'une des surfaces 0,, on a

= 0,

et I'intégrale

T =o, ¢ =o, ¢ = o.

Par conséquent, pour tous les points situés & une distance de la
surface 0,, inférieure & A 4 (1, ©, ©, @ sont des quantités négligeables
de Pordre de A + p.; Pintégrale précédente, étendue aux régions voi-
sines des surfaces 0,,, est donc évanouissante.

Envisageons un point situé au voisinage de l'une des surfaces
Opy(9=1,2,...,p—1,p+1,...,n) qui séparent deux fluides du
systeme. En ce point, dont la distance & la surface 0,, est égale a Z, on
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a, en négligeant des quantités de U'ordre de A + p..

oK. 0K, OK ,>
@() S T

iy R D20 D) 5 20U 020 o2 |
St done on pose
C_ 1 Re(p,g, ) K (py g, D
{ SPTTT fme L,{ ER Al

(20 ) o I e 20 (p,q, ) (“\(/’4’/;/_2

Srr =T /Ff Jag ol
ot
(22) Jpe= S ng d0pq,
Pintégrale

/// )0((—)& )+ Q—lt O ))E kk'”) die dy dz,

¢tendue i la région du corps p dont tous les points sont & une distance
inféricure A A + g de lasurface 0,,(¢ =0, 1,2, ...,p—1,p + 1, ..., n),
aura pour valeur

[;\'{"’ Z Sn\,, dl .+ 2’-’ 2‘ bo\',, (/},p' vy
M,

== 0,1,2, ... ,[)——I,/)—i-l,...,n,),

(.s':o,l,z,...,r/-r,r/-i-r, ceay 1),

On verrait de méme qu’en consevvant a ¢,, et a J,, la signification
qui leur est donnée par les égalités (21) et (22), intégrale

§ _f/'f <£)_IS() (_).l.(_’() Q&&))a’if’lwh’
Qe dur d” |

¢tendue a la région du fluide p dont tous les points sont & une dis-
tance inférieure & A + p de la surface O, (g=n-+1,n+2,..., 1)
qui sépave le fluide p de P'un des solides ¢ du systeme, a pour valeur

Erg \EN
3

(r=o,1,2, ..., p—1,p~+1,...,n).



\
K
dr

SUR LES PHENOMENES ELECTROCAPILLAIRES.

St donc on pose

o1 . .
(23) €= M, Z,,( Cpat Cqp)dpy
(g=1,2, .., p— 1L, p4+1,...,1)
et
N
')._/ 5y & 'l q
( ‘) JN]]J ’ pqpy
(qg=n—+1,n~+2,...,0"),
la somme | des intégrales .

K JK JK
50 L« O 4 S0 4 Sy £
L.I TE // / K ) v - () mJ) [ll (/) s ’

étendue i tous les corps du systéeme, aura pour valeur

(25) l::z l (€,+ €)Y b AN, (m,,,.J

(/':;:(», Ly % vy P— 1, 41, ..., 0).

Pour le caleul de la quantité
re UK 2 0) = K(p, 1, 0)]i 6O (py 4, 0) g
4T

nous distinguerons deux cas : dans le premier cas, 'indice ¢ repré-
sente une des quantités 1, 2, ...,p —1,p 41, ..., n; la surface 0,
sépare deux fluides du systeme; dans le second cas, Pindice ¢ repré-
sente une des quantités n 41, n + 2, ..., n; lasurface 0,, sépare un
fluide d’un solide.

Dans le premicr cas, si nous posons

g L 00 (p,q,0)
o \ Tpg: [ﬁ.[h((/» P> 0) — K(pug,0)] 05,
26 1
1 )0 p, )y s o)
( Foy =gz [K(0,p,0) — K(p, 4, 0)] = bmn

et si nous conservons a J,, la signification donnée par I’égalité (22),
la quantité
/m;- S [K(7, p,0) — K(p, 4,0)]ipg 3O(p, q,0) dl,
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aura pour valeur

Tog N Ty s ’
[m zr'b O*\IJ d6p7'+ Iy[q ESS ON’] dGqSJ J]}ll

(r=0,1,2,...,p—1,p+1,...,1),

($=0,1,2, ..., ¢g —1, g1, ..., ).

Dans le deuxieme cas, si nous conservons a J,, et &,, leur significa-
tion donnée par les égalités (22) et (26), nous aurons, pour valeur de
la quantité

I

he

SIK(g: 22 0) =K(p, 4 0)1ipg3O(ps 4, 0)

I’expression suivante : )
F

Toa g 2 §oN, 0,

rq MP ” r or

(r=o0,1,2, ..., p—1,p~+1, ..., 7).
Si donc nous posons
. I W = =1
27) J.',,::»M—)Z(](.vml_i_,rw,).],,,,
I

(g=1,2,...,p—1,p+1,...,n)
et

I -
2.8 fl:_Z:’T J
( l) P 1\/[1, a rarq
(g=n=+1,n+2,...,n'),

la somme [’ de toutes les quantités de la forme

I - .
7 SIK (7, p.0) =K (p, 7, 0)]ins 40(p, 4, 0) 5,

aura pour valeur

p=n

(29) r=y [(.f,, +4,) ¥ N, d@,,,.]

p=1

(r=o,1,2,...,p—1,p+1,...,n).

Si I’on réunit les résultats fournis par les égalités (25) et (29), on
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I
~1

aura, pour tout le systeme,

,);‘:l!
DA ~ R W po 7 WS .
(30) D @Q:\ (fp 4 op+ €+ €, + £, 4 F) 2 N, db,,.
e e -
p=1

(r=o,1,2% ..., p—1L,p+1,...,0n).

Si T'on rassemble maintenant tous les résultats contenus dans les
égalités (12), (13), (14), (19) et (30), U'égalité (r1), qui exprime les
conditions pour que la forme des fluides que renferme le systeme soit
une forme d’équilibre, deviendra

l‘ I] —=n a W .

! N N 0x
o= P+QDh,+EB(2=L —-T228
i }-i % S ‘ P\ da, Jo ),
; p=t

I 1
+A m(‘“‘ + —,—> = (Yp+7p— V)
I ,l{/' RI‘ s W1 )L
+ f‘/m =710 -+ 0 -+ apoA -+ 2me A? _

, 4+ €, + €, + 5,+ £, | 0N, dl,,
~ [0, 0x,
-+ LD, -+ E L=t
zf/b l_ ! (0’71» dop
I i
- A/H/(T{“p -+ W) + (Yo +7Zp—¥p)
| "

! . 4 ﬁl”l— }/l”l -+ Op -

+ (€, +€,+ 5, + flp) 4 (RApg 4= Bpg) lpg+ Dy ‘.'/')u/ dN, dDy %

(g =1,2,..,p—1,p-+1,...,0).

Les quantités N, 6N, sont assujetties 2 cette seule condition que,
en tout point de la surface 0,, qui sépare deux fluides, on ait

8N, + 0N, = o.

Sil'on remarque, en outre, qu’en tout point de la méme surface on
a aussi, par définition, '
R,+R,=o,
R,+ R, =o,

Upg + lgp == 0,

on voit que I’égalité précédente exige que I’on ait :
dnn, de U'Ec. Normale. 3* Série. Tome VI. — JuiLLer 188g. 28



218 P. DUHEM.
1° En tout pointde I'une des surfaces 0,,(, du systeme

P+QD,+E My T()—F‘l +A I >+J + =V
Js, 03, ""(u,, Iy P LT

p/

|
(32) ¢
(

+Bpo— Yoo+ 0+ OpA+2meA - €+ €, 4 £, + £, = 0.

2° En tout point de I'une des surfaces 0,, qui séparent deux fluides

[ ()1” 0_1 ()1 ()-4 .
Q —_— —_— 2 g T 4 g qp
Q(D, D,,)—f—E[(() T Ocr,,> <0% loa,,>]+“”+ \,,)< i )

(33) ¢+ (bp—bg) + (p—7a) — Op—g) + Bpg— Bayp) — (Ypg— 7qp) =+ (0p— 0g)
+(@!’—‘E(I)+(‘E}z—" ®:[)+(£Il_§7)'i—( ~4:/

A+ [Apg+Ayp) + (Bpg+Bgp)  ipg + (Bpg— Byp) iy = 0.

Ce sont deux égalités que nous allons discuter.

§ IV. — CGonséquences des conditions précédentes.

[’égalité (32) peut se discuter, comme nous avons disculé I'éga-
lité (39) du Chapitre IT de la I'¢ Partic (t. V, p. 141). La discussion de
I'égalité (32) conduit aux mémes résultats que la discussion de cette
égalité (39) du Chapitre II de la I'® Partie, avec cette seule différence
qu'aux pressions hydrostatique, capillaire, électrique, ctc., données
par les égalités (40), (43), (44), (45) du Chapitre cité, il faut joindre
une nouvelle pression

(34) Py=— (€, €, +§,+ £,).

Cette pression est une pression uniforme, qui s’exprime par une
fonction linéaire et homogene des intensités des courants qui s’échap-
pent par les diverses surfaces limites du corps p, ainsi qu’on le recon-
nait en se reportant aux expressions de €,, €,, ¥,, §,, données par
les égalités (23), (24), (27) et (28).

La discussion de I'égalité (33) conduit & des résultats beaucoup
plus importants. Si l’on comprend sous le symbole C),, la quantité

»’

g Jl’q'—'(‘b ~Uf/)+(/p "/J,)—-(v,,——v,,)
+ (Bpg—Bap) — (Ypg—Yqp) + (0, — 0g)

(33) ( +(€— €)) + (€, — €)) -+ (£,— )+ (£,— £,
0 , J I
+E[5;;(Y,, rd,,)—aTq(rq_ rz,,)],
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qui a la méme valeur en tous les points de la sarface 0,,, et si 'on
pose, pour abréger,

(3()) ’5/)11 — 3[}(] -+ 3|’{1p -+ ;3[){[ -+ Bq[n
(37) Gpg == Ipqg+ Iqp,
cette égalité (33) pourra s’écrire
oo I 1 : , . .,
(35’9) (Al“1+ A,”,) <E[~) -+ ]T) -+ Q(D,,—*— D(,) - Cl”l+ ‘51,,/ lpg+ ﬁp,[ L;;'/ — 0.
P

Au contraire, dans le cas ol aucun courant ne traverse le systeme,
I"équation qui doit étre vérifiée par tous les points de la surface 0,
¢’est 'équation

(3) (Apy+ Agp) <R'—I + R'T> (D, D)+ Cpy = o0,
dans laquelle Ia quantité C,, est définie par I'équation (2).

De I'équation (3) on déduit les lois des phénomenes capillaires. La
substitution, dans cette ¢quation, d’une fonction parabolique du flux
¢lectrique normal en chaque point 4 la surface capillaire & une quan-
tité qui a la méme valeur en tous les points de cette surface changera
évidemment les lois des phénomenes capillaires. Nous arrivons done 4
la conséquence suivante :

La constante capillaire (A ,,+ A,,), relative a la surface de sépara-
tion 0, de deux fluides p et q conduisant I’ électricité sans électrolyse, de-
pend uniquement de la nature que ces deux fluides présentent loin des
surfaces qui les limitent; elle est indeépendante de leur grandeur, de lew
Sforme, de leur état d’electrisation, des courants qui les traversent; mais les
phénoménes capillaires présentés par la surface de contact, et en parti-
culier la forme de cette surface, dépendent de U'intensité et du mode de
distribution des courants qui traversent cetle surface.

Telle est la conséquence fondamentale des considérations exposées
dans ce Chapitre. L'application de ces considérations 4 un cas particu-
lier nous fera mieux saisir 'importance du résultat obtenu.

Dans le cas particulier que nous allons examiner, nous aurons
affaive seulement & deux liquides; nous donnerons & ces deux liquides
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les noms de mercure et ’eau acidulée. 1. eau acidulée est un électrolyle
et, par conséquent, ne correspond pas aux conditions imposées aux
fluides étudiés dans ce Chapitre, fluides qui tous doivent, comme le
mercure, conduire I'électricité sans électrolyse. Ce mot d’eau acidulée
devra donc étre pris dans ce qui va suivre comme une notation dési-
gnant un fluide hypothétique conduisant Iélectricité & la facon du
mercure. Si cette notation a I'inconvénient de ne point correspondre
exactement & la réalité, elle aura du moins 'avantage de micux faire
vessortir 'analogie entre les phénoménes que nous allons étudier et
les faits signalés par M. Lippmann.

Prenons 'expérience de I'électrometre capillaire, que nous avons

brievement décrite & la page 192, en introduisant simplement une
légere modification qui, sans rien changer d’essentiel & P'appareil,
nous facilitera la théorie. Cette modification, qui est du reste em-
plovée par 1és constructeurs, est représentée par la fig. 3 ; elle consiste
a munir.le vase dans lequel plonge le tube capillaire d’une tubu-
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[ure T, communiquant seulement avec le mercure que renferme ce
vase et non avec I’eau acidulée.

Le fil F amene le courant dans le mercure que renferme le vase su-
péricur; le fil I Pemmene du mercure du vase inférieur.

Nous désignerons le milieu isolant qui entoure le systeme par 'in-
dice o; le mercure supérieur par Uindice 15 Peau acidulée par P'in-
dice 23 le mercure inférieur par Uindice 3. La surface 0,, sera la sur-
face libre AB du mercure dans le vase supérieur; la surface 0,, sera la
surface libre CD de I'ecau acidulée; la surface 0,, sera la surface de
séparation B du mercure et de I'eau acidalée dans le tube capillairve;
la surface 0,, sera la surface de séparation GH du mercure et de Peau
acidulée dans le vase inférieur; enfin la surface 0,, sera la surface
libre KL du mercure dans la tubulure latérale.

Nous supposerons que la seule force extérieure qui exerce son ac-
tion sur le systéme soit la pesanteur; dans ce cas, on pourra prendre
comme valeur de la fonction Q en un point de coordonnées (x, y, =)

(7) or -
Lo g3,

g désignant intensité de la pesanteur.
Considérons un point M, de la surface 0,,. Soient P, la pression cn
ce point; A, la densité de U'électricité libre au méme point.
Si nous observons que cette surface est plane, nous aurons, cn
vertu de I'égalité (32), au point M,,
I, T 03

; P+ l)lf'wr:ﬂ)‘*‘]‘:(a;—‘ ()71)4"1’)1*"/,1"‘“1

(39)

4+ Blo— Y+ 0+ 0B - ame A 4+ €+ €|+ £+ £ =o.

A

En un point m de la surface 0,,, nous aurons, en vertu de I'éga-
lite (33),
[ . d90 v oy 0 vy e P
(Dy=Dy) g2+ Bl o= (Vi -=TZ) — 5= (¥, —T) +(-’\|2“"-\21)<’“‘ +
) R, R

doy 7,

('(w) { -+ ('#1'—"!/2) 'l—('/.l”'y.z)'—(ﬁ——va)”l"(@m"‘l@ﬂ)”“(_‘/m—- '/91)-%—(f;)1 —)y)
+ (€ — €y) + (€, — €,) + (£, — £,) + (£, — £)
A+ [(Aya 4+ ALy) + (Bra -+ By5) b+ (Dip- Do) 87, =

La surface 0,, est plane; elle est trés large par rapport a la sur-



(41)
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face 0,,, et est cependant, pendant le méme temps, traversée par la
méme quantité d’électricité que la surface 0,55 ¢, est donc, en géné-
al, infiniment petit par rapport & ,;. I en résulte qu’en un point M,
de la surface 0,, on a, en vertu de 'égalité (33),

i d v e d . e
| (D= Do) 2 B 2 (F = T) = 2 (s s, |

+ (b —da) + (3 — ,.)"‘("‘"‘"2)*‘(532—@23) (/J*_/n)‘f’(“’f’“(")
+ (€ — €,y) + (€ — €) + (£, — £,) + (£, — £,) =

Enfin, en un point M, de la surface 0,,, on a, en vertu de I'éga-
lité (32), en désignant par Py la pression en ce point My, et par A, la
densité de I'électricité libre au méme point,

[ © ; VA7) PR ).
s Py+Dyg350+E (;)0_—;{ — ;)o_"‘f> Yyt = Vs

(42)
( By 7a0t 03+ Oy Mg+ 2me Af - €= € - £ &, = o.

'on ajoute membre a membre les égalités (39), (40), (41),
(42), apres avoir changé le signe des deux memhr(*s des égalités (u))
et (42), et si l'on obbelw, en outre, que les deux fluides 1 et 3 ont

méme nature, ce ({Ui donne

nous aurons
Pi—Py+Dig[(510— 515) — (530 — 332)] -+ Dy & (51, — 33)
(43) ! (Ap—i—Aﬂ)( TR >+)“,(A -Aj) - 2mz (AT —A})
? —-[32+3 ot By 0,) e — (D, — 0y, ]2, = 0.

Discutons la conséquence de cette égalité.
Posons
III = I)1+ 810 Al -+ 2 TTE A%,
M= Py~ 0,0 A3+ 2me A2,

1I, ¢tant la valeur au point M, de la somme de la pression hydrosla-
tique et de la tension électrique, et II, la valeur de la méme somme
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1o
[

au point M,. L’égalité (43) deviendra
O — 1L+ Dy g[(510— 312) — (330— 332)] + Dyo(5,

I 1
— (A4 Ayy) <E‘l —+ ET>

— [ R+ 0, + B+ 8, ]i,— (D,—D),)i3,=o,

(44)

—— et

Admettons maintenant la loi suivante : L'angle sous lequel la sur-
Jace 0,, se raccorde avec les parots de I’ électrométre dépend uniquement
de la nature que les deux fluides v et 2 et le solide sur lequel ils s’ appuient
présentent loin des surfaces terminales et nullement de I’état d’électrisa-
tion de ces corps ou des courants qur les traversent.

Cette lot est certainement vérifice si 'un des deux liquides mouille
le solide, comme il arrive pour I'eau acidulée et le verre. L’angle en
question est alors égal & =.

Drapres la loi que nous venons d’énoncer, si nous supposons le tube
sapillaire assez étroit pour pouvoir confondre, ainsi qu’on le fait sou-
vent en capillarité, le ménisque 0,, avec la calotte sphérique qui se
accorde sous le méme angle avec les parois du tube, nous verrons
que <T;_1 —+ Ii’;) est indépendant du pointdu tube capillaire ol se trouve
ce ménisque ainsi que des autres circonstances de Iexpérience. Si
nous supposons dans 'expérience II, maintenu constant; si nous oh-
servons cn outre que, grace a la largeur des surfaces 0,,, 0., 0.5, 0,,
a légard de la surface 0,,, z,, peut varier d’une quantité sensible
tandis que les variations de z,,, 5., %, seraient insensibles, nous
voyons qu’en désignant par K une constante on a

(45) I — (Dy— D) g5 = K+ Gpa 015+ G267y,

G,, et §,, étant définis par les égalités (36) et (37).

I’examen de cette égalité (45) conduit aux deux propositions sui-
vantes :

Si {’on maintient constante la somme 11, de la tension électrique et de
la pression hydrostatique au sommet de Uélectrometre capillaire composé
au moyen de deux fluides conducteurs non électrolysables, la hauteur du
ménisque dans le tube capillaire sera une fonction du second degré de
Uintensité du flux électrique en un point de cetle surface.
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La va'eur 1L que doit avoir, ai sommet d’un électrométre capillaire
formé de deux fluides conducteurs non dlectrolysables, (a somme de la
tension clectrique et de la pression hydrostatique pour maintenir inva-
riable la position du ménisque dans le tube capillaire est une fonction du
second degré du flux electrique en un point du ménisque.

Ces propositions présentent la plus frappante analogie avee les lois
des phénomenes dont I'é¢lectrometre capillaire est le siege. Deux diffé-
rences sculement sont a signaler entre I’électrometre & liquides con-
ducteuars étudié ici et I'électrometre & ¢lectrolytes sur lequel ont portd
les expériences; ces différences sont les suivantes :

1° L’¢lectrometre capillaire réel n’est traversé par aucun courant :
on n’en fait usage que lorsque I'électricité qu’il porte est en équi-
libre;

2° La différence de niveau potenticl qui existe entre les denx
masses de mercure de '¢lectrometre capillaire réel joue un role ana-
logue au role que joue, dans les lois précédentes, Uintensité du cou-
rant qui traverse I’électrometre.

Ces différences tiennent & la variation considérable que présentent
les lois de I'équilibre ¢lectrique selon que I'on a affaire & des conduc-
teurs ou & des électrolytes. Nous en trouverons la raison d’étre an
Chapitre suivant.

Revenons a 'électrometre idéal dont nous venons d’étudier les pro-
priétés. Supposons que, ainsi qu’il arrive pour un électrometre réel
formé de mercure et d’eau acidulée, la hauteur z,, du ménisque dans
le tube capillaire augmente avec le courant lorsque le courant est
faible et dirigé du mercure 1 vers I'cau acidulée 2.

I’équation (45) différentiée nous donne

(Di— Do) g dsio+ (G5+ 2§45614) diyy= 0.

Si, pour ¢,, = o, dz,, et di,, sont de méme signe, c’est que ©,, est
négatif. D’ailleurs, lorsque 7,, continue & croitre par valeurs positives,
le signe de dz,, change, ce qui suppose que $,, est positif. Acceptons
ces deux inégalités

‘ 6,<o,
H1,> 0,

et faisons-en usage pour I'explication du phénomene suivant.
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Henry, de Manchester, observa, en 1800 ('), que le mercure qu’il
employait comme ¢électrode positive dans la décomposition de 'eau
changeait de forme, tout en se ternissant. En 1801, Gerboin montra
que, lorsque 'ean pure ou acidulée placée au contact du mercure
est traversée par un courant, cette eau est violemment agitée par des
tourbillons. En 1809, Erman reprit '¢tude de ces tourbillons. Il oh-
serva que, lorsque les électrodes de platine sont voisines de la surface
du mercure et que le courant est énergique, la surface du mercure est
sillonnée par des mouvements qui divergent & partir des électrodes
pour se heurter tout le long d’une ligne qui les sépare: cette ligne
forme parfois sur le mercure le sommet d’une aréte saillante. Erman
observa aussi qu’une goutte de mercure placée ainsi entre les deux
¢lectrodes sur un fond rugueux se déplace en se rapprochant de I’élec-
trode négative.

Envisageons une goutte de mercure 1 en contact avec une masse
d’eau acidulée 2. Soit M un point de leur surface de séparation. Au

point M, on a, en vertu de Pégalité (38),

I I , . N o
(Ays -+ Asp) ('j’{; |- ]T) A (Dy—Dy) gz 4 O+ G+ Fiai2, = 0.
] 1

Soit . un autre point de la surface de séparation. En ce point, on a
1 1 . - . .
(Apa-+Aygy) <;" -+ F)T) + (D — D) g8+ O+ Gpof12+ Hyofi, = 0.
1 1

En retranchant ces deux ¢galités membre & membre, on a

) £ 1 I 1
(46) § (A 4+ As) i_(*u—l‘ -+ m) — <a -+ ~P-,1-/ ] + (Di—Dy)g(s—17)

( = Gy (b J12) — H12({1a—/14)-

Deux cas sont a considérer :
1° Les flux Z,., j,» sont tres faibles. Le seccond membre a alors le
signe de — @,,(iy, — J12), OU, ce qui revient au méme, de (¢,, —y,.,).

(1) Ces renscignements historiques sont empruntés a M. G. Lippmann ( Relations entre
les phénoménes électriques et capillaires, 5° série, t. V, p. 494; 1875).
Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome VI. — JuiLLeT 188g. 29
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2
Si on remarque que (D,—D,) est positif, si I’on remarque aussi

que 'on a
J\n‘*‘Agl >O,

on voit que I'on aura au moins 'une des deux inégalités suivantes :

1 ) I >l I
RTR~p ¢’
s >C.

Ces deux inégalités, interprétées, montrent I'une et autre que le mer-
cure tend a se bomber, & faire saillie du coté ot le flux ¢,, dirigé du
mercure vers 'eau acidulée est le plus grand. Silon dispose I'expé-
rience comme le faisait Erman, ¢,, a la plus grande valeur au voisinage
de Pélectrode négative et la plus petite au voisinage de I'¢lectrode po-
sitive. Le mercure tendra donc a se gonfler du coté de I'électrode né-
gative et & s'affaisser de 'autre coté. Ces déformations auront pour
effet, dans certains cas, de déplacer le mercure de I’é¢lectrode positive
a ’électrode négalive.

Supposons, au contraire, que ¢,, ait une grande valeur absolue et /,,
une faible valeur absolue. Le second membre de I'égalité (46) sera
négatif. Le mercure tendra i se gonfler au point w ot le flux électrique
a la moindre valeur absolue. C’est le phénoméne qu’Erman a observé
avec des courants énergiques; le mercure forme une créte saillante
entre les deux électrodes, aux points ol le flux électrique est le plus
faible.

Ces explications supposent que I'on ait

@, <o,
Hiy> 0,

c¢’est-a-dire que les deux fluides conducteurs se comportent dans 'élec-
trométre capillaire comme I’eau acidulée et le mercure, aux différences
pres qui ont été signalées ci-dessus.

L’eau acidulée et le mercure ne sont pas les seuls liquides qui ap-

(1) Poir, au sujet de cette inégalité : dpplications de la Thermodynamique awx phéno-
ménes captllaires, inégalité (12) (dnn. de I’Ecole Normale supérieure, t. 11, p. 207; 1885).
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partiennent a cette catégorie. Il en est de méme, d’apres les recherches
de M. A. Keenig ('), des couples de liquides suivants :

Dissolution d'acide chlorhydrique-mereure.

» de sulfale de magnésium-mercure.
» de sulfate de sodium-mercure.
» de sulfate de zinc-mercure

et, d'apres les recherches de M. Debrun (*), des couples de liquides

suivants :
Dissolution d’acide sulfurique-amalgame d’or.
» d'acide sulfurique-amalgame d’argent.

D’aprés les recherches de M. Koenig pour le couple
Dissolution de nitrale de mercure-mercure,

on a sensiblement
(51‘, == 0,

5y =o0.
La premitre de ces égalités entraine 'absence de transport de Ia
goutte dans les expériences expliquées ci-dessous. M. Debrun a con-
staté cette absence de transport pour les couples suivants :

Dissolution d’acide sulfurique-amalgame de cuivre.
» d'acide sulfurique-amalgame de bismuth.

Enfin, st Pon a
€ >0,

le transport de la goutte métallique aura lieu de I'électrode négative
I’électrode positive. C’est ce que M. Debrun a constaté, par exemple,
pour le couple

Dissolution d’acide sulfurique-amalgame de cadmium.

(1) W. von HeLmuorrz, Ueher galvanische Polarisation des Quecksilbers und darauf
besigliche neue Versuche des Herrn Arthur Kénig ( Monatsberichte der Berliner Akade-
mie, 3 novembre 1881. — MHeLMuoLtz, Wissenschaftliche Abhandlungen, t.1, p. 925).

(%) Ces recherches de M. E. Debrun ont 6té insérées dans les Comptes rendus de la So-
ciéte des Sciences physiques et naturelles de Bordeauz, publiés en 1879. Elles ont, en outre,
été communiquées 4 la réunion des Sociétés savantes, & la Sorbonne, ¢n 1880, et insérées
dans Ie journal le Nature (mai 1880).
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Des considérations analogues aux précédentes permettent aisément
d’expliquer 'expérience a laquelle M. Lippmann a donné le nom d’ex-
perience de 'entonnoir et a laquelle M. Debrun a apporté un notable
perfectionnement ().

Sans détailler ici cette explication, je me contenterai de faire remar-
quer que I'écoulement du mercure dans I'eau acidulée doit donner lieu
d un courant dirigé dans le sens du mouvement et étre facilité parla fer-
metnre du circuit, tandis que U'inverse doit avoir lieu pour I'amalgame
de cadmium pour lequel &,, est positif. Cest, en elfet, ce que M. De-
brun a constaté dans des. expériences encore inédites dont il a hien
voulu me communiquer le résultat.

On voit, par les résultats que nous avons obtenus au cours de ce Cha-
pitre, que les fluides qui conduisent I'électricité sans ¢lectrolyse pré-
sentent, lorsqu’ils sont parcourus par des courants uniformes, des
phénomenes fort analogues aux phénomenes dits électrocapillaires. Tou-
tefois, certaines différences séparent ces deux classes tres voisines de
phénomenes. C’est en étudiant les systémes qui renferment des élec-
trolytes que nous allons trouver la véritable explication des phéno-
menes dits électrocapillaires.

CHAPITRE Il

DES PHENOMENES DITS ELECTROCAPILLAIRES (suite).
SYSTEMES QUI RENFERMENT DES ELECTROLYTES.

§ I. — Distribution de 1'électricité en équilibre sur un systéme
qui renferme des électrolytes.

Nous sommes amenés maintenant i étudier des systemes qui renfer-
ment des électrolytes et sur lesquels équilibre électrique est établi.
Nous pourrions traiter cette question sous une forme entierement gé-

(1) E. DEBRUN, Nowveaw producteur d’électricité basé sur la capillarité (Journal de
Physique, 1. IX, 1™ série, p. 28; 1880).
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nérale, comme nous avons traité les problemes exposés dans les Cha-
pitres précédents; mais la complication des symboles qu’entraine une
semblable généralité finirait par fatiguer I'attention. Nous traiterons
donc seulement le cas ot le systeme est formé par un électrolyte com-
pris entre deux fluides qui conduisent I'¢lectricité sans ¢lectrolyse. 1
n’y aurait d’ailleurs aucune difficul(é & traiter la question dans son en-
tiere extension : il n’y aurait qu’a suivre les méthodes employées anx
deux précédents Chapitres.

Désignons par les indices (1) et (3) les deux conducteurs non élee-
trolytiques et par Uindice (2) ’électrolyte interposé. Soient

M, un point pris & U'intéricur du conducteur (1);

V, le niveau potenticl au point M, ;

0, une fonction qui dépend de la constitution du conducteuraun point M,;
M, un point pris & Uintérieur du conducteur (3);

V, le niveau potentiel au point My;

0, une fonction qui dépend de la constitution du conductearau pointM,.

Si les deux corps (1) et (3) étaient séparés, non par un électrolyte,
mais par un corps conduisant Iélectricité sans électrolyse, on sait que
la condition de I'équilibre électrique serait

eV, + 0, =cV, + 0,.

Il n’en est plus de méme lorsque le corps (2) est un électrolyte.

Le passage d’une quantité infiniment petite dg d’électricité positive
du point M, au point My au travers de I’é¢lectrolyte (2) produit au sein
de cet électrolyte une transformation chimique infiniment petite. Si la
méme transformation chimique avait lieu aun sein d’un systeme iden-
tique au systeme proposé, mais a I’état neutre en tout point, elle pro-
duirait un certain travail non compensé ¢ dg. Le passage d'une quan-
tité dg d’électricité positive du point M, au point M, n’est possible que
si 'on a (")

(V4 03) — (e V,-+0,) < L.

Le passage d’une quantité dg d’électricité négative du point M, au

point M; au travers de I'¢lectrolyte (2) produit de méme au scin de cet

(1) Poir le Potentiel thermodynamique et ses applications, 3° Partie, p. 231.
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électrolyte une certaine transformation chimique infiniment petite,
correspondant & une quantité ¢’ définie comme la quantité ¢. Le pas-
sage d’une quantité d’électricité négative dg du point M, au point M,
n’est possible que si I'on a

(eV3+0;5) — (e Vi+0,) > — "
Il en résulte que, sil'on a
(1) > eV 0y) — (e V,+ 0,) >,

aucun échange d’électricité ne pourra avoirlieu entre les deux conduc-
teurs (1) et (3); en d’autres termes, I'équilibre électrique sera établi
sur le systeme pour une infinité de valeurs de la différence

(5‘73 -+ @:;) - (_E V, -+ @l )

Le systeme est dit alors polarisé.
Un systeme n’est susceptible de se polariser que si I'on a

— &>

Il n’en est pas toujours ainsi. Supposons, par exemple, que le
corps 1 soit formé par un morceau de cuivre, le corps 3 par un mor-
ceau de zinc, le corps 2 par une solution de sulfate de cuivre et de
sulfate de zinc. Si une certaine quantité dg d’électricité positive passe
du corps 1 au corps 3, une quantité de cuivre Adg se dissout et unc
quantité équivalente de zinc se précipite; si au contraire une méme
quantité d’électricité négative passe du corps 1 au corps 3, une quan-
tité de cuivre Adg se précipite et une quantité de zinc équivalente se
dissout; les deux réactions sont exactement inverses 'une de autre;
on a donc

I’équilibre ne peut s’établir que s’il existe entre les corps 1 el 3 une
différence de niveau potentiel déterminée par I’égalité
(eVy+0y)—(eV,+0,)=¢.
Le systeme n’est pas susceptible d’étre polarisé.
Considérons au contraire un systéme composé de la maniere sui-
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vante : le corps 1 et le corps 3 sont deux masses de platine; le corps =
est de eau acidulée; si une quantité d’¢électricité positive dg passe du
corps 1 au corps 3, une certaine quantité d’hydrogene Adg se dégage
sur le corps 1 et une quantité d’oxygene équivalente sur le corps 3.
Cette réaction chimique, produite au sein d'un systeme identique au
systeme proposé, mais a I’état neutre en tout point, produirait un cer-
tain travail non compensé ¢ dg; dans ce cas, ¢ est négatif. Si, au con-
traire, une quantité d’électricité négative dg passe du corps 1 an
corps 3, une certaine quantité d’hydrogene Adg se dégage sur le
corps 3 et une quantité équivalente d’oxygéne sur le corps 1. La réac-
tion est peu différente de la premiere. La quantité &' est sensiblement
égale i ¢.

Le systeme est alors polarisable. 11 est polarisé toutes les fois que
'on a

(eVy+0;)—(eV,+ 0)) l < l < I (")

La question qui se pose maintenant est la suivante : wae systéme forme
de deux métaux et d’un liguide électrolytique étant ainsi polarisé, quelle
est la distribution de Uélectricité sur ce systéme?

Sur chacun des deux métaux, la distribution électrique est encore
donnée par cette condition que la quantité (eV -+ 0) ait la méme
valeur ¢n tous les points du méme métal; mais cette condition n’est
certainement plus vérifice & Dintérieur de I'électrolyte, puisque Ia
fonction (eV + @), dont les variations sont toujours continues, n'a
pas la méme valeur en 'un des métaux qu’en P'autre. La distribution
électrique est donc la méme sur chacun des deux métaux que si le
systeme ne renfermait pas d’électrolyte; c’est en I’électrolyte seul que
nous devons apprendre & la connaitre.

La premiére proposition que nous établirons est la suivante :

Sotent deux: points M et M odt Uélectrolyte a la méme constitution, en
ces deux: points, ou bien V a la méme valeur, ou bien la densité élec-
trique g a la méme valeur. '

En effet, soit p la densité électrique au point M et V le niveau po-

(1) Le symbole | « |, conformément & la notation de M. Weierstrass, signifie valeur .ab-
solue de a.
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tentiel au méme point; soient ¢’ la densité électriqueau point M"et V' le
niveau potentiel au méme point. Autour du méme point M, découpons
un élément de volume d¢; découpons un élément de volume v iden-
tique & dp autour du point M’; par un mouvement du fluide, échan-
ceons ces deux éléments de volume; le travail non compensé produit
aura pour valeur
d€ =¢e(p—p')(V—V)dt.

Si le fluide esten équilibre, la modification considérée est réversible;
le travail précédent est donc égal 4 o, ce qui entraine, comme nous

I’avions annoncé, ou bien

p=1y

ou bien
VeV,

Cette démonstration, pour des raisons que nous avons développées au
Chapitre 1 & propos d’une démonstration analogue, n’est applicable
que si le corps est homogene autour de chacun des deux points M et
M’, dans une sphere de rayon égal & .

La proposition précédente s’applique aux divers points d’un do-
maine fini au sein duquel I'électrolyte est homogbne; on voit que,
dans un semblable domaine, on a, ou bien

p= const.

ou bien
V = const.,

et, comme cette derniere condition entraine g = o0, onvoit qu'on peut
la regarder comme renfermée dans la premiere, et énoncer la proposi-
tion suivante :

Auzx dipers points d’un électrolyte homogene, la densité élecirique a lu
méme valeur. '

Voici maintenant d’autres résultats que nous déduisons comme les
précédents de ce fait que I'électrolyte est un fluide.

Si I'on représente par

Xdzdyds, Ydxdyds, 7dzdyds

les composantes de I’action pondéromotrice exercée sur un élément de
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volume d’un fluide, on sait que
Xdx +Ydy +Zds

doit étre, 4 I'intérieur du fluide, la différentielle totale d’une fonction
uniforme et continue des coordonnées.
Soit D la densité du fluide électrolytique en un point de I'élément

dx dy dz; soient

08 02 082
PP —I)W; —D P

—D

les composantes des actions extérieures exercées sur cet élément de
volume, Q étant une fonction de z, y, =, indépendante de la forme du
fluide; nous aurons

O
X = _p 92,
ox dx

, A% L 082
Y —— OPW —D ()“)’,
VvV Q
7 = E(J %’5 — ]) ﬁ)()—:_:-:

et I'expression

oV, v wv 0Q R 0Q
E{) ('(-)-‘;({J, -+ W[{y -+ —()—:— du) -+ D(()—_.Z [l.l» -+ ;)._}; a’y -+ ‘()—: Clu)

doit étre une différenticlle totale. Il en sera certainement ainsi si les

dOUX GXpI’OSSiO]’lS
(
D (——()Q dx -+ ()—'Q dy -+ oL d~>

oz dy 05
et
av ov av
p<:)—r dz + Wdy -+ D:;{L)

sont séparément des différentielles totales; cette condition imposée &
ces deux expressions conduit aux propositions suivantes :

1° Les surfaces d’égale densité matériclle coincident, dans un électro-
lyte électrisé comme dans un fluide a Fétat neutre, avec les surfaces de
niveau des forces exiérieures ;
2° Les surfaces d’égale densué électrique coincident, dans un électro-
lyte, avec les surfaces de nigeau potentiel.
Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VI. — JuiLLer 188y. 30
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La surface 0,, est tout entiére au méme niveau potentiel; la densité

électrique a donc la méme valeur aux divers points de cette surface.

. . oy .
S A ) ‘ y .
Si 'on désigne par p cette densité, par oN, la valeur en un point M,,
situé & U'intérieur du corps 1 et infiniment voisin de la surface 0,, de
la dérivée de la fonction potentielle suivant la normale a la surface 0,,

C ov . R
vers lintérieur du corps 1, par 5= la valeur en un point M, situé &

Iintérieur du corps 2 et infiniment voisin du point M, et de la sur-
face 0,, de la dérivée de la fonction potentielle suivant la normale & la
surface 0,, vers l'intérieur du corps 2, on a

L (VY 0V>
P=" 7%=z \ON, 7 ON,
Mais, a I'intérieur du corps 1, on a

eV 4+ 0 = consl.

On a donc

A
e Z)Fl' —— ()N‘:O(" 7'7 0)1

. , A . .
ce qui montre que je- a la méme valeur en tous les points de la sur-
face 0,,; comme il en est de méme de p, il doit aussi en étre de méme
de Y.

ON,

Ce résultat conduit & la proposition suivante :

Dans une couche d’épaisseur (h + p.) voisine de la surface 0,,, les sur-
faces de niveau sont des surfaces paralléles a la surface 0,,, si h + w est
négligeable par rapport aux rayons de courbure de la surface 0,,.

Envisageons, en effet, un point M’ situé a Uintéricur de la couche
dont il s’agit. Supposons que la trajectoire orthogonale aux surfaces
de niveau menée par ce point aille rencontrer la surface 0,, en un
point M; elle la rencontre d’ailleurs normalement, puisque la sur-

face 0,, est une surface de niveau. Calculons la valeur au point M’

IAY
ON,,
de la dérivée, suivant la trajectoire orthogonale, vers l'intérieur du
fluide 2, de la fonction potentielle.
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Au voisinage du point M, prenons sur la surface 0,, un élément su-
perficiel MM, ( fig. 4). Par les divers points du contour de cet élément,
menons des trajectoires orthogonales MM’, M, M/, ... aux surfaces de
niveau. Ces trajectoires engendrent la surface latérale d’un canal infi-
niment délié. Coupons ce canal par deux surfaces de niveau infiniment

M B My

- ’ . . An T —~ .
voisines mm,, m'm’;, dont la distance normale soit mm’ = oN. Soient

IV oV AV L S
—-, -— les valeurs de 55 au point m et au point m’;
dny,” on, IN,

o la surface de I'élément mm, ;
o’ la surface de 'élément m/m,.

Si la quantité A + p. est négligeable par rapport aux rayons de cour-
bure de la surface 0,,, il enest de méme a fortior: de la longueur mm'.
Le volume de I'élément mm, m’m/, est alors » ¢N; la quantité d’électri-
cité qu’il renferme est pw 6N, p étant la densité électrique en un point
du volume m,mm'm’,. L’application de 'un des théoremes de Gauss a
la surface fermée m,mm’m/ donne alors

Jav ov o

) — o' — [{77(.'/(1) ()N.

O, an,
Mais, si I'on désigne par r et »" les rayons de courbure principaux au
point m de la surface mm,, ces rayons étant comptés positivement
vers l'intéricur du corps 1, on a

o "1 1\ .

— T ] - —

o (" ' "/> N
et, par conséquent,

oV 9V 9V <1

l | oy N
—_— T —— — = — | ON — 4 7p oN.
on, dny,  dn, r’) ATp

7
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De 12 on déduit

ov. v fM f“ oV ( 1> SN
—_,;-:—-———47* pO\I—- = ) OIN.
N, — 0N, . w O '

Tl est facile de voir que le dernier terme est en général de I'ordre de

(7+r)<I )3;’

r

et est par conséquent négligeable devant les deux premiers. I’ égalité
précédente peut donc s’écrire

ov oV v
m—(m—[m'LA p oN.

Cette égalité étant établie, supposons que nous ayons démontré que,
jusqu’a la surface M'M’, toutes les surfaces de niveau sont paralleles
a lasurface 0,,; I'égalité que nous venons d’écrire nous montrera que
5')%& a la méme valeur en tous les points de la surface M'M, et, par con-
séquent, que les surfaces de niveau infiniment voisines de M'M/ sont
encore paralleles & 0,,. Le théoreme énoncé se démontrera ainsi de
proche en proche.

Ainsi, en résumé, 4 Pintérieur du fluide électrolytique (2), Vélec-
tricité a une densité g, qui dépend de la nature des conducteurs 1 et 3
et de leur forme, de la nature du fluide 2 et de sa forme, de la diffé-
rence de niveau potentiel H qui existe entre les conducteurs 1 et 3,
mais non du point considéré & 'intérieur du fluide 2.

A une distance / inférieure & A+ . de la surface 0,, et 4 I'intérieur
du corps 2, le niveau potentiel V et la densité électrique p ont des va-
leurs qui dépendent du niveau potentiel & I'intérieur du corps 1, de la
différence H, de la nature et de la forme des corps / qui composent le
systeme, enfin de la distance Z. Nous les désignerons par V(1, 2, /) et
par o(1,2,...,0/). On peut naturellement en dire autant du niveau
potentiel et de la densité électrique au voisinage du corps 3.
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&)
o
~a

§ II. — Conditions d’équilibre du systéme.

2. Nous allons maintenant chercher les conditions d’équilibre des
fluides qui forment le systeme. Comme au Chapitre IT de la I* Partie,
nous donnerons & ces fluides des dilatations en supposant que chaque
particule matérielle entraine dans son déplacement la charge électrique
qu’elle porte, et nous écrirons que I'on a, dans toute modification de
ce genre, 'équation (6) du Chapitre IT de la I*® Partie (t. V, p. 126),

]} n ])::Il
(2) 8%- oZ]M,)I ,—T3,)+ 6[2/\‘”00‘””—% \ (A,,,,—r—A,,,,)O,,,,]+6W+6>:‘(-)Q.
ra

p=1

Le premier membre et les deux premiers termes du second membre
ont la méme valeur qu’au Chapitre II de la I'* Partie. En vertu de Iéga-
lité (8) du Chapitre II de Ia I'® Partie (t. V, p. 127), on aici

Il =n

oZT\l,,] —~TX,)

Pt

¥
) =R ; (Z))Y’ T (()):'> (Sol\ dly, —+ gr)\ll(lf/[)
b g1 1
+ <f())_l,;‘-3 — ()-”5 (SSN._, dly,+ b(mé dfy, -+ SSNlez;,)
2 2/ !

¥y 030\ (Qon o Qan o )|
\ ()O'J T })&;) <LSON3 Cl/;m - b(),\;; (lJ;;g) 5 .
Dapres les égalités (12) et (13) du Chapitre 1T de la I'¢ Partie (t.V,
p-129), on aici

,)::l -
R N\
Y [ Z Ao Opy+ S (Apg+Aqgp) OMJ

rq
p=n

S‘Au,<k w >+LJ01\,(IOM+g[ ,2< W) wli
o

+

oN,; df,,

0\,{/(/;;

()N 3 sy,
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Enfin, en vertu des égalités (32) (t. V, p. 138), (33) (t. V, p. 138)
et (34) (t. 'V, p. 139) du Chapitre II de la I** Partie, on a

Sm—— S[(p+ @)D, -+ v,] 0N, dbo— S[(P 4 @)Dy -+ v, ] ON, dby,

— SQUP + @)Dy v, ] Nt

—

T
~
~

—S QD, +v,) \dOP——S(QDM—vq)oNadOg,

— S(szng;r 95) 6N, dly; — S (@D, vy) SN, iy

Il reste & calculer les deux termes cW et 32@(2.
Comme dans I’égalité (8) du Chapitre II de la I'® Partie, on a

S oW—“sZ(] oN — 87-\ S((;):: _()FV”> oN, dl,,
(6

1

oV oV oV IV \E
; ﬁ _— e — “[’(
S<om2 ()1\.2> O da kS(«)m " ()Ng,> N s,

v IV \? oV IV \? }
- T W N ,,( 9 T TN ('\ d ‘[“’ ’
+ S0+ v e SO, + g e

- Wl ’ \ ’ . IS . , e
le signe }a s’étendant & toutes les charges ¢ réparties & U'intérieur du
systeme.
Pour chacun des deux corps 1 et 3, le premier terme se calcule
comme au Chapitre II de la I'* Partie [ égalité (16)]. On a done, pour le
corps 1,

A% N N
(7) 32 ToN.:ﬁwSoNldOm —+ ﬁlgSm L,

et, pour le corps 3,

(5 bis) e 37 5% ON =Fu baNﬂ A3 +- {332851*3 A0z

Pour le corps 2, ce terme s’exprime d’une maniere plus complexe.
aV o
Pour ce corps, nous partagerons la quantité az‘q oN en deux par-

ties : I'une, relative & la région du corps dont tous les points sont &
une distance de la surface au moins égale & A + p; lautre, relative
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la région du corps dont tous les points sont & une distance de la sur-
face inférieure a A + ..

Soient u e, vot, wor les composantes du déplacement d'un poini
de la premibre région, ot étant une quantité infiniment petite qui a la
méme valeur pour tous les points de cette région. Pour cette région,

on aura
) )V )V ov
E oN-cpo Ol/ff(i)r - o c —+ Ezw> dx dy ds,

o, ¢tant la densité constante de I’électricité & 'intéricur de cette ré-
gion et 'intégrale s’étendant & tous les éléments de volume de cette
région. Une intégration par parties nous donne alors

ZquoN A..ap(,[S\' 2, 0, A+ 1) ON, dy,

+ b V(2, 1, ) 0N, dfy, -+ \‘ V2,3, k4 @) 6Ny by,

~——upoot‘/fjv<()” —(—‘—’ (())”>dl,(/)/(l.-

Mais on a, en vertu de I’égalité (7) du Chapitre II de la I'® Partie
(t.V, p.126),

%i;. . 3;/ - ‘Z)“’ Dy (SoNgd%o + Sam A0y, -+ SaNmoﬂ ,

M, étant le poids de I'électrolyte. Si donc on pose
2 R P()ll)?‘ are N -
(8) oy = m-;-jjj V dz dy dz,

I'intégrale s’é¢tendant & la premiere région, ou, ce qui revient au
méme, au volume entier du fluide 2, on aura, pour cette premiere ré-
gion,

s 2‘(] —~0V = [epoV (2,0, h 4 ) — &0y ] Sam AUy,
(9) - LepaV (2, 1,3 1) — £565] NoNa

+ [epgV (2, 8,1 + ) — 695, ] §aNa s

Les quantités p,, V, N, qui figurent dans cette formule dépendent
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de la forme du systeme, de la nature des fluides qui le composent et
de la différence de niveau potentiel qui existe entre les fluides 1 et 3.

Pour calculer la quantité an%‘N—[ oN relative a la seconde région,

nous examinerons d’abord les parties de cette région qui sont voisines .
de I'une des surfaces 0,,, 0,;, de la premiere par exemple. Pour cette
partie, nous aurons

PAEN b OVi(o, 1, 1)
sEquN:——EL[ p(g"’Z)leS()N‘ldO”'

0
Posons
pl2, 1,0 = -,—I—EAG)(Z, 1,0 +p' (2,1, 1),
QT

OV(a,1,0)  100(2,1,()

37 =z 07 “+ 3 (2, 1, ).

Soit, suivant la notation employée en I'équation (15) du Cha-
pitre IT de la I'* Partie (t. V, p. 132),

e Q
Ba= 7 A0(s, 1,220 0

dl
hme ) ol ’

et soit, en outre,

y ; L A
“"“:—E AO(2,1,)T(2,1,0)dl
) 0
(10) ¢ ,‘;..HL()@(O 1 0) W b
’ +[ ___;;l_’_’_p’(z,l,l)dl—a/ p'(2, 1, ()3 (2, 1,1)dl.
i 0

o

Nous aurons, pour la partie considérée du fluide 2,

V o ]
(r1) 52(/%\—0\ :(@2,-{—'\5521)S&Nﬂl/jm,

la quantité §,, ne dépendant que de la nature que les fluides 1 et 2
présentent loin des surfaces terminales, tandis que la quantité a,,
dépend de la nature des fluides qui forment le systeme, de leur forme
et de la différence du niveau potentiel entre les fluides 1 et 3.

De méme, pour la partie du fluide 2 voisine de la surface 0,,, nous
aurons

. A%
(11 bis) equ—No“N:(@%-{—qibn) SBN2 d0ys.
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Invisageons maintenant la partie du fluide = voisine de la surface
0,,. Dans cette région, la distribution électrique nous est entierement
inconnue; en deux points équidistants de la surface 0,,, la densité
électrique et le niveau potentiel peuvent avoir des valeurs différentes;
I'intégrale

Kt oV
(12) -32:——5[ p?)—[d[

a, engénéral, des valeurs différentes aux divers points de lasurface 0,,.
On a, pour la région considérée,

,
(13) sEq%ﬁN:SAQ 5N, .

En vertu des égalités (q), (11), (11 bis) et (13), on a, pour toutes les
charges réparties & U'intérieur du eorps 2,

IV .. , - _ o~
CE(/%I\T ON == S[ep(, V(2,0, % 4 1) — 2Dy, ] 0N, dly,
(14) ! -+ [epo V(25 1, 1) — 200y 4 By ‘”’m]S’}‘»\:z A0

- Lepa V(2 3, % 2) — & My~ Bag -+ Uy ] Saj\; .

D’apres les caleuls effectués au Chapitre IT de la ' Partie (t. V,
p- 133), nous avons

e S< v ()-;,_>;6NL A9, S(V’U“' B1oA - 2meAT) AN, 0,

8w ON; T ON]]
. V WV \2. \ oy A
(1) S%_— S(;;—)q- -+ (;V' > INy dlyy = S('/zo‘*‘ Oa0 A ~F 22 A?) 0N, d,,,
T Ny Ny
Vv oV \ % - 0y AN
851; S (5()‘\}" -+ ;)2'—,> ONy dfyy = S('/:m ~+ 039 A + 27 A%) Ny dly,.
iNg Ny

En chacun des points de la surface 0,,, la densité électrique a une méme
valeur &,, qui dépend de la nature des fluides qui composent le sys-
teme, de leur forme, de la différence de niveau potentiel H qui existe
entre les deux fluides 1 et 3. On a alors

= 4 v \ 2
(Ib‘) ,:’,.S(é)_\s_ — .(-;?%) 6Nld012:2ﬁ5“1?2 6N1 (10‘2
Ny Ny

Ann, de I’Ec. Norm. 3° Série. Tome VI. — Aovr 188g. 31
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et de méme
(16 bis) & S (% + d%‘;)'am Ay = ameR2, Q6N; db,,.
3

Les égalités (6), (7), (7 bis), (14), (15), (16) et (16 bis) donnent,
pour tout le systeme,

oW = S({im— V10— 010 A — 272 A?) 8N,
+ S(B,.m—— Y30 — B30 A — 2.1 A2) ON, iy,
(17) + S [eoV (2, 0, k4 p) — €90y 5y — 20— 820 A — 2 e A2| AN, /0y,
- [epo V(25 1, h = ) — €90~ Bay - Uhyy —+ 9.TrefRf2]Sr)N2 A0,
+ [epa V (2, 3, h =+ 1) — e g+ Byg —+ Ubgy -+ 2meR2, ] SJN2 Ady,.
Il nous reste enfin 4 calculer, pour tout le systeme, la quantité

3y 0g = q3d0.

Pour les charges réparties a I'intérieur du corps 1, en vertu de I'éga-
lité (24) du Chapitre IT de la I'* Partie (t. V, p. 135), on a

= %;—1 (\SSNI 0+ QN d/jm)

(8) +C”§ﬁ <Sr3N1d0“,—|- Qaw, d91,>

- g (S, dosg-+ QN s+ Qon, 492,,)

De méme, pour les charges réparties & 'intérieur du corps 3, on a
S ge0= cso%ﬁ <SaN3 g+ QoN, 4032)

(18 bl.s) ( 4= C32 ]%_'% <SaN3 dgao -+ SaN;; d932>

9 . .
s 2 (Som Ay + SoN2 0y, + S oN, 51023>.
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Pour les charges réparties sur la surface 0,,, on a, en vertu de I'éga-
lité (28) du Chapitre II de la I*® Partie (t. V, p. 136),

\ 9
(19) 2‘/50:1‘10—&%‘“‘1%(8“1(10”"' SaNid%),
1

et de méme, pour les charges réparties sur la surface 0,,,

(10 bis) 2(1 6@:%(831 3d930+SaN3d932>-
3

Evaluons maintenant la quantité

Zf/r)@

pour toutes les charges réparties & I'intérieur de I’électrolyte 2.

Examinons, en premicr lieu, dans cet ¢lectrolyte, la région dont tous
les points sont & une distance des surfaces limites supéricure & A+ p.
En tous ces points, la densité électrique a une méme valeur g,, © une
méme valeur ©,. On a donc, pour cette région,

Eq 00 = p, %%’ 852/:[/‘51‘7: dy ds.
Si nous posons

(20) DE;:I\%-‘; g%t/:/:fdxdyds,

nous aurons, pour la région considérée,

(21) Sg50.= <SaN2 oo+ S N, oy + § 0N, 51623>.

Iixaminons en second licu la région du corps 2 voisine de la surface
0,,. Pour cette région, nous aurons ‘

Tt
2(16@—.—: U”f p2,1,1) [00(2’ LD 0oy -+ 90(2,1,0) 672] dl.

o ()Ul ()72

Si ’on remarque que 'on a

I
4e

e(2,1,0)= AO(2,1,1)+p'(2,1,1)
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et si l’on pose

: b0 [T 00(2,1,/()
@, — 12 ' 2ty
g . M, 0 o (2,7,4) d7, “

0, [TV 20(2,1, 1)
"9,, J— - 9, l/,
( :2.1—‘1\,12\/0‘ P(Q’Iyl) ()0_2 4

(22)

en vertu des égalités (23) du Chapitre IT de la [* Partie (t. V, p. 135),
on aura, pour la région considérée,

IS 0 9 5 ~ AN ‘ ~:
s a0 = (:21 i Q‘21> <SON2 Ay + Srm iy, + SN, 4923>
/ 91‘2 5 N ANT
+ <~n2, M, ~+ QQ,> (SoN1 dhyy -+ Som dlys ).

De méme, pour la région du corps 2 voisine du corps 3, on a

Z{] 00 = '<Zz:g 1%[“ -+ l};’.23> ( S ON, o+ SaNz Ay~ S'}Nz (/0.”>
(23 bis) | ! /
H -+ ('flz:y i_il -+ Qﬂ:s) <S'3N3 Al + S 9N, ém:m) .

La région du corps 2 voisine de la surface 0,, fournit une certaine

quantité
2 q 00.
Posons

Kt )0
24 I Y -.L .(._
(24) M, ‘[ Jdoy dt,

quantité qui aura une valeur différente, suivant la position qu’occupe
sur la surface 0,, 'élément d0,, que I’on considere, et

(23)

—
N
Tt

~—

By= Ss; dbyos

nous aurons, pour la région considérée,
(26) N g0 =5, ( Qo o+ Son, dn, + § o, czag,,) .

Pour les charges situées sur la surface 0,, méme, en vertu de I’éga-
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lité (28) du Chapitre IT de la I Partie (t. V, p. 136), nous aurons

‘ 0" -+ 0) ) \ AN
(19 ter)  q00 =" n °(SoN2d020+SoNgd%,—}—Sol\'nggg).

Pour les charges distribuées sur la surface 0,,, si I’on pose

! _d@(z I, 0)
(0,—) . 5 ()'51
27
( Mgy = L% (_’__0)
on a
5 Eqr)()“‘ —\—Jl\’l(l)“ <SON dfyy—+ SON dop>
(28)

Moy Qs N N o
- el (S)N A0y + SoNﬂ /. S"Ni (zo_zc,>.
Ny

De méme, pour les charges distribuées sur la surface 0,,, nous

3 ~ 2 () oy N\
g z 700 = R”]{l‘;w <SON3 Ay -1- SON3 (ZO;;2>

Ny Qs ] -
L (SSNngM—*— S SNy dly, + S ONy by ).

4urons

En vertu des égalités (18), (18 bis), (19), (19 bis), (19 ter), (21),
(23), (23 bis), ()(») (28), (28 bis) du présent Chapitre, si 'on pose

Cm 10+ CwOw 02 L£01Q12
= Moy == ==
= M, RIS ¥ A

30050 = 32030 0, £ 530,
R— ~_=;m 30 32732 32 23 W32
s = M, e Ry M, Ty,

1 0 +'ﬂ.20 . j 2 ~
Gy == ”’E‘_IE’IH Cm ,\ 2 Loy I\i + 0%, +

2

oo Qoo+ 14 Oo Noy Qg Mgy Q4
y 20 2071 [F20 V20 2112 23 W32
(9’9) +(r21+1123 e »-#.1\1) - -+ E\IZ N

. f)p/)m-}— f);quo . J12 o
o T e —— Py o n) P "30
&= T, g +§lM Gy e

hay Qop -+ 20 010 Mg Qa~+ Mgy Qye

@ Q..
-+ i21+ ’P’.H \12 -+ ]u-)

— 21 Qo _ 1();1

M, M
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nous aurons, pour le systeme tout entier,

21Q 9 N
620{]:+ <XL + Qo+ S LU wiLReL) ‘-m;l_l il jm> SON1 dd,,

250 Q 7 .
+ <Z3 -+ st’i— W) SaNJ d930
3

(30) + 0y SaN2 by,
+ ('52 —9,— w> S,}l L dfy,
> M,

P
(Ez - Q_"% )\30 0'*%;&‘_"_1_’9) SaNz dosz-

3
En vertu des égalités (3), (4), (5), (17) et (30) du présent Cha-
pitre, I'égalité (2), qui va nous donner les conditions d’équilibre,
prend la forme suivante :
\ oY, 021
5 E(dcl 051> A‘°<R1 >+P+9D1+u1+ v

N ) ~+ f10F10 ] o
+610_710.—010 A—*ZTEE A2+ XI+Q21 L%\z[ﬂﬁ.l )Nl dOlu
1

)Y 0X
+SLE<( 3 I' 3) Ago( B )+P+QI)3+V3+V,

dao, do
\ Ou0 1 &
+Bao— V30— 0500 —2me A*+ Y+ Doz + )L—h%ﬁ‘su] ON; diy,

[ /0Ys . 03,
+S_E<()o'2_r()a-12> Ago(l{‘) R >+p+9 Dz‘i"qjﬂ“*‘\)z

4200V (2,0, A+ ) — &0y + Fy— yg0— 039 A — 2T A2+ (,Jg] dN, db,,

Ny 0% oy 105,
+S[E<()GD Fda2> E((E E)*Q(DZ‘D”

+ (App+Ay) ('R‘ -+

R_'> *’(‘!J2—'th)""(’12—V1)+5P0V(74>1’7\+{-’-)

— eIy + Py + by +2MERE, + 5 — Doy — 2‘_12.9_1_01;/[1”‘_"6’_"] 0N, diy,
1
Y, 03, oY, 0%,
S[E(()% 052> —E (0_—3 . 55—) Q(DQ D.)
+ (A —+ As;) <E -+ R’r') + (g —b3) + (v,— v;) + epo V (2,3, A+ )

, A 20 030 1
— &g+ Pog+ Vg + 2MER L + £y — D gy — LQ%%'_E_EL@] N, df,, = o.
3
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Si 'on remarque maintenant que tous les ¢N sont arbitraires, on
voit que I'on doit avoir :
° En tous les points de la surface 0,,,

oY, ()
(35) SE<0m T50) + A () + P @D e b
( X1 Qm‘I‘ Hlngm .

__'/10—'510A—2TC5A2+'/.1+Q21+ M =
1

et une égalité analogue en tous les points de la surface 0,,.
2° En tous les points de la surface 0,,,

()Y m ().m
(33) r<()7=7 ! N > Az (R» > + P+ QDy+dy+v,

+epy V(2,0, 4+ p) — e+ 152— Yao— O2pA — 2me A2+ wy=o0.

39 En tous les points de la surface 0,,,

. v
}<£ _ 1‘)_‘:_2) _r<’“ T 0‘*) +Q(D,—D,)

oy o, Jo,
q I
(54) (A19+A91)<I{2 l{2>+('*IJ2'—4J1)+(V2'—V1)+8P()V<2,I,)*+‘U-)
Js
— ey — Py Vb + 2MERE, + £y + Dy — )1_09_10_%‘_&&!12 — o,
1

et une égalité analogue aux divers points de la surface 0,;,.
Telles sont les conditions d’équilibre que nous voulions obtenir.

III. — Conséquences des conditions précédentes. Interprétation
des phénoménes électrocapillaires.

3. Cest sur la derniere de ces conditions, sur 'égalité (34), que
nous porterons maintenant notre attention.

Si I'on réunit sous le symbole C une somme de quantités qui toutes
ont une valeur unique pour tous les points de la surface 0,,, cette éga-
lité devient

(A‘2+A2‘)<1{ + = >—+—Q(D2—D y=C

Sous cette forme, on reconnait sans peine I’équation donnée par
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Laplace pour la surface de séparation de deux fluides soumis & des
forces extérieures qui admettent une fonction potentielle Q. On peut
done énoncer le théoréme suivant :

Dans un systéme formé de fluides conducteurs et d’électrolytes polar:-
sés, la_forme de chacune des surfaces de séparation vérifie toujours [ équa-
tion aux dérivées partielles de Laplace.

Si 'on continue & donner le nom de constante capillaire au coeffi-
cient qui, dans cette équation, affecte le bindome des courbures, on
voit que :

La constante capillaire propre a la surface de séparation d’un fluide
conducteur et d'un électrolyte dépend exclusivement de la nature que cha-
cun des deux fluides présente, & U'état neutre, loin des surfaces termi-

. nales; elle est indépendante de la grandeur et de la forme des fluides ou
de leur surface de contact, et de l’ c’ta[ d’électrisation du systéme.

Mais il n’cn est pas de méme de la quantité C. Cette derniere dépend
de la différence de niveau potentiel qui existe entre les fluides con-
ducteurs, et ¢’est par cette variation que doivent s’expliquer les phéno-
menes électrocapillaires.

Sinous reprenons, par exemple, 'électrometre capillaire de M. Lipp-
mann sous la forme qui a été représentée dans la fig. 3, et si nous
supposons que les deux fils F et F' soient maintenus & des niveaux
potentiels différents, nous verrons que, en un point de la surface
plane 8,5, on a, en vertu de I'équation (32),

Y, .03
o I() )P+ Dy ga 4+ Y4y B
: . 09’1 doy
(32 bis)

2100Q 0
, — 10— 019 Ay— 2Te AT 4y ++ Dy + -2 om0t Brohe

t Nll

En un point de la surface capillaire 0,, on a, en vertu de I'équa-
tion (3;’;),

oY, 0% oy 0%,
F(()Un 107>> —E <0o—1 l.'() >+(D2-—D )83
(34 bis) + (A + Agy) (ﬁ + 1’:—'> + (=) + (va—vy) +epg V(2, 1, b+ )

lQO’*" [J-lnoul —0
M, T

— 0y By + Wby + 2eRE, + Ly — Dy —
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En un point de la surface plane 0,, on a

oY, 0%, s ,
r< P ‘~>—E(gif——'['i—"‘>+(l)2—l)13)g:23

0oy WER J7y Jdoy
(3h¢ter) s = (bs—dy) + (v, —vy) +2po V(2,3, 2+ )
_ . 2300Q T
—_—z sz -+ ﬁ‘.’.-‘l . 1;},23 . 27753;1;-;2 -+ E_g— {223 — _'m_‘}i)__;;:_l_'o__ﬂ —_0
Iy

Enfin, en un point de la surface plane 0,,, on a

(2 7%

: do, 0oy ) + Py -+ Dygzy+ by vy —+ By,

(32 ter) s 50 p
hao Qao = g0y
— Y30 O30 Ay — 2T A 4 7y + Dy + “"}“()“‘J‘OM“L"‘“{" = =o.

»
B

.

Si nous ajoutons membre 4 membre les quatre équations (32 bis),
(34 bis), (34 ter), (32 ter), apres avoir changé le signe des deux der-
nieres, et sinous remarquons en outre que, d’apres 'identité de nature
des fluides 1 et 3, on a

Dl — I)ZH
Y10 == Y305
.
giu w1230
@21 = ﬁg:n

N N
019 = 0309

nous aurons la relation

P,—Py+ Dig[( S10— S12) — (530— 5:12)] 4+ Dog (51— 332) — (Ss—71)
33)]  +(Ant+Aw) (H + [—{‘T) — 810 (A, — Ay) — 27 (A} — A})

Vo = hey—hy, +epg[V(2,3, ) — V (2, 1, A+ p)] + ame (N2, — RE).

Le second membre serait égal 4 osi le systeme était uniquement formé
de conducteurs laissant passer I'électricité sans électrolyse, en suppo-
sant d’ailleurs I'électricité en équilibre sur ce systeme. Dans le cas
actuel, au contraire, ol ce systeme renferme des électrolytes, tous les
termes de ce second membre dépendent de la différence de niveau
potentiel que I'on établit entre les deux masses de mercure. C'est par’
la présence de ces termes que s’expliquent les propriétés de I'électro-
metre capillaire. Malheureusement, I'extréme ignorance ol nous
sommes des lois de la distribution de I'électricité au sein d’un électro-
Ann. de UFc. Normale. 3¢ Série. Tome VI. — Aout 188y. 32
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Iyte polarisé ne nous permet point de préciser davantage la forme
des fonctions qui figurent au second membre de I'équation (35) et de
pousser jusqu’au bout I'examen de ces propriétés. Cette ignorance,
toutefois, n’empéche pas de retrouver la réciprocité signalée par
M. G. Lippmann entre la variation que subit la différence de niveau
potentiel des deux masses de mercure lorsqu’on exerce une pression
sur I'une d’elles, et le mouvement que prend la surface capillaire lors-
qu’on fait varier cette méme différence de niveau potentiel; et I'on ne
doit pas s’étonner que cette réciprocité se retrouve aussi bien dans
notre manitre de voir que dans celle de M. G. Lippmann, car clle
n’est au fond qu'une conséquence immédiate de ce fait qu’il existe
" pour le systeme un ¢état d’équilibre stable.

§ IV. — D'une classe de phénoménes que l'on a confondus
avec les phénoménes électrocapillaires.

4. 11 existe une classe de phénomenes rangés par M. G. Lippmann
dans la méme catégorie que les phénomenes précédents, sous le titre
de phénoménes électrocapillaires, et qui nous semblent cependant de-
mander une autre explication que ceux que nous venons d’étudier.
Voici comment M. G. Lippmann (') décrit 'expérience fondamentale
dans laquelle se manifestent ces phénomenes :

« Deux verres, contenant tous les deux du mercure recouvert par
de 'eau acidulée, sont placés 'un & coté de Pautre; ils sont mis en
communication électrique 'un avee P'autre au moyen d’une méche de
coton ou de papier a filtrer; les deux masses de mercure peuvent étre
mises en communication avec I'extérieur au moyen de fils de platine
qui ne touchent pas I'eau acidulée.

» On met ces fils en communication avee les extrémités du fil d’un
galvanometre; cela fait, on incline 'un des deux verres. Aussitot I'ai-
guille du galvanometre est déviée, indiquant un courant qui va i tra-
vers le liquide du verre penché vers le verre resté droit.

» 81, au lieu d'un galvanometre, on emploie un électrometre, cet

(1) G. LieeMANN, Relations cntre les phenoménes électriques et capdlaires.
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»

instrument indique que le mercure du verre penché est électrisé néga-
tivement par rapport au mercure du verre resté droit.

» Cette électrisation se dissipe avec le temps.

» Si, apres avoir incliné le verre, on le redresse immédiatement,
électrisation disparait aussitot. La tension électrique varie d’ailleurs
tres régulierement avee U'inclinaison du verre.

» Au lieu d’incliner I'un des verres, on peut augmenter la surface
du mercure qu’il contient en déprimant cette surface; on y plonge,
par exemple, Uextrémité d’une baguette de verre, de bois ou de papier.
Il n’est pas nécessaire d’employer un galvanometre sensible. »

Le caractere qui distingue tout particulierement le phénomene ainsi
déerit par M. Lippmann des autres phénomenes qu’il anommés électro-
capillaires, ¢’est que le premier ne consiste pas, comme les seconds,
dans la création d’un ¢tat permanent, mais bien dans la production
d’un régime variable ; Uélectrisation ainsi produite, dit M. Lippmann, se
dissipe avec le temps.

M. G. Van der Mensbrugghe (') a donné du phénomene que nous
venons de décrire Uinterprétation suivante : Lorsqu’on incline I'un
des deux verres, la variation de Paire de la surface de contact du mer-
cure et de 'cau acidulée entraine un phénomene thermique qui fait
varier la température de la surface. L’ensemble des deux verres forme
alors un véritable couple thermo-électrique. « M. Lippmann ajoute,
dit M. Van der Mensbrugghe, que I’électrisation se dissipe avec le
temps; cela est tout naturel, puisque le courant ne provient que d'une

différence de température. »
M. Van der Mensbrugghe a indiqué quelques développements ma-
thématiques sur cette maniere de voir. Il nous est facile, en partant
des principes posés au Chapitre I, de suivre ici des considérations ana-
logues.

Si U désigne I’énergie interne, S 'entropie, T la température absolue
d’un systeme, si 'on pose

F=E(U —TS),

(1) G. VAN pER MENSBRUGGHE, Application de la Thermodynamique a U ctude des va-
riations d’cnergic potenticlle des surfaces liquides. — Conséquences diverses (Bulletin de
U’ deademie de Bruxelles, 1 Partie, L, LI, p. 777; 1876).



252 P. DUHEM.

la quantité de chaleur 3Q dégagée par le systeme dans une moditica-
tion infiniment petite, dans laquelle les forces extéricures n’effectuent
aueun travail, a pour valeur
. oF
“():——Ao\(ﬁ——T—r, .
o ‘ BJ
Si la transformation est réversible, les conditions d’équilibre sont

réalisées a chaque instant; si, de plus, elle est isothermique, on a &
chaque instant

~

oF=o
et, par conséquent, )
~y A a9F
0Q=—ATo ;jT
Supposons le systeme formé de conducteurs électrisés, sur lesquels
I’équilibre électrique est établi. On a alors
= 3 my N\
F=E(Y ~T2)+ W+ ¥ 0q,
les lettres ayant la méme signification que dans I’égalité (4) du Cha-
pitre IT de la I** Partie (t.V, p. 124).
D’aprés I'égalité (5) du méme Chapitre et I’égalité (15) du Chapitre |
(t.V,p.119), on a

]7:” p:"
F= P EM, (Y, —TE) + Y Aplp-t 3 (Apg+Agp) 0y
p=1 p=1 pa
p=n
-+ 2 |:(051,0—|— “,ﬂo) 0[10 -+ 6 ([)’ 0,0) S A drjpo] -+ E (apq“!‘ a(/[)) 0[)!/ + W.
rq
p=1

D’apres cette expression de #, il est facile de voir que 'on aura 'ex-

pression suivante de —()—i :
0T
. p=n p=n
0F 0 0 P
5T = EEM,, 53 r—T2p) + 2 5T (Apo = %po =+ o) Upo
p=1 p=1
p:fl

N 20(p, 0,0) 2
+ 2‘ TTTOT S Adlpo+- Zm T (Apg+ Agp =+ cpg =+ 94p) pg-

p=1
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Ceci posé, supposons que les forces extérieures qui agissentsur le sys-
teme se réduisent & des pressions normales appliquées aux divers élé-
ments de la surface qui le limite. Supposons que cette derniere
demeure invariable en toutes ses parties, tellement que le travail
externe soit égal & o, et que de plus I'aire de chacune des surfaces 0,
soit invariable. Imposons alors au systeme les déformations et dilata-
tions compatibles avec ces restrictions. La quantité de chaleur déga-
gée 6Q aura pour valeur

50 = — AT 85
[y

p=n

-7 ZM,, e —T3,) 6z,

p=t1

BN 0* P e
— AT leq [()l‘ () (A/){/+ Ar/[) ™ //u/+ ar[/l) 0g ), -+ DT(——)O',/ (A/)f[ + A’/I’ + 1IW+ "x’ll’) ("7'/‘ 0/"/

— AT 2 57 (Apg Ayp+ 2+ 2gp) 00,
e

Cette quantité de chaleur peut se partager de la facon suivante :
1° Dans chaque élément de volume dy, du systeme est dégagée une
quantltc de chaleur
I

— e (Y, — T2 )0 (dy,).
()ngl’(Y,, IX,)o(dvp)

2° Au voisinage de chaque élément 40, de I'une des surfaces qui
sépare deux fluides du systéme est dégagée une quantité de chaleur

R 02 i
‘”“%[()1‘ (Apg+Ayp—+otpg—+ ayp) 055 + === i) (A,,,,+ Agp+ (/,,,,—i—.x,,,,)(m,,J

J
-+ ;ﬁ,(A,,,,—i— Agp+ dpg+ oqp) <“ q)o\,/grh,,,,
Sil'on suppose que le volume spécifique de chacun des corps p et ¢
demeure invariable, la chaleur mise en jeu dans le phénomene consi-
déré se composera simplementd’une somme d’autant de termes égaux a
0

— AT — (Apg+ Agp -+ dpg+ %gp) < !

Bpq
JT R, 1{,,>°N Dy

qu'il y a d’éléments dans la surface 0,,. Cette chaleur mise en jeu fera
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varier la température de la surface 0,, et provoquera ainsi les phéno-
menes thermo-électriques au moyen desquels M. Van der Menshrugghe
a expliqué I'expérience de M. Lippmann décrite ci-dessus.

Toutefois, on doit remarquer que cette explication, qui serait la
seule possible si les fluides en contact étaient tous deux conducteurs,
peut fort bien ne pas étre la seule lorsqu’un des deux fluides est un
électrolyte; le phénomene observé par M. G. Lippmann peut alors tenir
i ce fait que 1'état d’électrisation d’un électrolyte polarisé dépend de
I'étendue et de la forme des surfaces qui le limitent (*). Il convient de
réserver toute conclusion a ce sujet jusqu’au jour olt nous serons mieux
renseignés sur la distribution qu’affecte I’¢lectricité sur un électrolyte.

Conclusions.

Les principes par lesquels, dans un autre Ouvrage, nous avions
cherché & rendre compte de la différence de niveau potentiel qui sub-
siste durant I’état d’équilibre entre deux conducteurs contigus nous
ont permis, dans un précédent Mémoire et dans celui-ci, d’arriver &
quelques résultats nouveaux dans I'étude de la pression électrique.
Cette étude, faite en détail, d’abord pour les systemes formés de con-
ducteurs sur lesquels P'électricité est en équilibre, puis pour les sys-
temes formés de conducteurs parcourus par des courants permanents,
enfin pour les systemes qui renferment des électrolytes, nous a fourni
une théorie nouvelle des phénomenes dits electrocapillaires. Nous avons
vu que ces phénomenes ne peuvent se produire au sein des systemes
qui ne renferment que des conducteurs, si I'équilibre électrique est

(1) Leprésent Mémoire était déja rédigé lorsque, dans la séance du 20 mai 1887, M. Pellat
a communiqué & la Société de Physique une explication du phénomene découvert par
M. Lippmann, explication analogue & celle que nous indiquons ici. « C’est la un phéno-
mnéne découvert par M. Lippmann, dit M. Pellat, et dont I'explication n’est pas douteuse,
aujourd’hui que nous connaissons V'existence des couches électriques doubles; le circuit
étant fermé, la différence de potentiel entre I'cau acidulée et le mercure est constante; si
I'on fait varier I'étendue de la surface de contact, on est dans le méme cas que si 1'on faisait
varier I'étendue des armatures d'un condensateur maintenant constante leur différence de
potentiel : la variation d’étendue entrainerait un courant de charge ou de décharge. »
(Séances de la Société francaise de Physique, 1887, p. 130.)
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établi sur ces conducteurs. Si ces conducteurs sont parcourus par des
courants permanents, le syst‘eme présente des phénom‘encs analogues
aux phénomenes électrocapillaives. Mais les véritables phénomenes
électrocapillaires ne se produisent qu'au sein des systemes qui renfer-
ment des électrolytes polarisés : ils sont dus a la différence qui existe
entre la distribution de I’électricité en équilibre sur un conducteur et
la distribution de I’électricité en équilibre sur un semblable électro-
lyte. Le défaut de connaissances touchant cette distribution vient seul
limiter I'étude analytique des phénomenes électrocapillaires.

Nous aurions pu simplifier un peu cette étude en admettant, comme
on le fait en général, que le niveau potentiel est constant & Iintérieur
d’un électrolyte en équilibre; mais nous avons préféré n’introduire
aucune hypothese contestable.

Quelque incomplete que soit jusqu’ici cette étude, une conclusion
peut, des maintenant, en étre dégagée de la maniere la plus certaine :
I"interprétation des phénomenes observés par Draper n’estpas celle que
M. G. Lippmann a donnée; la constante capillaire relative i la surface
de séparation de deux fluides a une valeurindépendante de leur ¢tat d'¢-
lectrisation; plus explicitement, lorsque I’¢quilibreélectrique est établi
sur un systeme de fluides électrolytiques ou non, la surface de sépara-
tion de deux fluides quelconques est toujours déterminée par I'équa-
tion de Laplace; le coefficient du binome des courbures dans cette
¢équation dépend uniquement de la densité et de Pétat des deux fluides
en contact et nullement de P'état d’électrisation du systeme. Mais, si
I’un au moins des deux fluides est un électrolyte, la quantité qui forme
le seeond membre de cette équation, quantité qui a la méme valeur en
tous les points de la surface considérée, est une fonction de I'état d’é-
lectrisation du systeme, et ¢’est par la que s’expliquent les phénomenes
dits électrocapilaires.

Ainsi les phénomenes en question peuvent s’expliquer au moyen
des seules lois connues de I'Hydrostatique et de U'Electrostatique, sans
faire intervenir aucune propriété électrique nouvelle de la matiere,
aucune variation inexpliquée de la constante capillaire. C’est, nous
semble-t-il, le grand avantage de I'application de 'analyse aux phéno-
menes physiques, de réduire au minimum le nombre des lois premieres
et irréductibles. Au contraire, le physicien qui prétend se passer du
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secours de I'instrument mathématique est aisément conduit & imaginer
une propriété nouvelle de la matiere toutes les fois qu’il a & expliquer
un phénomene quelque peu étrange et dont les liens avec les lois déji
connues sont assez complexes pour ne se point laisser débrouiller par
le raisonnement privé de son arme la plus siire et la plus pénétrante.



