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SUR LA
PROPAGATION DES ACTIONS ELECTRODYNAMIQUES,

PAR P. DUHEM,

Professeur a la Faculté des Sciences de Bordeaux.

INTRODUCTION.

Le présent travail fait suite au troisitme Volume de nos Lecons sur
UElectricité et le Magnétisme et aux divers Mémoires, relatifs a I'Electro-
dynamique, que nous avons publiés dans les Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse. 1l a pour but, comme les recherches dont nous
venons de parler, de relier entre elles, d'une maniére entiérement logique,
les découvertes les plus récentes faites dans le domaine de I'Electrodyna-
mique, en particulier par Maxwell et par Helmholtz. Ce sont les idées fon-
damentales de ce dernier physicien que nous suivons, a ’exclusion des
doctrines nouvelles introduites depuis quelques années dans I'étude de
Pélectricité.

Parmi les conséquences du travail que nous publions aujourd’hui, il en
est une sur laquelle nous voulons attirer l'attention; elle concerne la
théorie électromagnétique de la lumiére.

La théorie de la lumiére, qui, depuis Young et Fresnel, a possédé la
faveur des physiciens, est la théorie qui attribue la lumiére aux vibrations
transversales d’un corps élastique hypothétique, I’éther. On sait que cette
théorie se heurte a des difficultés insurmontables lorsqu’elle se propose de
traiter la réflexion et la réfraction de la lumiére.

La théorie de I'élasticité permet aisément de traiter le probléme de la
réflexion et de la réfraction, a la surface plane qui sépare deux milieux,
d’une onde incidente plane propageant des vibrations transversales.

Quand les vibrations incidentes sont perpendiculaires au plan d’inci-
dence, le mouvement réfléchi et le mouvement réfracté se composent
chacun d’une onde plane unique propageant des vibrations transversales
normales au plan d’incidence; les lois des vibrations réfléchies et réfractées
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s'expriment par des formules semblables & celles que Fresnel a données
pour la réflexion et la réfraction de la lumiére polarisée perpendiculai-
rement au plan d’incidence.

Mais, lorsque les vibrations incidentes sont dans le plan d’incidence, les
lois de I'élasticité montrent que le mouvement réfléchi et le mouvement
réfracté ne peuvent plus, en général, étre composés de vibrations exclusi-
vement transversales, en sorte que ce cas ne peuts’accorder avec les formules
de I'Optique. Ce désaccord suffit, en bonne logique, pour faire rejeter
I'assimilation de la lumiére aux vibrations transversales d'un solide élastique.

Il était naturel de se demander sila théorie électromagnétique de la
lumiere se heurtait a des difficultés analogues, ou bien, au contraire, si
cette théorie donnait, pour la réflexion et la réfraction d’une onde électro-
magnétique plane propageant une perturbation transversale, des formules
analogues a celles qui régissent la réflexion et la réfraction de la lumiere.
Si ce dernier cas se réalisait, la théorie électromagnétique de la lumiere
aurait, sur la théorie élastique, un grand avantage.

Maxwell n’avait pas traité le probléeme de la réflexion et de la réfraction
des ondes électromagnétiques a la surface de séparation de deux milieux.
Ce probléeme a été traité pour la premiére fois par M. Potier, dans une
Note (') adjointe a la traduction francaise du Treatise de Maxwell.

M. Potier arrivait & cette conclusion que les formules, qui réglent la
réflexion et la réfraction des ondes électromagnétiques planes a la surface
de séparation de deux diélectriques, coincidaient avec les formules qui
expriment, selon Fresnel, les lois de la réflexion et de la réfraction de la
lumiére a la surface de séparation de deux substances transparentes. Les lois
de la réflexion d'une onde électromagnétique a la surface d’un conducteur
s'exprimaient au moyen des formules de la réflexion métallique indiquées
par Cauchy. M. Potier ajoutait : « L’identit¢ des formules déduites de la
théorie de Maxwell avec les formules vérifiées par I'expérience, en ce qui
concerne les vibrations lumineuses, est un argument de grande importance
en faveur de cette théorie. »

La solution, donnée par M. Potier, du probléme de la réflexion et de Ja
réfraction des ondes électromagnétiques a ¢té acceptée par la plupart des
auteurs. En particulier, elle a été reproduite par M. Volkmann (?).

(1) Tome II, p. 507.
(%) YoLkMANN, Vorlesungen iiber die Theorie des Lichtes, p. 298.
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M. Volkmann ajoutait : « Les conditions aux limites de la théorie électro-
magnétique, a 'instar de celles que fournit la théorie de Mac Cullagh, ont
un avantage sur les conditions aux limites acceptées par la théorie vibra-
toire de la lumiére; elles résultent directement de principes mécaniques,
sans avoir a faire appel a des conditions accessoires particuliéres. Nous
devons en conclure que la théorie électromagnétique de la lumiere I'em-
porte sur la théorie élastique. »

Mais les conditions aux limites adoptées par M. Potier, par Hertz, par
M. Cohn, par M. Volkmann, avaient été établies en s’appuyant sur des
propositions douteuses et sujettes a litige de Maxwell, ou de ses continua-
teurs, tel que M. Poynting; ces conditions étaient donc fort douteuses et il
nous a paru nécessaire d’en reprendre la démonstration. Nous avons été
ainsi conduit, foujours dans les idées de Helmholtz, a remplacer ces con-
ditions par d’autres relations trés différentes de forme et dont les consé-
quences s’écartent beaucoup de celles qu’avait obtenues M. Potier.

D’aprés ces nouvelles conditions limites, lorsqu’une onde électromagné-
tique plane, propageant une force électromotrice transversale et perpendi-
culaire au plan d’incidence, tombe sur la surface plane qui sépare deux
milieux diélectriques, il y a une seule onde plane réfléchie et une seule
onde plane réfractée; chacune d’elles propage une force électromotrice
transversale et perpendiculaire au plan d’incidence; les formules qui lient
la force réfléchie et la force réfractée a la force incidente sont identiques
aux formules qui, selon Fresnel, lient la vibration réfléchie et la vibration
réfractée a la vibration'incidente, quand la lumiére incidente est polarisée
dans le plan d’incidence. '

Mais, lorsque I'onde incidente propage une force électromotrice
transversale située dans le plan d’incidence, il n’est plus possible d’ac-
corder les conditions aux limites par nous obtenues avec l'existence d’une
seule onde réfléchie et d’une seule onde réfractée, propageant toutes deux
une force électromotrice transversale.

La théorie électromagnétique de la lumiére se heurte donc & des contra-
dictions tout & fait analogues & celles que rencontre la théorie élastique;
I'une comme l'autre est logiquement inacceptable; I'une comme D'autre
doit étre reléguée au nombre de ces hypothéses chimériques qui ont sollicité
les efforts des chercheurs et grandement contribué au progres de la Phy-
sique, mais que la Physique rejette lorsqu’elle a cessé de s’en servir.
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CHAPITRE [.

PRELIMINAIRES.

I. — Variables qui représentent Uélat électrique et magnétique
d’un systéme.

Siun corps est électrisé, chaque élément de volume dw, tracé en une
région ol la constitution de ce corps varie d'une maniére continue,
renferme une quantité d’électricité e dw; chaque élément d’aire dS, tracé
sur la surface qui limite ce corps, ou bien sur une surface de discontinuité
qui le divise, renferme une quantité d’électricité E dS; e estla densité élec-
trigue solide en un point de I'élément do; E est la densité électrique
super ficielle en un point de I’élément dS.

Si un corps diélectrique est polarisé, V'intensité de la polarisation, en
un point de ce diélectrique, sera représentée par dit; les composantes de
la polarisation seront représentées par &, b, €.

Si un corps est aimanté, I'intensité d’aimantation, en un point de ce
corps, sera représentée par @; les composantes de aimantation seront
représentées par «, 3, v.

Si un corps est traversé par des courants de conduction, les composanies
du flux de conduction, en un point de ce corps, seront représentées
par u, ¢, w.

Ces variables ne sont pas enti¢rementindépendantes des variables e et E.

En un point au voisinage duquel la constitution du conducteur varie
d’une maniére continue, on a

du dv dw  de
(1) d—‘i—k'@—i—EE—FEEZO.

Supposons qu'une surface S sépare deux parties 1 et 2 du conducteur,
ces deux parties ayant des natures différentes. Soit M un point de la sur-
face S. Soient n,, n, les deux demi-normales menées, en ce point, a la
surface S, 'une vers l'intérieur du corps 1, l'autre vers l'intérieur du



SUR LA PROPAGATION DES ACTIONS ELECTRODYNAMIQUES. B.5
corps 2. On a

(2) 1y cos (ny, ®) + ¢,€08 (14, y) -+ wycos (ny, 5)
JE
—+ U3COS (Ngy L) -+ ¥5COS (g, ) ~+ %2 €08 (72y, 3) + 5 =
Si un diélectrique est le siege de flux de déplacement, les composantes,
en un point, du flux de déplacement seront représentées par 9, ,7. On

a, par définition,

d-\ b 22
(3) =30 YT AT o
II. — Fonctions potentielles.

L’étude des actions exercées par I'électricité conduit a étudier la fornc-
tion potentielle électrostatique

(4) Ven o= [tdor [Las,

r r
ou r est la distance, soit de ’élément dw, soit de I'élément dS, au point
(Ea M, t)v

Ou la premicére intégrale s’étend a tous les éléments de volume du
systéeme;

Ou la seconde intégrale s’étend & tous les éléments des surfaces de
discontinuité que le systéme renferme.

La fonction potentielle diélectrique est la fonction

d/”( PP LU
ST I RN c-——>

@, y, s ¢tant les coordonnées d’'un point de I'élément de volume dw, ct
Pintégration s’étendant a tous les éléments de volume du systéme.
La fonction potentielle magnétique est lafonction

o~ ol ol
(6) S(E,n,é’):‘/<a5£+55;+yé>dw.

L’étude des actions exercées par les courants de conduction conduit &
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envisager les fonctions

’O(E,ﬂ,l):f[l_‘—l 24 1= h E——x<2——xu+‘n——v

2 r 2 r? r r

e
O&m&ﬁifrjl;+I;1n;yG7xu+njyv )|
@(E,n,C):[[lt)\%_!_IZXC’—.z:G-;xu_*_n’—.L ”ﬂ

[étude des actions exercées par les courants de déplacement conduit de

(7)

méme a envisager les fonctions

2r e [[i+re 1—di—x/i—=x n—y, C—zu>T J
(g,n,,)_f[ P ran A S 1 B

) 1+2d 1 —kn—y/i—2x n—y Z—z \)
G Z) = T4 ¢ SoNl) , .
(8) ' G(&m, %) f[ P < e Ty )| 4o
T 1+7\7_' 1—A,—s5/f—x n—y, C—z‘)_ d
O B e e e R | R

Dans ces formules, A est unc constante numérique que nous nommerons
la constante de Helmholis.

Les actions exercées par les aimants, soit sur les courants de conduction,
soit sur les courants de déplacement, introduisent les fonctions

S Gi-9)
,\‘((,5,11,3 ,B%—a?-y dss.

Les actions exercées par les courants de conduction sur les aimants con-
duisent a considérer les fonctions

0@ 99
E“ﬂ)’:) dﬂ Fi’

00 oQ

)= = — —>

(IO) Q(E,"n’5)"“ dc dz
R(,m, = 09 ()U,

95 on
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ui peuvent s’écrire plus explicitement

dy

I

o

( " r

(11) Q(;,n,;):—‘/<ub—s—

1
A iz) dw
S 05 »

92
— L do
ox ’

; 0%>
x~uw de.

Les actions exercées par les courants de déplacement sur les

conduisent a considérer les fonctions

)
p &gy =99

a9y

don  o¢’

(12) 93

Q(E,‘ﬂ,l):—‘;z——

oG

r (E’ n, C) - ()E‘

95
9t’

oF

— 3

on

ui peuvent s’écrire, plus explicitement, de la maniére suivante :

23
pE ) =— gy !
FLE
3 . :
(s q(&mi)z—/<@;};'—x
0 9
"(i’n;C):— ‘-}J'd_x—'(Pd—y dw.

|-

SY

> dw,
> dw,

Y
8|~

|

0

|

<
8

almants

III. — Propriéiés des fonctions potentielles en un point au voisinage

duquel U’état du systéme varie d’une maniére continue.

O L [ . ~
Dorénavant, nous désignerons non plus par (&, 1, {), mais par (z, y,z),
le point auquel se rapportent nos fonctions potentielles. En outre, nous
désignerons, suivant I'usage, par le symbole A, I'opération

dﬂ 02 di
+ 55+

Jdx? " dyr T 9z*
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On sait que l'on a

(14) AV=—/re,
- 0 b o<
J— A g i =
(12) Av= M'(dx - dy - c):)’
. do 23 dy
(16) AsS = 4n<d_~x+_dy —i———d:)-

A ces relations, connues depuis Poisson, on peut joindre les suivantes,
qui sont dues 4 Helmholtz :

2
A0V —(1—).)———digt =—4Tu,

. 02V
(17) ‘ A\)—‘(‘*l)wz— hAre,
AK@“"(I—').)(?;-—Z[ = — 4w,

Ju  Jd©  IJ® . IV

(18) ar Toy s Thar =0
On a, de méme :

, 0?1

71— - fme

‘ AF (I ))d.l'd[_ 4T,

i N ()5'{‘ . ,

(19) ¢ 4G —(‘—1)0—)_-&—"‘47?4',

0’V

Ab — ('—)‘)m =—47y.

0F oG 0 00 _
(20) dx"*_dy_k()z .7\5?_ o

Les fonctions ®, U°, X vérifient les équations suivantes :

dy 93
7/ hl A e
\A(D“ "m(dy d:>
- do  dy
(2!) { A‘l’—4ﬂ<&"‘a’;>’
_ 03  Oa
s=in (3 -5)

(22) 5 k5o oo =o
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Les fonctions P, Q, R vérifient les équations suivantes :

ow  de
> —__ /4 T2,
‘M - ”‘(oy d:>

2 Ay — 7 dl _ dw
(20) ? AQ_ 4L<(); dL’>,
ay du
-7
| AR=—dr <0¢v d)>
oP 00Q JR
(a6) 9, &

— o =
dx  dy E
Les fonctions p, ¢, r vérifient les équations suivantes :

- !
Ap——— 4m ()/ — QX),

dy 0=z
01 0y
(23) Aq_——-ﬂ*(df— 5{5>’
b 09"
P 4 T,
\ Ar = q4m <()x d}/)
dap d(] or _
IV. — Propriétés des fonctions potentielles en un point de la surface

de contact de deux corps différents.
Solent :

1 et 2 les deux corps en contact le long de la surface S

M un point de la surface S;

n,, n, les deux demi-normales menées, par ce point, a la surface S et
dirigées respectivement vers I'intérieur du corps 1 et vers l'intérieur du
corps 2;

T une demi-tangente menée par le point M a la surface S.

Si une fonction f(z, y, z), ayant, pour les deux corps 1 et 2, la méme
signification physique, a, en ces deux corps, des expressions analy-
tiques différentes, nous désignerons ces deux expressions par f,(x, y, z),

So(2, ¥y 3).

Fac.de T. — X. . B.»
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Cela posé, nous aurons, en tout point de la surface S,

(27) Vi=V,,
oV, 9V, P
(28) on, + dn2__4nh'
ATCAL
(29) oT = 9T

Nous aurons aussi

(30) V=1,

o, 9w, 1 ,3
(31) o —i—()T:/nr[ oy €08 (ny, &)+ cos(ny, y) + S, cos(ny, z)
1 2

+ oy €08 (N, ) + Wy €COS (R, ¥) - S, cos( ny, 3)],

(32) ov, _ ov,

ar = aT

ct, de méme,

(33) $1=38,,

93 d3
— 4 2= 4r[ aycos(ny, x)+ B, cos(ny, y) 4y cos(ny, 3)
dn,  On,

= 0t COS (12, &) + (35 COS (79, ¥) + 75 COS( 13, 3)],

(34)

) 98, _ 08,
(33) 9T = oT"

Les fonctions ©, ©, @ vérifient les égalités suivantes :

(36) V= 0,, V1 ="0,, ©1=1,,

| 00, 0V, 00, 00, oW,  0®,
D W T m T Tt am T am =
38) 20, _ 00, 99, _ 0%, 0V, _ oW,
( JT — 9T’ oT — 9T’ JdT — oT

Les fonctions &, G, 5 vérifient les égalités suivantes :

(39) 'T:l:j% 6)1: gg, 51“:52,
0F, oF G,  0G 5. = 05,

4 ik Sk 791 J2 991 | %92 _
(40) on, " ony ony, " n, an, " dn,
(41) 9% _ 9%, 9Gy _ G 95, __ 95,

oT — 9T’ oT — 9T oT — 0T
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Les fonctions @, W', X vérifient les égalités suivantes :

(42) O, =0, V=1, X=Xy,

1]
9P, + o0, =4m[y,c08(ny, y) — Bicos(ny, 3)+y2¢08 (1, y) — Bacos (ny, 3)],
an, on,

(43) { % + ?;fz =4m[a;c08(ny, 3) — y1€0OS(ny, &)+ %,CO8 (N3, 5) — ¥, €08 (ny, 2)],
1 2
JX ). &
( ()/z: 5,1—2- =4m[Bicos(ny, @) — ;€08 (ny, ¥) +B2C0S (1, ) — at3€08 (73, y)]-
) ob, 0B, 0T, 0¥, oX, _oX,
! 9T — T’ oT — 9T’ oT — T

Les fonctions P, Q, R vérifient les égalités suivantes :

(45) P,=P,, Q1:Q27 R,=R,.
>
g—fl-: ~+- %:—4ﬂ[\vlcos(n,, Y) —v1c05(ny, 3) +w,c08(ny, ¥) — ¢y cOS(Ny, 5)],
2
(46) 99, + 9Q. =—4m[u,cos(ny, 5) —w, cOS(ny, ) + uyCOS(ny, 5) — wycos (7, )],
dny  dn,
%% -+ (())SZ =—47[v,cos(ny, &) — u,c08(ny, y) 4+ v, C0S(Na, &) — £ COS (ny, V)1,
1 2
) OPy 0P, 00, _dQ,  OR, _JR,
47 oT — oT or — 9T’ 9T — oT

Enfin, les fonctions p, ¢, r vérifient les égalités suivantes :

(48) P1= P2, qd1= (G2 'y =Ty
adpy  Ip, p |
on, -+ on. =—4mn [y co8(ny, y) —dicos(ny, 3) + y.cos(ny, ¥) — 4, cos(n,, 3)],
(4 09, 99 _ - . -
9) on, -+ on, — 4T [91cos(ny, 5) — x1€08(ny, ) + 92€08(ny, 5) — 2 co08(ny, x)],
dry  dry ,
o -+ o, T [$1co8(ny, 2) — 9 cos(ny, y) + ycos(n,, ) — @508 (ny, ¥)],

9pi __ 9ps 99, _ 9q» dry _ Ory

(50) OT — 9T’  oT — oI’ 9T — of
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V. — Constantes fondamentales.

La constante fondamentale des actions électrostatiques sera désignée
par €. La constante fondamentale des actions électrod ynamiques s’exercant
. rr A2
entre courants de conduction sera désignée par —- La constante fonda-
mentale des actions électrodynamiques s’exercant entre courants de dépla-
2

cement sera désignée par —-
2

En général, avec Maxwell, on suppose que ces deux constantes sont
identiques :

(51) A=¢€.

Nous avons montré ailleurs (') que celte égalité élait inadmissible.

VI. — Diverses combinaisons linéaires des fonctions précédentes.

Nous rencontrerons souvent les combinaisons linéaires suivantes des
variables u, v, w, 0,4,y :

/ A
W= — U+ —= 0
\ Ve ooy
5 (v 24‘_‘_(!2 !
D2 == —= Y
(52) N5 NG
|
W= oW —

Dans 'hypothése inadmissible exprimée par I'égalité (571), les quan-

A

Vv

(v +4), (w+7) que Maxwell nomme composantes du flux total.
Nous poserons de méme

tités u, v, w se réduisent aux produits, par =, des quantités (z + 9¢),

' A ¢

V.
Ve oo e

(1) Quelques remarques au sujet de Uélectrodynamique des corps diélectriques
proposée par J. CLERK MAXWELL. (Comptes rendus du troisiéme Congrés scientifique
international des Catholiques, séance du 5 septembre 1894.)
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Dans I’hypothése inadmissible exprimée par I'égalité (51), la quantité ¥
P . ;| . . , .
se réduit au produit, par 7 de la fonction potentielle électrostatique
2

totale (V + V).
Nous rencontrerons souvent, dans ce qui va suivre, les combinaisons

sulvantes :
X= 10—1—30“—1—(1)
Va2 Va
A g
(5%) Y= ﬁw+-—g+q
_@—r-g— 5+X.
\/) V2
e |
e 2p o
s Vs \/2p
pe: | C
.‘.'v ﬂl:—-— —_— )
(55) ; 7 Q—!—\/zf/
’}l
’1 — R+
\

En vertu des égalités (10), (12) et (54), on a

03 0y 0X oW
+

e

dy 3 dy Js

D’autre part, en comparant les égalités (6) et (9), on trouve sans peine
‘N — %= [Lan+ ®,

ﬂ?__— Afﬁd + 5

‘();F——_Ade +2
X



B.14 P. DUHEM.

Sil'on observe que I'on a

Aff—fdm—l—[m‘rot:o,
Af-gdm—\—lmf):o,
Z N =
Afrdm+47r/__o,

on obtient les égalités

f—(zi—gm___di.§_,na

) 0% 03 08
(06) ﬁl———;——a——d—);—klﬂfﬁ,
oy 9x s
V=0 "y "o AT

qui sont d’un fréquent usage.

VIL. — Des systémes dont les propriétés ne dépendent pas de la valeur
attribuée a la constante \.

La constante A figure dans les six fonctions
01 'oa @, §7 g) 5'

Mais ces fonctions ne s'introduisent, dans les équations de ’Electrody-
namique, que par les combinaisons :

Dés lors, pour que les propriétés du systéme soient indépendantes de la
valeur attribuée 4 la constante 2, il faut et il suffit que ces trois combi-
naisons soient indépendantes de A. Pour cela, il est nécessaire et suffisan
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que lon ait, en tout point du systéme,

ou

(58) W:O'

Cette condition équivaut aux suivantes :

On a, en tout point autour duquel la constitution du systéme est con-

tinue,

5 gl—‘ dn+dm_o

et, en loul point appartenant & une surface de discontinuité,

(60) 1wy Cos(ny, ) -+ vy 08 (ny, y) + W, cOS (7, 3)
~+ 1, COS( Ry, ) =+ 1, COS(Ng, ¥ ) + W, COS(Ry, 5) = O,

Nous donnerons a des courants qui vérifient ces conditions (59) et (60),
le nom de courants de Maxwell; cest, en effet, & ces courants que I'on
doit restreindre la plupart des propositions énoncées par Maxwell et ses
disciples.

VIII. — Potentiels.

Le potentiel électrostatique de électrisation et de la polarisation ré-
pandues sur le systéme a pour valeur

(61) W:éf\’edw—l—gf\/’]ids

—|—sf¥‘ea’w—|—sfvEdS

€ oV oV Jv
-+ - Ao — v — < — d .
G
Certaines intégrales s’étendent a tous les éléments de volume ds du
systeme, certaines autres a tous les éléments dS des surfaces de discon-
tinuité.
L’expression de ce potentiel peut encore s’écrire

(62) \Vzgfvedm+§fVEds
OV oV oV
+sf<@bd—£+v.)d—)/+v£>dw,

e ([, 0¥ L 0v 9
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C’est un théoréme bien connu que cette quantité W est essentiellement
positive, sauf dans le cas ou le systéme n’est ni électrisé, ni polarisé; elle
est alors égale a o.

On sait également que I'on a, pour un systéme immobile quelconque,

(63) %"-:sf[ L VP
a(V+1)

Eu
-+ d—(\%__t———) (w+ x)]dm.

Le potentiel magnétique du systéme a pour expression

I Ja8 a8
(64) y= f( dx—t—ﬁdy—&-yd)dm

On sait que cetle quantité est essentiellement positive, a moins que le
systéme ne porte aucune aimantation, cas auquel elle est égale & 0. On sait
aussi que I'on a, pour un systéme immobile :

. 05 _ [(93 92 9508 0597\,
(63) i (;ﬁm*ay g+ oz 52)

Le potentiel électrodynamigue, tant des flux de conduction que des
flux de déplacement répartis sur le systéme, a pour valeur

(66) InI=— 3—4— (Ou+ Qe+ Qw)dw,

—?f(’(‘)cp + O+ Wy)dw,
¢ oo )
— -ﬁ-f(d‘<9+9¢+5x)dw-

Ce potentiel peut encore s’écrire

2
(67) H=— i (Vu+ Oy +Qw)do,

——z—f(ju-i-gv—y—(f}w)dw,

2
——%f(jep—l—ng—i-f)x)dm.
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Helmholtz a montré que ’on pouvait écrire
q p

[ 0 « ;! ¢ 12

68) 4l =— T (Z29+r—=5)+ L (ZLov+—¢\| do
054 f | oy <v2 \/z‘)> 93 (wz »/2">,J
[0 /A « Jd /A C 12

S5 Ge57) G 7:9)[
[ po: | « . | ¢ .\ ]2
| 07\ /2 Va2 Y \V2 Va /|

1 [ 0 a « . d 1 C 7] 2{ 2
R — (= —F ®.
xf_dx(ﬁ“«a’) Ws‘w@ d~< T )]’“

Cette égalité montre que si la constante N est posilive ou nulle, la

quantité 11 est essentiellement négative, & moins que le systéme ne soil
le siége d’aucun courant, ni de conduction, ni de déplacement.
On démontre sans peine que 'on a, pour un systéme immobile :

(60) gg__afd() 00‘) d_k@“ d
9 ot~ 2 (dtu+dt o ©
TS ey
2 NPT at

+<d(‘) 009 oQ >dw]

oc ? o X
_%f/(% 0G¢+ J>dm
Le potentiel éleciromagnétique du systéme a pour expression
(70) 311:—/[ <\%u+\%<p)d}
(e
(e Gl
On peut encore le mettre sous la forme

(1) v:f(fcx—l—ﬁTﬁ—l—my)dm.

Fac. de T.— X. B.3
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IX. — Lois des courants de conduction.

Soit p la résistance spécifique d’un conducteur en un point (z,y, 3).
Soient 0, v, { les composantes, au méme point, de la force électromotrice
indépendante de la distribution électrique sur le systéme, des courants qui
le traversent, de I’aimantation qu'il porte. Si le systéme est immobile, nous
aurons

IV+D) A X

\ puu=——z¢ oz Vz 5t 9,
N . 0(V+1) a9y .
(72) ? = —d), \/E g
o OVH®) A3
S A T
X. — Lois de la polarisation diélectrique.

Nous supposerons quela fonction depolarisation F(o)soitindépendante
de I'intensité de polarisation oL et se réduise a4 une simple constante F.
Nous aurons, en un systéme immobile,

f o e[ o(V4) € 0X)
Ao = Fie oz +;/_-§W—’

[ O(V+ 1) ¢ 997
b —— F _— — — |

el 0(V+3Il) C ?_}

\ T F_E dZ \/2 dt_

On en déduit les valeurs suivantes pour les composantes du flux de dé-
placement, en vertu des égalités (3),

——--Fi 0(V+v)+ ¢ 0X
?= 0t |°7 ox Ve dt]
L[V | € 9y
2 (V4 ¢ 93
X *Fo—z[—‘; \/252]'
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XI. — Lois de l'aimantation.

Nous supposerons que la fonction magnétisante f(i) soit indépen-
dante de I'intensité d’aimantation p. et se réduise & une simple constante /.
Nous aurons alors, en tout point d’un systéme immobile,

oc:—f(?%i -+ ﬂ):
(75) @Z—f<£+ﬁ‘>»
Y :—f(% + n>

En vertu des égalités (56), ces équations (55) peuvent encore s’écrire

S (B
\oc_— 1+ 47f <(7)7 ()z>’

_ Do S (0%
(76) | B=" T 4ny <F£ o5 )’
__ S (9Y _oX)

1= 1+ 4 f <dx d)f)

XII. — Sur la valeur de \ dans les recherches de Maxwell.

Maxwell, dans ses divers Mémoires, ne donne jamais I’expression ana-

lytique explicite des composantes de la force électromotrice d’induction,
%E; — %%, — %I Il assujettit seule-
ment ces composantes & redonner le résultat connu des physiciens lors-
qu’on en fait usage pour calculer la force électromotrice totale le long d'un
circuit fermé. Il est bien évident que cette condition ne suffit pas a déter-
miner la forme des composantes de la force électromotrice; que si P, Q, R
est une détermination acceptable de ces composantes, on aura une nou-

velle détermination également acceptable en prenant le groupe de valeurs

qu'il représente, en général, par —

oW 0w ow

P_EE, Q W; R—'&y

W étant une fonction finie, uniforme et continue, mais d’ailleurs quel-
conque, des coordonnées z, y, z.
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Comment Maxwell a-t-il cru que l'indétermination dela fonction W
n’était qu'apparente et que cette fonction n’était autre chose que la fonc-
tion potentielle électrostatique? 1 est difficile de I'expliquer, car il s’est
toujours borné a affirmer cette identité sans essayer de l’établir (*). Il a, du
reste, reproduit a plusieurs reprises cette affirmation, comme en témoi-
gnent les passages suivants:

« W, dit-il dans son Mémoire : On physical lines of forces (*), est
une fonctionde z, y, z et ¢ qui est indéterminée en ce qui concerne la solu-
tion de la question originelle, mais qui, d’ailleurs, serait déterminée, dans
un cas donné, par les circonstances du probléme. L'interprétation de W
est que c’est la tension électrigue en chaque point de l'espace. »

Dans son Mémoire : A dynamical theory of the electromagnelic
field, 1l écrit ces lignes :

« ¥ étant une fonction de z, y, 5, ¢, quiestindéterminée en ce qui
regarde la solution des équations précédentes, car les termes qui en dé-
pendent disparaissent dans I'intégration le long d'un circuit. Néanmoins,
la quantité ¥ peut étre déterminée dans tous les cas particuliers ot nous
connaissons les conditions spéciales de la question. L'interprétation phy-
sique de W est qu'il représente le potentiel électrique en chaque point de
I'espace. »

Puis, deux pages plus loin, il ajoute :

« Le dernier terme représente 'effet du potentiel électrique W'. Celui-ci
n’a pas d’effet lorsqu’il s’agit de produire un courant circulant dans un
circuit fermé. Il indique V'existence de forces qui sollicitent I'électricité de
ou vers certains points du champ. »

Enfin, dans son Traité d’Electricité et de Magnétisme, Maxwell
écrit (*):

« Les termes qui comprennent la nouvelle quantité ¥ ont été introduits
pour donner de la généralité aux expressions P, Q, R. Ils disparaissent
quand l'intégrale est prise tout le long d’un circuit fermé. La quantité W est
donc indéterminée, du moins en ce qui concerne le probléme actuel, ol
nous nous proposons d’obtenir la force électromotrice totale qui agit le long

(1) MAXWELL, Scientifics papers, t. I, p. 482.
(2) Ibid., t. 1, p. 558.
(3) Traduction francaise, t. II, p. 274.
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du circuit. Mais nous verrons que, quand on connait toutes les conditions
du probleme, on peut assigner & ¥ une valeur déterminée qui est le poten-
tiel électrique au point (z, y, 3). »

L'indétermination signalée par Maxwell est réelle et ne saurait se lever
comme il I'a affirmé sans démonstration. Les lois relatives aux courants
uniformes qui parcourent un circuit fermé laissent les composantes de
la force électromotrice d’induction dépendre d’une fonction entiérement
arbitraire W' (z, y, z). Les hypothéses sur lesquelles nous avons fait
reposer I'établissement des formules de Helmholtz réduisent cette indéter-
mination a celle de la constante A, mais cette derniére indétermination
reste entiére. Si l'on veut n’avoir pas & se préoccuper de cette indétermi-
nation, on doit se borner a I'étude des cas ot les formules de 1'Electrody-
namique deviennent indépendantes dela valeur attribuée a la constante A.
Ces cas sont définis au § VII.
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CHAPITRE II.

LES DEUX TRIPLETS DE MAXWELL.

I. — Le premier triplet.

Les équations (76) peuvent se mettre sous plusieurs autres formes. Po-
sons

X:_EW” oz
(77) Y:_%%‘?‘“Ed(‘;;m
Z:_E_d_3_ d(V+n),
ya 9t 3
x:—%%ﬁ_aﬂgi’),
(78) 13:—\%‘;—‘2—5‘5%1@,
%:—%‘3_3_50_“’0_?@,
L:—g—i—ﬂ',
(79) \M:__“;_j_m,
S

(1+ frf) L :-(53-;-’ _ %}
X 3
(80) (+amnM=—(5 = )

Cette forme a été donnée par Maxwell (*).

(1) MAXWELL, On physical lines of forces. Part. I. Eq. (55) (Mazwell’s Papers, t. I,
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Maxwell donne a — X, — 1), — 3, qu'il désigne par ¥, G, H, le nom
de composantes de l’état électrotonique; les quantités L, M, N, qu’il
désigne par a, 3, v, sont pour lui les composantes de la force magné-
tique; (1+ 4= f), quil désigne par w, estla capacité inductive magné-
lique, ou, selonle mot de W. Thomson, la perméabilité magnétique.
Maxwell pose, en outre,

a=+4nf)L,
(81) b= (kG
c =+ 4nf)N,

et il donne a a, b, ¢ le nom de composantes de Uinduction magnétique.

Si l'on différentie les équations (76) par rapport a ¢ et que ’'on compare

les résultats obtenus aux équations (73), on obtient le groupe d’équations
que voici :

AL YE R

Va f 0t oy\F) 0:\TF)’

. Cahnf 0B 0 (4 0

(82) Vo f 9ot 0:\F)  os

9

F
£x+4ﬂfg_g<u_s>_ A
Va J 0t 0x\¥) dy\F)

Sous cette forme, ces équations ont été données par Helmholtz ().

Les équations (80), différentiées par rapport a ¢, et comparées, soit aux
équations (77), soit aux équations (78), donnent les deux groupes d’équa-
tions '

¢ oL _ 0L oY
LU =0 T

¢ oM _ X o7

(83) /\/—;(I—«—/nrf) T —an
¢ ON oY X

— 4 -_— =
\V'g(”””f) ot — oz 9y’

p- 475); A dynamical theory of the electromagnetic field. Equations B (Mazwell's
Papers, t. 1, p. 556); Traité d’Electricité et de Magnétisme, t. 11, p. 268 et 290 de la
Traduction frangaise.

) HELMHOLTZ‘, Ueber die Bewegungsgleichungen der Electricitit fir ruhende lei-
tende Korper. Equations (21). (Helmholts Abhandlungen, t. I, p. 624.)
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oL 0% 0y
;/—5(1+47Tf)——dt_.d—-y—————dz,

a oM ox 0%

JA — A =
(84) NN i R T

A IN 9y o~
D aahny D %) o
\ \/§(I+4ﬁf) ot oz dy

Lorsqu’on fait I’hypothese

(51) A=c¢

que nous savons étre inadmissible, mais qui a été acceptée jusqu’ici, ce
deux groupes deviennent identiques. Ils constituent alors un des deux tri
plets sur lesquels Heaviside ('), Hertz () et Cohn (?) font reposer I'Elec
trodynamique.

II. — Le deuxiéme triplet.

Des deux derniéres équations (56), jointes aux deux derniéres éq
tions (79), on déduit sans peine la relation

ON oM __ 0% 0% 0% 023 M<dy 98
dy 05 9y* ' 03 odwxdy 0x0z ’

relation que I'on peut écrire sous la forme de la premiére des égalités

(0N _ oM _ dy _ 9B _ 9 (9x 9y 03
dy 05 [m(dy > A% <dx % 05)’
- JL 9N du _ dy 0 (0% 0y 93
(85) 9z o= —‘471(& wz)“‘”* ﬁ<%+dy+ o:)’
M JL a3 Oa d /0% 09 03
gz oy = 47 <()x ()y> A3— 5z (dx oy dz'>'

Or, les égalités (54), (17), (19) et (21) donnent, en vertu des égalité

(1) HeAvISIDE, On electromagnetic wawes, especially in relation to the vor tht_y ;
the impressed forces; and the for ced vibrations of electromagnetic systems. Eq. (
(Philosophical Magasine, 5° série, t. XXV, p. 130; 1888.)

(*) H. Herrz, Ueber die Grundglezchungen der Electrodynamik fir ruhende leitend
Kérper. Equations (6 a). (Wiedemann's Annalen, t. XL, P 5775 1890.)

(3) Conx, Zur Systematik der Electricutdtslehre. Equations (2). (Wiedemann’s
Annalen, t. XL, p. 625; 18go.)
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(52) et (53),

_ ru o 03
A¥=(1—1) dz ot —4mu+ 4w <W — 0—z>’
T U . , Ja . iy

/] Jda

3= =) g —dmwha (£ 52),
tandis que les égalités (54), (18), (20) et (22) donnent, en vertu de I'éga-
lite (53),

90X 0y 03 ou
(8/) (9—.Z‘+(§+52_)\5?.

Les égalités (85), (86), (87) donnent le groupe de relations

N __gh—l—~/ru+-—dzu
oy 09z ' T ozar
oL ON U
e A Z =
(88) 03 oz ATV dy o¢’
M L o
or oy U Gzar

Ces équations (88) peuvent encore se mettre sous une autre forme.
En vertu des équations (52), (72), (74), (77) et (78), elles peuvent
§'écrire
@ . 121\1__ 02U 47€F 90X 4mA
dy ds ~ Oz ot Va2 oot oV
. JL N __ U 4nCF Y 4xd
(89) 0 T dx gyt s 00 g DT
oM JL o 4n€F JZ 4nd

\dr  dy  0ds0¢ Va 00 o\

Si, dans ces équations, on fait I'hypotheése, d’ailleurs inacceptable,
A = €, etsil’on suppose le milieu dénué de conductibilité, ce qui revient &
faire p = %, on retrouve un groupe d’équations données par Helmholtz (*).

(1) HiLmiortz, loc. cit. Equations (215) (Helmholts Abhandlungen, t.1, p. 625).
Fac. de T. — X. B4



B.26 P. DUHEM.

IIl. — Formeé de ce triplet adoptée par Maxwell.

Considérons des courants de Maxwell caractérisés par les égalités (59)
et (60). Pour de tels courants, on a identiquement

o

(58) ‘d-z_o,

en sorte que les équations (89) deviennent

EIC I W2 1 S W
4w \dy d3 [ V2 Jt oV2 _’
1 (0L ON CFIY | 2 1
(90) G- R) = |E 9z en)
: tw\os T am) T s o T )
I <0M 0L> [CF 0L a . i
LANECL ) P bt Y
4m 0.%' d}’ L\/Z at P\/2 i

Ces équations peuvent encore s'écrire, en vertu des égalités (52), (72),

(74), (77) et (78),

oN —@——[mu
dy 0z ’
) oL oN -
(91) 9% ‘—;ﬁ:—‘fﬂ“’»
QM__(?L _41-[1)3
oz dy

Les équations (go) et (91) sont donc exactes toutes les fois que les cou-
rants considérés sont des courants de Maxwell.

Inversement, si ces équations sont exactes, les courants sont des courants
de Maxwell.

En effet, considérons, en premier lieu, un point autour duquel la consti-
tution du systéme varie d’une maniére continue. Différentions la premiére
des égalités (91) par rapport a x, la seconde par rapport & y, la troisiéme
par rapport & z et ajoutons membre 4 membre les résultats obtenus. Nous

trouvouns I'égalité
du do  OJw

Considérons, en second lieu, une surface de discontinuité séparant deux
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régions, 1 et 2, du systéme. Si les équations (91) sont vérifiées en chacune

des régions 1 et 2, on aura

[d(Nl— No) oM, — Mz)] cos(n,y, x)-

dy 9z
. [d(L1d_:— L,) _ ()(Nl(); N2)] cos(ny, y) :
9 (M, — M,) 0<L1—L2)] 5
+[ - _ e cos(ny, =)

= —4m[w cos(ny, @) + v cos(ny, y) + w;cos(ny, 3)
4+ 115,08 (75, &) + 9,C08( Ny, ¥) -+ W08 (g, 3)].

En vertu des égalités (79), cette égalité peut s’écrire

[()(mi—“z) _ ()(ml—m‘z):l cos(ny, )

(92) oy 0z
£,— £, n—n,
N LSS RELE A P
[P A=) ] s,

= 4m[u, cos(ny, x) +v,c05(ny, ¥) + w cos(n,, 3)

—+ 1y €08( Ny, Z) + 8,€08( Ny, ¥) + W, c08( Ny, 3)].

Les égalités (55) donnent

(6, —%,) A P, —Py) ¢ Jd(pi— ps)
= —= + == :

dy V2 dy Va2 dy

En vertu des égalités (47) cette égalité devient la premiére des deux
égalités '
0(£1—%) _[A (0P 0P\ € /dp.  dp, ‘
ady - [\/5 <dn, + dlq) + V2 <()71 + d_nz>] cos(n1y),
OE—1) _[A (O 0P\ € (0p,  dp, ,
PE = [\/5 <0n1 -+ dn?> + \/5 (dnl —+ d—n—2>] cos(ny, 3).

La seconde s’établit d'une maniére analogue.
Ces deux égalités fournissent la premiére des égalités

J— [, — £
Q) oo, ) — 25D cos(n, ) =0,
(93) 2T cos(n,, ) — LRI cos(n, ) =,
md_;_%_) cos (n, y) — d(_m%_@ cos(ny, x)=o.

Les deux derniéres s’établissent d’'une maniére analogue.
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Les égalités (92) et (93) entrainent I’égalité

(60) wyc08(ny, x) + vy cos(ny, y) + wcos(ng, 3)

—+ 1, €08 (n;y, )+ 1,08 (ny, ¥) + W,c08( Ny, 5) =O.

Ainsi, pour que les équations (9o) ou (gr1) soient applicables & un sys-
téeme de courants, il faut et il suffit que ce soient des courants de Mazx-
well.

Maxwell (') a obtenu les équations (g1), ou plutdt celles que 'on en
déduirait en faisant I'hypothése inadmissible A = €, par un raisonnement
qui suppose évidemment que 1'on a affaire a des courants uniformes; il a
fait remarquer, d’ailleurs, que ces équations (1) entrainaient 'uniformité
des flux électriques. Heaviside (), H. Hertz (*) et Cohn (*) ont adopté
sans démonstration, le premier les équations (g1), les deux derniers les
équations (9o). Helmholtz (*), qui avait donné la forme générale du tri-
plet que nous avons indiquée au paragraphe précédent, a adopté, dans un
de ses derniers Mémoires, la forme (g1).

Heaviside, Hertz et Cohn ont proposé d’accepter sans démonstration les
deux triplets (83) [ou (84)] et (go) [ou (9r1)] et de les considérer comme
les hypothéses fondamentales sur lesquelles repose toute I’Electrodyna-
mique. On reconnaitra, sans peine, a quel point cette idée est dangereuse si
I'on observe que le triplet (o) [ou(gr)] n’est vrai que moyennant la restric-
tion suivante : fous les courants sont des courants de Maxwell, tandis que
I'on ne peut rendre compte de certains phénoménes, sans rejeter cette res-
triction, comme nous le verrons plus loin.

(1) MaxweLL, On Faraday’s lines of force (Maxwell’s Papers, t. I, p. 194). — On phy-
slcal lines of forces (Maxwell's Papers, t. I, p. 462). — A dynamical theory of the
electromagnetic field (Maxwell's Papers, t. I, p. 557). — Traité d’Electricité et de Ma-
gnétisme, t. 11, p. 285 de la traduction frangaise.

(2) Heavisipg, loc. cit. Equation (2), p. 130.

(%) H. Herrz, loc. cit. Equations (6d), p. 588.

(*) Conn, loc. cit. Equations (3), p. 626.

(%) Hewnnovrrz, Das Princip der kleinsten Wirkung in der Electrodynamik.
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CHAPITRE III.

LENERGIE INTERNE.

I. — L’énergie interne du systéme électromagnétique le plus genéral.

Lorsqu’il n’y a, dans un systéme, ni flux de conduction, ni flux de dépla-
cement, I’énergie interne U est donnée par I’égalité

(94) E[,,Er+2<@ T_>q+ fzq(,\urn)

-+ f[ oM T)—Tfld(:m T)]

+§[[ dV—|—?0) ,d(V+v)+gd(V+n)‘Jdm
2 dy Jds
+ ”f (3 T) — de(H,T)]dw

1 - a8 ())’

Dans cette formule, Y présente l’énergie interne qu’aurait le systéme, si
I'on supposait qu’il fut dépourvu d’¢lectrisation, d’aimantation et de po-
larisation;

O est une quantité qui dépend de la nature du systéme au voisinage du
point ot se trouve la charge ¢;

F(ow, T) est une fonction liée & F(ow, T) par I'égalité

I _‘5;7(:111‘, T).

FOR,T) = oom >

(93)
f(u, T) esL une fonction liée & f(u, T) par I’égalité

B 0, T)
S(T) — du

Enfin, le signe Z indique une sommation qui s’étend a toutes les charges

(96)

électriques répandues sur le systéme.

Dans le cas ou le systéme renferme des flux de conduction ou de dépla-
cement, nous ajouterons, au second membre de I’égalité (94), un terme EU’,
dont nous allons déterminer la valeur.
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. ) . . .
Nous nous appuierons, pour cela, sur 'hypothése qui nous a toujours
servi dans des cas analogues.

Solent
E,=X + 9,
(97) E, =3 +mn,
— % +§

les composantes de la force électromotrice totale en un point (z, y,z).

Soit dQ la quantité de chaleur dégagée par le systéme pendant le temps
dt. On a

(08) EdQ:f[<Ex—T%]?§>u+<E T%ET->V+<Ez ‘j;i,)ﬂdm

+EdQ’,

dQ’ étant donné, dans le cas ow les corps magnétiques et diélectriques
sont parfaitement doux et ot la température T est invariable en chaque
point, par I'égalité

(99) BaQ'= 3, [T 5[5 (O%,T) + ()] o,
Supposons le systéme immobile. Les égalités (94), (97), (98), (99),

jointes aux renseignements que ’étude du galvanisme fournit au sujet des
forces électromotrices 0 ¢, nous donnent I'égalité suivante :
RIERY)

‘o 0F (M) O(V4+1) oA d(V+n)@+d(V+1ﬂ>d_8]gdm
(100) f ot ¢ 0z o dy ot 93 ot
Of(p) | 98 da 03 93 | 08 d/]
+f{ oc Tzt tay i Tozor] ™

o
Jt

A d$ 01) 23
—\Ef< ()t —}-%w>dm‘

Mais I’égalité (95) permet d’écrire

Sof(:m) I(V+1) o d(V+71) g d(\’+v)()_3]§
f f L T A A T rEir T [

f IV +1)] 0
- l'(JlL TET o ot

b i A(V+1)] o
FO "~ oy ot

+[ e o V+m]_e_gdm
_ ¢ 5 .

+ E

F(or) 0s
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Les égalités (73), ot 'on remplace F par F (1), transforment cette éga-
lité en la suivante :

(1) ot dz ot gy ot gz ot

vaJ \o¢ oc ™o or T oc oc ) U

De méme, I'égalité (96) permet d’écrire

f 03 (9T +E[¢)(V+7A1) O I(V¥) o (V+7) g_e_«]gdm

(E TR

=1 |7+ =%
s3I
+Lf<yp> % |5 fao

Les égalités (75), ol 'on remplace f par f(1+), transforment cette éga-
lité en la suivante :

Of(p) | 98 da 08 9B 98 dy
(102) f[ o T oz ot oy c)t_'_EEW]dw

_ dx 9p v
- f(fdt_'_mdt b‘)dw

Les égalités (100), (101), (102) donnent 1’égalité

. aou’ p: | 0x 0y 03
3 — = -
(103) Edt \/;f< u+dt v -+ tc)d&s

¢ 0x 29 93
+\/;f< +()[L,J TR >dw

da
+ f<£W+m >d.
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Les égalités (54), (67) et (69) donnent sans peine I'égalité

0X ) 03
o4 , o 92
(104) \/Qf( 1+dt(+()lct>dm
L 03
[< ()t '+¢)_t73)dm

f(‘()u + Q¢+ QWw)de

.[.\|Q wlg .r_\l)a)

+
’Q\

+ G+ Sw)de

™

gl Yo El=
— \;

—
2,

+
o

p——3 Q*

Sm ©

_l_

=

-G

~—— X

3

+

Les égalités (103) et (104), jointes a l'identité

~G50%

—+ iwq——g -d—‘x;- de
(wé Vs~ m]

= f<£‘+m ()/>dz;5,
ot

doc d|
quel’on obtient enremplagant «, §, y par — ﬁ / dans les égalités (70)
et (71), donnent
! 2 8]
Eddit %[%/(‘(‘)u-{—\"’v—i—@w)dm

o: (18
+-2—f(fu + Gv + j)’w)dm

¢ oo
+ & [(Go +gu+ s50)dm).
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De cette égalité, on déduit sans peine
A, v
(106) EU = —[‘—'f((‘)u—k\‘)v—i—@w)dm
-+ ?f(ju + Gv + Sw)do
C? -
+ 5 [(Fo~Gb+ 5.
4

Les égalités (94) et (106) déterminent la forme de I'énergic interne du
systéme électrodynamique le plus général. Le terme EU’ est égal, au signe
prés, au potentiel ¢lectrodynamique II défini par P'égalité (67). Le poten-
tiel électromagnétique n’y figure pas.

Il. — Comment Maxwell détermine Uénergie interne d’un systéeme
électromagnétique.

L’interprétation mécanique que Maxwell a tenté de donner des phéno-
menes électriques le conduisait & adopter une forme spéciale pour I'énergie
interne d’un systéme ¢électromagnétique (*).

Cette ¢nergie est la somme de deux termes: I'énergie potenticlle ct
Vénergie cinétique.

Le premier terme est représenté par une intégrale triple étendue au
volume entier du systéme. Le terme sous le signe f est proportionnel &
(X?+ Y%+ Z?), ou, si U'on préfere, a on?.

Le second terme est représenté, lui aussi, par une intégrale triple étendue
au volume entier du systéme. La quantité sous le signe fest proportion-
nelle a (L2 + M2 + N?), ou, si I'on préfére, a p2.

Dans le Mémoire qu’il a publi¢ ultérieurement, et dans son Traité,
Maxwell cherche & retrouver, en s’appuyant sur les lois fondamentales de
I'Electrostatique et de I'Electromagnétisme, une forme analogue pour
I'énergie interne. 1l parvient, en effet, & la forme suivante :

(107) EU:Er+éf(u%X+m,Y+e-Z)dm

+8—I1Ef(x—i—4nf)(L?+M‘3+N2)dm.

(1) MaxweLL, On plysical lines of force (Maxwell's papers, t. 1, p. 460).
Fac. de T. — X B.5
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« La scconde intégrale, dit Maxwell ('), dépend de I'aimantation du
champ et s’explique, dans notre théorie, par les mouvements actuels de
toute espece dont le champ est le siege. La premiére intégrale dépend de la
polarisation du champ et s’explique par les déformations de tout genre
dont le champ est le siege. »

Pour parvenir a cette formule (107), si intimement liée & quelques-unes
de ses idées les plus essentielles, Maxwell n’hésite pas & accumuler de
graves paralogismes.

Maxwell considére d’abord un systéme dépourvu de tout flux de condue-
tion ou de déplacement. Laissant de coté les termes

00
2<®"Tﬁ> T
Terar an o 0T W, T)
f[cj‘(z)lk,'l)—l*——d—[‘—mtl dZIT,

[ x5 e

qu'unc foule de phénomeénes nous obligent & introduire, mais qui ne sont
jamais entrés en ligne de compte dans ses théories, il se borne & introduire
le potentiel électrostatique etle potentiel magnétique dansexpression de
Pénergie interne.

Empruntons la détermination de la premicre partic soit au Mémoire :
On physical lines of force, soit au Mémoire : A dynamical theory of the
electromagnetic field. Le raisonnement suivi dans le Traité, bien que
peu différent, se référe & une théorie des corps diélectriques autre que la
théorie de la polarisation. Quant & la seconde partie, nous suivrons le
mode de détermination indiqué dans le Traité.

Conformément & une errcur de principe qui vicie toutes ses thcéories,
ainsi que nous Pavons fait remarquer ailleurs (*), Maxwell commence
par faire abstraction de toute électrisation réelle et par réduire le potenticl
¢lectrostatique au potentiel de la polarisation diclectrique sur elle-méme,
potentiel qu'il éerit, avec une faute de signe (*),

€ o1 o g9
—E (A wl e i,
2 f( or v dy - d:) dw

(1) MaxweLy, Papers, t. I, p. 562.

(2) Quelques remarques au sujet de Uélectrodynamique des corps diélectriques,
proposée par J. Clerk Mazwell (3° Congrés scientifique des catholiques. Bruxelles; 1894).

(3) MaXWELL, Papers, t. 1, p. {93, égalité (104) et p. 563, n° 372.
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Quant au potenticl magnétique, il lui conserve la forme

1[(0: f)—>—|—5 ﬁ—%y @>dm.
2 dx dy 95

Maxwell passe ensuite au cas ot le systéme renferme des flux de conduc-
tion et de déplacement; il commence par supprimer le potenticl magné-
tique; « cette partie de I’énergie, dit-il, sera comprise dans I'énergie ciné-
tique sous la forme que nous allons lui donner »; en fait, le potentiel
magnétique constitue I'une des pierres d’achoppement auquel vient se
heurter la théorie qui regarde les aimants comme des systémes de courants
particulaires et I'énergie électrodynamique comme de 1'énergie ciné-
tique; de la 'omission, par Maxwell, de ce terme embarrassant, omission
que ne justifient nullement les vagues digressions du n° 637 du Traité.

Sans prévenir de ce changement, Maxwell raisonne, & partir du n° 638,
comme si le terme électrostatique de EU avait pour expression

v ¢ ox
(108) \V:—f[(s%+ﬁm)w%

+ sd—t—]ﬂ——&—@ !
dy 2 Ot

v € 93\
()]
= éf(Xolg—i—Yli!)—l-ZS)dw.

Aucun raisonnement ne justifiec Iintroduction, sous le signe fdes

termes

(%)

¢ 0% ¢ 9y € 9

—= b =+ — =2 —-
Va o or’ Va ot NERL

Quant a I'énergie électrocinétique, Maxwell raisonne, & partir du n® 634,
comme si elle avait pour expression

(109) T= éf(3u+19v+3m)dw.

Les égalités (52), (54), (66) et (70) montrent que (—T) est égal au
potentiel électrodynamique augmenté de la moitié du potentiel électro-
magnetique. Pour justifier cette détermination de T, Maxwell renvoie au
n° 578 de son Traité; dans ce dernier numéro, il a simplement prouvé
que, dans un systéme dépourvu de magnétisme, T était égal au potentiel
¢lectrodynamique changé de signe.
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Pour transformer I'égalité (109), Maxwell fait usage des égalités (9r),
lesquelles ne sont point exactes, nous le savons, 4 moins que 'on ait

ou
o

c’est-a-dire que les courants soient des courants de Maxwell.

Admettons cette restriction.
I’égalité (109) deviendra alors

o ON oM
(1) r=—g. /] (F %)
+(‘LL—‘1§)19
Js Jdx
JIM JL
(28 ) 3 |
+<dw dy) ]dw

Transformons cette expression au moyen d’intégrations par parties.
Nous aurons

_— 1 a3 9y
(III) r—--—g?rf[ <@—E>L
0¥ 03

ay  IJX
+<d_w— a—y)N:\ do

— %% 3 L,[3cos (n,y) —Ycos(ny, 3)]
-+ L,[3cos (ny,y) — Y cos (n,, 3)]
+M,[¥cos (ny, 3) — 3 cos (n,, z)]
“+M,[ ¥ cos (ny, ) — 3 cos (ny, x)]
+ N,[Ycos(n,, z) — Xcos (n,y)]
4+ N,[Ycos (nry, ) — X cos (ny, )] s ds,

la scconde intégrale s’étendant & toutes les surfaces de discontinuité du
systéme.

Mais, en vertu des égalités (79), (55), (45) et (35),on a

. 3, 93, .
L —Ly=— <d—IZ -+ M) cos (n,, x),

M,—M,—— <0b‘ + %>cos(n1,y),

En_l on,

T . dsl 052 .
1\1 —Ng _— (dni + (%;)COS (n1’ e),
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en sorte que I'égalité (111) devient simplement

. 1 a3 dY
T—"s—nf[ (@—E)L

9 03\

Jdy 0
ou bien, en vertu des égalités (80),

(112) T= éf(1+4nf)(L2+M2+N2)dm.

Les égalités (108) et (112) donnent I’égalité (107) que Maxwell voulait
obtenir.

III. — Le théoréme de Poynting.
Considérons l'intégrale
(113) = éf(Xeﬂo—i—Y‘Ub—i—Z@)dm
+ éf(x - 4f) (L1 + M? 4+ N?) ds,

étendue i un espace limité quelconque, et convenons de la nommer I'énergie
éleclrigue contenue dans cet espace; ce mot ne sera, pour nous, qu’unc
simple notation, car ce que nous venons de dire nous a surabondamment
prouvé que ce terme n’avait aucune analogie avec 1’énergie interne, ct que
le raisonnement par lequel Maxwell a établi un lien entre ces deux quan-
tités etait fautif en plusieurs points.

Les égalités (73) et (77) permettent d’écrire I'égalité (113) sous la

forme
Mo b &2
T F dw

+ﬁf(1+4ﬁf)(L2+M2+N2)dm,

J=

- N | =

qui, différentié¢e par rapport a ¢, donne

aJ Mo Uh )
E‘f(F‘P+F‘P+fX>dE’
1 p OL oM 9N\
+4nf(1+4nf) (L % +M—dt +N_dt dw.
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Moyennant les égalités (73), (77) et (83), cette égalité peut s’écrire

¢ dJ c .
\TE d—t‘:\/—if(x?—}-YkP%—Lx)dw

1 a7 dY oX J7 Y JX\
(- e (R (- )

Imaginons maintenant que 'espace considéré ne renferme pas de
corps conducteur. Nous aurons, en tout point de cet espace,

(114)

=0, =0, W —o,

de sorte que les égalités (88) deviendront

_‘50___.'_<0_N_@_1 4+ L oY
R & 3 in dxot’
A <0_L__ "§>+L o
VaT T hm\0s T 9z) T Gmayar’
€ 0\1 @>+_x_ U
Va2 L= hn dy 4w 930¢

Moyennant ces égalités, I'égalité (114 ) devient

¢ o PU . U . o
5 1A
(10) AT g = f(dxdtx+ 17 dzdtz> dw

oN oL  oN M I,
UG -2 () v - )
/) § oxX JZ dY 90X
S = 5) v (5 - ) (5 = 55) 5] e
Mais des intégrations par parties donnent
\ ON oM JL  oON oM JL\,
wor [ 50)x+ (5 = 5) Y (5 - 55) ]
oL  0Y ), S/ Y  0X)\
- ) (- e (- 5]

+[; L,[Z,cos (ny, ¥) — Y,c0s (n,, 5)]

Z

+ Ly[Zycos (ns, y) — Ys€0s (25, 5)] .. .st

+f% L [Z cos (nsy y) — Y cos(ni,5)] +. ..
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Dans la deuxié¢me intégrale du second membre, dS est I'aire d’un élé-
ment découpé sur 'une des surfaces de discontinuité contenues dans
Pespace considéré; le signe +... remplace quatre termes qui se déduisent
par permutation tournante des deux termes explicitement écrits. Dans la
troisi¢cme intégrale du second membre, dX est P'aire de I'un des éléments
découpés sur la surface qui limite le systéme; n; est la demi-normale
dirigée vers l'intérieur du systéme; le signe —+... remplace deux termes
qui se déduisent par permutation tournante du terme explicitement éerit.

On aura donce

¢ 9J PR Pty U
h — — — — — —_—
(7). hm = f(dwdtx+dyth+dsdtZ>dw

+f<: Li{Z,cos(n,, y) — Y,cos(n,, 5)]

+ Ly[Zycos (ny, ¥) — Yyc08 (ny, 5)] +. ..

— =
e

+ f; L [Z cos(n;y y)—Y cos(ng;z)]+...

M. Poynting (*) a donné une égalité qui se déduit de celle-la par suppres-
tion des deux premiers termes du second membre.

Le premier terme a disparu de I'égalité proposée par M. Poynting parce
que ce physicien a fait usage, dans sa démonstration, du deuxiéme triplet
de Maxwell, ce qui suppose implicitement que lous les courants sont des
courants de Maxwell, c’est-a-dire que

ou

o~ °
dans tout 'espace. Quantau second terme, M. Poynting ne I’a pas écrit faute
d’avoir remarqué que les quantités L, M, N, X, Y, Z peuvent étre discon-
tinues le long de certaines surfaces. Ce terme disparaitrait si, pour les deux
diélectriques limitrophes, on avait f, = f,.

Dans ce cas, en effet, les égalités (200 bis) et (201 bis), que nous trou-
verons plus loin, donneraient

Li = L, M1 =M, N;=N,,

(1) PoynNTING, On the transfer of energy in the electromagnetic field (Philosophical
Transactions, t. CLXXYV, 2¢ partie, p. 343; 1884).
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et l'on a, d’ailleurs, en toutes circonstances,

X—X, _ Y=Y,  7Z—1Z,
cos(n,x)  cos(ny,y) cos(ng,3s)

M. Poynting écrit, sous la forme suivante, la formule qu’il a proposée :
yntng ) q prop

=
(118) = AV;CEU [ (MZ —NY )cos(n; x)

+ (NX —LZ )cos(n; y)

+ (LY — MX) cos(n;, 2)]dS.

Il énonce cette égalité de la maniére saivante :

La variation de la quantité d’énergie que renferme un volume donné
rempli par des corps diélectriques s’exprime de la méme manicre que
si Uénergie était un fluide dont le fluz, en chaque point, aurait pour
composantes

V2 (M7 — NY),
4 €
L@_(NX—LZ),
fm€

V2 (Ly — MX).
I {
Ce théoréme a suscité une doctrine philosophico-scientifique nouvelle, la
p I q ,
doctrine du transport de U’énergie, qui prétend traiter la Physique en se
passant de lexistence du corps. Nous ne voulons pas discuter ici cette doc-

trine; nous nous contenterons de souligner le caractére douteux de la pro-
position qui lui a donné naissance.
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CHAPITRE 1V.

STABILITE DE L’EQUILIBRE ELECTRIQUE ET MAGNETIQUE
SUR UN SYSTEME IMMOBILE.

Considérons des corps conducteurs, diélectriques ou magnétiques, quine
sont animés d’aucun mouvement. Imaginons que, sur ces corps, les lois
représentées par les égalités (73) et (75) soient applicables; ce qui
revient a dire que ces corps sont parfaitement doux tant au point de vue
diélectrique qu’au point de vue magnétique.

Supposons, en outre, que I’on ait, en tout point,

f—=o, N =o, {=o.

L’équilibre électrique et magnétique pourra alors s’établir sur ce sys-
téme.

Pour traiter la question avec une entiére généralité, nous supposerons
le syst¢me formé de deux parties : I'une 1, dépourvue de conductibilité,
tandis que 1"autre 2 est conductrice. Ces deux parties sont d’ailleurs sup-
posées diélectriques et magnétiques.

On a alors, en tout point de la partie 1,

(119) p1 =00,
ce qui entraine nécessairement, a tout instant,

(120) Uy == ¢y == w; = 0,

(121) e — e, — const.

Supposons qu’a I'instant ¢ = o I’équilibre soit établi sur le systéme.

En chaque point du corps 1, la densité électrique a la valeur e,; en
chaque point du corps 2, la densité électrique a la valeur o ; en chaque
point appartenant & une surface de discontinuité, la densité électrique
superficielle a la valeur E,; V, est la fonction potentielle de cette distri-
bution.

En chaque point du corps 1, la polarisation a pour composantes

(For)os (Uby)ey  (S4)e-
Fac. de T. — X. B.6
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‘n chaque point du corps 2, la polarisation est nulle; ¥, est la fonction
potentielle d'une telle distribution.

En chaque point du corps 1, on a

[ V,=— 1)

| (boy)y =—¢F, d 5;*3‘)7

I(V,+1,)

(122) C(Wh)y=—F, -0 "0,
1)o 1 dy

)(V,+1,)

(el)U:_aFl( 0()5 =

tandis qu’en chaque point du corps 2, on a

FA(V,+ )
__dx = o,

) A(V,+1))

b

dy
.
'd(\z)—:-vﬂj Y

Enfin, a I'instant = o, on a, en tout point du systéme,

u=o, v —o, w=—o,
9 =o, d=o, Y=o,
a=o, B=o, y =o.

Nous allons démontrer que cet équilibre est stable sous les conditions
suivanles :

1° La constante \ n’est pas négative
(124) 1Zo;

2° Le coefficient de polarisation ¥ n’est négatif pour aucun corps
(123) FZo;

3° Le coefficient d’aimantation f n’est négatif pour aucun corps
(126) JZo.

Nous obtiendrons ainsi 'entiére généralisation d'un beau théoréme

de Helmholtz ().

(') H. HeLmuovtz, Ueber die Bewegungsgleichungen des Elektricitét fir ruhende
leitende Korper (HeuMHOLTZ, Wissenschaftliche Abhandlungen, t. 1).
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A l'instant ¢ == o, troublons I'équilibre du systéme. Posons :

1° En tout le systéme

E=E,+ E|,
oL = o, @:50,

Sl :(31\“4—(9”)“;

770
9 = 9y, b =1d,, L= o
2° Kn tout point du corps 1
i e == e, — const.
(127) !
iy — 0, ¥y =0, vy — 0,
Aoy = (g )y + (Mo )y, by = (b ), + (“"‘lx Yos
3° En tout point du corps 2 :

€= (62 )0’
v == (1))

Why = (Uhy),,

Uy == ( ”2)()’

oy = (o2 )ys

Wy — ( Wy )4)7

e, = (S2)0-

Nous allons prouver que I'on peut prendre les quantités

Er()’ (82)0’
(A),i )07 (1‘2’,1 >l>’ (e/l )0’
(Loa)os  (Wba)gy  (29)0y
(128) ‘
(ui)o’ ("2)0» (“’2 )uy
(Pl)y 4’0, XO’
:‘ %o, @0; Yos

assez voisines de zéro pour que, quel que soit I'instant ¢, postéricur & ¢,,

que I'on considére, les quantités

E' =E —E,, €y,

Ay = Aoy — (Pog )y W) = b, — (Uby),, )
) w\ug, 'Ubg,
(129) \ “, o
2 ¢,
i o B,

soient inférieures, en valeur absolue, a des limites données d’avance
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Soit V' la fonction potenticlle électrostatique de la distribution

e, = o, sur le corps 1,
e == ey, sur le corps 2,
E=F, sur les surfaces de discontinuité.

Soit, de méme, Y la fonction potentielle di¢lectrique de la polarisation

o == A, wh = W, e =, sur le corps 1,
Ao = ooy, vh = b, e—=28,, sur le corps 2.

Nous aurons identiquement, en tout point du systéme,

V=V,+V,

130
( ) V=9, + V.

Ces égalités (130), jointes aux égalités (123 ), montrent qu’en tout point

du corps 2 ona
AV +9) gV 41

dx

ox

10(V+1) :d(V’—%—W)’

(131) 9y

dy

oV _ a(V'+7v)

Js

J3

Moyennant ces égalités (131), les égalités (72), ot I'on doit faire

920, N =0, C'_—:O’
deviennent

(VW) A 9
Pally =—& —— /s v Tk
L VYY) A 9y
P22 — 3 d}’ \/; ()t’
__o(V'+¥) A 93

Paffa="%""03 J/a 0t

Multiplions respectivement les deux membres de chacune de ces équa-
tions par u, dw,, ¢, dw,, w,dw,; ajoutons membre & membre les résul-
tats obtenus et intégrons pour toute la région de 'espace & laquelle s’ap-
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plique l'indice 2. Nous trouverons 1’égalité

(132) fpz(u;—l—V;—FW‘é)dwg

I _ ! VI nl dV!_i_-ml
T fq[d(vd;m”ﬁd( d; o (dz )W“’Jd“”

e | 0x ay a3 d
—'\Ef<m Uy —+ Fl Vg—{—E&VQ Wy
2

Les équations (73) et (131) montrent que I'on a, en tout point du
corps 2,

foy I(V'+v) € 9%
e R X
1I!)2~_80(V’+U’)__ngl‘_)
F, — dy Va ot’

€ oV'+v) € 93

F, 0z \75 ot

. . . , I dc}lof_) dlu»
Multiplions les premiers membres de ces égalités par T dw,, W2 dw,,

a2 s -
i 4w, et les seconds membres par les quantités, égales aux précédentes,

¢»dwry, §y do,, v, dw,; ajoutons membre & membre les résultats obtenus
ctintégrons pour toute la région de I'espace que désigne l'indice 2.
Nous aurons 1'égalité suivante :

* Ao b, e

F 2

. ox ‘ dy : Js

(18 0x a9 23
2

En tout point du corps 1, les quantilés o, w,, €, vérifient des égalités
semblables aux égalités (75). Si I'on en retranche membre & membre les
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¢galités (122), en tenant compte des égalités (130), on trouve

&, (V') € oF
l“i - ¢ dx —EEZ,
W, 0V € gy
¥ dy a0
ep_ a(V'+v) € 93
¥, T VT

De ces égalités, on déduit sans peine la nouvelle égalité

PV o, _, 02

/5977+“ o S
J, F,

B VW) (VY (V)

= £ [[ ox 1+ dy $y+ s XI-I dw,

dI d 03
—;/;f< ot Gp b+ g ) do

ou les intégrations s'étendent a toute la région de I'espace que désigne
I'indice 1.

dw,

Posons

M2 =2 + b2 + 22,
(135) | s i 2

[ orz = iz - w2 4 e,
Ajoutons membre a membre les égalités (132), (133), (134), en obser-
vant que 'on a, en tout point de la région 1,
(120) u;, = o, v, = o0, Wy == 0,

et en tenant compte des égalités (54) et (69). Nous trouvons I'égalité

(136) /Ip. (u2+v;+ w?l) do,
0 [ 0 [ o
ot F, T 0, oF,
! ! ! ! ! !
:ﬂa/’ﬂliﬂ%+NV+W%+ﬂliﬂw4mz
Iy dx ady 3
! 1 ! ‘n/ VI -nl
. f[mV+v)@+0W£-)¢+d(j—>Z}m
, ¢ ﬁm
A Gt
(va Va *’> iz
A IxX
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les intégrales qui ne portent pas d’indice s'étendant a tout Despace.
Considérons la distribution électrique suivante :

1> Sur le corps 1

e—=—=o, A = A, v =, e=2e;
2° Sur le corps 2
(137)
e =e,, Qo = ooy, uh = b, c=2e,;

3° Sur les surfaces de discontinuité
E—=FE'.

Soit W’ le potentiel électrostatique de cette distribution (137).
I1 est aisé de voir que I’on a

IW' oV +w (V' +v (V¥ ]
T Ef[T;—) Uy + ( 2y )(rg—e— ( d—’z_ )wgJ dw,
OV 4+0) (V4 1) AV )
+8f[“—dx @ -+ Iy b+ pE % ]dw,

cn sorte que I'égalité (136) devient

(138) fpz_,(ugﬁ—v;—ir-w;)dmz
2

SRR LS e
oc ), 2¥, "7V ot ), SF,

_ 0w ol AL E N\

—Sra Sl (Gerne)n
€ N\J
5 ) ot

)
<t
IR N NI
Il
|
k-




B.48 P. DUHEM.

Multiplions respectivement ces équations par a dw, 8 dw, yds; ajou-
tons membre & membre les équations obtenues et intégrons pour tout

I'espace en posant
“2 — a? @2+ .},2

et en tenant compte de I'égalité (65). Nous trouvons I’égalité suivante :
() ;L oy (L Jdo

(139) do —— = — 9t

05
of ot R d¢>d""

La comparaison des égalités (70) et (71) donne I'identité

f(f?)?—i—mg%—l—mdt)dm
C 00
= [ (Gerie)
+<—_0+E¢>ﬂ
Va2 Ve o¢
p: |
(e w) e

En vertu de cette identité, les égalités (138) et (139) donnent I'égalité

(140) fpe(ui—\—v;—%—w‘;)dmg
o[ [omg o} fp._ P
—|—5;[ oT, de, - aF. de, + 2fdw—i—W + —o0.

Multiplions par d¢les deux membres de cette équation (140) et inté-
grons par rapport & ¢ depuis Uinstant ¢, jusqu’a un instant quelconque 7,
postérieur & Z,. Nous obtenons I'égalité

4
(141) ff[p2(1¢§—|—v§+w'§)dmz]dt
321L’,2a,1 2do+f”a’m
1

+W’+§5’+(—II)

(W, >o s f(:nmz p fui’:
,+ | = do
f Wy : 2F, (OF of
I,

+ Wi+ J,—
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On peut toujours prendre les perturbations initiales (128) assez voi-
sines de zéro pour que le second membre de I'égalité (141) soit inférieur &
une quantité positive quelconque donnée d’avance. Si l'on admet les
restrictions (124), (125) et (126), on est assuré qu'aucun des termes du
premier membre ne peut étre négatif. On voit done que I'on peut prendre
les perturbations initiales (128) assez petites pour que chacurn des termes
qui figurent au premier membre de I'égalité (141) demeure, quel que soit ¢,
inféricur & une quantité positive donnée d’avance, si pelite soit-elle. 11
faut et il suffit pour cela que chacune des quantités (129 ) demeure, quel que
soit ¢, inférieur en valeur absolue a une quantité positive quelconque
donnée d’avance.

La stabilité de Uéquilibre électrigue sur un systéme immobile est
donc assurée.

Nous CONVIENDRONS, DESORMALS, DE NE JAMAIS ATTRIBUER AUX QUANTITES A, If, f,
DE VALEURS NEGATIVES, de telle sorte que I'équilibre d’un systéme immobile
solt assurément stable.

Fac. de T. - X. B7
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CHAPITRE V.

PROPAGATION D'UNE PERTURBATION ELECTRIQUE DANS UN MILIEU CONTINU.

I. — Fquations générales.

Considérons un milieu homogéne; les quantités p, I, f, aulieu d’y étre
des fonctions de z, y, z, y sont de simples constantes. Supposons, en outre,
u’en tout point de ce milieu on ait

(]—/12) 6209 n=—o, {=o.

En vertu des égalités (17), les égalités (72) permettent d’écrire, en tout
point d’un tel milieu,

. eV il o \wm A oz
B —O=Mga =5 [ 7 T)L]’
Al ’,n +’m A 90y
/ 7 () - - \ j— = b
i .. 0?V AT V+v) A 03
o — — _ 1.
AW —0=1 5o =5 [ 7 on

De méme, les égalités (19) et (74) donnent les égalités

P 0% d[ a(V-+1) ¢ 9%
ndb e ‘az[ T+;;W]
, L, J%0 LI d(V+1) C 9
4 ¢ —(1—2) ~—= — 4= areT . =27,
(144) AG (1 l)dydt ! I1()5[ dy +\,«’2‘ dt]
, 0V LTV €03
A — (=) Gogr = Ioz[ e +$o¢l

Différentions la premiere des égalités (143 ) par rapport a x, la deuxieme
par rapport a ¥, la troisiéme par rapporta s et ajoutons membre & membre
les résultats obtenus. Nous trouvons I'égalité suivante :

00 9V IJP° A
(143) A<%+J;-+() ) (1—21)A <m>
_47'»: 4TL' A i(d.&' (112 0_3 .
P AV+Y) 2 ;/z at \dx+0y+d;)
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Différentions de méme la premiére égalité (144) par rapport a x, la
deuxiéme par rapport a y, la troisitme par rapporl a s et ajoutons membre
a membre les résultats obtenus. Nous trouvons I'égalité

. 079G 9k
(146) A( —i—()}’—i—(:) (_/)A(dt>
L o AL P R Lo X S| R R.
AT +"tv’;fﬁ<l);&+d»+og)

Multiplionsles deux membres de I'égalité (145 ) par \72‘:, les deux membres
2

« . \ '
\—/——’ et ajoutons membre & membre les résultats obtenus
2

en tenant compte des égalités (22), (53) et (54). Nous trouvons

de’égalité (146) par

‘.; v
A(di @,0)_(_ WL

(147) d—uc+0)' Js ot
fme 7
:4"53_-A(V—|—1))+41:I ¢ ()(\ v)
p \/2 \/2 Jt

L Am i‘fﬁ<§§+£’_"+_>
¢ 2 Jdt \dr dy Js
¢ ()2<d_.'¥_*g_'i) d3>

A _— - —— .
+Ark 2 Jt2 oy + 03

Mais les égalités (54), jointes aux égalités (18), (20) et (22), donnent

I'égalité
ox Y d3 Ju
, —_— _ ——
(148) IR A F i T

Moyennant cette égalité (148), I'équation (147) devient
PR S S S

cy oY _ am <” e
(149) 5~ g —4er o0
-—<|v—41'[ [ +‘{1])+¢P M> — o.

\,) V2 Je

D’autre part, les équations (21) et (76) nous donnent

[ AD — 4TS ﬁAx—(—)‘?;(‘Eﬂu‘mﬁu‘”)]

1+ 4mf | de  dy = ds
. e 4TS [ay_ O (9% 9y 93y
(x50) M= =2 (5 a5

AX = 477 a3 _ i<

X 9y a%>
+4nf | os\or "oy T os) |
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Multiplions les deux membres de la premiére égalité (17) par%; les
. V2

deux membres de la premiére égalité (19) pm - ajoutons membre &

membre les résultats obtenus et la premiére égalité (1 50), en tenant compte
des égalités (52), (53), (54) et (148); nous trouvons la premicére des
caalités

A f— 1 /)X 1 3
g+ﬁligﬁ%%+$+?

g AT/ —) 0 f0X 0y 93N,
MW ——— oty o) Tirtrins)e =0,

Amf—x d (0¥ OY )3
AS_‘_I_‘_—Jr).f—J PE <()l+()3f+( >+4T(l+”—f)m:o

(151)

e — N ——
~
N
;’S

Les deux derniéres s’établissent d’une maniére analogue.

In vertu des égalités (52), (72) et (74), ces égalités (151) peuvent
s'éerire

ﬁ+w+m)

/

{Ax4_.+-4ﬁ/—0\£1<ox 9Y

= A2 9% L d"x
ir AINVEY) L p o RV
— 1+ 4 f)\Tz—~—dLL—_——4/.\_I‘(I—1—4I_/ \/0 oz Ot =o,
1+4rf-—-) Jd /0¥ IV ()
AY -+ ) dy <()TL - Jdy 0=
] A2 0t , 2 0%y
(152) ¢ ——T(l+4rf);d—t)——4ﬁ17(l+4ﬁ/) e
hme A IV o L e )
— p ([—|—_/|7tf)\7; T—.’ll.cl(]+4luf)\//2— du\"()t =0,
14T f— A () aY 93\
A3 ——— oL 2 oz)
A A2 93 T hr _l:d;
_?(Iﬁ—[‘ﬁf)—g—-m—-(pr(l ,/) o ()[‘)
\ fme , o A OV 1) . € o(V+r)
\\ —T(1+4/‘-f)\'/—5 T_4t°F(I+4nf)\/g dsdt
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II. — Conséquences de Uhypothése inacceptable A = €.
Supposons, pour un instant, que nous fassions 'hypothése
(51) A=c¢,

hypothése recue, jusqu’ici, par tous les auteurs qui ont traité de I'électro-
dynamique des courants de déplacement, mais hypothese que nous savons,
aujourd’hui, étre inadmissible. L’égalité (53) pourra s’é¢crire, dans ce cas,

[ e

(153) —1(\’+11)_ (V+1)=1.

\/> \/.

W

L’¢équation (149) ne renferme plus que la fonction U et devient

- ATe L JUu
(154%) iTD_-A1[+(I_I—47:EF>AW
T N S L
o o Mo AT g T o

i

Si 'on différentic par rapport a ¢ les équations (152) et si 'on tient
compte des égalités (153) et (158), on obtient trois équations aux dérivées
particlles ou ne figurent plus que les trois fonctions X, 1), 3.

Jcrivons seulement la premiére de ces ¢quations

. 0x Are(i+47f) 9 /0% a9 23
(153) AW+ ——-—)0 ().17<()76+Z)7+()—3>
N (+4nf) (0 +4meF)—2 9 /9% ()l) d3>
A dx dt \dx Js
4w A2 92X ¢
= U ARS) S G =T fz(;))—:"'

I

Ces équations (154) et (155) peuvent étre regardées comme la forme
correcte sous laquelle devraient étre mises les équations analogues don-
nées par Maxwell (').

(Y) MaxweLL, Traite d’électricité et de Magnétisme. N° 183, éq. (8) et (7). (Tome II,
p- 488 de la traduction francaise.)



B.54 P. DUIEM.

IlI. — Deux cas o il est légitime d’écrire des équations voisines
des précédentes.

En rejetant, comme nous devons le faire, 'hypothése X =&, nous
sommes amencs, par le fait méme, a rejeter I'égalité (153) et les consé-
quences qui s’en déduisent. Toutefois, dans deux cas particuliers, que

nous allons préciser, certaines de ces conséquences redeviennent légi-
Limes.

Le vremier cas est celui ot le milicu, doué de pouvoir diélectrigue, est
absolument isolant. — On a alors, en tout point de ce milieu,

u=no, v —=o, v = o.
Les égalités (1) et (14) donnent, pour un pareil corps,

A()\

O,

en sorte que I'égalité (53) permet d’écrire

o ¢ IV o
(1061)18) \_/—;AT‘_A()_[,

relation qui représente une conséquence, légitime dans ce cas, de I'éga-
lité légitime (153).

Le vruXiENE cAs est celui ow le milieu est conducteur, mais privé de
pousoir diélectrique. — On a alors, en tout point du milieu,

A =-o, Wh = o, < —o.
[.’équation (15) devient
(157) AV —o.

L’équation (53) permet d’écrire la relation

(157 bis) -/E; A(Y 1) =AU,
Ve
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IV. — Milieu isolant.

Pour un milieu isolant, ol ¢ est infini, I'équation (149) devient, en
tenant compte de I'égalité (156 bis), et en posant

Ju
Q— ~NT?
(158) Q="
1 +Amel o 2 g 0?2
(159) el n @ M gm0

ST LA CONSTANTE A EST POSITIVE, la fonclion Q vérifie, en tout point d’un
milieu isolant, I'équation canonique des petits mouvements, la vitesse
de propagation ayant pour valeur

(160) ¢ = %—23 ————\/]_m
VareFa
Si LA CONSTANTE A EST EGALE @ 0, la fonction Q vérifie, en tout point du
milieu isolant, I’équation de Laplace.
De cette proposition on peut en déduire une aulre dont le sens est plus
concret.

Soit
dAo duh a9
(161) U———‘<5‘—Z_‘+'(E+“d—;>

la densité du fluide fictif équivalant a la polarisation diélectrique. On a,
en général, en vertu de I’égalité (15),

AV = — 4 ro,
et, par conséquent,

o _ , Jdo

Ji 4T ; )
do . . . .,
9z €St ce que nous nommerons la vilesse de condensation du fluide die-
lectrigue fictif.

Dans le cas particulier qui nous occupe, cette égalité devient, en vertu
des égalités (158) et (156),

(162) AQ=_ 492

TL'(—)-["
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Les égalités (159) et (162) nous montrent alors que I'on a

. 14+ 4mzF 1 e J7 9% [dz\
(:63) 4nf—7@?*<m>“ap(m>—“

SI LA CONSTANTE A EST POSITIVE [ vilesse de condensation du fluide dic-
lectrigue fictif vérifie, en tout point d’un milieu isolant, I’équation
canonique des petits mouvements, la vitesse de propagation ayant la
valeur (160). Si LA CONSTANTE A EST EGALE A ZERO, celle vilesse de conden-
sation vérifie ’équation de Laplace.

Considérons maintenant la premiére des égalités (152). Donnons-y a ¢
une valeur infinie. En vertu des égalités (74), elle pourra s’écrire

LrEARf—0 0 (9% JY ()3>
At e r T
¢
+,’|7:T(l+ﬁ,rf)"o.—:o.
V2

Différentions deux fois cette égalité par rapport a ¢. Elle deviendra

IR L) et SN GE Py ()33>
o " j dx\oxroz T avor T oz or
0y
+ 47— (1 +4Tf) —o.
\2
02X 0'Y 023

Dans cette égalité, remplacons leurs valeurs déduites

o’ g ge P
des égalités (74) et nous trouvons

IR A - d Yoy 2 2,
_|_1.,lhf 7'i<g£+()¥ d/')——[;'r.gl‘ / o

2. Jdr  dy | 0=

_I_.

href)eF A()(\7—&—11)_
JA oxr Jat -

Mais, dans le cas actuel, on a, en vertu de I'égalité (156),
IV +Y) (92 9% ‘lZ>.
A

A=y =4

(3]
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L’égalité précédente devient donc la premiére des égalités

= + L+

‘ (1+4meF)(1+4nf)— A 0 [do 0y Oy
!/AC‘ML _<d-x dy 32)

Q:Z d2q7__
—(1+471f)4nsF; o —=o,

AmeF) (1 +4mf)— A _d_(dcp 9 dx)

oz "oy T o

(1+
/Atp—n- 5 Jy

¢E d?dH

—(1—+—47rf)47rsF;E I

(1 +4meF) -+ 4nf)—2 9 (do 9y 0_X>

Ar+ ) ?)E<ax+oy+oz
(] 0_2X

— (1 +47f) bmeF T on =

(164)

=o,

On peut donc former trois équations aux dérivées partielles qui
lient entre elles les trois composantes du flux de déplacement en tout
point d’un milieu isolant. Ces équations sont de méme forme que les
équations des petits mouvements d’un solide élastique isotrope.

A ces équations on peut appliquer une proposition démontrée par
Clebsch pour les équations des petits mouvements des corps isotropes. On
peut écrire

_Oda 0dn om
=z T ay  0:
x __da al on
(163) (b= 5; -+ 0= oz’
_0da dm  Jl

L=z T 0z "oy
a étant une fonction de x, y, z,t qui vérifie I’équation

1+ 4meF 1 ¢ %a

_—47'[5[“ X gAa — o,

- (166) ~ o
2

cest-a-dire Uéquation canonique des petits mouvements oi: la vitesse
de propagation a une valeur € donnée par Iégalité (160), tandis que
l, m, n sont des fonctions de x,y, z, t dont chacune vérifie I’équation
2
(167) (_l‘ms—FéjAp_%?:o’
2
Fac. de T. — X. B.8
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cest-a-dire pour Uéquation canonique des petils mouvements, ou la
vitesse de propagation a la valeur

(168) Ve v
C V(U +hinf)bhneF

Helmholtz (*) a donné des équations semblables aux équations (164),
mais portant sur les composantes &, ¥, © de la polarisation. Pour ob-
tenir les équations de Helmholtz, il suffit de suivre une marche analogue
a celle qui nous a fourni les équations (164), en différentiant une fois
seulement les égalités (152) par rapport a ¢ et en supposant que

AV —o,

c'est-a-dire que le diélectrique mauvais conducteur ne renferme pas de
charge électrique répandue dans sa masse. Les équations (164) sont indé-
pendantes de cette hypothése.

V. — Milieu conducteur non diélectrique.

Considérons maintenant un milieu conducteur, mais privé de pouvoir
. . - ’ . :
diélectrique, en sorte que FF = o. L’équation (149) devient

oM 4w A 0WU me

- I = ) =
ot P zldtz+p\/2A(V+) o

En vertu de I'égalité (157 bis), cette égalité devient

ou U

(169) 4nsAu+oAd——4r—) o8 =

Telle est I’équation aux dérivées partielles que vérifie la fonction U au
sein d’un milieu non diélectrique.

La nature des intégrales de cette équation varie beaucoup avec la gran-
deur relative des trois constantes positives

A2
hme, o0, 4T o .

¥

(1) H. Heumnorz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitat fir ruhende
leitende Korper. Equations (21 ¢) (Helmholts wissenschaftliche Abhandlungen, t. 1,
p- 625).
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Considérons seulement le cas d’un conducteur parfait, c’est-a-dire le
cas ou I'on a

(170) p==o.
1° LA CONSTANTE A A UNE VALEUR PoSITIVE. — L’équation (169) peut alors
s’écrire
2¢ 0
1 — AU — — =0
(171) Qaz) ot

Dans un conducteur parfait dénué de pouvoir diélectrique, la fonc-
tion U vérifie une équation canonique des pelils mouvements ot la
vitesse de propagation a pour valeur

o= V2
AV
29 LA CONSTANTE A EST EGALE A 0. L’équation (169) devient alors
(173) AUl —o.
La fonction U vérifie Uéquation de Laplace.

On peut donner de ces propositions une conséquence concréte. L’équa-
tion (157), jointe & I'égalité (14), nous permet d’écrire, dans le cas actuel,

A
AU = — 47? — e,
V2
e étant la densité de I'électricité libre. Dés lors, on voit sans peine que
I'on peut déduire des équations (169), (171) et (173) les équations sui-
vantes, vérifiées par la densité de I’électricité libre

d A2 92
(174) 47reAe—pAa;—4n?).—d7§:o,
. 2¢ dle
(173) ji—iAe——dF::O,
(176) Ae = o.

Les équations (175) et (176 ) peuvent s’énoncer de la maniére suivante :

SI LA CONSTANTE A A UNE VALEUR POSITIVE, dans un conducteur parfait,
dénué de pouvoir diélectrique, la densité électrigue vérifie Uéquation
canonique des petits mouvements, la vitesse de propagation étant
donnée par Uégalité (172).
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SI LA CONSTANTE A EST EGALE A 0, dans les mémes conditions, la densité
électrique vérifie I’équation de Laplace.

Considérons maintenant la premiére des égalités (152). Donnons-y a F
la valeur 0. En vertu des égalités (72), elle pourra s’écrire

M+1+4ﬂf—7\d<d$ 09 03>

h oz a—f’a;wi
—|—47r\/—_(1+4'n:f)u__o

Différentions cette égalité par rapport a ¢. Elle deviendra

0¥ 1+4mf—)X 0 /(0% oY 03
AT dxdt<07+Ty+E)T>
du
+41r\~/—;(1—|—47rf)0t
20X 0y 03

Dans cette équation, remplagons —, —, par leurs valeurs déduites

9z’ 9y’ 9=

des égalités (72). Elle deviendra

+4nf—h O [du  dv = Ow br(1+4nf) A du
Au+ A ()x( @_‘h&)—- 2 2t
e_____(1+xémf) I AV +1)=o.

Or les équations (14) et (157) donnent, dans le cas actuel,
A(V+9)=—/4me.

On obtient donc la premiére des équations suivantes

1+4nf—N 0 (du dv  Ow
&Au_ﬁ_f()m(dt—‘_a}'_‘_&)
_Am(+4nf) A du hm(1+4Tf)e de
P) 2 Ot ho ox
1+4nf—k d (du dv  Iw
b R ()
(177) 4 hnf) A de Gm(i+Gmf)e de _
P 2 Ot ho aday — 7
1rinf—h 0 (du v "_W>
Aw + o dz<2)—x+()y+ 93

bn(+4nf) A2 dw 411(1—|—47rf)eg_f
- o 2 J¢ Ao ds

I
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De ces équations on peut en déduire d’autres qui ne renferment plus
que les trois fonctions u, ¢, w. Il suffit de différentier les égalités (177) par

rapport a ¢, en tenant compte de ’égalité (1). Nous trouvons ainsi les
équations

chm(i+4mfie 0 [du  dv  dw
f ko 55<55+@+53>
du 1+4nf—2 0 (du  dv  OJw
AT+ P 0x0¢<<ﬁ+(ﬁ+55>
__-/H'c(l—i-ﬁnf)fd?u__
0 2 o
(144 f)e i(@ d  Iw
Ao dy\dx '~ dy ' 9z
d¢  1+4mf—k 02 [du Jdv  Iw
(178) +Ad£+ - dydt(gt;_'—@_*—E)
_{‘ﬂ(l—’—;/{ﬁf) A2 g2p .
B oo T
br(v+4mf)e 0 [du  Odv  Ow
R z;(a‘x+fy+a7>
Iw 1+4nf—%k 0° ou av dw
AT T asot<£+5j )
| _Amgny) A e
‘ p 2 022

’

Ces équations s’éclairent par une transformation analogue a la transfor-
mation de Clebsch pour les équations des petits mouvements d’un solide
isotrope.

On peut écrire

al B O om
‘ T dx  dy 05

du dl on

I —_ e e
(179) /v_dy+dz 5
L - om gl

. 03 dTv_(Ty’

a4 €lant une fonctionde x, y, z, t qui vérifie équation

- (180) ﬁﬁEAu-i—pA(%l—_/;n

3270211
2 o

:O’

semblable aux équations (169) et (1 74), tandis que |, m, n sont des fonc-
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ol odm oJn

tions de x, y, 3, t, dont les dérivées par rapport au temps 5 90 9t

vérifient toules trois l’équation

— = o,

(181) Ap—4/—7?(]_,_47-"].)~
p

|
S5

qui appartient au méme type que Uéquation de la conductibilité calori-
Jfique dans un milieu homogene et isotrope.

VI. — Actions magnétiques.

Revenons maintenant aux équations générales (152).

Différentions la deuxiéme de ces équations par rapport a z, la troisiéme
par rapport & y et retranchons membre 4 membre le premier résultat du
second en tenant compte de la premiére des égalités (76).

Nous trouvons la premiere des égalités suivantes

Am(L+b4nf) A 9o, w898
Ao — = o g AR FU AR S G = o
Ar(i+4mf) A 03 o € b _
(182) (AB——i 5 —7E'_477P('+[47Tf)—2" (ﬂz“’o’
hr(i+4mf) A oy, ¢ oy
AY———P——?—J‘; —477F(‘+47:f)2 oz~

En vertu des équations (75) et (79), ces équations peuvent encore
91 .
s’écrire

/ Ar(1+47f) A% 9L e T
AL_—P —;—E—ATEF(I—FA?T'}C)Q—-()F = o,
, br(1+4rf) A2 oM e o°M
(183) 1.\ AM — -——p——— > ot GrFU+4nf) Y oF =@
- hm(r+4mf) A2 ON , g‘idiN_
AN — = S G AR b o G =

Maxwell aurait pu déduire ces équations des équations, d’ailleurs
inexactes, qu’il a données au n° 783 de son Traité.

Les équations précédentes sont générales. Que deviennent-elles dans les
deux cas particuliers auxquels nous nous sommes longuement arrétés?

Dans un milicu entiérement isolant, ot p = », les quantités a, B, v,
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L, M, N vérifient U'équation aux dérivées partielles

(167) G TnfimF €

Dans un milieu privé de pouvoir diélectrique, ot ¥ = o, les quantités
@, B, v, L, M, N, vérifient ’équation aux dérivées partielles

br(i+4nf) A dp o

Le premier de ces deux résultats a été démontré par Helmholtz ().

VII. — Récapitulation.

Si nous nous bornons soit aux milieux isolants, soit aux milieux privés de
pouvoir diélectrique, nous trouvons que les diverses quantités qui figurent
dans nos théories vérifient des équations aux dérivées partielles appartenant
a un petit nombre de types qui sont les suivants :
on oz

1° Corps isolant. — Les quantités Q = 5 0

» @ vérifient une équa-

tion aux dérivées partielles du type

T+4meF 1 e a*p
hmeF X @ P T G
2

(£39)

- 0.

Les fonctions I, m, n, a, §, v vérifient une équation aux dérivées partielles

du type

67 Y &N, 9P

(167) (r+4nf)hmeF ¢ Ap o
T2

2° Corps privé de pouvoir diélectrique. — Les fonctions U, e, a véri-

fient une équation du type
ap A9 p

6 f e or__ s, 9P

(169) 4T AP‘*“PAdt 47727‘(”2 = 0.

(1) HELMHOLTZ,'UebeI' die Bewegungsgleichungen der Elektricitit Jiur ruhende
leitende Kirper. Equations (21 d) (Helmholtz Abhandlungen, . 1, p. 625).
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Jl Jdm ¢on

Les fonctions -7, =7 =7 o, B, ¥ vérifient une équation du type

Gr(i+bmf) 2 op _
(181) Ap~————T— -2—%_0.

Nous désignerons les équations (159) et (169) comme les équations
d’une perturbation électrostatique, tandis que les équations (167) et (18r1)
seront les équations d’une perturbation électromagnétique; CEs MOTS N ONT
D’AUTRE SENS QUE CELUI D’UNE NOTATION.

Dans un corps privé de pouvoir diélectrique, I'équation des perturba-
tions électromagnétiques est du méme type que I’équation de la conducti-
bilité calorifique; il n’y a pas d’onde électromagnétique.

Dans un corps isolant, I'équation des perturbations électromagnétiques
est une équation canonique des petits mouvements; il y a une onde élec-
tromagnétique qui se propage avec une vitesse

. Ve i
68 T
(168) € Va+4rnf)hneF

Dans un corps isolant, 'équation des perturbations électrostatiques est
une équation canonique des petits mouvements; il y @ une onde électro-
statique qui se propage avec une vilesse

- \E Vi+4mel
(160) (i € \/——_A—m_]“\ﬁ

Dans un corps privé de pouvoir diélectrique, I'existence ou la non-
existence des ondes électrostatiques dépend des grandeurs relatives des
quantités

A2

o, 4m=—A.

A
QTE, 2

Dans un conducteur parfait, ou g = o, 'équation des perturbations
électrostatiques devient

(171)

C’est une équation canonique des petits mouvements; il y a une onde
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electrostatique qui se propage avec une vilesse
V2e 1
172 6= —-
(172) ERVY
" L’expérience semble confirmer cette vue de Maxwell :
Dans Uéther diélectrique, la vitesse de propagation d’une perturba-

tion électromagnétique est égale a la vitesse de la lumiére dans le
méme milieu.

Nous avons vu ailleurs (') que cette proposition entrainait la consé-
quence suivante :
On a

¢? 1+ 4meF,
184 i doh
(184) T hreF,

F, étant le coefficient de polarisation diélectrigue de Uéther.

Désignons par €, la vitesse de propagation d’une onde électrostatique
dans P’éther. Les équations (160), (172) et (184) donnent I'égalité

(185) ¢, =¢&.
D’ou la proposition suivante :

Si une perturbation électromagnétique se propage dans Uéther avec
la méme vitesse que la lumiére, une perturbation électrostatique se
propage avec la méme vilesse dans Uéther diélectrique et dans un
conducteur parfait privé de pouvoir diélectrique.

Nous avons marqué, dans un autre Travail (?), le role capital que cette
proposition parait appelée a jouer dans le domaine de I'Electrodynamique.

(1) Quelques remarques au sujet de U’électrodynamique des corps diélectriques pro-
posee par J.-Clerk Maxwell, § IX.

(2) Sur linterprétation théorique des expériences hertsziennes (L'éclairage élec-
trigue, t. IV, p. 494; 1895).

Fac. de T. — X. B.C)
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CHAPITRE VI.

CONDITIONS A LA SURFACE LIMITE DE DEUX MILIEUX.

I. — Conditions a la limite commune de deux milicux isolants.

Les conditions qui doivent étre vérifiées a la limite de deux milieux
offrent d’étroites analogies avec les conditions qui sont vérifiées en tout
point d’un milieu illimite.

Considérons, en premier lieu, la surface de contact de deux milieux
isolants doués de pouvoir diélectrique. Soient 1 et 2 ces deux milieux.

En chacun de ces deux milieux, et jusqu’au voisinage de la surface de
contact, on peut écrire des équations telles que les ¢quations (74).

9*(V,+¥)) E_ 0% %, —o

I

F, 5T owor | of
4 ’I(V,+v,) €Y,

(I86> F’ +SW -+ \/; o = o,
X1 I(Vi+ 1)) _E 0?3
F, ¢ gsor T oE
9o (Vo W) € PX
¥, T owor ;om0
. ‘Pz 03 (Vo +1,) C d”ﬂ)z_
(186 bis) E”*‘E"—d—dt“*"‘—aw—o’
y %
X2 0*(Vy+1,) E 0%3,
F, " f T osor 5 0B

Multiplions respectivement les équations (186 ) par cos(n,,x ), cos(n,, ¥),
cos(n,, z); les équations (186 bis) par cos(n,, ), cos(n,, ¥ ), os(n,, 3);
ajoutons membre & membre les résultats obtenus, en tenant compte des
égalités (54), (36), (39) et (42), qui donnent, quel que soit ¢, en tout
point de la surface,

(187) =%, 9=9, 3,=3,
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ct nous trouverons

(188) @1 cos(ny, x)“'dﬂ COS‘(”'“)’)—F)(J cos(ny, 5)

F,
L $2€08(ny, @) + $a €OS (19, ¥) + %5 €OS (13, 5)
F,
“ot\om, T om, T om, T omy) =

Mais les égalités (2) et (28) donnent

(189) d% <% + 3—:-2> =4m[ wcos(ng, x) + ¢ cos(ny, ¥) + w; cos(n,, z)
1 2

—+ Uy €OS( Ry, T) + 95 COS( Ny, ¥) + 9, COS(Ry, 3)],

d (V)  aV,\
(90) E(a—n, o—n)—"’

égalité qui devient

puisque les deux milieux 1 et 2 sont supposés isolants.
D’autre part, les égalités (3) et (29) donnent 'égalité
Jd [V gy
(191) T (—()'—l: + deZ) =4n[ @icos(n, x) + Yy cos(ny, y) -+ % cos(ny, z)
—+ @3 €OS( Ny, ) —+ Y3 COS( Ry, ¥) + y2 COS( Ry, 5)].
Les égalités (188), (190) et (191) donnent I'égalité

(192) #‘TS—F‘ [o1 cos(ny, ) + ¢y cos(ny, ¥) -+ 34 cos(ny, )]

ﬂf‘—ﬁs—m[@z €os(ng, 2) -+ 3 €08(n3, ) -+ 2 COS(ng, 5)] = o,
2

ou bien, en vertu des égalités (74) et (77),

(192 bis) (1+ 4meF,) (% [ X, cos(ny, ) + Yy cos(ny, y) + Z, cos(ny, )]
=+ (1+ 47eF,) d% [ X2 cos(ny, 2) 4 Y, cos(ny, y) +Zy cos(ny, 2)] =o.

D’autre part, si nous désignons par T une direction quelconque, tan-
gente a la surface de contact, les équations (186), (186 bis), (187), (29) et
(32) donnent I'égalité

(193) 77 L2108 (T, @) -+ &, €08 (T, ) + 7, cos (T, 2)]

= 1%2 [92 cos(T, x) + ¢, cos(T, y) + s cos(T, z)].
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Cette égalité peut encore s’écrire, en vertu des égalités (74) et (77),
(193 bis) (% [X;cos(T, z) + Y, cos(T, y) +Z,cos(T, 3)]
— (% [X;cos(T,x)+ Yycos(T, y) + Z,cos(T, z)].

Telles sont les conditions auxquelles sont assujettis les flux de déplace-
ment a la surface de contact de deux corps isolants quelconques.

II. — Conditions a la limite commune de deux conducteurs dénués
de pouvoir diélectrique.

Les équations (72) nous permettent d’écrire

AVi+¥) A 9F, _

prlly + & 0z \/5?7—0’
d(V,+1) A9y
(194) PIVI_'_S—-‘()}’;—“—\—/;T;:O’
w0 Vim0 A 03
priva PE Ja 9t O

O(Vai-¥y) A 0%,
ox N

d(V‘z"\"v?) 21 ().{)3 .
dy +\7§ o ”

WVt ) A 03 _
3 Va 9ot -

Pally + ¢

(194 bis) pavy ¢

P2W2+ €

Multiplions respectivement les équations (194 ) par cos(n,,x), cos(n,, y),
cos(n,, z) etles équations (194 bis) par cos(n,, x), cos(n,, y), cos(n,, z).
Ajoutons membre & membre les résultats obtenus en tenant compte des
égalités (187), et nous trouvons 'égalité suivante : -

(193) piluicos(ny, )+ ¢y cos(ny, ¥)+ w, cos(ny, 5)]
+ paf Uy COS (R, &) + 05 COS( Ry, )+ w2y COS (1725, 3)]
<0V} av, = ov, 0v2>

+e -+ =0

ony " dn, " dn, ' dn,

Mais, comme les milieux 1 et 2 sont dénués de pouvoir diélectrique
I’égalité (31) devient

b

an, o,

—— — o.
dny,  dn,




SUR LA PROPAGATION DES ACTIONS ELECTRODYNAMIQUES. B.69
La condition (195) devient donc, en tenant compte de I’égalité (28 ),

(196) piluycos(ny, 2)+ vy cos(ny, y)+ w, cos(ny, 5)]
+ pa[ 4z €OS( 1y, )+ ¢; COS( 1y, ) + w, COS (R, 2)] = 4me E.

SiT'on différentie I'égalité (196) par rapport & ¢, en tenant compte de
I'égalité (2), on trouve P'égalité

(197) hme[uy cos(ny, )+ 0, cos(ny, y) -+ w, cos(n,, s)
—+ 15 COS( Ny, )+ 95 COS(Ny, )+ Wy COS(Ny, 5)]

—+py %[ul cos(ny, x) ¢y cos(ny, ¥ )+ w, cos(ny, 5)]

—+ P %[ug COS (N3, T )+ ¥ COS (723, )+ Wy COS (1, 5)] = 0.

En vertu des égalités (72) et (78), cette égalité peut encore s’écrire

(197 bis) 40—775 [X4 cos(ny, 2) + T, cos(ny, y) -+ %, cos(n,, 3)]
Py

-+ ;)o_t [é\:l COS(nhx)‘f‘gi cos (ny, y)—}—%chS(n“ z>]

-+ Ap_m[*\‘-g €08 (n3, Z) + J2 €OS (N3, ) + %3 COS (74, 5)]
2

+d% [z €08 (ng, @) -+ N3 €OS (13, ) + %5 COS (g, 5)] = 0.
D’autre part, moyennant les égalités (187), (29) et (32 , les égalités
part, moy 8 7 9 )
(194) et (194 bis) permettent d’écrire la condition

(198) pi[uy cos(T, z) + v1cos(T, y)+ w, cos(T, z)]
=pa[uscos(T, z)+ ¢, cos(T, y)+ w, cos(T, z)].

En vertu des égalités (72) et (78), cette égalité peut encore s’écrire

(198 bis) 2oy €08 (T, z) + F, cos(T, y)+ %, cos(T, z)
=\ co8(T, 2)+ Y, cos(T, y) + %, cos (T, z).

Les équations (196), (197), (198) représentent les conditions vérifides
a la surface de contact de deux milieux privés de pouvoir diélectrique.

HI. — Conditions vérifiées par les composantes de I’aimantation
a la surface de séparation de deux milicuzx.

Pour établir ces conditions, il n’est plus nécessaire de faire aucune
restriction sur la valeur de la conductibilité ou du pouvoir diélectrique des
deux milieux.
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La premiére des égalités (76) nous permet d’écrire

I—_'_f[:ﬂJ oy cos(ng, )+ I_—tfiﬂﬁ o €0S (1, 2)

Les égalités (54), (38), (41), (44) donnent

0(%,— %) 0X, JX,
Jy <dn_1 + dn2>cos(n"y)
0(35’1_3'2)_ AT o, N
A —(0111 + ()Il2> cos(ny, 3),

cn sorte que I'égalité précédente devient

1+ 47 f, 1+ 4T fs

ay cos(ny, x)+ oy cos(ny, )

2
. X, X, v, v, _
_~[<_dn, -+ _dnz >cos(n,,y)—<ﬁ —+ m)cos(n,,ﬁ)] cos(ny, x).

Moyennant les égalités (43) et I'identité
cos*(ny, )+ cos?(ny, )+ cos?(n,, 3) =1,

I’égalité précédente se transforme en la premiére des égalités

———:f— oy cos(ny, )+ %[:sz
=4m[a, cos(ny, z)+ a, cos(n,, z)]
—b4meos*(n, x) [ aycos(ny, x)+ By cos(ny, y)+ y,cos(ny, z)
-+ a3 €08 (ng, )+ 35 €08 ( Ry, )+ 5 COS( Ny, 3)],

AT —|—fl;7rf1 Bicos(ny, y)+ 1_—1—%1_@ B cos(ny, )

'+47Tf1

o Cos(ny, )

(199) =47[Bscos(ny, y)-+Bacos(ny, ¥)]
“‘47:0052(”1,.7)[ “1005(n1’x)+ﬁi005('11».)’)""}’1005(”1’5)
-+ 03 €08 ( Ny, )+ B2 €OS( Ry, ¥) + Y2 COS( Ry, )],
———7—71005('11»Z)+I—+f47m1—2
= 47[ys cos(ny, 5)+ y,€08(ny, 3)]
—4mcos?(ny, 5) [ aycos(ny, 2)+ By cos(ny, y)+ v, cos(ny, 5)
-+ a3 €0S( Ry, )+ 3, €08 (ny, )+ 5 COS(ny, 3)].

1+ 4ns, Y2 €0S(ny, )
1

Les deux derniéres s’établissent d’'une maniére analogue.
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En ajoutant membre & membre les trois équations (199 ), on trouve

1+ 4T fy
Ji

1+ 47 fs
J2

En vertu des égalités (75) et (79), cette égalité peut encore s’écrire

(200) [y cos(ny, 2)+ By cos(ny, ¥)+ 74 cos(ny, 5)]

-+ [ o cos(n,, )+ B, cos(ny, y) =+ 72 €OS(ny, 5)]= 0.

(200 bis) (1+4m fy) [Ly cos(ny, @)+ My cos(ny, y) -+ Ny cos(ny, z)]
“+ (14 47 f3) [ Ly cos(ny, ) + M, cos(n,, ¥)+ N, cos(n,, 3)] =o.
Soit maintenant T une direction tangente a la surface de discontinuité.

La premiére des égalités (76) nous donnera

I+[}7Tf1

Ji

1+ 4T f,

S

cos(T, x)+

ey cos (T, z)— a,cos(T, x)

9 (%, — By)

I(F1—J2)
dy Jdz

cos(T, z).

En vertu des égalités (54), (38), (41), (44), cette égalité deviendra

l+47ff| I+/{Tff2

Ji Ja

. dxl 0X2 dlp.l dw? .
=—[ (Gt + a2 ) eos(m ) — (G + G2 ) cos (i )| cos(T, ).

a;cos(T, ) — ay cos(T, )

Moyennant les égalités (43) et I'identité
cos?(ny, x) -+ cos?(ny, y) + cos?(ny, z) =1,

I'égalité précédente devient la premiére des égalités

I/ <—%’ —-%) cos(T, x)

=—4mcos(ny, x)cos(T, z) [  a,cos(n,, 2)+ [, cos(ny, y)+7, cos(ny, 3)

=—4mcos(ny, y)eos(T, y)[  aycos(ny, 2)+B1cos(ny, y)-+71c08(n,,

—+ 0, €08 (ny, )+ (35 €05 (g, ¥)+ 72 €08 (R, 5)],

(201)

)

~+ 013 €08 (73, )+ [3,€05 (3, ¥)~+ 72 €08 (ny, 3)],

3]

— ZE) cos(T, =)

(-7

i =—Ahmncos(ny, 5)cos(T, z) [ a cos(ny, 2)+B,cos(n,, y)+ 71€08 (14, 3

\

s

2
~—

=+ 63 €08 (g, )+ (5C08 (R, ¥)+ Y2 €08 (Ny; 5

¢
~
el

Les deux derniéres s’établissent d’une maniére analogue.
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SiI'on ajoute membre & membre ces égalités (201) en tenant compte de
I'identité

cos(ny, x) cos(T, ) + cos(ny, y)cos(T, y) + cos(ny, 5) cos(T, z) =o,

on trouve I'égalité

(202)

JIT[o_q cos(T, )+ B, cos(T, y)+ yi cos(T, 3)]

:% [as cos(T, &)+ B, cos(T, y)+ y,cos(T, z)],

qui peut encore s’écrire, en vertu des égalités (75) et (79),

(202 bis) L, cos(T, z) +M, cos(T, y) + N, cos(T, z)
= L, cos(T, z) +M,cos(T, y) + N;cos(T, 5).

On remarquera 'analogie de forme des égalités (200) et (200 bis),
(202) et (202 bis), qui expriment les conditions vérifiées par les compo-
santes de 'aimantation & la surface de séparation de deux milieux quel-
conques, avec les équations (192) et (192 bis), (193) et (193 bis) qui
expriment les conditions vérifiées par les composantes des flux de déplace-
ment & la surface de séparation de deux milieux non conducteurs.

1V. — Forme des conditions aux limites données par divers auleurs.

Maxwell ne s’est pas occupé d’établir les conditions vérifiées & la limite
de deux milieux. Ses disciples ont cherché a combler les lacunes du
maitre.

M. Potier parait s’étre occupé le premier de la question dans une Note
insérée dans la traduction francaise du Traité d’Electricité et de Magneé-
tisme de Maxwell (*).

Pour les quantités X, Y, Z, M. Potier trouve les conditions (193 bis).
Quant & la condition (192 bis), il les remplace par la condition

(203) F, —% [X, cos(ny, z) + Y, cos(ny, )+ £y cos(ny, 3)]

+F, }% [X; cos(ny, x)+ Y, c08(ny, ¥)+Zy cos(ny, 5)] =o.

(1) Tome II, p. 507-508.
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Son raisonnement, qui est exact, lui aurait fait trouver I’équation
(192 bis), s'il n’avait pas fait usage d'une relation, empruntée & Maxwell,
et faussée par la confusion, habituelle & ce physicien, des deux quantités

4reF et (14 4meF).

Quant aux quantités L, M, N, M. Potier les déclare continues & la sur-
face de séparation, ce qui parait en contradiction avec I'égalité (200 bis);
mais la contradiction n’est qu’apparente, M. Potier ayant commencé par
supposer que I’on avait affaire a des milieux non magnétiques, c’est-a-dire
que 'on avait

fI:O, f2:r).

Peu de temps apres, H. Hertz (') donnait pour les quantités X, Y, 7
des conditions identiques, a la surface de séparation de deux milieux dié-
lectriques, aux conditions (193 bis) et (203), c’est-a-dire aux conditions
obtenues par M. Potier. Quant aux quantités L, M, N, il donne les condi-
tions (202 bis) et la condition que 'on obtient en différentiant I'égalité

(200 bis) par rapport & £. Mais, en un autre endroit de son Mémoire (*),
Hertz écrit que I'on a

08 03,

. it A —_2
(1+4mfy) on, +(1+47fy) o7y =0,

¢égalité quin’est compatible avec la condition (200 bis) que pour un systéme
en équilibre.

Vers le méme moment, Cohn (?) admet que I'on a, & la surface de sépa-
ration de deux milieux,

(w4 @) cos(ny, )+ (91 -+ 1) cos(ng, ¥) 4 (wy =+ %) cos(ny, 5)
~+ (Us =+ @3) COS (R, )+ (Vo2 + Pa) COS (g, ¥) + (Wy+ Ya) COS(Ry, 5) = o0,

condition qui se réduit, dans le cas ot les deux milieux ne sont pas conduc-

(1) H. Henrz, loc. cit., équations (8,), (8s), (8.),(8«), p- 589.
(2) H. Herrz, loc. cit., p. 608.
(3) Conn, loc. cit., équations (74), (7s), p. 628.

Fac.de T.— X. B.1o
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teurs, a I'égalité
(204) @, cos(ny, )+ Yy cos(ny, y)—+ xcos(ny, s)

—+ @y €08 ( 1y, ) + Yy COS(Ry, ¥) + )2 CO8( Ny, 3) =0,

qui équivaut évidemment a I'égalité (203 ).
En outre, il donne, au lieu de I'égalité (200), I'égalité

(205) oty €os(ny, ) + By cos(ny, ¥)+ 71 cos(ny, 3)

—+ o, €OS (g, &) + By c08( Ry, ¥) + 72 €08(Ry, 3) = 0.

Ces divergences montrent combien il était nécessaire d’obtenir les con-
ditions aux limites par des méthodes précises.
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CHAPITRE VII.

REFLEXION ET REFRACTION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES
A LA SURFACE DE SEPARATION DE DEUX MILIEUX DIELECTRIQUES.

I. — Le vecteur électrique est perpendiculaire au plan d’incidence.

Nous ne voulons pas examiner ici, dans toute son ampleur, le probléme
de la réflexion et de la réfraction des ondes électromagnétiques a la sur-
face de séparation de deux milieux dié¢lectriques différents. Ce probléme .
présente de grandes difficultés. Nous nous contenterons de prouver que
cerlaines solutions qui ont été proposées pour ce probléme sont inaccepta-
bles. Les résultats, tout négatifs, que nous obtiendrons ainsi, seront cepen-
dant de quelque poids dans la discussion de la théorie électromagnétique
de la lumiére.

Nous supposerons que deux diélectriques, désignés par les indices 1 et 2,
solent séparés par une surface plane. Nous prendrons cette surface pour

plan des («, ¥) ( fig. 1). Nous prendrons pour axe des z la normale & cette
surface dirigée vers l'intérieur du milieu 1.

Nous supposerons qu'une onde électromagnétique plane vienne tomber
sur cette surface de séparation. Soit IO sa direction de propagation,
situ¢e dans le plan ZOX. Soit ¢ 'angle d’incidence.

Imaginons que le vecteur (X, Y,,Z,) qu’elle propage soit perpendicu-
laire au plan d’incidence. Supposons, en outre, que ce vecteur soit une
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fonction périodique simple de ¢, ayant pour période T. Soit =, [éga-
lité (168)] la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques dans le
milieu 1.

Au point (x,y,s) du milieu 1, a l'instant ¢z, le vecteur électrique
(X,,Y,,Z,) aura pour composantes

"X,:o,
. ¢ x sini — 3 cosi
(206) Y1:B,51n2n<~T~——T—b—b,>,
7, = o,

B,, b, étant deux constantes.

Nous allons chercher si la perturbation électrique réfléchie et la pertur-
bation électrique réfractée peuvent étre, 'une et I'autre, formées par une
onde plane propageant un vecteur ¢lectrique situé dans 'onde.

La direction de propagation OI’ de 1’onde réfléchic et la direction de
propagation OR de l'onde réfractée sont nécessairement, par raison de
symétrie, situées dans le plan d’incidence ZOX. Les composantes du vec-
teur réfléchi, en un point (x, y,z) du milieu 2, a l'instant ¢, seront, en
désignant par ¢’ I'angle de réflexion,

. t z sini' + zcost’ }
X'= Asinen(~ — " """ 4 )cos(
1 1 [‘ - l 1 >
‘1
t x sini' 4+ sz cost’
ro__ TS > ’
(207) Y, = Blsmzn(T————-—;TT———I)1 ,
. t x sini’' + z cosd’ .
7, =— A sinen| = — “—-—~——"— — 4 )sind
1 1 T 7, T 1 ’

A, B, @\, b, étant quatre constantes.

Si nous désignons par p 'angle de réfraction et par 7, la vitesse de pro-
pagation des ondes électromagnétiques dans le milieu 2, nous trouvons
que les composantes du vecteur électrique réfracté (X,, Y,, Z,) ont, en un
point (x, ¥, z) du milieu 2, et a I'instant ¢, les valeurs suivantes

|

_ . t xsinp—zcosp
\XP_Azsmzw(T — T a2> cosp,
. t x sinp — 5 cosp
(208) Y2:B2811127E<T— ———pfz,—r—-‘——b.2>,
_ . t xsinp—szcosp .
Z, =A, smz‘n:(T T ag> sinp,

A,, B,, a,, b, étant des constantes.
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A ces vecteurs électriques correspondent des vecteurs magnétiques.
Soient

(L, M, N,) le vecteur magnétique incident,
(L}, M, N/) le vecteur magnétique réfléchi,
(L, M,, N,) le vecteur magnétique réfracté.

Les équations (83), jointes aux équations ( 206), donnent

JL, t xsini—scosi
/—(1+41rf1) =— T 31608100521T<T—-———;“T——b,>,

(209) -\7-_2-(1+471f1)—()—t’:o,

¢ . int—z ]
\7 (1+4mf)) dd\i‘ — _4_2—7',;,]31 sint cosmr(% — %—92—5—{ — b1>.
2 1 1
Les équations (83), jointes aux équations ( 20 donnent
q )l q 7)s
oL, _ am _, . t xsint + 3 cos?’ N
\/_(1+47rf1) ot — &T B’ cos: coszﬂrr(T————Tﬁ,——bi)
lr 3 ! 3 !l
(210) \/_(r-q— hrfi) ()3,: =— :T;,A (cos?i—+ sin*?’ )coszr:(,; ‘L’”;.“T_EQ_S_‘_ —-a’,>,
1 1
¢ N’ , t zsint' 4+ 5 cost’ ,
V-\/—g(l—i-;‘/'fl) dt —_TTB sin?’ coszn(T ——-——_L:l-,r-——-b)

Enfin, les relations (83), jointes aux équations (208), donnent

7(1+47rf2 ()L":—%Bgcospcoszﬁ<%—w—b2>,
2 (P] .
¢ oM,  om t & sinp — z cosp
(2!1) E(I+4ﬂf2)w-_ Q—,'FAQ COSZW(T————TF—————(Q),
C ON, t xsinp —zcosp
V—(I—t—m:ﬁ) 5 = Tstmpcosmr(T ———72,1,———@).

L’équation (192 bis) exige que I'on ait, pour z = o,
Jd , _—
(212) (I—i—lmsFl)J;(Z,—i—Zi)——(I—l—[rrrer)b—tZ?:o.
L’équation (193 bis) exige que l'on ait, pour z = o,
d ’
(213) o; K+ X —=X;)=o,

(214) %(Y1+Y;—Y2):o.
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L’équation (200 bis) exige que l'on ait, pour z = o,
(T+4nfi) (NN —(1+4nfy)Ny=o.
Cette égalité devant avoir lieu quel que soit Z, on en déduit 'égalité

ON, oN;> , o ONy
ot Tor )T UHAns) p =0

(215) (i 4mfi)

L’équation (202 bis) exige que 'on ait, pour s = o,

Ll—l—L; _Lg =0,
M,+M,—M,=o.

Ces égalités devant avoir lieu quel que soit ¢, on en déduit les égalités

(216) oL, oL, dL,

o T o o %

OM, | oM, _ oM, _
ot ot dt

(217)

Les égalités (212) a (217) ne peuvent étre vérifiées, quel que soit ¢, pour
z=o0, que sil’'ona
(218) ay =a,,
(219) by =0, =b,,

sini __ sin? _ sinp

(220)
T Ta Ta

Si I'on suppose vérifiées ces égalités (218), (219) et (220), les égalités
(206), (207), (208) et (212) donnent

(221) (1+4meF ) A sini + (1 + 4meF,) A, sinp —o.
Les égalités (206), (207), (208) et (213) donnent
(222) A} cosi— A, cosp = o.
Les égalités (209), (210), (211) et (217) donnent

A
T (14T f))

. . . . AQ
2 2 o
(223) (cos?i—+ sin%i) + N TESATA) —=o.
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Les égalités (206), (207), (208) et (214) donnent
(224) B, +B|, —B;—o.
Les égalités (209), (210), (211), (215) et (220) redonnent la méme
égalité. Enfin les égalités (209), (210), (211) et (216) donnent

B, —B, ) B,
Tl(l—“‘aﬂf() cost — Tg([_i"ll»ﬂfg)

(225) cosp=o.

Les égalités (221) et (222) exigent que I'on ait

(226) Al =o, A,—o.

En effet, pour qu'il en soit autrement, il faudrait que I'on ait

(1 + 4meF,)sini cosp + (1 + 4meF,) sinp cosi =o
ou
tangd (14 4meF,)
tangp (1+4meFy)’

égalité évidemment incompatible avec les égalités (220 ).
D’ailleurs, 1'égalité (223) résulte des égalités (226).
Quant aux égalités (224) et (225), elles donnent

B —B (147 fy) cosi — 7, (1+ 4w fi) cosp
S VT, (L + 4T fa) cosi+ T, (1+ 4 fy) cosp’

(227) 27, (1 + 47 fy) cosi

Y2 (L+ 47 f5) COSE + 7, (1 + 47 fy) cOsp

( BgZB

Le probléme que nous avions posé admet donc une solution acceptable.
Cette solution est donnée par les égalités (218), (219), (220), (226)

et (227).
En vertu des égalités (220), les égalités (227) peuvent s’écrire

(14 47 f3) sinp cosi — (1+ 4 f;) sinicosp

B‘:B’(x+4ﬁf2)sinp cos? + (1 47 f,) sini cosp’

(227 bis)
2(1+ 47 f,) sinp cosi

B“:B‘(I—i—[rrrﬁ) sinp cosi + (1 + 47 f;) sinicosp

Dans le cas particulier ot f, = f,= o, cas qui est réalisé sensiblement
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par la plupart des milieux diélectriques, les égalités (227 bis) deviennent

, sin(i—p)

Blz— | Sy Ece——

(228) S sin({+p)
(B N 2 cosIsinp

= Pt

Les formules qui résolvent le probléme posé ont alors exactement la
méme forme analytique que les formules proposées par Fresnel pour
traiter la réflexion et la réfraction, 4 la surface de séparation de deux

milieux- transparents, d’un rayon lumineux polarisé¢ dans le plan d’inci-
dence.

II. — Le vecteur électrique est & Uintersection de londe
et du plan d’incidence.

Gardons les notations du paragraphe précédent.
Nous aurons

. . ¢ xsini—zcosi
X,:Amoszsmzw(-——————“———a,),

T TiT
(229) X Y1:0’
t 2 8sini — s cosi
Z,—= A, sinisinaw e i — A |.
1 1 T Tll 1

X}, Y, Z sont encore donnés par les égalités (207) et X,, Y,, Z, par les
égalités (208).
Les égalités (209) sont remplacées par les égalités

¢ oL, _
JauTAnS) 5 =e
' oM,  amA, <t xsini —zcosi >
I IV A Y B L A
¢ oN,
GUTAn) =0

vz

tandis que les égalités (210) et (211) sont conservées.

Les égalités (212) 4 (217) doivent encore avoir lieu, pour z = o, quel
que soit 2.
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On en conclut, en premier lieu, que I'on doit avoir

(231) ay=a\), = a,,
(232) bllzbza
(233) sing_ siné’ _ sinp

T T T2
Ces égalités vérifiées, les égalités (229), (207), (208) et (212) donnent
(234) (1 -+ 4meFy) (A, — A}) sini — (1 + 4meF,) A, sinp = o.
Les égalités (229), (207), (208) et (213) donnent
(235) (A,+ A}) cosi — A, cosp = o.
Les égalités (230), (210), (211) et (217) donnent

A+ A _ A, —%
T (1 4+ 4T f1) Tz(l'f‘llﬁfﬂ).— ’

(236)

Les égalités (229), (207), (208) et (214) donnent
(237) B, —B,=o.

Les égalités (230), (210), (211), (215) et (223) redonnent la méme
égalité.
Enfin les égalités (230), (210), (211) et (216) donnent

’

B
_ 2 R —
rl(r—c-[;nf,)wsz_{_ 72(I+4ﬂf2)cosp_o.

(238)
Les égalités (237) et (238) donnent
(239) B, =o, B,—o,
car, pour qu’il en soit autrement, il faudrait que I'on et
T (1 4+ 47 f;) cosp + 7, (1 + 4 f,) cosi—=o,

ou bien, en vertu des égalités (233)

tang! 1+ 47 f,

tangp ~  1+4nf,

égalité incompatible, en général, avec les égalités (233).
Fac. de T. — X. B.11
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Il resterait a vérifier les égalités (234), (235), (236) par des valeurs
convenablement choisies de A’ et de A,. Mais il est aisé de voir qu'il est

impossible d’y parvenir. En effet, les égalités (235) et (236) exigent que
P'on ait

(240) A+ A\ =o, A,—o,
a moins que I'on n’ait

T (1+ 47 f) cosp — (1 + 4w f,) cosi = o,
ou bien, en vertu des égalités (233),

tangi 1+ 47/,
tangp T+ hnfy

égalité incompatible, en général, avec les égalités (233).
Les égalités (240), jointes a I’égalité (234), donneraient ’égalité

;&1 =0,

qui est inadmissible, puisque A, est arbitraire.

Ainsi, lorsque le vecteur électrique incident est dans le plan d’inci-
dence, on ne peut supposer sans contradiction que la perturbation
réfléchie et la perturbation réfractée soient composées chacune d’une
seule onde plane propageant un vecteur électrique situé dans l’onde.

Cette conséquence parait condamner toute théorie électromagnétique
de la lumiére.
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NOTE ADDITIONNELLE.

D’aprés H. von Helmholtz, un diélectrique, dont la polarisation &, w, €
varie, exerce les mémes actions électrodynamiques qu’un conducteur tra-
versé par un flux dont les composantes sont

():Rs . ()1‘!) . ()3
o’ "Toao YT

U=

La théorie de Helmholtz ne pouvant s’accorder pleinement avec l'expé-
rience, nous avons proposé (') de remplacer les égalités précédentes par
les égalités

9
ot

P o 02
5 V—Gb_t—) W——@Wa

u=2~0

] @ ' ’ . .
ou® = = est une constante. Dans le précédent Mémoire et dans un certain

nombre d’autres publications (*), nous avons développé les conséquences de
cette hypothése; ces conséquences évitent certaines des objections que 1’on
peut adresser & la théorie de Helmholtz; toutefois, elles ne s’accordent pas
avec une loi qui parait aujourd’hui bien vérifiée par les expériences de
M. Blondlot et de MM. Cohn et Zeemann : La vitesse de propagation
des ondes électromagnétiques transversales dans un diélectrigue est en
raison inverse de la racine carrée du pouvoir inducteur spécifique du
diélectrigue.

Pour éviter ce désaccord, nous généraliserons ’hypothése précédente,
en supposant que @ est non plus une constante, mais une fonction de la
polarisation ot et de I’état de la substance au point considéré; toutefois,
pour simplifier, nous traiterons seulement le cas ot O est indépendant de o1

(1) Comptes rendus du troisiéme Congrés scientifique international des Catholiques,
séance du 5 septembre 1894.

(2) Sur Uélectrodynamique des milieur diélectriques (Mémoires de la Société des
Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 5° série, t. 1). — Sur Uinterprétation
théorique des expériences hertsiennes (L’éclairage électrigue, t. IV, p. 494; 1895).
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et se réduit 4 une fonction H de 1’état de la matiére. Nous remplacerons
les équations (3) par
dc/{') dl‘]

Q:H——d—t—, H——, v=H

<
o

et nous supposerons qu’un diélectrique, dont la polarisation varie, exerce
et subit les mémes :.tions électrodynamiques qu'un conducteur traversé
par un flux «, ¢, w, dont les composantes auraient pour valeur

u=o, o=1, =

Cette hypothése ne modifie point la marche du Mémoire précédent;
dans la plupart des équations qui y figurent, il suffit de remplacer € par X;
il en est cependant qui subissent une modification plus profonde, que nous
allons indiquer.

Equations (19) et (20). — Remplacer la fonction ¥ par la fonction

I [N

d— ();_ ()7)

— ! 1 o -
= o\ py =+ b dy+ PP dw,

Equation (53). — Remplacer €1 par X w.
Equations (73). — Remplacer € par X H.

Equations (74). — Remplacer € par A H et multiplier tous les seconds
membres par H.

Equatlons (77)- — Méme modification.
Equation (ror). — Ecrire le second membre

A 0X 09 J3
~ i) (GG vsGin) o
Equation (133). — Ecrire le second membre

dor ot dy ot Jz at
0% J 93
\/2f<()t @2“‘— (;[) HJ*/—(_ dt Ao) dwg

Equation (134). — Modification analogue.
Equation (136). — Au deuxiéme terme du second membre, remplacer

T '{1[ B ! 14 ‘r)f) s ! ~39
—o (A B V) 9 OV ) 022)
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()d{‘) ()U‘ ()v
respectivement @, , y par »

o0’ o gt

€ par A.

Equatlons (137) a4 (138). — Mémes modifications.

Equations (144) et (146). — Remplacer, au premier membre, ¥ par ©;
au second membre, F par HF, € par A H.

Equations (147), (149), (152), (159), (160), (163), (164), (166), (167),
(168), (182), (183). — Remplacer € par A H.

Equation (162). — Multiplier le second membre par H.

dans les autres termes, remplacer

L’équation (168) modifiée nous donne, pour vitesse de propagation
d’une onde électromagnétique dans un milieu diélectrique,

\/25 1

I S
(D TE H\/4T€l‘(l+4ﬂf

Dans I’éther, on a, d’aprés les expériences de Hertz, t,= ¢, ¢ étant le coef-
ficient de passage du systéme d’unités électrostatiques au systeme d’unités
électromagnétiques; on a, d’ailleurs,

\/24: I
X O+ bnfe) L+ hreFy)

On adonc

f = F
(1D) H,— '_;ET;TEPO
0

D’apreés les expériences de M. Blondlot, de MM. Cohn et Zeemann,
1 et 2 étant deux diélectriques quelconques non magnétiques, on a

Ty 1+ 4mely
T 1+ 4melk,
D’ou

(111 ‘ E_:_,:\/l—i—f;ﬁEF.z hreF,

H, 1+ 4meF, 4mek,

Cette égalité, jointe a I'égalité (II), montre que I'on a, pour tout diélec-
trique,

(IV) H— I—l—-qﬂ'fl‘
“hmeF

L’équation (160)
: _ Vae 1+ freF
I\ JimeFo
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devient, en vertu de cette valeur de H,

o VE

—a A

Comparée a 'équation (172), cette égalité montre que les actions élec-
trostaliques se propagent avec la méme vitesse dans tous les diélec-
triques; cette vitesse est égale a celle avec laquelle clles se propagent
dans les conducteurs parfaits.

Les expériences de M. Blondlot montrent que cette derniére vitesse est
égale a la vitesse de la lumiére dans le vide et, par conséquent, & ¢. On en

conclut que
A=+ 4meF) (1 + 47 fo),

comme nous ’avons montré dans notre Mémoire : Sur Uinterprétation
théorique des expériences hertziennes.
Equations (186). — Remplacer F, par H,F,, et € par A H,.
Equations (186 bis). — Modifications analogues.
Equations (188). — Remplacer F, par H,F,, F, par H,F,; ajouter au
premier membre
A 02

(V) = 51 MK cos (ny, @)+
2

+H,X,cos(ny, ) +...].

Equation (191). — Remplacer ¢,, $,, v, parlcfl—‘1 —d"—’ I/T’ et 0y, by 7
Yy g
"H) Hy

Equatlon (192). — Remplacer, aux dénominateurs, I, par I', H,, I, par
F,H,. Ajouter au premier membre la quantité (V).

I’équation (192 bis) devient

(VD) (1+ “£F1)0\1 :",HI 0" cos (n;, &) +. .
\/ oz
X, 2’ . B
[(1+47raF2) 0 \/ H) o ]COS(IZQ,x)—%-.‘._O.
Equation (193). — Ajouter au premier membre

5 2, [ Ficos (T,.0) +..]
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et au second membre
po: |

/s

L’équation (193 bis) devient

2
+ szd—t?[%cos(T,x)—!—...].

0X | 0 x

(VII) (Wi_EHlﬁ>cos(T,x)+...
X | 0’ X

= <~072 —_ \T;HQ d—t;> COS(T,$)+~~--

B.87

Ces égalités ne portent plus, comme les égalités (192 bis) et (193 bis),
sur les seules quantités X, Y, Z; elles ne permettent plus de traiter simple-
ment le probléme de la réflexion et de la réfraction des ondes planes a la

surface de séparation de deux diélectriques.



