P. DUHEM
Sur les équations générales de la Thermodynamique

Annales scientifiques de I'E.N.S. $rie tome 8 (1891), p. 231-266.
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1891 3 8 231 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1891, tous droits réservés.

Laccés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.Shttp:/qvww.
elsevier.com/locate/ansens), implique I'accord avec les conditions générales d'utilisation
(http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commerciale ou impression systéma-
tique est constitutive d’'une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1891_3_8__231_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES
EQUATIONS GENERALES DE LA THERMODYNAMIQUE,

Pirn P. DUHEM,

CHARGE D'UN COURS COMPLEMENTAIRE A LA FACULTE DES SCIENCES DE LILLE.

INTRODUCTION.

Clausius (') avait déja consacré un Mémoire & un exposé systéma-
tique des équations de la Thermodynamique. Depuis, bien des physi-
ciens ont fait de cet exposé 'objet de leurs travaux; rappelons seule-
ment les noms de ceux qui ont fait sur ce sujet les plus importantes
recherches.

Au premier rang, il convient de citer M. F. Massieu (*); il a obtenu
un résultat capital, & savoir que toutes les équations de la Thermody-
namique peuvent étre écrites au moyen d’une seule fonction caracte-
ristigue et deses dérivées particlles, cette fonction changeant d’ailleurs
avee les variables indépendantes adoptées.

M. Gibbs (*), dans le Travail célebre ot il a démontré que les fonc-
tions caractéristiques de M. Massieu pouvaient jouer le role de poten-
tiels dans la détermination des états d’équilibre du systeme, a fourni

(1) R. Crausius, Sur diverses formes des équations fondamentales de le Thermodyna-
mique, qui sont commodes dans Uapplication (Théorie mécanique de la chalewr. Trad.
Folie, Mémoire 1X).

(2) B. Massteu, Sur les forctions caractéristiques (Comptes rendus, 1. LXIX, p. 858 ¢t
1057; 1869). — Mémoire sur les fonctions caractéristiques des divers fluides et sur la
theorie des vapeurs (Savants étrangers, L. XXII; 1876).

(3) J. WiLarn Gisps, On the equilibrium of heterogencous substances ( Transactions of
the Connecticut Academy, t. 111; 1875-1876).
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également de profondes idées sur les équations de la Thermodyna-
mique prises sous la forme la plus générale.

M. H. von Helmholtz (*) a développé de son coté des idées analo-
aues.

Enfin, M. Arthur von Oettingen (*) a donné un exposé de la Ther-
modynamique d’une remarquable généralité; il a cherché, dans cet
exposé, & mettre nettement en évidence le caractere dualistique que
présente le développement de la Thermodynamique, caractere déja
marqué par M. Massieu.

Malgré Uimportance des travaux que nous venons de citer, nous
voulons tenter & notre tour de donner des équations générales de la
Thermodynamique un exposé systématique. En faisant autrement que
les illustres physiciens dont les noms viennent d’étre cités, nous
n'avons pas la prétention de faire micux; mais nous pensons qu'ily a
intérét a présenter enchainement analytique de la Théorie mécanique
de la chaleur, en adoptant successivement des méthodes tres diffé-
rentes; chacune de ces méthodes met particulierement en évidence
"'une ou Pautre des idées qui ont présidé au développement de la
Seience.

Le Travail que nous publions aujourd’hui n’est pas nouveau : nous
I"avons rédigé en 1888, comme fragment d’une étude fort étendue sur
la Thermodynamique, pour les besoins de notre enscignement de la
Faculté des Sciences de Lille. Ce premicr Mémoire, trés général, trai-
tera des systemes définis par un nombre limité, mais quelconque d’ail-
lears, de paramttres quelconques. Dans un Mémoire ultérieur, pour
¢elairer cette théorie générale par un exemple, nous en ferons Iappli-
cation aux systemes définis sculement par deux parametres que on
¢tudie dans les Traités de Thermodynamique.

(Y) 0. vox Hemwnovrz, Zur Thermodynamik chemischer Forginge (Sitzungsher. der
Berd. dlademie, v. 1, p. 233 1882).

(%) Anrnor von OerTiNGeN, Die thermodynamischen Bezichungen, antuhetiseh ent-
wickelt (Mémoires de U dcadémie de Suint-Petershourg, L. XXI1; 1885).
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COAPITRE L

ETUDE THERMIQUE D'UN SYSTEME DONT ON SE DONNE LES EQUATIONS
D'EQUILIBRE.

.

Considérons un systeme, de dimensions finies ou infiniment petites,
ayant en tous ses points la méme température. Soit T celte tempéra-
ture, lue sur un thermoméetre quelconque. Nous supposerons que
'état de ce systeme soit défini sans ambiguité, lorsqu’on se donne les
valeurs d’un certain nombre lmite de parametres arbitraires, qui sont
la température T et 2 autres variables indépendantes «, 8, ..., 7.

Nous supposcrons que Pon puisse appliquer & ce systeme les deux
principes fondamentaux de la Thermodynamique, sous leur forme
ordinaire; ccla suppose que le systeme remplit les conditions sui-
vantes :

19 Ce systeme, élant placé dans une enceinte dont la température =
est égale & la sienne, on peut le maintenir en équilibre en lui appli-
quant certaines forces extéricures convenablement choisies;

2¢ Ces forces sont déterminées sans ambiguité lorsqu’on connait les
valeurs des parametres o, 3, ..., A, 5.

Cette derniere condition peut s’énoncer d’une manitre plus précise
sous la forme suivante :

Si I'on donne aux parameétres «, 8, ..., A, 3 des variations infini-
ment petites arbitraires du, 88, ..., 6k, ¢3, les forces susceptibles de
maintenir le systeme en équilibre effectuent un travail virtuel

dG,—= A dx+ Bof +...4+ Lok + 037;

les quantités
A, B, ..., L ©

sont des fonctions untformes, finies el conlinues des variables

o P, ... A 5.

Ann. de I’ FEe. Normale. 3° Série, Tome VII. — Aout 1891. 30
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Supposons que l'on connaisse, par I'expérience ou par une autre
voie, ces (7 +1) fonctions

A= Jul2, By ..y D),
Ii:fﬁ(d,ﬁ,...,).,%),
(1) et ’

Nous dirons alors que 'on connait les équations d’équilibre du sys-
teme.

Sapposons qu'un semblable systeme subisse une modification infi-
niment pelite, correspondant aux variations gz, ¢f, ..., ¢k, ¢35 des
parametres; 1l dégagera une quantité de chaleur dQ.

Soit U la fonction uniforme, finie et continue de «, 8, ..., A, 5, qui
représente énergie interne du systeme; posons

Ra= 37 — i

. oU B

Re= 05 &

(O T A ’
JdU I.

fo=% — %

C - ou _ o

YT 03 D

I ¢tant Iéquivalent méeanique de la chaleur; nous aurons
dQ =—(Rydz+ R o 4. .. 4 Ry 02 + Ca7).
Si done nous connaissons les quantités

l)\“, ]‘{-f,, ey ]{-/5 ))

’,

nous saurons calculer la quantité de chaleur dégagée ou absorbée dans
une modification infiniment petite quelconque subie par le systeme i
partir d’un état d’équilibre déterminé. Nous dirons alors que étude
thermique du systéme en équilibre est faite.

Nous donnerons aux coefficients Ry, Rg, ..., Ry, € le nom de coe/ffi-
ctents calorifiques du systéme. 11 en est un qui se distinguera des autres
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par des propriétés particulieres : ¢’est le coefficient (3 nous le nom-
merons capacité calorifigue du systéme, pour le systéme de variables o,
5 S
IJ’ .« ey s ~e

Des équations (2) nous déduaisons des égalités de la forme

(3) IRy IRy 1 @__()__B)
‘ 0B oz E\E T ox)
(3" IR, 0C _ 1 [(0A 08

i Jz dz. —  E\0z " 02)

Ces égalités sont des conséquences des égalités (2), c’est-i-dire du
principe de I'équivalence de la chaleur et du travail. Réciproquement,
si 'on prend (n + 1) fonctions A, B, ..., L, ® et (n + 1) autres fonc-
tions Ry, Rg, ..., Ry, G, le systeme qui serait en équilibre sous 'action
de forces extéricures, dont le travail virtuel aurait pour expression

AT,= A do 4+ B +...+ Lok + 0553,

et qui dégagerait, dans toute modification, une quantité de chaleur

dQ —= — (Ry 0z +- ]{lﬂ, f)f) 4. o Ry 0% 4- C0T),
serait soumis au principe de Péquivalence de la chaleur et du (ravail ;
en elfet, dapres les équations (3) et (37), il existerait une fonction
uniforme U de e, B, ..., A, T, telle que Pon ait
E(dQ -+ dU) = dg,.

Imaginons maintenant que S soit la fonction uniforme, finie et con-
tinue de o, B, ..., A, 7, qui représente entropie du systeme.

La définition méme de Uentropie nous donnera

R, 08

F(z) 7 e

Rg 08
(") [ ,
R, _ 0S

F(z) — Jk

cC 08

()T 07’

F(7) élant la température absolue du systéme.
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De ces égalités (4), nous déduirons des égalités de la forme sui-
vanl(e :

. 1 /OR,  ORg\

) .1«’(3)(.7)*3'_7)7)" ’
oM F3) o
() F(3) 05  [F(5)F %= 7(3) o=

Ces égalités sont des conséquences des égalités (1), c¢'est-b-dire du
principe de Carnot.

Réciproquement, si I'on donne un systeme dans lequel le dégage-
ment de chaleur ¢lémentaive, & partiv d’un état d’équilibre, est donné
par 'expression

dQ =— (Ry o2+ Rg o8 +. ..+ Ry 4% +4- € 02),

si les fonctions Ry, Rg, ..., Ry, C vérifient les égalités (5) et (57), il
existe une fonction uniforme S de I'état du systeme telle que

1748) .
,_‘___’:‘__. f— c{b,
F(%)
et le systeme satisfait au principe de Carnot.
De Ia la conséquence suivante :
Prenons un systéme dont ['équilibre est assuré par des forces avant
pour travail virtuel la quantité

dE,=A 0o+ BB +...+ L) -+ Co3,

et dans lequel une transformation élémentaire a partir d’un élat d’équi-
libre dégage une quantile de chaleur

dQ =— (Rydz+Rgdl +...-+ Ry ok + Cd7);
pour que ce systéme verifie les deux principes Jondamentaux de la Ther-
modynamique, il faut et i suffit que les deux quantités

(Rw— -A~> do - (R‘rﬁ— ;(E) AR + .. - <R-,, -t }‘> d) -+ <C - %)) dz,

E
Ry R Ry - G
e ot = 2 dB b e d ) s
F5) TR T TR TR

W

d=

sotent deux dyfférentielles totales.
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Cette méthode, propre i exprimer qu'un systeme vérifie les deux
principes fondamentaux de la Thermodynamique, est connue depuis
longtemps.

Des 1854, dans le Mémoire méme ol il étendait le second principe
de la Thermodynamique & tous les cycles fermés, Clausius (") faisait
usage de cette méthode. En 1858, G. Kirchhoff (*) en montrait la
fécondité par de magnifiques applications a I’étude des changements
d’état. En 1863, Clausius (*) écrivait un Mémoire spécialement des-
tiné i montrer comment toutes les équations de la Thermodynamique
pouvaient s’établir par cette méthode unique. Cest également la mé-
thode suivie par Reech () dans son grand Mémoire sur la Thermody-
namique.

En comparant les équations (3) et (5), nous arrivons & une série
d’égalités de Ia forme
o n_m_,

Ce sont Ia des relations que les quantités A, B, ..., L, qui figurent
dans les égalités (1), doivent avoir entre elles; ces quantités ne sont
done pas indépendantes. On ne peut pas choisir arbitrairement les
(r 1) fonctions /5, /g, .., /o Js qui doivent figurer dans les équa-
tions d’équilibre (1) du systeme. Le systeme que Pon imaginerait ainsi
ne pourrait pas rentrer, en général, parmi ceux auxquels sont appli-
sables les propositions de la Thermodynamique.

Les égalités (6) conduisent a la conclusion suivante :

1l existe une fonction uniforme, finie et continue

)

~

F(ay By ey by

W

(1) R. Crauvstus, Sur une autre forme du second principe de la Théorie mécanique de
la chaleur ( Theorie mécanique de la chaleur, 17¢ édition. Trad. Folie, t. I, p. 154).

(2) G. Kwcunorr, Ucber cinen Sats der mechanischen Warmetheorie und einige
Anwendungen desselben ( Poggendor(]’s Annalen der Plysik und Chemie, t. ClIL; 1858).

(#) R. Craustus, Sur diverses formes des dquations fondamentales de la Théoric méca-
nique de la chaleur, qui sont commodes dans Uapplication (Théorie mécanique de la
chaleur, 17¢ ¢édition. Trad. Folie, t. I, Mémoire IX).

(¥) Rercn, Theorie des effets dynamiques de la chaleur (Sournal de Liouville, t. X VI,
p- 357; 1853).
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des (n + 1) paramelres o., B, ..., N\, 9, qui définissent l'étut d’un sys-
1éme auguel les propositions de la Thermodynamigue sont applicables, telle

DUNEM.

que les ¢quations d ‘équilibre du systéme puissent s'éerire de la maniere

supante
/ 0 I
A"—'(_)—; ")[(“’ ) ’/":)-p
J -
B= 0[/3 F(2t, 3y s T),
- /
(/) ---------------------- ’
J pr 5 e
L= 7 F(a, B, y 4T,
0= [3(aB, .. D),

la fonction [, étant independante de la fonction 5.

Nous n’insisterons pas davantage, pour le moment, sur cette re-
marque que nous retrouverons plus loin sous une autre forme.

IEn comparant les relations (37) et (5”), nous trouvons la série des
relations

R, L F) <99 o
TR (7)) \ 0z os)’
(2‘,‘2_f{'2
(8) / ()]6 07 )’
) 1 K(%) /00

E ¥ (7)\on

_ 9y,
D—)

Ces égalités (8) nous montrent que, lorsqu’on connait les équations
d’équilibre du systéme, ¢ est-a-dire les expressions des quantités A, B, .. .,
L, 0, on peut calculer complétement tous les cocfficients calorifiqgues du
systéme, sauf la capacité calorifique.

L.a premiere relation de la forme (8) qui ait été donnée en Ther-
modynamique est la relation entre la chaleur de vaporisation d’un
liquide, sa tension de vapeur saturée et les volumes spécifiques du
liquide et de la vapeur. Cette relation, déduite en 1834 par Clapeyron
des idées de Carnot, a été corrigée et complétée par Clausius et
W. Thomson. Nous retrouvons ici I'idée de Clapeyron sous sa forme
la plus générale.

La capacité calorifique C n’est pas entierement déterminée par la



SUR LES EQUATIONS GENERALES DE LA THERMODYNAMIQUE. 239
seule connaissance des équations d’équilibre (1) du systeme; mais les
¢quations (3'), jointes aux équations (8), nous donnent les égalités
suivantes :

f(]ﬁ_i§<£)i§ 00N 0 F(3)] F(3)/PA 90\
oz E|\07 —52) _"—(EF’(E)]—F’(%)<032 “da(r:))"

(_)t_i:__x_g(ilg_o@ 0 F(5)]  F(3)/#PB 90\
(9) *08 T E|\93° 5?) [’_557(—:;)] - l?’(3)<7‘ﬁ_0505>§’

(g 90V [ - 2 EC1 ey (L 0oy,
93~ 0 0z F'(9) F'(z)\03® ~ 0xo7/{
Les équations (9) conduisent & la conclusion suivante :

Lorsqion connatl les équations d’équilibre d’un systéme, on peut cal-
culer les dérivées partielles de la capacité calorifique du systéme par rap-
port a tous les paramétres qui definissent U état du systéme, sauf sa dérigée
par rapport & la température ; la capacité calorifique est déterminée a une
Jonction pres de la température.

Pour achever de connaitre la eapacité calorifique C, il faudrait con-
naitre la valeur de cette quantité pour un systeme particulier de
valeurs des paramttres «, f, ..., A, et pour toutes les valeurs de .

Nous arrivons ainsi a la conclusion suivante :

Lorsqu’on connait les cquations d’équilibre d’un systéme, qui ne
peusent d’adllewrs pas étre données arbitratrement, maus dotvent étre de
la forme (7), pour achecer complétement Uétude thermique du systéme
supposé en équilibre, il est nécessaire et suffisant de determiner la swite de
valeurs que prend la capacité calorifique C pour un systeme particulier de
o, 18’ cvey At pour toute valeur de 5.

~
-

Nous avons suppos¢ la température 5 lue sur un thermometre quel-
conque. Prenons pour température la température absolue elle-méme,
cas auquel nous poserons

7=T.

Dans ce cas, nous aurons identiquement

F(T)="T.
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Les égalités (8) deviendront simplement

R,—— f(’ 00 r);\>’

E\dx 0

dz  OT

T /00 0B
Re=—1p <3§ - 5T>’

_ T[00  JL
R =— 5 (57 — 1)

(10)

Les égalités (9) prendront la forme beaucoup moins compliquée

oG !( >0 ()21\>

dz. E\JzdT — JT*
o _ T ( 020 0B
(11) L0E TR\ 0B IT T 0T )

oG T( 00 0% 1
o =B\ gt T o)

Les équations (g) se simplifient également beaucoup dans un cas
particulier qui a un grand intérél : ¢’est celui ot les paramétres o,
B, ..., Lontété choisis de telle sorte que, si Pon fait varier la seule
tcmpéruturc S, en les maintenant constants, tous les poinls du Sys-
teme demeurent immobiles. Dans ce cas, la seule variation du para-
metre I ne peut entrainer aucun (ravail des forces extéricures; on a
done

®=o.

Des lors, les équations (8) deviennent

(12) Reg=—g (7) 07
_._ 1 F(3) JL
Ry==— E F/('.:J) '(')75,:
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Les équations (o) deviennent

(13)

(15)

i _(2(: 1
d= K|
aG 1y
IB TR
oG 1

T 0A
R ol

T 0B

T JOL

B ==g o
FoC T J*A
Jdz — E oT%’
oC T o*B
op 7 E 0T
JoC K oL
Jdr. T T oT®

LES LQUATIONS GENERALES DE LA

F(%)7] 0A
ﬁﬁf§i]0%
F(%)] OB
FWES]

Jd%

THERMODYNAMIQUE.

F(3) 04|
F (%) 03V
F(3) 0*B

—_— ——

F(3) 9L
¥ (%) 07°

Ann. de " Fe. Normale. 3¢ Série. Tome VIIL — Aour 18gr.



CHAPITRE IIL

EQUATIONS D'EQUILIBRE D’UN SYSTEME DONT L'ETUDE THERMIQUE
EST SUPPOSEE FAITE.

Supposons maintenant, i Uinverse de ce que nous avons suppose au
Chapitre précédent, que nous ayons un systeme défini par les (2 +1)
paramétres «, B, ..., A, 7, et que Pétude thermique du systeme ait
¢té faite pour toute modification du systeme pris dans un état ’équi-
libre.

Si les parametees o, B, ..., A, 7, varient de ou, 6B, ..., o, 0=, le
systeme élant primitivement en équilibre, il se dégage une quantité
de chaleur

dQ =— (R, 02 -1 Rg 0B ...+ Ry ok + € 6%),

R R, ..., Ry, G étant des fonctions connues de o, B, ..., %, =.

Nous nous proposons de rechercher si 'on peut déterminer les va-
leurs des quantités A, B, ..., L, 0, qui déterminent Uéquilibre du
systeme lorsque les parametres dont dépend son ¢lat ont les valears
% By oy b T

Nous avons, pour cffectuer cette détermination, les équations sui-
vantes :

(3) My Mg 1(0A 0B
' )z D AN ()7.)7
, IR, dC 1 /dA 90
() E T dn TR (7 =z )

B My My

V) 05 " da

, My F(3) o0
() 0z T3 Ro==



SCR

LES EQUATIONS GENERALES DE

LA THERMODYNAMIQUE.

qui nous donnent les deux séries d’égalités

v

-—

" 0N _ 0B _

) BT 0z
A 90 P35,
)7 da F(z) ™
B 00 F' (%)

(8 bis) WA ST T(3) Rg,
L 00 SE(E)
0z o by e

Les valeurs de A, B , L, ®, qui conviennent a 'équilibre du sys-
teme, vérifient ces (‘”’dllt(‘S (6) et (8 bis); mais ces égalités ne peuvent-
elles pas L“()VHIIﬁCLS[hH'd autres déterminations de AB, L LG
Pour répondre 2 celte question, proposons-nous d’intégrer d'une
maniere générale les équations (6) et (8 bis).
Dapres les cgalités (5), il doit exister une fonction uniforme
' (a, 2, 2, 3),

telle que Pon ait

9, -

l{f_~—-—- J& (l( Ly @, . y 1y 7),

() B A - ~

(16) J l‘ﬁ:d—gfx(a, B, .. 1, 3),
0 .

Ry, = 77 G(e, B, , 1y ).

On intégrera de la maniere la plus générale les égalités (6) en po-

sanl
' Jd - 5
A == Z);LJ(“’ f), ey by T),
Jd -
:__.—-—;'»,l y o ,) 3\,
(17) /B ()[ij(a’@ » =)
) -
L = 5 F(a, B, , by T),
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2.

(e, B, ..., A, T) étant uvne fonction uniforme arbiraire de o,
¢ A 2

s eey Ny T

Parmi les fonctions ¢ («, B, ..., X, 7) qui vérifient les égalités (16),
choisissons-en une; en vertu des égalités (16) et (17), les égalités
(8 bis) deviendront

-

0 )T (ot, By ooy by & CF(F ]
Q_.:i)— 9 F(x V’, - )+IL,(,)(’(1,5,...,/.,3) ,
dz  du 07 1(7) ° .
0 0T (e, Byl T N N -3 R ‘
L — i 0 (Oly r)’» ) 4= l“',;-('_h) Si'(.a’ ij’ sl T,
0B T op )7 F(7)
....................................................... ,
00 0 [0F(a2, By ..., 0 3) F/ (%)
— L L “-E G (e f‘«‘ y 1y 7 ,
DY 07 FE sy Ve s J

d’olt

‘ 05 (o, By oo b,7) N -
(18) 0= (@ H,)», - B l"(?)) Glay By ooy 2y 3) - 9(% )

» () étant une fonction uniforme arbitraire de la variable 5.

La fonction ¢ (o, B, ..., A, %) est déterminée; mais les fonctions
F(a, 3y ..oy A, 3) et 9(T) sont arbitraives; o y a donc une infinité de
systémes de valeurs des quantités

A, B, oo L, 0,

qui wntégrent les équations (6) et (8 bis), [expression de ces fonctions
dépend de deux fonctions arbitraires, 'une des (n + 1) variables «,
B, -.s N, 3, Uawtre de la seule variable =5 parmi ces systémes, un el un
seul est tel que les forces dont le travad virtuel a pour expression

dG,== A dz +Bop +...+ Ldn+ 003

mawntiennent le systéme en équilibre.

Ainsi une étude thermique complete d’un systeme en équilibre est
loin de fournir des renseignements sulfisants pour qu’il soit possible
d’écrire les équations d’équilibre du systeme.
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CHAPITRE 11T

DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE.

Considérons un systeme qui soit soumis aux conditions nécessaires
et suffisantes pour que 'on puisse appliquer les théoremes de la Ther-
modynamique sous leur forme habituelle.

Supposons qu'une transformation fasse passer ce systeme de I'état
initial r & état final 2. A un instant quelconque de la transformation,
le systeme estsupposé avoir la méme température en lous ses points;
cette température peut d’ailleurs varier d’un instant a autre.

Pendant une des transformations ¢lémentaires en lesquelles peat se
décomposer cette transformation finie, le systeme a la température T;
il dégage une quantité de chaleur dQ; sa force vive croit de 32 5'—3";:-

La transformation tout enticre fait passer 'entropie du systeme de
la valeur S, 4 la valeur S,.

Pour toute transformation réalisable nous devons avoir (')

(2) 9

. _.;( LT N R S

(r9) | /“ FiZ) () - E')A-( 5 )—-i S,— 8y,
- ]

P élant une quantité essentiellement positive 4 laquelle Clausius a
donné le nom de transformation non compensee. Cette quantité devient
¢gale & o lorsque la modification est réversible.

On peut donner & Pexpression d’une transformation non compensée
une forme différente de celle qui est formée par I'égalité (19).

Le principe de I'équivalence de la chaleur et du travail nous fournit
Pégalité .

dGo= K +0 Y 'L')L + Ko,

(1) P. Duonswm, Ltude sur les travawr thermodynamiques de M. Willard Gibbs, éga-
liLe (14) ( Bulletin des Sciences mathematiques, 2° série, t. XI; 1887).
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U7 désignant 'énergie interne du svsteme. Done, au lieu d’écrire,
D ) B

comme expression de la transformation non compensée, 1’égalité (19),

on peut écrire

2)

(‘).()) P = —I‘- / :F—([?j ((lG(.

e

EoU) +8,—8,.

[

Cette forme (20) devient particulierement remarquable si la modifica-
tion est sothermique. Dans ce cas, on a

F(%) == consl.,

et 'égalité (20) devient
(1) EWﬂP:EHL~W3ﬁJ—EU@~H3ﬁJ+/ (5,

L)
Le second membre renferme un (ravail

(21
de,.
11

Le premier membre est done une grandeur de méme espece qu'un
ravail. Des lors, pour une modification quelconque, isothermique ou
non, nous donnerons i la quantité

dr = EF(7)P

le nom de travail norn compense accompli durant la transformation.

Iégalité (21) peut alors s’énoncer ainsi :

Dans une modification sothermique quelconque, le (ravail non com-
pensé est la somme :

1° Du travail des forces extérieures;

2° De la variation changée de signe d’une fonetion wniforme de
Vétat du systeme définie par I'égalité

(l;,‘),) ,T" o E[U-——F(S)El.

Ce travail est donc égal au travail mécanique qui serait accompli
)
dans la modification considérée si le systeme était soumis :
1° Aux mémes forces extérieures;

2° A des forces intérieures admettant un potentiel égal & 4.
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De Ia le nom de potentiel thermodyranuque interne que nous donne-
rons a la fonction F définie par I'égalité (22).

Cette fonction a été, pour la premiere fois, étudiée par M. Massicu,
qui lui a donné le nom de fonction caractéristique. M. Gibbs, qui en a
fait usage ensuite, luia donné le nom de fonction de force a tempcra-
ture constante. Maxwell, puis M. von Helmholtz 'ont nommé énergire
libre.

Dans toute transformation réalisable, le travail non compensé est
positif. Par cons¢quent, st un systéme, dont la température est maintenue
constante, se trouse dans un ctat tel que toute modification isothermique
virtuelle entraine un travail non compense négatif, le systéme est assure-
ment en équilibre.

Il arrive souvent que le travail elfectué dans une modification iso-
thermique réelle ou virtuelle par les forces extérieures appliquées au
systtme se trouve étre la variation changée de signe d’une certaine
fonction Q, déterminée d’une maniere uniforme pav 'état du systéme

G — — 0.
Les forces extérieures appliquées au systéme admetlent, a temperalure
constante, un potentiel Q.
I’égatite (21) devient, dans ce cas,
EF(3)P= E[U,—F(%)8,]+ 2,
— E[U,— F(3)8,] — 2,
ou bien, en posant
(23) O~ E[U—F(2)8] + &,
(24) EF(3)P=® — &,
Le travail non compensc accompli dans une modification tsothermigque

quelconque est alors la variation changee de signe d’une Jonction une-
Jorme de U'état du systéme; nous donnerons i cette fonction le nom de

potentiel thermodynamique du systéme.
D’apres cette définition, st un systéme, dont la température est main-
tenue constante, se trouse dans un élat tel que son potentiel thermody ru-
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mique ail une valeur minimum parmi toutes celles qu'tl pewt prendre a la
méme temperalure, le systéme est en equilibre.
Le potentiel thermodynamique interne est défini par I'égalité

() F=E[U—=F(3)S];
le potenticl thermodynamique total est défini par I’égalité
(23) O =E[U—-F(3)8]+ Q.

Chacune des trois fonctions U, S, Q est définie & une constante pres.
Il en résulte qu’a chacun des deux potentiels thermodynamigques
on peut toujours ajouter une quantité de la forme

Al(7)+ B,

A ot B étant deux constantes arbitraires.

it QYD e

CIIAPITRE IV.

ETUDE D'UN SYSTEME DONT LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE
EST SUPPOSE CONNU.

Considérons un systeme défini par (n -~ 1) paramelres, au nombre
desquels figure la température 7; soient

oy By oo, 1y T

ces parametres. Supposons que 'on connaisse le potentiel thermody-
namique interne de ce systeme. Ce sera une fonction wuniforme des va-
riables e, 8, ..., A, 5, )

Floayfy ey, 7).

Peut-on, en premier lieu, déterminer les forces extérieures qui main-
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tiennent ce systeme en équilibre, c’est-d-dire les (n + 1) fonctions

A, B, ..., L, 0,
telles que
AT,=Adz +BoB +...+ Ldk+ 00

représente le travail virtuel de ces forces?
Supposons le systeme soumis i ces forces; si les parametres
ay, B, ooy A
varient de
oz, OB, ..., O,

tandis que T demeure constant, nous obtiendrons une modification iso-
thermique, réversible, infiniment petite, dans laquelle le travail non
compensé doit étre égal i o,

EF(3)dP =o.
Or, dans toute modification isothermique,

ETF (%) dP =— 3F 4 d&,.
Dans le cas actuel,
Nt )1 o3
oF = r)/+ 65 oﬁ e o5y ok,
dt,=Ada B3l +...-+~Lodl.

. - . Q N~
On doit donc avoir, quelles que soient les valeurs de 8«, 38, ..., ¢\,

0F\ ‘ 03N 05\ o
<A -—-;);>OJ+<B dﬁ)OIJ_*_ —|—<L-—57—\>o7‘__0,
ce qui entraine les égalités

J . -
A_aas’(a,p, e 1T,

=0
(25) B

Ces égalités (25), dans lesquelles les seconds membres sont des fonc-
Ann. de UEe. Normale. 3° Séric. Tome VIII. — Aovr 18g1. 32
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tions uniformes de =, (j e Ay 3, déterminent le travail vivtuel des

[orees extérieures propres & maintenir le systeme en ¢quilibre, saw/ le
terme © 85,

Pour achever I'étude mécanique du systeme, il faudra, d’une ma-
niere quelconque, déterminer la quantité O, ¢’est-i-dire joindre aux
cgalités (25) une cgalité de la forme

(»6) (-),:;:‘/:-:(z,‘f'j, e by T,

Les équations d’équilibre une fois déterminées par les égalités (25) et
(26), les coefticients calorifiques

R, [{l@, o Ry

seront déterminés par les égalités (8), qui deviendron

n ! F(z) (()/,__ ENd
TR I(Z) \ 0z 4/51()"—)7

IPESRALAL )(’d/:__“ 0:3 )

(27) PR F(3) ERIE;
Ry — [ K %) (()/" - 1).2,?_ .
YR F(z)\0h 0k oz )

Légalité que définit 5

(22) F=E[U-~F(%)8]

donne '
0¥ U L
B S — F() S i Al .
7= “))'l K1)

Mais on a évidemment

JU N G

) = K ¢ v T

BoS =G+ 6, = T
On a done

I [ )T

28) S = ( TN,
(»5) & )
. e F(® ( L
(9) v l«z‘_" ") w)l

” ‘ F(z) /dfs 027 (%) F"(%) ERY
(-)0 (‘ el [— s — ( ts PR A i o .
) t ) (e 5%)

0z 07 e E;
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Onvoitdonc que, st l'on connait le potentiel thermodynamique interne
d’un systéme el st {'on connait en outre la fonction fx,on sait déterminer
les conditions d’ équalibre du systéme, Uénergie, U entropie et les coefficients
calorifigues du systeme en équilibre, en sorte que 'etude mécanique et
thermique du systéme en équilibre est compléte.

Les égalités (27), (28), (29), (30) ont été démontrées en suppo-
sant que les ¢galités (25) et (20) étaient vérifiées, c’est-d-dire que le
systeme était soumis aux forces extérieures qui en assurent Iéqui-
libre.

Cette restriction devra toujours étre observée lorsqu’on voudra faire
usage des ¢galités (27) et (30). Mais nous allons voir que les égalités
(28) et (2¢) peuvent, au contraire, étre démontrées sans faire aucune
hypothese sur les forces extérieures auxquelles le systeme est soumis.

Supposons le systeme soumis & des forces extérieures quelconques ;
lorsque les parametres o, B, ..., &, 3 éprouvent des variations oz,
5(5, v K, 05, le travail extéricur effectué a pour expression

A, = A da+B'0f +.. .+ L o+ 073,

AL B, .. L, @ étant des fonctions uniformes de a, B, ..., 4, 5, gé-
néralement différentes de A, B, ..., L, 0.
Dans la modification considércée, I'énergie interne augmente de

~r . OU ou ., ouU . oU
')U-u-(—)—y:ﬁll (—)E()IJ—}—...-*—-JT)?.-F()%

N
O--I .

Caleulons la variation ¢S que subit, dans la méme transformation,
Pentropie du systeme. On a, par définition,

dQ ¢tant la quantité de chaleur que dégagerait le systeme, si, durant
la modification, il était soumis aux forces extéricures propres i le
maintenir en équilibre, ¢’est-a-dire aux forces dont le travail a pour
expression ,

' d@,= A0z +Bdp +...+Ldl+ 007
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On a done
JdU JU

N T du N
dQ:—OU+i§dL’JE——<0 .l-*————()ﬁ == 77— ol + 0:04‘”)

(Ador+BdB +. ..+ LA+ 0457)

EI—«

et, par conséquent,

38 = i <9—gw+g—gr)@+.. ()U O QE“:)

F(3)\ 0« 8 =

I SEEN ~

5 l‘(" (Ada+BoB ...~ LJk—+ 0097).

Cette égalité doit avoir lien quels que soient sa, 3B, ..., 34, 5. Si
on y remplace A, B, ..., L, ® par leurs valeurs (25) et (26), on ob-
tient les égalités SUlVdﬂth, qui doivent avoir lieu quelles que soient
les forces extérieures appliquées au systeme

JS . i)_[_I 1 1 JF
de F(3)da EF(3) da’
J8 1 oU T ) X

B TEE) B EFE) P
a5 (il.:T o OF
oL T F(7) oh EF(%) 0i’
JS 1 oU I ]

DF T F(z) 0z T R F(®) VER

La généralité de ces égalités ¢tant démontrée, il nous suflit de
remarquer que on a toujours, d’apres la définition de & donnée par
egalite (22), ,

2 = ||‘;—lf ~~~~~ F(% );, CEF(E)S,

pour voir que Lon « toujours, quelles que soient les forces extéricures
appliquces au systéme,

08 S — L ! 05 ,
(8) E F’(':)( E;

i K(m)(, 0Ty
o) o= v (e 2|
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Lorsque le systeme est soumis aux forces extérieures quelconques
définies par les fonctions A’, B, ..., L', ®, un systéme de variations

0

dot, 08, ..., O, &

€

des parametres entraine un dégagement de chaleur 4Q' qui a pour
valeur, s¢ la force vive est nulle au début et a la fin de la modification.

Y = — 35U + é(A'aa + BB +...+ L)+ 0 d3).
Si nous mettons cette quantité sous la forme

dQ'=— (Ry 0 + Rp 8B + ...+ R ox + C' 37),

les quantités Ry, Ry, ..., Ry, € différeront, en général, des quan-
tites Ry, Ry, ..., Ry, C qui représentent les coefficients calorifiques
dans le cas particulier olt le systeme est soumis aux forces (uile main-
tiennent en équilibre.

Ces quantités Ry, Rg, ..., Ry, C" auront respectivement pour valeur

, _JdU L,
Ru_.;)j;———:-.r\,

. 0U o,
"f-)-_—ae*—EB,

. oU I,
l{l.—;)-_-_EIJ,
v U 14

ou bien, en vertu de Pégalité (29),

Ry L[R2 (0 S )
PTELF(Z)\da Qx0T

Ry — L [ (3) <()/,'-, 03 > o
PRIV (Z)\0p T 0B oz

L B C)) ﬁ/é_-(”..j,..\) 0F

PTELF(H\ 0k dhoez) T on o T

. !f(%)_(o/s,__gj\ KR (), gg)+o_s_OJ
o= E(F’(Tv) Dz ()32)+;’ P (Vo5 T
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Si nous comparons ces égalités aux égalités (27) et (30), nous
voyons que, pour que l'une des quantités R’, la quantit¢ R, par
exemple, devienne égale a R,, il n’est pas du tout nécessaire que les
forces qui agissent sur le systeme soient celles qui en assurent 'équi-
libre; pour que l'on ait

R,=R.,,

il est nécessaire et suffisant que I'on ait

de méme, pour que Pon ait

C'=

V=G,
il est nécessaire et suffisant que on ait
O == S5 — 0.

Nous venons d’étudier une modification que n'accompagne aucune
variation de force vive. Dans le cas oi la force vive pourract varier, on
aurait

oL et

AQY =—dU + %= (A" 82+ B/ 6P ...+ L/ 6% + 0 9%) — i 3 T

V] 2

Si le systeme se meut librement sous action des forees extérieures

déterminées par les quantités A, B, ..., I/, ©, on démontre que
Pon a

N 7
X

- = (A= A)da+ (B —B) 88 +.. .+ (L) L) 3.

[’ égalité précédente devient donc, pour un systéme qui se meut libre-
ment sous U action de forces extéricures quelconques,

(32) dQ' = dQ).

Nous avons vu au Chapitre [ qu’un cas particulier intéressant était
celui o les parametres o, f, ..., &, 5 élaient choisis de telle sorte
que tous les points du systeme demeurent immobiles lorsque 5 varie
seul.

Dans ce cas, on a nécessairement, que le systeme soil ou non en
tquilibre,

O =0"=f:=o.
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.» A, 3) le potentiel thermodynamique du systeme.
., A, T) est donnée par I'égalité (29),

]

Dapres ’égalité (28), D'entropie S(e, 3, .

Soit F(a, B, ..
Son énergie interne U(a, f3, ..
qui devient

\,

F_F@)d
F (%)

il

.’7)3 ) = —
( ) l =
.y )\, :-/) dll ﬁ} htel“t

devient

. 1 i OF
34 S =— e
(34) E F(3) 0%

Dans une transformation quelconque, effectuée sous Paction de
forces extéricures A’, I3, ..., I/, @, le systeme dégage une quantité
4 DUE

de chaleur dQ” donnée par

. ; QO e NI F(%) 05 N N -
(35) EdQ + 02‘ — =—9 l.”s" ~¥(z) 75 + A’ Gt + B'op +. ..+ L' gr.

Sile systeme se meut librement sous 'action des forces extérieurves,
cette égalité se réduit a
F(Z) oF

&(/() T —— 1) (:F-— i“"(fﬂ') PE;

]+A6:¢+BS@+...+L6}..

En vertu des équations (25), on a

., ,
N S e o aIF . aOF . ¥ .
%~ e+ LOd = 25 0+ — - X =

Adz+ Baf + - L da 5z 0%+ B p+...+ “ =

On a done

=
=
(i
(=)
| ——

(36)
Dans le cas particulier ot la modification est isothermigue, cette

égalité se réduit a
(%) 0F
dQ = *‘7‘(:»—)‘ a == "°
F'(%) 0%

I

A

(37)
bs (27) et (30), les coefficients calorifiques du

i)

D’apres les égalité
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systeme en équilibre ont pour valeurs

(38) (e R

I
Rp=— ET () 0105
¢ =— LIE®) @7 F(E)F(E) 7).
) E¥(3) 05 T[F(%)]* 051

Nous arrivons ainsi a cette belle proposition de M. Massieu :

Lorsque les paramétres sont chowsts commne nous venons de Uindiguer,
U'énergie interne du systéme, son entropie, les cocfficients mécaniques et
thermiques du systéme en dquilibre, s cxprinent tous au moyen des deri-
vées particlles du premier et du second ordre de son potentiel thermodyna-
mique internce.

Imaginons un systeme dans lequel les paramétres sont choisis
comme nous venons de Uindiquer; lorsque T varie seul, les forces
extérieures n’elfectuent aucun travail; supposons ce systeme soumis
a des forces A, B, ..., L', qui sont ou ne sont pas celles qui peuvent
le maintenir en équilibre; supposons enfin que, lorsque la tempéra-
ture cst maintenue constante, ces forces admettent un potentiel Q,
fonction de , §, ..., &, 5, de telle sorte que 'on ait

N
A de.’
B == 9B’
de
’—_--— —
L= J%.
L’égalité (35) deviendra alors
2 . F(3) 07" 0Q .
2 d0' o5 sl 07| _so o 9925
BdQ'+03 = |7 T F(E) 97 Sl

Mais, dans ce cas, le systeme admet un potentiel thermodynamique
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total, défini par I'égalité
(23) O =7+ Q.
On a donc

32 AN E-N AN A D
(3 D AT D YA [qx _F(=) 027 5[k 08 oo
(39) BdQ+3¥ = T s TR e TR

oQ

Dans le cas particulier olt 1a fonction Q ne dépend pas de S, on a

082

PE;

-0

et cette formule prend la forme beaucoup plus simple

[ s 0 3N s F(3) 90
(40) BdQ -+ 0¥ = =0 & — e O

Toutes nos formules se simplifient si nous prenons pour tempéra-
ture la température absolue elle-méme; nous avons alors

5=T, F(3)=T;
si nous nous placons, en outre, dans les conditions ol
=0 =/ ;=o,

nos formules (33), (34), (31), (35), (36), (39) et (40) deviennent

(33 bis) U :%(7-13—})

(34 bis) S =— % afii,
Ro=— i a(jjl
Rp=— 11 ()szr’

(Brbis) e ,

Ann. de UEe. Normale. 3¢ Série. Tome VIIL. — Aout 18g1. 33
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T N 2k A R -
(35 bis) EdQ’—i—o‘S1 ; __—o<._J l’ﬁT) “+ A'do -+ BB +-. . .-+ L/ 0k,
36 bis Fd0—~T“0j
(36 bis) LaQ =To5p

2 ‘ Q
(39 bis) EdQ'+33 20 —— a<<p _ ﬂ‘.‘.’) 192,

. . Y e . o OD
(hobis) EdQ'+ 02‘—7 —_ o<(I) rw>.
Ces diverses formules sont fréquemment employées dans les appli-
cations.

CHAPITRE V.

D'UN CHANGEMENT DE VARTABLES.

Supposons que les parametres «, {3, ..o A, T qui définissent un sys-
teme aient été choisis de maniere que la seule variation du parami(re
7 n’entraine aucun travail des forces extéricures appliquées au sys-

teme. Soit .
F(a, By oy

w

)

le potentiel thermodynamique interne de ce systeme.
Posons

DL —:_./'a(a, f;, .. .,).,'.:J),
(41) R

oF

;)-): s _/"L(G{, f), « ey 7‘~’ 3)'

Le systeme sera cn équilibre si on le soumet aux forces extéricures
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ayant pour le travail virtuel
dG,=Ado+Bdf+...+ Lal,
A, B, ..., Létant définis par les égalités

g A=/l By .. 2,7
(42) ( B:f(-,f(z, B, ..., %

Nous savons que les fonctions /5, /4, ..., / sont des fonctions uni-
Jormes des variables «, 8, ..., A, 3.

On peut supposer les équations (42) résolues par rapport a a, §, ...,

A. On aura alors

< o= Iy(A,B, ..., L),

[cp— (=5
) B =/u(A,B, ..., L,3),
) = (A,B, ..., L, ).

Ces ¢quations définissent les valeurs que prennent, a la température 9,
les parametres a, B, ..., A, lorsque le systeme est en équilibre sous
action de forees extéricures, ayant pour travail virtuel

dG,=Ada+Bof+...-+Ldx

Il peut fort bien se faire que les fonctions Ay, hy, ..., by, ne sotent pas
des fonctions uniformes des variables A, B, ..., L, 5. A un méme sys-
teme de valeurs de A, B, ..., L, 5 peuvent correspondre plusieurs
systemes ou méme une infinité de systemes de valeurs de o, 3, ..., A.

On peut se proposer d’étudier le systeme, en prenant, pour le dé-
finir, les paramttres A, B, ..., L, 5, au lieu des paramétres «, B, ...,
A, 7. Nous allons donner quelques formules générales relatives a cette
dtude.

Considérons I'expression

(44) H—=5F—(Aa+BB+...+ L2,

qui est une fonction uniforme de o, B, ..., A, 5. Si, au moyen des éga-
lités (43), nous y remplacons e, (3, ..., A par leurs expressions en
fonction de A, B, ..., L, &, nous obtiendrons une fonction de ces
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nouvelles variables, gui peut fort bien n’étre plus uniforme. Désignons-
la par
: 5(A,B, ..., L 3.
Si les quantités A, B, ..., L sont maintenues constantes, on aura
Adz+BoB+...+Loh=0d(Aa-+B3 +...+ L2).

Dans ce cas, par conséquent, les forces extérieures constantes A, B, ...,
I admettent un potentiel

QR=— (Aa+Bp +...+ L2),
et la fonction
S5(A B, ..., L)

est le potentiel thermodynamique total d’un systéme soumis aux: forces
constantes A, B, ..., L.
[égalité (44) nous donne

0 _ 0% 0u 0% 08 o7 o
ON T Odx ok TR A T T UR UK
da P X
—'AE{*’—‘ (')‘;\‘ —."—L'—)’A“—U-

Mais les égalités (41) et (42) donnent

oF
gs — Ao
0¥
'()—5 —:B =0,
oF
7)7\. - L =0

On obtient donc ainsi la premitre des égalités

by 95

o mm— 0A7

— ()rj)'

(45) P=—0p’
r=_ 93
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les autres s’é¢tablissent d’une maniere analogue; d’ou la proposition
suivante :

Lorsque, pour un systéme donné, on connait la fonction
5A,B, ... L, %),

on peul, par de simples différentiations, obtenir les valeurs que prennent
les paramétres o, f), - s N, lorsque ce systéme est en équilibre, & la tem-
perature 3, sous 'action des forces extérieures A, B, . .., L.

Si les parametres A, B, ..., L, 3 varient de ¢A, ¢B, ..., oL, 25, l¢
systeme, supposé constamment en équilibre, éprouve une modifica-
tion infiniment petite et dégage une quantité de chaleur infiniment
petite

dQ = — (pa A 4+ pp 0B .. .+ py, 0L -+ y 0%).

s Pir - - -» p1o Y sONL, dans le nouveau systeme de variables, les coef-
Sicients calordfigues du systemes v est la capacité calorifique relative au

~

systeme de variables A, B, ..., L, 5.
On a évidemment, entre les parametres

Ry, Rg, ..., Ry, G

et les parametres :
PA> Pos cees PLy 7

les relations

/ O0A 0B JL

Ry = PA() -+ Pp Do -+ P1 2’
0B JL

Rﬁ—-— PA ()F -+ B 5-{3— -+ -+ P )ﬁ »

G6) e ,
NI S

7«~—PA'()‘7\'+PB'(‘)’;L+ .- pL o’

C=p 0Bl
C TP T Proz T 0
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ou bien encore

o :Rdg%-*-%%% —1-.-.-+—R;‘%,

b =R+ R o
G7) :

o= Raor RO DT,

7 =R R e e

Ces égalités permettent de passer des coefficients calorifiques relatifs
a un systeme de variables aux coefficients calorifiques relatifs 4 Pautre
systeme, et inversement.

L’égalité
F=84+Ao+Bp+...+ Lk
donne
A N T R W) Sl WL PR
D2 0%~ dz \0A* 03  JAIB 03 T 0AJL 07 0AJT
LOB S A 0 dB eh ol oM
0z \oBox 05 T oB: 9z T T OBL 05 T aB ()r:)
e S
" oL/ d*f  0A - 0SB _0*5 JL N 05
Jo \OLoA 95 ToroB 97 T T L 03 ()l,f).'v)
95 A 05 B 05 &L
OA Do 0% 0B a0z ’ oL 0z 0z
, A 6 2B 5 0L
* 00T TPoE T T 9605
_IA
0%

Si l'on tient compte des égalités (45), certains termes disparaissent,
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et Pon peut écrire

oF 25 oA 25 0B 025 oL
0207 0Ad7  d= " dBo5. 0z T JLo3 9
L0 2, N0 og;>on 0(05 JL
da\0A) 05 T oz\oB) oz T T 92 \0L) 9=
+()A
J5

Mais, d’apres les égalités (45), on a
O (95 9% __,
da\0A)—  da— 7

d [0} u_()_ﬁ__"o
do ()B) doe 7

0 (05N __ ox Y
0z \oL) = da
On a donc
T 05 0A 225 OB 95 OL

J2d5  0A05 0z OB oS da T 9L oE da

D’autre part, d’apres la premicre des égalités (38), on a

On a donc la premiere des égalités

U F(z) [ #H oA _ 9*5 IB 8 g_l_)
Ro=—g (3)<0A 0% 0o T OBz da T T 9L 0% Oa
0 F(3) [ 0% 0A . *5 0B 9*5 ILY
Re=—§ 7 (sj(oA 05 98 T oBes9p T T aL oz )
U F(3) [/ 0*5 oA _ 95 0B 95 oL)_
== 7 <()A 05 0% T aB oz or T T Loz d)

les autres s’obtiennent de méme.
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En comparant ces égalités aux égalités (46), on voit immédiatement
que I’on doit avoir

PA=TE ¥(3) 0A 05
_1EE) 25
(48) [PP=T R F(Z) 9B O

F=5+Aa+BB+...+ L2

0F _ 05 (95 . \OA  (dh oB (05 5ok
m=n a2y EmrGrre) e L) &

pv]

ou, en tenant compte des égalités (45),

ki 3
(h9) 97 _df

A
I2égalité (34) donne alors
(50) §m_ L 1 95
On a d’ailleurs
E[U—F(3)S]=4+Ac+Bf+...+ L2

Cette égalité, jointe aux égalités (45) et (50), donne

5 Ly _FE 95 _ 05 _pd5 f&]
(51) U=g [') F (%) 0 AJx —PoB M OL.
L égalite

()»7 . ()r‘)
(49) BT
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donne aussi

(_)2_»'\5 _ 0% 9% 0A 0*5 OB 5 oL
0% — 0% T 0Ad5 95 T 9Bos 95 T OLos o5

On en déduit, en tenant compte des égalités (48),

E (' (%) 05 [F(3)]* 0%
L _xg F(3) 0*5  F(5)F"(3) 04
T E(F(3) 0% [F'(2)]* 9%

0A oB
+PA()'T:+PBJ-_+ ‘+PL03’

ou bien, en tenant compte de la derniére des égalités (38) et de la
dernitre des égalités (46),

5 F(3) 025 F(3)F'(%) 95
(52) 7:_%3 (%) 5 _F(3)F' (%) d5) .

1| FI(%) 0%° LF ()] 0%
Les égalités (45), (48), (50), (51), (52) conduisent 4 la conclusion
suivante :

St, pour un systéme, on connait la_fonction

5(A, B, ..., L, %),

on sait, par de simples dyfférentiations, obtenir les valeurs que les para-
mélres o, fﬁ, ..., Yy prennent, a la temperature 3, dans le systéme en équi-
lcbre sous Uaction des forces A, B, ..., L, {’énergie interne du systéme.

son entropie et tous ses coefficients calorifiques.

(Cest & M. Massieu qu’est due cette belle proposition.

Le role que joue la fonction 5 lorsque I'on prend pour variables les
quantités A, B, ..., L, T est tout & fait analogue au role que joue
la fonction F lorsque 'on prend pour variables les quantités «, §, ...,
A, . Aussi M. Massicu donne-t-il aux deux fonctions 7 et § le nom de
Jonctions caractéristiques.

Ann. de ' fc. Norm. 3° Série. Tome VIII.— SgpTEMBRE 139g1. 34
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Si I'on prend pour température la température absolue, les égalités
(48), (50), (51), (52) deviennent

v 9h
AT 00T
1.0
(48 bis) (YT 9B 0T
o= — L O
TR OLOT
. )
S0 bis § = LY,
(Do bis) ) T IT
_— o5 0 a4 0%
31 bis Jm (9 A% 3% Y%,
Grbe) U=g <‘) For —Aox =B Lot )
S
(D51 bis) Y= — —l— J ")-

E 0T



