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SOPRA LE EQUAZIONI FONDAMENTALI DELLA ELETTRODINAMICA; 
SOTA ~EL PROF. VITO VOLTERRA. 

Come le questioni di dinamica dipendono da un unieo si- 
sterna di equazioni differenziali (le equazioni di Lagrange) cosi, 
secondo quanto ha mostrato Hertz, tutte lo questioni di elettro- 
dinamica si riducono a dipendere da un unico sistema di equa- 
zioni differenziali ~). Le equazioni della dinamiea di Lagrange 
(quando le forzo ammettono un potenziale) possono ricondursi a 
dipendere da un unieo prineipio di ealeolo dells variazioni (il 
principle di Hamilton). Mi sono proposto analogamente di rieon- 
durre le equazioni fondamentali della elettrodinamiea da eui 
partite Hertz nel ease dei sistemi in quiete, a dipendero da una 
questione di calcolo delle variazioni. 

Questo resultato, come mostreremo pub conseguirsi in infi- 
niti modi rieorrendo a delle variabili ausiliarie da eui dipendono 
le eomponenti della forza elettriea e della forza magnetiea. 

w 

Siano e,s, ~ ,  x,~, (r, s ~ 1, 2, 3) delle funzioni dollo va- 
riabili x~, x~, xs, tall eho 

e siano X~, X, .  Xa; L,, Lt, L3 dello funzioni dello variabili 
x~, x2, x3, t. Queste fuuzioni siano definite in us campo S a 
tre dimendoni rispetto alle variabili x~, xt ,  x3 e per i valori 
di t compresi fra to e t , .  

Si ponga 

d ~ .= ~/Xs ~r~ Xs 

(1) 
d 

dLr+~ dLr+~ 
dxr-~l ~ dx,'+l -Jr" 41r ~h  ~.rh Xh 

dXr+~ dXr+, 
d~r+~ § dxr+~ 

1) Vodi N. Cimento S. 31 Yo]. XXVIII, pag. 193. 



148 
Denotando con Y,. e M~ delle nuove funzioni di xG, x ~ ,  x 3 ,  t, 

moltiplichiamo le relazioni precedenti per SY~ e SM,., sommiamo 
e integriamo a tutto lo spazio S rispetto alle variabili x,, xt ,  ~8 
e per i valori di t compresi fra to e t , .  Si otterr~ 

(2) 

r (~r ~'Yr "4- ~r dMr) dS .~ - -  r (Xr ~'Ur + Lr ~Vr) dS 
to s to 

I [ ?  r,s ~,s - it t/~ ~ r + (ers Xs ~'Yr + L SMr) 078 "] + Lr.i.t 8Yr+, 

t o t o ff 

l - -  Lr+t ~Yrr + Xr+2 ~Mr.pi - -  Xr.pi ~Mr+l ) C0s $ 2  r dq l) 

denotando con a la superlicie contorno di S e con n la sua nor- 
male diretta verso 1' esterno, e ponendo 

(a) 
i d dM~+, t*r --" ~"  ~s ers Ys " d x r ~  + t" 

,== d dYr+ t dY:+~ 
tVr ~" ~s/ars }/~s dXr+ ! "J-a----~ t �9 

4. ~h ~rh Y~ 

Cib premesso eonsideriamo le quantit~ 

ars • .  asr , firs "-- f i s t ,  r ,  s == 1, 2, 3, 

supponiamole funzioni di x , ,  x s ,  x s ,  o tall eho 

(4) a = -  % , , a . , ~ , ,  O, b =  

rtsl ~ Ctsi ~ a3s 

.e,,, .e,,, a,, > o  

Pongasi 

d l o g a  brs= d log b 
are -= �9 d =re ' d.Sr~ 

{5) :~s are Us == Zr,  ~s brs vs ~ Ns 

1) II simboIo ~r,s denota la doppia somma ~r  ~s in tutto il corse delia pre- 
sentr nora. 
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La equazione (1) l~otrk dunque scriversi 

t t t !  

t o S t o S 

t, 

-4-- :~r ~Mr) dS d- [/~r,s (~rs Xs c~Yr -I-/~rs Ls C~Mr) dS~ 
te 

+ ff2,.(Lr+, SYr~--Lr+, SYr§ Xr.t-, c~Mr+, --Xr.p, c~1~r.l-t)COS "Xr d~'. 
to a 

w 

L'ultima formula del w precedente fornisce subito il modo 
per risolvere la questione propostaci 

Poniamo infatti 

(6) Zr '= Xr, N~ =' L., 

in tale ipotesi il primo me mbro delia equazione precedente di- 
viene 

O 

in cui 

e la condizione 
t I 

~ P  dt ~ 0 
.J  

to 

r alle equazioni 

(7) ~r- -O,  , , = 0 ,  

che sono appunto le equazioni fondamentali della elettrodinamica 
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dei sistemi in quiete, quando si supponga ehe X, , X, ,  X~ siano 
le componenti della forza elettrica, L,,  L, ,  L3 quelle della forza 
magnetica secondo gli assi coordinati x, ,  x , ,  x~, le trs i coefli- 
cienti della polarizzazione elettrica, /zr quelli della polarizzaziono 
magnetica e z,s i coelticienti della conducibilit,~ elettrica. 

Nella espressione di P compariseono le ar~, firs cho sono 
quantit'~ le quali possono seegliersi arbitrariamente, salvo a sup. 
porre soddisfatte le (3) e (4). Si ha quindi che le equazioni (7) 
possono farsi dipendere in infiniti modi da questioni di calcolo 
delle variazioni. 

In particolare potremo fare in mode ohe P sia eguale alia 
energia elettromagnetica del sistema..4, tal fine baster~, prondere 

e avremo 

e r s  ~ ars, Frs ~=~ J~rs 

p .~ l/,/2r,s (~r-, 

Prendiamo invece 

Xr Xs "4- /zrs Lr L,). 

f i r s  ~ : ~  ~ ~ r s  t ~ r s  I=~ ~Crs 9 

si otterr'~ 
dY~ dY~ 

\ axrr dxr+, k dx,..t.~ dx.t., 

dMr dMs 
~/2 ~r,s ,Brs Lr Ls ~=' ~/~ :~r~ brs Vr Vs ~ - -  ~/, ~r,s ~rs dt dt 

kdXr..e~ dxr+! ] \dx...t. I dxa+a/ 

'l ---=dM' (d%,, a~r+,~ 
" X '  at \dxr+, dxr+,~' 

Quindi 

d r  (dM~+, 
(8) ' / ,  Z,-,, ~r,X,. X~ + 'h  Xr,,.Br, L,.L,, = G - -  2-/L,/. zr k 

/, ~ ~ (  Yr+, dt Yr+, dt / 
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essendo 

dY~ dYs d~L dM~ 
G r l/S ~,',S Ers dt dt ill ~r,s ~rs dt dt 

-4" ~l~ ~,s ars \ ~ dx,.+, \ dxs+, dxs§ 

/dYr+, dYr.~'~ (dYe., dYsr 

Formando in questo ease l' integrale 

t l  

f P dt 
to 

avremo che tutti i termini del soeendo membro della equazione 
(8) i quali sono delle derivate esatte rispotto nile variabili t ,  
x , ,  x. 2, xs, danno luogo ad una somma di integrali estesi al 
contorno dello spazio S ~ di termini i eui valori vanno presi 
ai limiti to e t,. 

Se traseuriamo questa somma otterremo 

ti 

t, 

Come ~ ben note dalla teoria del calcolo delle variazioni, se 
t 1 

annulliamo la variaziono d i / "  Q -  dt otteniamo le stesse equazioni 
to t l  

indefinite come annullando la variazione di I P  dr. Ne segue the 

to 
le equazioni fondamentali della elettrodinamica potranno otte- 
nersi dalla variazione dell' integrale 

t 

to S 

Nella espressione di G sono separati i termini ehe eontengono 
le derivato delle Yr ed M r rapporto a t, (i quali formano una 
funzione omogenea di 2 ~ grade rispetto allo deriwte stesse) da- 
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gli altri termini, come ha luogo nolla cspressione 
di Hamilton che si trova nclla dinamioa. 

dell' azione 

w  

Dalle (1) si ricava 

dYi dMi'~ dXs dYi dL~ dMi 

dYi (dLi+, dLi+,\ _ d~[i /dXi+! dXi,,~ dYi 

quindi a cagiono dello (2) 

/ dXl d, Li~__ [aLi/dYt§ dYi§ dYi (t~,i+ dLi+,~] 

[dX,/aM,§ aM,+q dMl ax,+,']] 
+ Y.i L dt \ dzei+, ~ I -H ~ \dx,+, d~,+, / j  

z dY~ 
+ I ,  

ovvero per lo (5) o (6) 

d i = ~-~-[ ], ~;hs (ai, Xi Xs --P flis L Ls) - -  :~i FLi {d.,Yi+' - -  a~rH:"~ 
L kaazi+~ dx,+d 

__ Xi/dl~i+, dMi+,~ Yi] 

d { aqr,+, dYi+, dMi+, .. dMi+, ) 

Integrando a tutto 1o spazio S e supponendo soddisfat~ le 
equazioni 

~i  = O, ,~i = O ,  

otterremo 

L \axi+, dxi+ll 

Xi.l., dMi+t dYi+, - dYi+,\ dt Li,, ~ "4" Li+, - - a ~ )  cos nzi d~. 
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Nel case in eui S rappresenti !o spazio indefinite e le X~, Lt 

a distanza infinita siano infinitesimi di terzo ordine, allora il 
secondo membro va a zero e otteniamo l'integrale 

f lt/t(y.,,,~,sXiXs+B,,L,L)--y~i [Li [dYi+' ~-~'~ 

w 

Consideriamo due sistemi di valori per le Xi, Li, Yi, Mi, 
~'. ~,, ~ ,  u~, v~, L ,  Ni che distingueremo ponendo uno o due apici 
alle quantit~t s~esse. 

Avremo dalle (1) 

"& (Y", ~q + M"i , f i -  Y'~ s - M'i ,j"i) 

'" [dL"i+, dL"i+th-] . . ~ .  Fag,,/0~' i+t _ = , [ y , , ( d L ' , + ,  ' . . ,  _ _ _  

L k a ~ i + ,  d~:i+, / ~ ]J L \ d,~+, 
| I f  /~Xf/.  %-.~ 

d ~ Y", X"s (L', M"i-- L% M',)] 

- -  ~i  ~ i  (YIri+t L',+, - -  Y"i. w L'i.t-I - -  Yfi-t-i L"l.'rs "4- Yti+~l L"i.V, 

- -  M."i.i., X '  i+~ + ),{"i+, X'i+,  + M'  i-,rt X"tr  - -  M '  i.i..i X"i+t ) 

dytt$ { 
- -  Xi X' i  t XS ~is" dt  

t" dM"s dY%+, 

+ dx~+ t 
Serie 5. Vol. XXIX: 

dM%+, dM"~+~ ) 
4~r Xh Xih Y% + 

dxi+, 

Y ) "  ~ dY's dM' i+l 
axi+, ( dt dxi+~ 

dY' i+, i 
dxJ.i., 

1 ~ 
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Quindi tenendo presenLi ie (2) e (5) si otterr~ 

d [ --  X% M"i .~ -{  ~i.s ~is(X'sY"J Y'O+Izi,(L's --L"sM'O 

d --Ii - -  ~i  ~ (Y ~., L'i+, - -  Y%+, L'~., - -  Y'i+, L " ~  -4- Y'J+, L",+, 

- -  M"~., X' j+, q- M " ~  X'i+, q-M',+, X"i+, - -  M'i.~ X"J+,) 

-~,,,[~. (x ' , z , ' , -  x", z',) + B,, (L', N " . -  L"~N'~]. 

Se sono soddisfatte ]o (6) e (7) avremo 

X'i = Z'i. X"i---- Z"i, L'i = N'i, L"i = N"t 

th  = ~ '~=  ~ " ~ = , " ,  = o,  

onde integrando a tutto lo spazio S 

d / ~ , , ~  [~,s (X', Y " , -  X". Y ' , )+  ~,~ (L', 1~s dS 

�9 =-f~, (Y"i+, L' ~., -- Y" j+, L' ~., -- Y' i+, L" i+, + Y'i+, L"i+, 

(7 

-- M" J+, X' i+, -'l- M"i+, X' i+, --I- M' i+, X" I+, -- M' i+, X" j+,) eosn z, do 

]a qual formula corrisponde nel nostro easo al ]emma di Green. 


