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SOPRA LE EQUAZION! FONDAMENTAL! DELLA ELETTRODINAMICA:
NoTA DEL PROF. VITO VOLTERRA.

Come le questioni di dinamica dipendono da un unico si-
stema di equazioni differenziali (le equazioni di Lagrange) cosi,
secondo quanto ha mostrato Hertz, tutte le questioni di elettro-
dinamica si riducono a dipendere da un unico sistema di equa-
zioni differenziali *). Le equazioni della dinamica di Lagrange
(quando le forze ammettono un potenziale) possono ricondursi a
dipendere da un unico principio di calcolo delle variazioni (il
principio di Hamilton). Mi sono proposto analogamente di ricon-
durre le equazioni fondamentali della elettrodinamica da cui @
partito Hertz nel caso dei sistemi in quiete, a dipendere da una
questione di calcolo delle variazioni.

Questo resultato, come mostreremo pud conseguirsi in infi-
niti modi ricorrendo a delle variabili ausiliarie da cui dipendono
le componenti della forza elettrica e della forza magnetica.

§L

Siano &rs, prs, As, (r, s =1, 2, 3) delle funzioni delle va-
riabili =,, z,, z,, tali che

Ers == Esr , Mrs = psr, Ars == Asr

o siano X,, X,. X,; L,, L,, L, delle funzioni delle variabili
Z,, %,, %y, t. Queste funzioni siano definite in un campo S a
tre dimensioni rispetto alle variabili #,, z,, z; e per i valori
di ¢ compresi fra £, e ¢,.

Si ponga
Er = -— 25 & Xs— dLr.H dLr-[-, 4 47 Zh Ach Xn
(1) d(l?r-l-, dx,+.
d dXT+2 dX"'H

N = at 25 Mrs Ls— dwr.H er.h

1) Vedi N. Cimento S, 3, Vol. XXVII, pag. 193,
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Denotando con Y. e M: delle nuove funzioni di z,, x,, z,, ¢,
moltiplichiamo le relazioni precedenti per ¢Y. e dM;, sommiamo
e integriamo a tutto lo spazio S rispetto alle variabili z,, x,, %,
e per i valori di ¢ compresi fra #, e £,. Si otterra

fdtfz, (5 3Y, 4 ne M) S = — fz (Xe St L vx) dS
4 S
2) t, 1,
+ [fzr,s (ers Xs 8Y ¢ 4~ pars Ls SM;) dS :I +f2r-[([lr+. 0Yry,
S %o

— Lrg, 3Yr+. -+ X"’h az\'Ir-H — Xr.i.. 6Mr+,) Co8 X, do 1)

denotando con ¢ la superficie contorno di S e con % la sua nor-
male diretta verso I’ esterno, e ponendo

_adg er+. dM ¢,
Ur = ar s ers Y5 — dxr.h -+ -d—xr:‘-

dYr-h ayY: pllakle )
LE R 7o dxr’h

—4r Zh Arh Ya
(3)

d
U, = d_t- zs,ursMs—

Cid premesso consideriamo le quantita
&rs == Qsr , ﬂrs=ﬂsr, r,s=1, 2, 3,

supponiamole funzioni di z,, =,, z,, e tali che

Riry Gy 5 Xy Bus Biss ﬂca
(4) a=| ay, ay, ay 20; b=1|Fu,Bu; By 20
g1y X395 X33 Bsis Boss Bas
Pongasi
_ dloga __dlogd
Qrs d o N brs—— —_—d ﬂrs
(5) 25 Ars Us = Zr B Es brs Vs = N.r

1) Il simbolo 3, ¢ denots Ia doppia somma 3, 3, in tutto il corso della pre-
sente nota,
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Avremo

pON (Xr Sur 4 Le Jvr) e= s ars Xr 92 -+ zr,s Brs Lr ONs

La equazione (1) potry dunque seriversi

ty ¢
(I f it f(z s e s+ Zess Brs L ONe) dS em — f it f % (£,
t, S t, S

tl
e 8My) @S -+ [ J Se (trs Ko O¥s s LadM,) 05 |

ty

2
+ f f % (Lrgn ¥ega—Liogs 0¥ rgy 4 Xogy Mrgy—Xrgs SMrg)co8 1, de.
t, o
§ 2.

L’ ultima formula del § precedente fornisce subito il modo
per risolvere la questione propostaci.
Poniamo infatti

(6) Zr=Xr, Nr'=lLr,
in tale ipotesi il primo me mbro della equazione precedente di-
viene
t
5 f P dt
[}
in cui

Pt ! S 1,5 (ars Xr Xs - Srys Brs L L) dS

e la condizione

tl
:[pat=o
28
condurra alle equazioni
(7 =0, =0,

che sono appunto le equazioni fondamentali della elettrodinamica
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dei sistemi in guiete, quando si supponga che X, , X,, X; siano
le componenti della forza elettrica, L,, L,, L; quelle della forza
magnetica secondo gli assi coordinati x,, z,, z,, lo & i coeffi-
cienti della polarizzazione elettrica, wrs quelli della polarizzazione
magnetica e Ars i coefficienti della conducibilith elettrica.

Nella espressione di P compariscono le ars, Brs che sono
quantita le quali possono scegliersi arbitrariamente, salvo a sup-
porre soddisfatte le {3) e (4). Si ha quindi che le equazioni (7)
possono farsi dipendere in infiniti modi da questioni di calcolo
delle variazioni.

In particolare potremo fare in modo che P sia eguale alla
energia elettromagnetica del sistema. A tal fine bastera prendere

Erg == Qrs, Jorg = ﬂrs

¢ avremo
Peyy, J‘Zr,s (ers Xv Xs 4+ s Lr Ls) .

Prendiamo invece

Qrg = &g, ,Brs = — s,
si otferrd
o Zepans Xe Xs =1y 2y Grs s s == 1y Zrs 81 %Yl ddgs

dM dM dM. dM
. . Ty @My, St G NSt
+ Yy 2o s( A7 g dxr-“ +472h Arth) (hd.l‘s.“ Aot

dYr/thr AM:y dyY:

1 1 12 .

-+ 41? zh Asth) —_ /’ Zr at \ d.l,‘r.h d.l'r.“ > 21( 2:,5 Ars dt Y >
’/, Er,s Brs Lilse ’/, Zr,s brs vr v5 =& — ’/, zl‘ys Hrs d___dtr ___d(;\:s

Y, Soys bis aY dYN,,) (dYsH __dY; +2)

dxr.f.’ dxl‘»(-( dl‘<+, dzs""
aM, ¢dyY It le'-h
— Y Zegr ar (dxrh dxr-i-c)
Quindi
8 YiZrsansX Xst 1y Zrs Brs Ly = G — %[‘/! 2 Y (fll‘f":|
T3
M dM, aM;.
l"“)— 20 Zeshes X Ys [+ Y/, 20 ( Yegy dth — Yrta dt+‘



essendo

dY.dY dM: dMs
G =t Zusens g g — " B S g

M., dM: AV
1 vhY +t2 Ttk
415 2ty Grs ( dxri'z Ay '*T47r Zham Y h) ( AZsqy dzsy,

dYr+._dYr+, (dYs.H_dYs.ﬂ)
dzryy  dzrp/ \dzsyy  dasy/

+4 7 Zh Ask Yh) + 1 Zrps brs(

Formando in questo caso 1’ integrale

avremo che tutti i termini del secondo membro della equazione
(8) i quali sono delle derivate esatte rispetto alle variabili £,
z,, %,, x,, danno luogo ad una somma di integrali estesi al
contorno dello spazio S & di termini i cui valori vanno presi
ai limiti ¢, e ¢,.

Se trascuriamo questa somma otterremo

t
det in cui Q= [Gdt.

%

Come & ben noto dalla teoria del calcolo delle variazioni, se

14
anoulliamo la variazione di/th otteniamo le stesse equazioni
Z 1,
indefinite come annullando la variazione di [P df. Ne segue che
to
le equazioni fondamentali della elettrodinamica potranno otte-
nersi dalla variazione dell’ integrale

!
fdthdS.
S

t

Nella espressione di G sono separati i termini che contengono
le derivate delle Y, ed M, rapporto a ¢, (i quali formano una
funzione omogenea di 2° grado rispetto alle derivate stesse) da-
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gli altri termini, come ha luogo nella espressione dell’ azione
di Hamilton che si trova nella dinamica.

Dalle (1) si ricava

ayi M d% <  dYi < dle<  dM;
(E' ”'Ti?)"zs a > o g T2 g 2k
5, Y, (dLi,,, B dLiJ,g) M (dXiy,  dXipy

dmi.“ d(l‘i.h 2 W dCDi.H d(lh.f..

Y.
) + 47 Zin Ain Xn ‘?d_tl

Quindi a cagione delle (2)

fodXi ALy [dLydYi, @V . dYi/dly  dlig,
I=l21 Wiqr dt + ldt) El dt d:n;.H qu..) W(dww,_dmiﬂ)}

s [dx (d\{[.“ dl\li+,) - dMi (dXi,H _gX_H._,):‘

dt da:;+, dmi.h dt d(l):.“ dml.,.,
4-47 Zih Ain (Xn ax: +Y: ‘%%)
ovvero per le (5) e (6)
dY"H de'H
{ Ja Ziys (Ohs Xi Xs 4+ Bis Li Ls) — 2 [LI (dmh*-g d;z:.+,)
- . dl\Il+| dMl-f-g . i
X ( s — 7"1)_;.-{.,—) + 47 Zin Ain X Yl}
d dY. ayYi aMi dMiy, )
-+ 2 a_x‘li Ll+‘ Ll+g +‘ th d;-, -+ Xi.i., d:' 5
Integrando a tutto io spazio S e supponendo soddisfatte le
equazioni
£ =0, nie=0,
otterremo
d in+| in-f-'
{ /;21,; (eis Xi Xs 4 Bis Lii L)— 2 [Lx (dwl+’ - (m)
— M|+| dl\Il.H f dhii.;.g
X (ot — o )]+ e Xa Y} dS =2, (X,+. "
Xl-{-: dM' — Liy, leh Ll-h dt ) cos nxids.
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Nel caso in cui S rappresenti lo spazio indefinito e le Xi, Li
a distanza infinita siano infinitesimi di terzo ordine, allora il
secondo membro va a zero e otteniamo I’ integrale

fi 1y (Siys xis Xi X's 4Bis Li Ls) —2i [I“ d®ips - dTHJ)

(AMiy,  dMiy, o ‘ B
—X; ( Ao —_dwi-;-. )] 447 Zih Ain Xn Yi } (lS cost.

§ 4.

Consideriamo due sistemi di valori per le Xi, Li, Yi, Mi,
&, m, wi, vi, Li, Ni che distingueremo ponendo uno o due apici
alle quantita stesse.

Avremo dalle (1)

(Y E A+ Mini —Yi & — Min")
= Zi;s [Eis ((%;T's Y — d—dx—;s Y’i) 4 ws(‘%‘; M- (%:—s M'i)]

dX' i+, . dX"iil . dX"i+,
- d:l!i.H )_ M l(%—ii-, d(Ei-H

- (-;—i- Zis [éis (X' Y — X" Y'i) = puis (U's M"i— L M' i)]

)]-{—- 472 Zin 2o (X' Y'i — X" Y'i)

— =i Zliazc_ (Yigq Llipg — Yigs Ligy — Y'igy Ly =+ Y'igy Ly

— Mgy X' iy A Mg, Xligy b Mgy Xy — M iy X'ty

dy's _dM'i, + aM'igs
At ATy dwiy,

R S dY"i+.__dY"i+,} zix'a-gz (A dM
—QZILl(EsF’IS dt + (ZCC;.{., dw1+| + s is dt dx.q.,

' ST . dM's  dY'igy  dY'ige]
— 47 Zndn Y h}‘*‘z‘L ‘{25’“5 dts ¥ mg | A2 ;

Serie 3, Vol XXIX. 12

— X {25 &is — 47 Zn An Y"n}

aM’ ing
A,
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Quindi tenendo presenti le (2) e (5) si otterrd

= dit Zis |eis (XY — X" Y'i) 4+ pis (L's My — L"s M"3)

-2 d‘da‘:; (Y Lliga — Yigg L'igy — Y'igy L'igg 4= Yigy L'ig
— Mg, iy M Xigy o+ M1y X'y — M'igy Xig,)
—Zi,s[ajs (X'iZ"s — X"s Z'i) 4 Bis (L'i N”s — L"sD ’i)] .
Se sono soddisfatte le (6) e (7) avremo
X'i=7i, X"i=7", Li=eNi, Li=N"i
imni=ti=n"i=0,
onde integrando a tutto lo spazio S
d f Zis [ (X0 ¥ — X0 Y o o (L' M 1M | a5
5

=f21 (Yig Llipg — Yipa L'igy — Y'igy L iy 4 Y'igy Lig,
o

— Mg Xigg A+ Mgy X iy = Mig Xy — M'ig, Xi) cosnaido

la qual formula corrisponde nel nostro caso al lemma di Green.



