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Zur Geschichte des IT-Theorems

HermuTr HeinricH zum 70. Geburtstag gewidmet

Die Geschichte des II-Theorems, wie sie in modernen Biichern iiber die Methode der Dimensionsanalyse und diber
Modelltheorie zu finden ist, bedarf in mancher Hinsicht der Korrektur und Erginzung. Insbesondere ist die fundamen-
tale Leistung eines Mathematikers aus dem Jahre 1911 ganz in Vergessenheit geraten und war sogar jenen Wissen-
schaftlern unbekannt geblieben, die zu jener Zeit das I1-Theorem allgemein zu formulieren und zu beweisen bemiiht

waren. Es erscheint daker lohnend, im folgenden Beitrag eine Neubearbeitung der Geschichte des IT-Theorems vorzu-
legen. .

The history of the Pi Theorem as presented in modern books on the method of dimensional analysis and model theory
must be corrected and supplemented in some respects. In particular, the fundamental result published by a mathemats-
cian in 1911 has been completely forgotten and was not even known to those scientists who, around that time, were trying
to give a general formulation and proof of the Pi Theorem. Therefore, it seems worth while to give, in the following
paper, a revised presentation of the history of the Pi Theorem. oo )

Wctopus IT-reopemsl, KOTOPYI0 MOMKHO HaliTu B COBPDeMEHHBIX KHMIaX O MeTOje aHajiusa pasMep-
HocTel ¥ 0 Teopuu Mozgedieil, HyxaaeTcd B HEKOTOPOM OTHOIUEHUU B IONPaBKe U JdeilojHeHuu. lIpexne
Bcero Oniia MOJHOCTBIO NpepaHHa 3a0BeHMI0 yHIaMeHTAaJdbHasag pabora ogHOro maremaruxa B 1911,
KOTODPasA OCTANACh HEUIBECTHOM AaMe TEM HCCJIEHOBATENsAM, KOTOPHEe B TO BPEMsA [ieJiadd IIOIBITHHI
chopmMyaupoBaThk ¥ KoKasarhk oOmylo II-reopemy. HaikeTca nosromy 3sacily:KuUBaoOUIM BHUMaHUA
TPeNCTaBUTh B 3TO# pabore BHOBL paspaboTanuyio ncropuio Il-teopemsr.

1. Das II-Theorem

Das II-Theorem ist der Fundamentalsatz der Theorie der physikalischen Dimensionen. Er bildet die Grundlage
fiir die sehr fruchtbare Methode der Dimensionsanalyse sowie fiir die Praxis der Ahnlichkeits- oder Modellphysik.
Besonders in der Mechanik fand und findet das I7-Theorem zahlreiche Anwendungen von groBler Tragweite.

Der Behandlung eihes physikalischen oder ingenieurwissenschaftlichen Problems liege ein Grundgrifien-
system { M, ..., M.} mit m Grundgréfenarten zugrunde, z. B. ein {M, L, T}-System mit den drei GrundgréBen.-
arten Masse, Linge und Zeit.

Ty, ..., Ty seien die Mapzaklen von n physikalischen GroBen. Mit [z}, j = 1, ..., n werde die Dimension der
physikalischen Grofe mit der MaBzahl z; im {M,, ..., M,,} -System bezeichnet:

[x)] = M - M" . (1.1)
Dann heil3t
i =1,...,n ;

die Dimensionsmatriz der physikalischen Groflen mit den Mafzahlen xy, ..., x, in dem GrundgréBensystem
(M, ..., M,}.

Ein Potenzprodukt
IT ;= ok (1.3)
heiBt dimensionsloses Potenzprodukt der x,, ..., x,, wenn die physikalische GroBe mit der Mafzahl I7 die Dimen-
o (I} = M3 - M;, =1 (1.4)
besitzt (,,dimensionslos‘‘ ist).
Ein System I7,, ..., IT, von dimensionslosen Potenzprodukten der a,, ..., x, heilt unabhdngiges System

dimensionsloser Potenzprodukte, wenn sich kein IT;, als Potenzprodukt der ibrigen IT;, i == k, identisch in den x;,
(%, ..., X,) € Ry, darstellen 1a8t. .

Das System I1,, ..., IT, heiBt Fundamentalsystem dimensionsloser Potenzprodukte, wenn es ein unabhéngiges
System ist, und wenn jedes beliebige dimensionslose Potenzprodukt /7 der 2, ..., &, sich als Potenzprodukt der
II,, ..., IT, darstellen 1aBt. Man beweist leicht: Bin Fundamentalsystem dimensionsloser Potenzprodukte der
Xy, ..., X im { My, ..., M,}-System besteht aus p = n — r Potenzprodukten IT,, ..., IT,, wobei r = Rang 4 ist.

Sei f eine reellwertige Funktion von y, ..., @, auf ihrem Definitionsbereich D R} . Sie heiB3t dimensions-
homogene Funktion in den reellen Variablen @y, ..., #,, wenn reelle Zahlen &;, k = 1, ..., m existieren, so daf} die
Gleichung

f(a‘llu s Blmy, o‘ﬁllnl cre ag;zmxn) = a?x e a%’lf(xl, ceey xn) (1.5)

fir alle o, > 0, k =1, ..., m und (2, ..., x,) € D erfiillt ist.
. »
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Bei Einheitenénderungen der GrundgroBenarten des { M, ..., M }-Systems (Ubgrgang zur ,,1/x-fachen®

Finheit der k-ten GrundgréBenart) gehen die MaBzahlen ay, ..., @, iiber in &y, ..., &, mib x; = afit - xfimr;,
j =1, ..., n. Sollen daher die Funktionswertc
y = fl@g, ..., 23) (1.6)

wiederum MaBzahlen einer physikalischen GroBenart sein, so muB f die Eigenschaft der Dimensionshomogenitét
besitzen. Die physikalische Grée mit der MaBzahl y hat dann die Dimension

y] = Mb ... Mb». (1.7)

Zu jeder dimensionshomogenen, nicht identisch verschwindenden Funktion f in den MafBlzahlen z;, ..., @y

gibt es, wie man allgemein beweisen kann, mindestens ein Potenzprodukt a% ... 2% dieser MaBzahlen derart,

daf gilt:

Mit anderen Worten, man kann die GroBen mit den MaBzahlen y = f(x,, ..., &,) stets mit Hilfe eines Potenz-
produktes der Argumente der Funktion f ,,dimensionslos machen®:
[flag, ..., wg)fake o abn] = M- My, =1. (1.9)

Der Leser sei fiir eine allgemeine Theorie der physikalischen Dimensionen, in der nach Grundlegung des
Begriffs ,,physikalische Dimension*‘ die obigen Sachverhalte ausfiihrlich dargelegt (und in einer groBen Zahl
von Beispielen angewandt) werden, auf das in Kiirze erscheinende Buch [14] des Verfassers verwiesen.

Nunmehr folge die Aussage, die oben angekiindigt wurde:

=1, ...,
II'Theorem: Es seien wy, ..., x, Mafzahlen von n physikalischen Grifien und A = (au) {]k 1 :1’ deren
Dimenstonsmatriz in einem Grundgrifensystem {M,, ..., M,}. Mit | werde eine beliebige dimensionshomogene
Funktion in x,, ..., &, auf threm Definitionsbereich D < R; bezeichnet. Schlieflich sei II,, ..., II,, p =n — r,

r = Rang A4, ein beliebiges Fundamentalsystem dimensionsloser Potenzprodukte der x;, ..., %y,
Dann gilt : Es existiert eine Funktion G von p Variablen, und es exisiveren reelle Zahlen ky, ..., ky, so daf}
(& ey ) = R aleQUIT, L T) (1.10)

fiir alle (xy, ..., z,) € D ist.

Jeder Ingenieur und Physiker begegnet einer Fiille verschiedener Nutzanwendungen dieses Theorems und
ist auf diese stark angewiesen, ohne daB er sich der Aligemeinheit dieser Aussage fiber die Menge der dimensions-
homogenen Funktionen im allgemeinen bewuBt ist. Hier ist nicht der Ort, auf diese Nutzanwendungen einzu-
gehen. Man vergleiche das Buch [14] und die dort angegebene weitere Literatur.

2. Geschichte des II-Theorems

Dem Verfasser kommt es mit diesem Beitrag darauf an, die Geschichte des /1-Theorems in mancher Hinsicht
gegeniiber vorliegenden anderen Darstellungen zurechtzuriicken. Dabei wird insbesondere der Leistung eines
Mannes za gedenken sein, der zu einem Zeitpunkt, als bekannte Forscher noch um die korrekte und allgemeine
Formulierung des J7-Theorems rangen, bereits, ohne daB sie dies wuBlten, einen mathematisch strengen Beweis
des Theorems verdffentlichte — mit einer Einengung der Aussage durch eine unnétige Voraussetzung und mit
Beweismitteln, die, wie man heute weill, unnotige Forderungen an die betrachteten Funktionen f erforderlich
machten. In keinem der mir in Fiille bekannten heute gingigen Lehrbiicher zur Dimensionsanalyse und zur
Modell- oder Ahnlichkeitsmechanik wird sein Name genannt. Es handelt sich um A. FEDERMANN (St. Peters-
burg, 1911). Sein Satz ergab sich als Anwendungsbeispiel im Rahmen einer rein mathematischen Untersuchung
itber die Integration partieller Differentialgleichungen [12], und das ist wohl der Grund, dafl er nur wenigen
Interessenten bekannt wurde. Zwar findet sich der Name FEDERMANN noch in einem 1949 erschienenen russi-
schen Buch iiber Modelliibertragung von L. 8. EiceNson {11] kurz erwihnt!), ohne aber daf dort auf den FEDER-
MANNschen Satz im einzelnen eingegangen wird. Dasselbe gilt fiir ein 1938 erschienenes Werk iiber Elektro-
magnetismus von A. O’RamiLLy [23]. Man mufl, soweit ich sehe, bis 1916 zuriickgehen, um den Satz von
FEDERMANN in einer Verdffentlichung behandelt zu sehen. Genauer: Der Satz wird in einer Arbeit von
T. EHRENFEST-AFANASSIEWA [9] aus dem Jahre 1916 bei einer Untersuchung iiber den Dimensionsbegriff und
iiber die besondere Art verallgemeinerter Homogenitat physikalischer Gleichungen verwendet. Die Arbeit [9]
dagegen wurde selbst hdufig zitiert, freilich ochne den Erfolg, die Aufmerksamkeit auf die dort wiederum zitierte
Arbeit von FEDERMANN zu lenken. — Auf die Leistung von FEDERMANN kommen wir noch zuriick.

Die Geschichte des Dimensionsbegriffs der Physik beginnt, dariiber sind sich alle Autoren einig, mit
J. B. J. FOURIER, der 1822 in seinem bekannten Werk ,,Théorie analytique de la chaleur’ [13] den Begriff
der physikalischen Dimension geprigt und zugleich hervorgehoben hat, dafl die Summanden in einer physika-
lischen Gleichung MaBzahlen von GroBen gleicher Dimension sein miissen, daf also eine physikalische Gleichung
jene Eigenschaft haben mul, die heute prézis als ,,Dimensionshomogenitdt‘‘ beziiglich des gewéahlten Grund-
groBensystems definiert wird.

1) Den Hinweis verdanke ich Herrn L. LoITSIANSKI.
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In einer Vorgeschichte des Dimensionsbegriffs wird der Historiker natiirlich auf bedeutende Namen, u.a.
auf GALILET und NEWTON, verweisen konnen, aber dann kann man auch gleich zu den Griechen zuriickgreifen
und etwa EUKLID zitieren. Hier sei eine Stelle von THEON wiedergegeben?) (Theonis Smyrnaei Expositio rerum
mathematicarum ad legendum Platonem utilium, Ed. HiLLER, B. G. Teubner, Leipzig 1878, S. 73f.): ,,Ver-
héltnis ist das gewisse Verhalten zweier homogener GroéBen zueinander, wie z. B. Doppeltes, Dreifaches. Denn
wie sich Inhomogenes zueinander verhilt, ist, wie ANDRASTOS sagt, zu wissen unmdglich. So kann z. B. die
Elle mit der Mine oder die Choinix [ein Getreidema8] mit der Kotyle [ein FlissigkeitsmaB] oder das WeiBe mit
dem SiiBen oder mit dem Warmen nicht zusammengefaBt oder verglichen werden. Bei homogenen GréBen aber
ist es moglich, wie z. B. Langen zu Léngen, Flachen zu Flichen, Kérper zu Kérpern, Fliissiges zu Fliissigem,
Geschiittetes zu Geschiittetem [vermutlich meint er Getreide], Trockenes zu Trockenem, Zahlen zu Zahlen,
Zeit zu Zeit, Bewegung zu Bewegung, Klang zu Klang, Geschmack zu Geschmack, Farbe zu Farbe und aligemein
Dinge von gleicher Gattung oder von gleicher Art sich irgendwie zueinander verhalten‘‘.

Wurde hier etwas Zutreffendes gewil noch unklar umschrieben, so folgte aber auch nach Fourier (1822)
noch ein langer Weg der Irrung und Verwirrung, bis der Begriff der Dimensionshomogenitit und die eigentliche
Aussage des II-Theorems als mathematisches Gesetz fiir die Menge der dimensionshomogenen Funktionen klar
und zutreffend gefafit wurden. Immerhin datiert aber von FoURIER an die bewuflt genutzte Mdoglichkeit der
Dimensionskontrolle physikalischer Gleichungen sowie die Moglichkeit, durch eine Analyse der Dimensionen
zu Schliissen iiber physikalische Zusammenhiinge zu gelangen.

W. AuBriNg [1] hat auf die wenig bekannte Tatsache aufmerksam gemacht, daf H. HermuovTz 1873
die fiir die Hydromechanik wesentlichen dimensionslosen Potenzprodukte (,,Kennzahlen‘) untersuchte und
dabei unter anderem bereits die ,,REYNoLDSche Zahl‘“ besafl zehn Jahre bevor REYNoLDs 1883 seine Beobach-
tungen iiber den laminar-turbulenten Umschlag bei Strémungen durch Rohre verdffentlichte. Warum diese
HEermuoLTZSche Arbeit [18], die sich insbesondere mit dem Problem der Lenkung von Luftballons befalt, in
Vergessenheit geraten konnte, wird in [1] geschildert.

Es ist klar, daB manchem Forscher in den letzten Jahrzehnten vor Beginn des 20. Jahrhunderts beim Prakti-
zieren dersMethode der Dimensionsanalyse die allgemeine Aussage des JI-Theorems mehr oder weniger klar ins
BewuBtsein dringen muite. Um die Jahrhundertwende gilt dies sicher fiir den vielzitierten Meister in der Viel-.
falt solcher Anwendungen Lord RaYLEIGH. Es sei aber hier auch speziell auf eine Arbeit von J. H. JEANS [20]
aus dem Jahre 1905 hingewiesen als Beispiel dafiir, wie greifbar nahe die Aussage des II-Theorems in der Luft
lag. Verwiesen sei aber auch auf die ,,Diskussionen itber Mechanik* von V. L. KmricHev [21].

Fragt man, wer nun erstmals versuchte, das II-Theorem allgemein als Konsequenz der Dimensionshomo-
genitit physikalischer Gleichungen zu fassen — wenn auch noch unzulénglich und ohne Prazisierung von Vor-
aussetzungen und schon gar nicht unter Anbietung eines strengen mathematischen Beweises —, und diese
Gedanken auch verdffentlichte, so muB man nach heutigem Wissen diesen Ruhm einem Manne zusprechen, des-
sen Arbeit bereits aus dem Jahre 1890 stammt. Aber offenbar wurde sie kaum wahrgenommen und erst in der
Mitte unseres Jahrbunderts wiederentdeckt, als das Theorem, das heute unpersénlich II-Theorem genannt
wird, bereits inzwischen mit dem Namen anderer Wissenschaftler belegt®) wurde. Jene Veroffentlichung aus
dem Jahre 1890 stammt von A. Vascry [31], vgl. auch [32].

Noch als andere um die Formulierung des JI-Theorems rangen und bevor insbesondere E. BUCKINGHAM
1914 unabhangig von Vascuy das Theorem plausibel begriindete aber nicht ganz korrekt formulierte — wir
kommen unten darauf zuriick —, verdffentlichte A. FEDERMANN 1911 seinen mathematisch streng bewiesenen
Satz [12].

Der FEDERMANNsche Satz ist insofern ein Sonderfall des allgemeinen II-Theorems, als der Rang r der
Exponentenmatrix 4 = (ay) bereits in den Voraussetzungen explizit festgelegt wird.

Seine Differenzierbarkeitsvoraussetzungen sind, wie man heute weill, entbehrlich. Sije sind auch von der
Physik her unsachgemiB, in der Mechanik z. B. bei Anwendung auf Uberschallstromungen. Voraussetzung
darf allein die Dimensionshomogenitét der Beziehung sein.

Es mége nun der Satz von FEDERMANN, in einer fiir den vorliegenden Zweck unwesentlichen Beziehung
vereinfacht, formuliert werden, wobei auch die zur Beweisfithrung benutzten unnétigen Voraussetzungen unter-
schlagen werden. Unter Verwendung unserer oben eingefilhrten Symbole lautet der

Satz von FEDERMANN (1911): Se:

:-ij::oc,ac,, j:].,...,m
m 2.1)
&y =, [T o, j=m+1,..,n
r=1
i =1, ..., .
oder mit ay = Oy {i _1, ’Z sel also
m ,
Zy = xy I o firalle j=1,..,n. (2.2)
r=1

{(Bemerkung: Diese Annahme impliziert bereits: Rang (@p)j-1,..,n = m.)
=1, m
2) Diesen Hinweis und das ins Deutsche iibertragene Zitat verdanke ich Herrn H. GERICKE.
3) Herrn H. GERICKE verdanke ich auch den ,,Fundamentalsatz der Mathematikgeschichte™, der lautet: ,,Ein Satz, der
einen Namen trigt, stammt von einem Anderen®.
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Sei ferner

J@y s @n) = floy, o, xn)’céo‘z’c . (2.3)

Dann existieren eine Funktion G von n — m Variablen und n — m dimensionslose Potenzprodukte I1,, ..., I1,_,,
der x,, ..., ¥, mit der Eigenschaft

J@, s ta) = I s GUT,, o T 2.4)

j=1
Soweit der Satz von FEDERMANN. Im Gegensatz hierzu geht das allgemeine I7-Theorem nur von der Vor-

ausgetzung

wy = xy I o firalle j=1,..,n (2.5)

k=1
fiir (2.4) aus und 148t Rang (a;;) = r beliebig. Die Anzahl der dimensionslosen Potenzprodukte I1,, ..., IT, ist
dann » = n — r, und es gibt % reelle Zahlen k,, ..., k, so, dal} gilt:
n
Sy, ey @) :'171:”;?] -G, ..., I1,) . (2.8)
=

Trotz dieser Einengung sind Formulierung und Beweisfithrung weit mehr, als Vascay 1890 zu bieten ver-
mochte, aber auch weit mehr als die drei Jahre nach 1911 verdffentlichte Arbeit [6] von E. BuckiNaHAM (1914),
dem weder die Arbeit von VASCHY noch jene von FERDERMANN bekannt war.

BuokmNgiam formuliert in [6], vgl. auch [7] das JI-Theorem und begriindet es unzulinglich (und wieder
unter unnétigen Voraussetzungen an f). Seine Formulierung ist insofern falsch, als er p = n — m behauptet,
wo hier m die Anzahl der GrundgroBenarten im benutzten GrundgréBensystem ist (statt richtig: p =n — 1,
wo r = Rang (ag)).

Nun aber hat BucrineHAM durchaus nicht den Anspruch erhoben, erstmals das /7. Theorem formuliert
und begriindet zu haben. Er verweist vielmehr auf D. R1ABOUCHINSKY als dem nach seinem Wissen eigentlichen
Entdecker des 71-Theorems mit seiner Arbeit [27] aus dem Jahre 1911. Wenn trotzdem in der Literatur oft vom
»» BUCKINGHAMschen Theorem‘ gesprochen wurde, so hat das andere Griinde. Blieb die Formulierung von
VascHY aus 1890 in Veroffentlichungen fiir Elektrotechniker den Interessenten aus der Mechanik verborgen,
und blieb der Satz von FEDERMANN als Anwendungsbeispiel in einer mathematischen Untersuchung zur Inte-
gration partieller Differentialgleichungen fiir Physiker und Ingenieure begraben, so fanden die Arbeiten von
BuckinegEAM (Phys. Review und Trans. Am. Soc. Mech. Eng.) weite Verbreitung bei potentiellen Interessenten.
Das hat neben diesem bedeutenden Vorteil freilich auch den Nachteil gehabt, daB sich der oben genannte
Fehler (p = n — m statt p = n — r) noch heute durch die Literatur fortpflanzt, und dies obwohl P. W.
BripeMaN 1922 in seinem bahnbrechenden und sehr stark verbreiteten Buch [4] nachdriicklich auf diesen Fehler
hingewiesen hat,

Spricht man heute von dem Theorem als ,,/7-Theorem, so lebt hierin der Beitrag von BUCKINGHAM wei-
ter, denn er war es, der fiir die dimensionslosen Potenzprodukte die Schreibweise I1,, I1,, . . . einfiihrte.

Eine Darstellung des Theorems mit Anwendungsbeispielen gab 1916 C. RuNgE [29]. Dieser Beitrag weist
zugleich eine bemerkenswerte Emanzipation in der damals noch sehr kontroversen Frage der Wahl von Grund-
groBensystemen auf. Auch RungE kannte die Arbeit von FEDERMANN nicht.

Whahrend auch noch in dem Buche [4] von BripemaN 1922 der Beweis des J7-Theorems unter der unan-
gemessenen Voraussetzung der Differenzierbarkeit von f gefithrt wurde, sind die spéter von H. L. LANGHAAR
[22] 1951, G. BrrxHOFF {2] 1950 und L. BranD [3] 1957 gegebenen Beweise rein algebraisch und giiltig fiir jede
reellwertige Funktion aus der Menge der dimensionshomogenen Funktionen auf ihrem Definitionsbereich
D < R;. Dem Beweis von L. BRAND kommt der erhebliche Vorteil zu, da er einen konstruktiven Existenz-
beweis darstellt. Zu erwihnen ist noch ein Beweis von 8. DroBot [8] 1953, jedoch wird in dieser Arbeit eine
Aussage bewiesen, die, dhnlich wie einst der Satz von FEDERMANN, kein volles Aquivalent zum allgemeinen
II-Theorem ist. AuBerdem ist der Beweis mit Beiwerk versehen, das dazu angetan ist, das Wesen der Aussage
des II-Theorems zu verdecken statt zu erhellen.

3. Verallgemeinerung des IT-Theorems

Die Anwendung des /7-Theorems fithrt zu einer Reduktion der Anzahl der Argumente von n auf p = n — r.
Der Nutzen der so erzielten Information hingt von der GroBe dieser Reduktion ab. Diese hiingt im allgemeinen
von der Wahl des GrundgréBensystems ab. Sie kann fiir die erstrebten Ziele unbefriedigend sein.

Oft liegt zusitzliche physikalische Information vor, die es ermdglicht, die Anzahl der Argumente nach
Anwendung des I7-Theorems weiter zu erniedrigen, vgl. [14].

Man hat schon friih begonnen, nach Méglichkeiten zu suchen, das I7-Theorem in diesem oder jenem Sinne
zu verallgemeinern.

T. EHRENFEST-AFANASSIEWA [10] hat 1926 die Mingel der Methode der Dimensionsanalyse kritisiert
trotz aller erstaunlichen Erfolge dieser Methode. Sie forderte, diese Methode durch eine allgemeine Methode
der Invarianz von Gleichungen unter Transformationsgruppen zu ersetzen.
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{

Mit Recht konnte P. W. BRIpaMAN [5] entgegnen: Wéhrend man hierzu die Bestimmungsgleichungen des
jeweiligen Problems vollstindig kennen miisse, biete die Methode der Dimensionsanalyse den groBen Vorteil,
dall man nur die Argumente 2, ..., &, (variable MafBzahlen von Gréfen sowie die ebenfalls von Einheitenande-
rungen der GrundgréBenarten abhingigen Dimensionskonstanten) der gesuchten Funktion kennen brauche,
um schon vermége des I/-Theorems Information iber die gesuchte Losung zu erhalten, da eben alle physika-
lischen Gleichungen invariant sind unter der Transformationsgruppe der Einheiteninderungen der GrundgréBen-
arten. Man kdnne also auch Probleme behandeln, deren Bestimmungsgleichungen man nicht einmal hinzuschrei-
ben vermag. :

Aber BRIDGMAN irrte sich zugleich, als er weiter erklirte, es sei nicht erforderlich, iiber die Methode der
Dimensionsanalyse hinaus die von Frau EERENFEST propagierte Methode zu verfolgen, deren Anwendung zu-
dem mathematisch fiir die Physiker so sehr viel schwieriger sei. Die propagierte Erweiterung der Methode hat
wohl erstmals A, E. Ruarg [28] 1935 ernstlich in Angriff genommen, u. zw. unter der Bezeichnung ,,inspectional
analysis®. Vgl. hierzu auch G. Birguorr [2]. Heute weill man, daB ,,inspectional analysis‘‘ sowohl fiir theore-
tische Untersuchungen als auch fiir das Modellversuchswesen groflen Nutzen bringen kann. Leider hat sich die
Bezeichnung ,,inspectional analysis‘‘ nicht durchgesetzt, vielmehr spricht man von ,,Ahnlichkeit* (,,similitude*‘)
nicht nur im Sinne des J/-Theorems, sondern auch in dem Sinne der Erweiterung der Methode.

Wihrend hier auf einen anders gerichteten erfolgreichen Versuch, Aussagen iiber die Struktur von
Invarianten, wie sie das II-Theorem darstellt, zu gewinnen — von J. HaINzL [15, 16] erreicht fiir eine recht ali-
gemeine Ligsche Transformationsgruppe — nicht eingegangen werden soll, sei noch etwas iiber die Erweiterung
im Sinne der ,,inspectional analysis‘‘ gesagt.

Physikalische Gleichungen haben zwar alle die Eigenschaft der Invarianz unter Einheitenénderungen der
GrundgréBenarten — sie sind dimensionshomogen —, aber von Fall zu Fall konnen die physikalischen Bestim-
mungsgleichungen eines Problems oder Problemkreises dariiber hinaus invariant sein unter weiteren Transfor-
mationsgruppen. Hier kann sich also entsprechend von Fall zu Fall die Moglichkeit zur Erlangung von Infor-
mation bieten, die iiber jene des II-Theorems entscheidend hinausgeht. Die in diesem Sinne verstandene ,,In-
spektion‘‘ der Bestimmungsgleichungen oder ,,Methode der Transformationsgruppen® setzt aber die vollstindige
Kenntnis aller Bestimmungsgleichungen voraus. Es sei hier vor allem auf das in englischer Ubersetzung aus
dem Russischen vorliegende Buch von L. V. OVSJANNIEOV [26] verwiesen. Man vergleiche auch das Buch von
A. G. Hawsex [17]. .

In der Mechanik hat die ,,Methode der Transformationsgruppen‘‘ bedeutende Erfolge erzielt. Man ver-
gleiche etwa das in englischer Ubersetzung aus dem Russischen vorliegende Werk von L. I. SEpov [30].

Es ist klar, daB, jenachdem wie man in Grenzfillen die Bestimmungsgleichungen eines Problems verein-
facht — etwa die Navier-StogEesschen Gleichungen fiir grofe REYNoLDSsche Zahlen zu den PrANDTLschen
Grenzschichtgleichungen, Hyperschallgleichungen fiir groBe Macusche Zahlen —, sich neue asymptotisch giiltige
Invarianzen ergeben konnen. Insbesondere fiir die Gasdynamik vergleiche man das Buch von J. Zierep [33].
So ist etwa die erstmals von K. Oswarirscr (1951) aufgezeigte Tatsache, daB fir reibungsfreie Hyperschall-
stromungen um beliebige Korper die Bestimmungsgleichungen von der Macu-Zahl Ma fiir Ma — oo unabhdngig
werden (,,Einfrieren des Stromungsfeldes*‘) von wesentlichem Interesse. Eine andere ,,Einfrierungseigenschaft
kennt man bei schallnahen Stromungen (Ma nahe an 1). '

Zum AbschluB noch folgende Bemerkung: Eine Vermehrung der Anzahl der GrundgroBenarten geht
mit einer Verringerung der Anzahl der Dimensionslosen einher. Daher wird unter Umsténden auch der Rang r
der Dimensionsmatrix 4 = (a;) eines Problems erhdht bei unveréindertem n. Das bedeutet dann eine Erniedri-
gung von p = n — r und eine entsprechende Verschirfung der Aussage des II-Theorems. (Fiir Beispiele siehe
etwa [14].) Wenn nun einige Autoren — erstmals, soweit mir bekannt, H. E. HUNTLEY [19] 1952 und spéter
mehrere andere Autoren — zur Erreichung dieses Zieles zum Beispiel fiir die physikalische GroBenart Linge
nicht nur eine Dimension (GrundgréBenart), sondern fir jede rdumliche Komponente des Lingenvektors eine
eigene einfithren und dabei Erfolg haben, so bleiben zwar dieses Vorgehen und seine Begriindung mindestens be-
fremdlich, der Erfolg 148t sich aber legalisieren, wenn man — bei diesem Beispiel — nicht nur nach Invarianz
unter geometrischen Ahnlichkeitstransformationen — Anderung der Einheit der einen GrundgroBenart Lénge
— sondern allgemein nach Invarianz des speziellen Problems unter affinen Transformationen fragt, also spezielle
,-inspectional analysis* treibt.
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