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samer vor sich, so dafs sich der Widerstand des Drabtes
asymptotisch dem Werthe zu nihern scheint, den er vor
der Erwirmung hatte. Bei einem Drabte, der bis 80° er-
hitzt war, waren noch 6 Wochen nach der Erwirmung
Aenderungen in dem Widerstande merklich,

Die Moglichkeit, den Alkalimetallen und Erdmetallen
die Form von Drihten zu geben, macht es leicht noch eine
andere Eigenschaft derselben als die Leitungsfihigkeit fiir
Elektricitit zu bestimmen, nimlich ibre Stellung in der
thermoelektrischen Spannungsreihe. Hr. Dr. Matthies-
sen ist gegenwirtig mit Versuchen hieriiber beschiftigt;
ich werde mir spiter erlauben, die Resultate derselben mit-
zutheilen.

II. Ueber die Bewegung der Elektricitit in Dréhten;
von G. Kirchhoff.

_[ch habe versucht eine allgemeine Theorie der Bewegung
der Elektricitit in einem unendlich diinnen Drahte aufzu-
stellen, indem ich gewisse Thatsachen, welche bei constan-
ten elektrischen Stromen, und Stromen, deren Intensitit sich
nur langsam #ndert, stattfinden, als allgemein geltend an-
genommen habe. Ich erlaube mir hier diese Theorie zu
entwickeln, und ihre Anwendung auf einige einfache Fille
auseinander zu setzen.

‘Ich denke mir einen homogenen und iiberall gleich
dicken Draht von kreisformigem Querschnitt; auf der Mit-
tellinie dieses Drahtes nehme ich einen festen und einen
verinderlichen Punkt¢ an; das Stiick der Mittellinie zwischen
beiden nenne ich s; durch den verinderlichen Punkt lege
ich einen Querschnitt und bezeichne die Polarcoordinaten
eines Punktes dieses Querschnitts in Beziehung auf ein
Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt
ist, durch ¢ und y. Ich will die elektromotorische Kralt

Poggendorff's Annal, Bd. C. 13
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berechnen, welche die beiden Elektricititen in der Nihe
des ‘durch s, ¢ und ¢ bestimmteu Punktes nach der Langs-
richtung des Drahtes zu trennen strebt. Diese Kraft rithrt
her zum Theil von vorhandener freier Elektricitit, zum
Theil von der Induction, die in Folge der Aenderungen
der Stromstirke in allen Theilen des Drahtes stattfindet.
In Beziechung auf den ersten Theil kann man von dem
Coulomb'schen elektrostatischen Gesetze Gebrauch ma-
chen. Es bezeichne ¥ die Potentialfunction der freien
Elektricitit in Bezug auf den betrachteten Punkt, also die
Summe der einzelnen freien Elektricititsmengen, eine jede
dividirt darch ihre Entfernung von dem Punkte. Die Elek-
tricititsmengen sollen hierbei nach mechanischem Maalse
gemessen seyn, d. h. Einheit der Elektricititsmenge soll
diejenige seyn, die auf eine gleiche Menge in der Einheit
der Entfernung wirkend, die Einheit der Kraft ausiibt.
Ueberhaupt sollen alle Grofsen, die in der Betrachtung
vorkommen werden, Stromstirken, Widerstinde u. . w.
nach mechanischem Maafse gemessen gedacht werden in
der Weise, wie es Weber mebrfach in seinen elektro-
dynamischen Maafshestimmungen angegeben bat. Es ist

dann —-%‘Z die Kraft, mit der die freie Elektricitdt die

Einheit positiver Elektricitit in dem betrachteten Punkte
nach der Richtung zu bewegen sucht, in der s wichst.
Eben so grofs ist die Kraft, die auf die negative Elektri-
citit in entgegengesetzter Richtung wirkt. Daher ist
—2%—'—" die auf die Einbeit der Elektricititsmenge bezo-
gene, in dem betrachteten Punkte wirksame elektromoto-
rische Kraft, die von der freien Elektricitit berrthrt.

Bei der Entwickelung des Werthes von ¥V werde ich
annehmen, dafs keine andere freie: Elektricitat auf den
Draht wirke als diejenige, die in ihm selbst sich befindet.
Die Menge freier Elektricitit, die zur Zeit ¢ in dem Ele-
mente des Drahtes enthalten ist, das dem Elemente der
Mittellinie ds entspricht, werde ich durch eds bezeichnen;
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es soll ds’ ein zweites Element der Mittellinie seyn, und
¢ds die Elektricititsmenge, die in dem diesem entspre-
chenden Drahtelemente vorhanden ist. Ich denke mir ein
Stiick des Drahtes, dessen Mittelpunkt in ds liegt, und
dessen Linge 2z ist, wo ¢ eine Grifse bedeuten soll, die
als unendlich klein gegen die Linge des ganzen Drahtes,
aber zugleich als unendlich grofs gegen den Radius seines
Querschnittes betrachtet werden darf. Sobald das Draht-
element, in dem die Elektricititsmenge ¢ ds’ sich befindet,
aufgerhalb dieses Stiickes liegt, kann man bei der Berech-
nung von V seine Elektricitit in der Linie ds’ concentrirt,
und den Punkt, auf den sich V beziebt, in der Linie ds
liegend denken; es ist deshalb der Theil von V, der von
dem ganzen Drahte mit Ausschlufs des gedachten Stiickes

herriihrt,
eds
=/

wo r die Entfernung der Elemente ds und ds' bedeutet,
und wo die Integration tiber die ganze Mittellinie mit Aus-
schlufs des Stiickes von der Linge 2& auszudehnen ist.
Was den von dem abgesonderten Stiicke herriihrenden
Theil von V anbetrifft, so kann man diesen nur berech-
nen, wenn man die Vertheilung der freien Elektricitit in-
nerhalb eines Querschnitts kennt. Ich werde annehmen,
dafs hier, wie bei einem constanten Strome und bei dem
elektrischen Gleichgewicht, sich freie Elektricitit nur an
der Oberfliche befindet, und tiberdiefs, dafs ibre Dichtig-
keit in allen Punkten der Peripherie eines Querschnitts
dieselbe ist. Bezeichnet « den Radius des Querschnitts,
so ist hiernach die Dichtigkeit der freien Elektricitit in
irgend einem Punkte der Oberfliche des gedachten Draht-

stiickes =i—; ; es ist daher, da man dasselbe seiner un-

endlich kleinen Linge wegen als gerade annehmen darf,

der von ihm herrithrende Theil von V
+s 2x

— : dx'dy'
T 2= Vaida’+g* —2agcos(y’' — )
—t

° 13#
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Es ist hier o fir s'—s geschrieben, und v bedeutet den
Winkel zwischen dem nach einem Elemente der Draht-
oberfliche gezogenen Radius und.der Linie, von welcher
aus der Winkel ¢ gezshlt wird. Fabrt man die Integra-
tion nach &' aus, und benutzt, dafs s gegen o und gegen
¢ unendlich grofs ist, so findet man diesen Ausdruck

2x
='7;'/d‘f"(§152“18V¢’+e’—2a9cos(1/]—-q;))_
]
d. h g
=2e (132"‘" ;;/dwlsva'+e’—2agcos(¢ -1/;))
[}

Setzt man

Iz
/dtp’lgVa"' 4o —2agpcos(p —y)=U

so mufs die Differentialgleicbung

1 38U 18U

PR TRl T

erfiillt werden, weil die mit dq/ unter dem Integralzeichen
maultiplicirte Grofse fiir jeden Werth von v/ dieser Glei-
chung geniigt; man sieht aber leicht, indem man als Ver-
anderliche, nach der zu integriren ist, an Stelle von vy
4 — vy einfbrt, . dafs U von ¢ unabhingig ist; es mufs also

89’ +

14U
=0
seyn; hieraus folgt aber
U=C,lge+C,,

wo C, und C, zwei unbekannte Constanten bedeuten.
Diese lassen sich leicht bestimmen, indem man ¢ unend-
lich klein gegen « annimmt; die Ausfihrung der Integra-
tion in dem Ausdrucke von U gicbt dann

U=2nlge,

woraus folgt, dafs C, ==0ist, und U fiir alle. vorkommen-
den Werthe von p diesen constanten Werth hat. Es ist
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mithin der Theil von V, der von dem Drahtstiicke 2¢
herriihrt,

und also o
V=2elg2 4 € (1),

wobei die Integration iiber den ganzen Draht mit Ausnahme
des Stiickes 2¢ auszudehnen ist.

Es handelt sich nun darum den Ausdruck zu bilden
fiir die elektromotorische Kraft, die in dem betrachteten
Pankte inducirt wird durch die Aenderungen der Strom-
intensitit in allen Theilen des Drahtes.

Wenn in einem Leiterelemente, dessen Linge I’ ist, die
Stromintensitit, die durch ¢ bezeichnet werden soll, sich
andert, so wird dadurch in einem zweiten Leiterelemente
cine elektromotorische Kraft inducirt, die bezogen auf die
Einheit der Elektricititsmenge, nach Weber '),

8 37 I '
=—= 3 —r—cosﬁ.cosﬁ

ist, wo 6 und §' die Winkel bezeichnen, die die beiden
Elemente bilden mit der von dem ersten nach dem zwei-
ten gezogenen Linie, r die Linge dieser Linie und ¢ die
constante Geschwindigkeit, mit der zwei Elektricititstheile
gegen einander bewegt werden miissen, damit sie keine
Kraft auf einander ausiiben.

Fiir alle Theile des Drahtes mit Ausnabme des schon
vorher betrachteten Stiickes von der Linge 2¢ kann man
die clektrischen Strome in der Mittellinie concentrirt sich
denken; der Theil der gesuchten inducirten elektromoto-
rischen Kraft, der von dem Drahte mit Ausschlufs des ge-
nannten Stiickes herriibrt, ist daher

_8 faral

ccJ ot r

wo i die Intensitit des Stromes bedeutet, der durch den
Querschnitt des Drahtes an dem Orte von ds' fliefst, 6 und 6’
1) Elektrodynamische Maalshestimmungen 1846 S, 354 und 1856 S. 268.

cosf.cosf'
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die Winkel, die die Elemente ds und ds' mit der Linie
bilden, die von diesem nach jenem gezogen ist, r die Liinge
dieser Linie, und wo die Integration fiber den ganzen
Drabt mit Ausschlufs des bezeichneten Stiickes zuszudeh-
nen - ist.

In diesem Stlicke darf man die Strdme nicht wmehr in
einer Linie concentrirt sich denken, dafiir darf man sie
aber als gerade und parallel mit ds betrachten. Durch
den Anfangspunkt von ds’ denke man sich einen Quer—
schnitt des Drahtes gelegt, und bezeichne darch ¢, y' die
Polarcoordinaten eines Punktes desselben in Beziehung auf
ein Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt-der Mittel-
punkt ist, und dessen Axe parallel der Linie ist, von der
aus der Winkel y gerechnet wird; bedeutet dann J' die
Stromdichtigkeit in dem durch ¢’ und ¢’ bestimmten Punkte,
so erhilt man fiir den Theil der inducirten elektromoto-
rischen Kraft, der von dem Drahtstiicke 2¢ herrfihrt, den
Ausdruck:

l
8/ / f ¢dddy

(z"+e’+e —2p¢'cos(y'— w))
Da man J' als unabhiingig von &' anseben kann, so Lifst
sich die Integration nach &' leicht ausfiibren; benutzt man

dabei, dafs ¢ unendlich grofs ist gegen alle Werthe von
¢ und g’, so findet man:

o
16/ f i gdg'dy'[Ig2e—1-Ig ¥ o*+0'*—200 cos (y—y)].
Da aber
® 3x
'/:/'J'()’de'dlp':‘
0 0
ist, so ist dieser Ausdruck
—_— 16T 8i

a4 Ix

— [ [ 5edeavig Ve e —2ed cos (W —9)|-

o0
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Es wird daher die ganze inducirte elektromotorische Kraft
—__ 8w
- ¢ 8’
wenn man setzt:
W= [i2 cosbcos0'+2i(lg2c — 1)
5 2
—2f [ rgagdylgVet+o7 —2o¢ cos(f — v
o o
Bei einem stationidren elektrischen Strome ist die Strom-
dichtigkeit gleich dem Producte aus der, auf die Einheit
der Elektricititsmenge bezogenen, elcktromotorischen Kraft
in die Leitungsfahigkeit; ich mache die Annahwme, dafs das-
selbe auch stattfindet, wenn der Strom kein stationiirer ist.
Diese Annahwe wird erfiillt seyn, wenn die auf die Elek-
tricitdtstheilchen wirkenden Krifte, welche den Widerstand
ausmachen, so michtig sind, dafs die Zeit, wihrend wel-
cher ein Elektricititstheilchen noch in Bewegung bleibt
nach dem Aufhéren von beschleunigenden Kriften in Folge
der Tragheit, als unendlich klein angesechen werden darf
selbst gegen die kleinen Zeitriume, welche bei einem nicht
stationiren elektrischen Strome in Betracht kommen. Nach
dieser Annahme hat man, wenn k die Leitungsfihigkeit des
Drahtes, J die Stromdichtigkeit in dem durch die Werthe
von s, o und 1y bestinmten Punkte zur Zeit ¢ bedeutet,
die Gleichung:

14 4 dW
Aus diesem Ausdruck der Stromdichtigkeit J leite ich
einen Ausdruck fiir die Stromstirke i ab, indem ich jenen
mit pdody multiplicire und in Bezug auf ¢ von 0 bis ¢,
in Bezug auf y von 0 bis 27 integrire; da ¥V von p und y
unabhingig ist, so erhalte ich, wenn ich
[ 2

w=“-la—,/‘/;;gdgdw
o 0

. (:14 493
i=—2nke’ (5 + ”’) @.

B

setze:
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Dabei wird:

0= "" =~ cosf cos® 4-2i(Ig2r—1)

e Ix »
2 'y _ '
—;a—’/f /ﬁ’g do’'dy/ gdp dylgVe*+0'* —2 00’ cos (=)
o o o 0
Das Integral:

3x

./“wlsVe'+e”—-2eo'cos<¢'—w)

(]
ist von derselben Form als das oben betrachtete und mit
U bezeichnete: aus den dort angefibrten Schlissen folgt,
dafs dasselbe ==2nlg¢’ ist, wenn ¢'>>p, und =2xlgy,
wenn ¢'<<g. Mit gdo multiplicit und von 0 bis « inte-
grirt giebt daher diesen Ausdruck:

nat (lga- :" )
Das dritte Glied in dem Ausdruck von ® wird also, da

f]f@’de’dt}/:i

gesetzt werden darf
%

es ergiebt sich also:

w=f{ l‘;"-coso cosﬂ’+2i(lg 2 l)

+jf = r o dg dy.

Das iibrig gebliebene Doppelmtegral kann nicht auf
eine einfache Form zugefuhrt werden, da J' eine unbe-
kannte Funktion von o' ist; sein Werth aber kann ver-

nachldssigt werden gegen das Glied 2i(lg%1-—-l). und ftr

dieses darf man setzen 2ilg-2;‘-'-, wenn nur die Dicke des
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Drahtes klein genug ist gegen die Dimensionen der Figur,
welche seine Mittellinie bildet; denn man wird dann & so

wihlen konnen, dafs lgguf eine unendlich grofse Zabl, und

s doch noch unendlich klein gegen die Dimensionen der
genannten Figur ist. Unter dieser Voraussetzung wird
also:

w=2ilg2m—e +./;' d—;'- cosfcost’, (3)

wo die Integration tiber den ganzen Draht mit Ausschlufs
des Stiickes von der Linge 2¢ auszudehnen ist.

Zu den Gleichungen 1, 2 und 3 zwischen den 4 Gro-
fsen i, e, V, w lafst sich noch eine vierte hinzufiigen.

Durch den Anfangspunkt und den Endpunkt von ds
denke man sich zwei Querschnitte gelegt; in den ersten
tritt in der Zeit ds in das von beiden begriinzte Drahtele-
ment die Menge positiver Elektricitiit id¢; durch den zwei-
ten tritt in derselben Zeit aus dem Drahtelemente die

Menge positiver Elektricitit (z+ ds) dt; das Drahtele-
ment verliert also in der Zeir d¢ an positiver Elektricitit
glds dt; die negative Elektricitat stromt in gleichen Men-

gen durch beide Querschnitte in entgegengesetzter Rich-
tung; das Drahtelement gewinnt also ‘in der Zeit dt an
negativer Elektricitit so viel, als es an positiver verliert;
seine freie Elektricitit, d. h. der Unterschied seiner posi-
tiven und seiner negativen, verringert sich also in dem

Zeitelemente um 2%% ds dt; diese freie Elektricitit ist aber
eds, und daher ist

¥ __ 8¢ 1

2fi= 2 (g

1) Der Ableitung dieser Gleichung liegt die Vorstellung zu Grunde, dafs
auch bei dem picht stationiiren Strome durch jeden Querschmu des Lei-
ters gleichzeitig gleiche Mengen der beiden Elektri in entg
setzter Richtung sich bewegen. VVollte man diese Vorstellung mcht fest-
halten, so warde aber die Gleichung doch noch gelien; man miifste dann
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Die in den vier, mit Zahlen bezeichneten Gleichungen
enthaltene Theorie will ich jetzt weiter entwickeln unter
der Voraussetzung, dafs die Gestalt der Mittellinie des
Drahtes der Art ist, dafs nie die Eatfernung zweier Punkte
derselben, zwischen denen ein endliches Stiick des Drah-
tes liegt, unendlich klein ist. Es wird durch diese Vor-
aussetzung der Fall ausgeschlossen, dafs Inductionsrollen
sich in der Leitung befinden. Durch dieselbe vereinfachen
sich wesentlich die Gleichungen 1 und 3.

Bezeichnet 4 den Ort des Elementes ds und bezeich-
nen B und C zwei Punkte, die auf den beiden Seiten in
endlicher Entfernung von A auf dem Drahte liegen, so ist
das Integral iy

eas

r

ausgedehnt tiber den ganzen Drabt mit Ausschlufs des
Stiickes BA C eine endliche Grofse, also unendlich klein

gegen 2elg-2;5; 8 darf deshalb in der Gleichung 1 dieses

Integral nur ausgedehnt werden Giber das Stiick BAC mit
Ausschlufs des Theiles 2:. Bezeichnet man daher durch ¢
den Bogen zwischen 4 und einem variablen Punkte des

Drahtes, so darf das genannte Integral gesetzt werden:
4B AC

= ’—'i‘-'+f—-—-—":c.
[ s

r
Diec Grbfse —:;’- ist eine Function von o, die sich dem Werthe
= nibert, wenn ¢ sich der O nshert; die Integrale
A8 AC
S —5)ds wnd f(3— L)do
haben daher endliche Werthe,' denn die zu integrirende

Function wird nie unendlich grofs; man darf deshalb fiir
das in der Gleichung 1 vorkommende Integral auch setzen:

nur die Stromintensitit deGoiren als das aritbmetische Miitel aus den
Meogen beider Elektricititen, welche in der Zsileinheit durch den Quer-
schoitt des Leiters in entgegengesetzter Richtung gehen.
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AR AC
eda edo
c °

[ $

d. h. elgégli+ elg‘—‘e—c-.

Die Wahl der Lingen AB und AC ist willkiihrlich,
nur miissen dieselben endlich seyn gegen die Linge des
Drahtes; man wird fiir beide die Hilfte dieser Lénge setzen
dirfen; bezeichnet man die ganze Linge durch [, so wird
also die Gleichung 1:

2e !
V=2elg-;—+2elg§;,
d. h.

V=2e¢ ]g-&-.

Durch Betrachtungen ganz derselben Art siebht man - ein,
dafs die Gleichung 3 eine hnliche Form erhilt; so wird:

w=21‘lg-i—.

Diese Werthe von ¥V und w sind in Gleichung 2 zu sub-
stituiren; thut man dieses, setzt der Kiirze wegen

l
lg—=y
und bezeichnet den Widerstand des ganzen Drahtes, d. h,

die Groflse

kna
durch =, so erbilt man:
. I (D¢ 4 37
i=—4r7 (5 +a5):
Aus dieser Gleichung, in Verhindung mit der Gleichung 4,
nimlich
Bi _ _ 2
ds—  ar’
sind 4 und-e als Functionen von s und ¢ zu bestimmen.
Eine particulire Losung dieser Differentialgleichungen
findet man, indem man

2
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e= Xsinns

i==Ycosns
setzt, wo n eine willkiihrliche Constante bezeichnet, und
X und Y unbekannte Functionen von i bedeuten. Die
Gleichungen werden hierdurch:

Y=—dy=(nX+35)
r de
Y =—— ‘X .

Durch Elimination von ¥ ergnebt sich hieraus:

aX crdX . ente
aw *igia 3 X=0

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist:
X=C,e=2*4-C,e 2,
wo C, und C, zwei willkiihrliche Constanten bedeuten,
e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist, und A, und 2,
die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind:
ctr c’n
Die Werthe von 2, und A, sind demzufolge-
r _;_

5%;7 1= ch M)]

Um ein Urtheil darliber zu gewinnen, ob diese Wurzeln
reell oder imagindr sind, soll ein specieller Fall betrach-
tet werden. Es sey der Draht der Jacobi’sche Wider-
standsetalon, dessen Widerstand Weber gemessen hat.
Dieser Draht ist cin Kupferdrabt von 7=,620 Linge und
0333 Radius. Der Werth von » ist hiernach sehr
nahe == 10, Den Widerstand desselben nach elektromag--
netischem Maafse hat Weber?*)
== 598 . 107

gefunden bei Zugrundelegung von Millimeter und Sekunde
als Einheiten der Linge und der Zeit. Um den Wider-
stand nach mechanischem Maalse, also den Werth von r,
1) Elekirodynamische Maalshestimioungen 1850, S. 252,
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zu finden, hat man diesen Werth mit c—f- zu multipliciren.
Da nun, bei Benutzung derselben Einheiten '),

c=4,39.10!
ist, so ergiebt sich
r=2482.10"%
Es folgt hieraus
32
reV2
Die Grofse n, welche noch unbestimmt galassen ist, soll
spiter so gewiblt werden, dafs nl ein Vielfaches von =
ist. Es wird dann das negative Glied unter dem Wurzel-
zeichen in den Ausdriicken von 4, und 1, so grols seyn
gegen 1, dafs es als unendlich grofs wird betrachtet wer-
den dirfen. Dieser Umstand bringt eine bedeutende Ver-
einfachung der Aufgabe hervor. Es soll im Folgenden
nur der Fall untersucht werden, dafs derselbe Umstand
stattfindet, d. h., dafs

= 2070.

32y
TCV-‘Z
als unendlich grofs gegen 1 angesehen werden kanun; es
wird diese Voraussetzung um so n#her erfiillt seyn, je
kleiner der Widerstand des Drahtes bei gleichbleibendem
Verhiltnils zwischen Linge und Radius ist; es wird aber
dieser Widerstand noch betrichtlich grofser als der des
Jacobi’schen Drahtes seyn diirfen, ohne dafs die Resul-
tate, zu denen wir gelangen werden, aufbdren werden Giil-
tigkeit zu besitzen.
Unter den gemachten Voraussetzungen werden die
‘Werthe von 4, und 2,
cn -
b= VEV""

wo der Kiirze wegen
cir
3241
1) Elektrodynamische Maalshestimmungen (VVeber und Kohlransch)
1856, S. 264.

=h
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gesetzt ist. Durch Einfihrung neuer Constanten an Stelle
von C, und C, kann man dann den Ausdruck von X auf
die Form bringen:

- a—At ent cnt
X=e¢e (Acos +Bsmv2)

Dabei ergiebt sich

Y=—--‘:—-"g<l'-A—-i/°—_B)cos;/":

+(VZA+ B)smc—"—_f .
Ich werde voraussetzen, dafs fiir =0, i =0, also auch
Y =0 ist; diese Bedingung giebt:
A
B= ne i
3%]
die Grofse » soll, wic oben schon bemerkt wurde, einem

Vielfachen von - gleichgesetzt werden; es wird deshalb

der Nenner des Ausdrucks von B gleich einem Vielfachen
von

[

”.l—i_ﬁ
seyn; die hier mit = multiplicirte Grofse ist aber
82y
rcyz
d. h. gerade die, von der vorausgesetzt wurde, dals sie
unendlich grofs wire; es wird deshalb B unendlich klein
gegen 4 seyn, und man wird setzen konnen:

X=4A.e—*, cos 2

V2

Y= 2V_.A e““smcv".f.
Multiplicirt man diese Ausdriicke resp. mit sin #s und
cosns und setzt die Producte den Grofsen e und i gleich,
so erhilt man eine particulire Losung der fir eund i gel-
tenden Differentialgleichungen. Diese Losung lafst sich
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dadurch verallgemeinern, dafs man in ibr zu s eine will-
kithrliche Constante addirt: dadurch erhilt man:

cnt .
e=e—* cos —— (Adsinns -+ 4'cosns)

vz

. t .
¢ e~k gin ;—/'fz (A cosns — A sinns).

22

Eine particulire Losung von anderer Form, die ebenfalls
der Bedingung geniigt, dafs fiir =0 ¢ verschwindet, ist:

e=a-+bs

i o= —

i=— 2 b (1 — e—24)
8 ’

wo a und b zwei willkiihrliche Constanten bezeichnen.
Dafs den beiden Differentialgleichungen hierdurch geniigt
wird, davon iiberzeugt man sich leicht, wenn man benutzt,
dafs die eine durch die Einfilhrung der Grifse & die Ge-
stalt erhilt:

. c? de , Bi
2hi= — YE EYIN
Man erhilt eine Losung, die man den anderweitigen Be-
dingungen der Aufgabe anpassen kann, wenn man e und é
gleich Summen von particuliren Losungen der angegebe-

nen Formen setzt.

Es soll nun der Fall niher betrachtet werden, dafs der
Draht ein in sich zuriickkehrender ist. In diesem Falle
miissen ¢ und i gleiche Werthe erhalten fiir s==0 und
fir s =1, und zwar mufs dieses stattfinden, welches auch
der Anfangspunkt von s seyn moge; das erfordert, dafs
e und ¢ Functionen von s sind, die periodisch sind um I;
hierzu ist nothig, dafs

b=0 und n..—:mzll

ist, wo m ecine ganze Zahl bedeutet. Man hat daher fiir
e und i die folgenden Ausdriicke:
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.'
ezme—* . A cosm g1'-—c_-.t.simn?-l’fs
, ra
- 2 2
+a4e=2>u 4, cosm =T -—‘:—t.cosm——;E s
1 : VE
__—————e—“ A sinm 255t cosm2Zs
‘?“‘ 1 V2 i
2V2 “'"‘2— A, sinm El—_yz t.sium%’—':

Die Constanten g, A, A’ lassen sich nach dem Fourier’-
schen Satze bestimmen, wenn fiir ¢ = 0 ¢ als Fanction von
s gegeben ist. Die Ldsung lifst sich aber noch auf eine
andere Form bringen, welche deutlicher das Characteri-
stische derselben zeigt.
Es sey fir t=10
e=f(s);

die Ausdriicke unter den Summenzeichen in e und ¢ forme
man um nach den Gleichungen

cosesin y=  §sin (y-t-z)-}-%sin (y —2)

cosxcosy== §cos(y-t-a)- 3cos(y—z)

sin zsin y=— } cos(y4x) 4~ fcos(y —);
wenn man dann erwigt, dafs die Function f nothwendig
um [ periodisch ist, so sieht man ein, dafs die Ausdriicke
von n und i folgendermafsen sich schreiben lassen:

e=a-+4 e"“[f(s+ )+f(s-——=t)-—2a]

=—are [ r+i)—rC—w1)]

Die Grofse o ist dabei bestimmt durch die Gleichung:

I 4
a=3[F@ds;

d. b. la ist die Menge freier Elektricitit, die der ganze
Draht enthiilt.
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Der Ausdruck von e zeigt eine sehr merkwiirdige Ana-
logie zwischen der Fortpflanzung der Elektricitit in dem
Drahte und der Fortpflanzung einer Welle in einer ge.
spannten Saite oder einem longitudinal schwingenden ela-
stischen Stabe. Wenn a==0, d. h. die Gesammtmenge
der freien Elektricitit gleich 0 ist, so zerfillt, wie ich mich
ausdriicken will, die Elektricitit in zwei Wellen von glei-
cher Stirke, die in entgegengesetzten Richtungen mit der

Geschwindigkeit 1—;_5. durch den Dralt laufen. Dabei nimmt

die Dichtigkeit der Elektricitit tiherall proportional mit
e—*t ab, Diese Abnahme ist aber im Vergleich mit der
Geschwindigkeit der Wellen eine sehr langsame. Die Zeit
nimlich, welche eine jede von beiden Wellen zu einem

Umlaufe gebraucht, ist _.’_.V_z, und daher das Verhaltnifs

der Dichtigkeiten der Elektncxtat an einem Punkte vor nnd
nach einem Umlaufe das von

RV

l:e” "¢}
dieses Verhiltnifs ist aber unendlich wenig von 1 verschie-
den, da der Exponent von e der gemachten Voraussetzung
gemifs unendlich klein ist. Im Vergleich mit Geschwin-
digkeiten, welche unserer Anschauung zuginglich sind, wird
freilich die Abnahme der elektrischen Dichtigkeit immer
eine sehr schuoelle seyn. Wire der Draht der Jacobi’-

sche Widerstands-Etalon, so wire —’1;- sehr nahe gleich dem

2000sten Theile einer Sekunde; es wiirde mithin in die-
sem kurzen Zeitraume die elektrische Dichtigkeit in dem
Verhiltnifs von e: 1, d. h. von 2,7:1 abnehmen.

Wenn a nicht gleich 0 ist, oder die mittlere Dichtig-
keit der Elektricitit nicht gleich 0 ist, so #ndert sich, wie
der Ausdruck von e zeigt, der Ueberschufs der Dichtig.
keit {iber die mittlere Dichtigkeit gerade so, als ob die
letztere gleich O wire.

Die Fortpﬂanzungsveschwmdlorkelt einer elektrischen

Poggendor{Ps Annal, Bd. C. 14
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Welle hat sich hier =—°—2- ergeben, also als unabhiingig

7

sowohl von dem Querschnitt, als von der Leitungsfihigkeit
des Drahtes, als endlich von der Dichtigkeit der Elektri-
citit; ihr Werth ist der von 41950 Meilen in einer Se-
kunde, also sebr nahe gleich der Geschwindigkeit des Lich-
tes im leeren Raume.

Wenn der Draht nicht ein in sich zurtickkebhrender ist,
so darf die Grofse b nicht gleich 0 seyn, und dic Gro-
fsen n konnen andere Werthe als in dem betrachteten
Falle haben; dafir sind fir die Enden des Drahtes gewisse
Gleichungen zu erfillen, je nach den Bedingungen, denen
die Enden unterworfen sind. Ist ein Ende isolirt, so mufs
an diesem immer i =0 seyn; ist dasselbe mit der Erdc in
vollkomwne Verbindung gesetzt, so mufs hicr das Poten-
tial ¥V, also auch e fiir alle Werthe von ¢ verschwinden.
Es hat keine Schwierigkeit, die Ausdriicke fiir e und i zu
bilden fiir die Fille, dafs beide Enden isolirt, beide mit
der Erde verbunden sind, oder das eine isolirt, das andere
mit der Erde in Verbindung gesetzt ist. Es zeigt sich da-
bei, dafs an einem Ende immer eine Reflexion der Welle,
die es trifft, stattfindet; ist das Ende zur Erde abgeleitet,
so ist mit der Reflexion eine Umkebrung der Welle ver-
bunden, d. h. es geht negative Elektricitit von demselben
aus, wenn es von positiver getroffen wurde; an einem iso-
lirten Ende findet die Reflexion obne Umkehrung statt, Es
entspricht also in gewisser Hinsicht das abgeleitete Ende
dem festen Ende eines longitudinal schwingenden Stabes,
das isolirte dem freien Ende des Stabes.

Es soll niher ein anderer hierher gehdriger Fall be-
trachtet werden. Es soll nimlich untersucht werden, wie
sich die Elektricitit in dem Schliefsungsdrahte einer galva-
nischen Kette bewegt, bevor der Strom ein stationdrer ge-
worden ist. Ich werde dabei voraussetzen, dafs der Wider-
stand der Kette unendlich klein gegen den des Schliefsungs-
drahtes, und dafs der eine Pol derselben vollkommen zur
Erde abgeleitet ist. Mit diesem soll der Anfang des Drah-
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tes verbunden seyn mit dem andern das Ende desselben zur
Zeit + =0 in Verbindung gesetzt werden. Man wird dann
annchmen diirfen, dals im Anfange des Drahtes, oder fiir
s = 0, das Potential immer gleich 0 ist, und im Ende, oder
fir s=1 immer einen constanten, von der elektromotori-
schen Kraft der Kette abhingigen Werth hat, Dieser
‘Werth mufs, wenn K die elektromotorische Kraft bedeutet,
1K seyn. Die Bedingungen, denen die Ausdriicke von e
und i geniigen miissen, sind daher die folgenden;

Es mufs fiir

s=0 e==0

s=1 e= Z-I;K

t=0 e=0
seyn,

Der ersten Bedingung wegen miissen die Grifsen 4'=0
seyn, und es mufs auch a==0 seyn. Da fiir s=1 ¢ un-
abhangig von ¢ seyn soll, so miissen dic Grofsen » der
Bedingung geniigen

sinnl=0,
d. h. es mufs

n=m >
=m 7

seyn, wo m eine ganze Zahl bedeutet. Damit iiberdiefs e
fir s=1 den angegebenen Werth annehme, mufs
b=al—K
y1
gemacht werden.
Setzt man der Kiirze wegen

T
—‘— =t

S

und
ki 4

TS=9,

so hat man biernach fiir e die Gleichung:

e= Zlyﬁi s4e—* >u 4 cosmr sinmp.
) 3
Die Constanten 4 bestimmen sich durch die letzte Be-
14 *
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dingung ; nach dieser mufs ftir alle Werthe von ¢ zwi-
schen 0 und =
K < .
P — = A, sinmg
1

seyn; aber nach dem Fourier’schen Satze gilt zwischen
denselben Grinzen die Gleichung:

=2 3 (~ l)"-,%; sinmep;

man hat daher zu setzen:

4. ==K

4yn m
Man erhilt dadarch:

P th “z

4y

~- cosm t sin mot.

Bildet man den entsprechenden Ausdruck von i und erin-
nert sich dabei an dit Gleichung, durch welche A definirt
worden ist, so findet man:

, K _ - (=D~
iz=—=(1—e 2“).-4 “E " sinmzt cosmy.

Es soll nun die Bedeutung dxeser Ausdriicke entwickelt
werden; zuniichst die des Ausdruckes von i. Es kommt da-
bei vornehmlich daraof an, den Werth der in demselben
vorkommenden Summe zu finden. In derselben soll ¢ als
eine Constante angesehen, und sie als eine Function von
7 betrachtet werden. Diese Function ist periodisch um
275 sie hat ferner entgegengesetzte Werthe fir 7 und
27 — 7; es genligt also die Werthe zu ermitteln, die sie
durchliuft, wenn 7 zwischen 0 und = liegt. Es ist

>- (_m]) smmrcosmq;—,}z- (= l)' sinm (t - )

1 1

(=1~

+iD- sinm (v — q).
13
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Es ist aber die Summe:

>- (—m])- sinmz,

1

. . X .
wenn x zwischen — 7 und 4+ 7 liegt, = — 1 und, weil

sie periodisch um 27 ist, daher allgemein

=—3 (z— 2P ),
wo p diejenige ganze Zabl bedeutet, fiir welche z—2pn
zwischen —m und -7 liegt. Bei den Grinzen, welche
fiir  angenommen sind, liegt r — ¢ immer zwischen — =
und 4+, da @ fiir alle Punkte des Drahtes cinen Werth
zwischen O und 7 bat. Es ist deshalb:

2'—(——7])-- csinm (v — @) == ';'P.

Was den Werth von 7-+ ¢ anbetrifit, so kann dieser
kleiner oder grofser als = seyn. Es wird

> (=1 sinm(r+qj)=—-3?, wenn @ <mT—7t

m

= '_;’P+n » @>n—T1.

Es folgt daraus:

—_1)
E(——;)—COSMT cosm p==— =, wenn ¢ <n—7

_—=_%+-g- p>n—1.

Hierbei ist vorausgesetzt, dafs z zwischen O und = liegt
liegt es zwischen 7z und 27, so ergiebt sich dieselbe Summe
3

=n—, wend p<t—7%

und
=%— —;—, » g>T—m.

Um [iir grofsere Werthe von = die Summe zu finden, bat
man sich daran zu erivnern, dafs dieselbe periodisch um
27 ist.

Es geht hieraus hervor, dafs es in jedem Augenblicke
in dem Drahte einen Punkt giebt, in welchem die Strom-
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intensitit einen Sprung erleidet. Dieser Puukt liegt zur
Zeit t=0 am Ende des Drahtes; schreitet von hier mit

der Geschwindigkeit —V% gegen den Anfang vor; geht, so-
bald er diesen erreicht hat, mit derselben Geschwindigkeit
gegen das Ende hin, kehrt hier wieder um, und durchliuft
so fortwihrend die Linge des Drabtes mit derselben Ge-
schwindigkeit hin und hergehend. In jedem von den bei-
den Theilen, in welche der Draht in einem Augenblicke
durch diesen Punkt getheilt wird, findet dabei in diesem
Augenblicke iiberall dieselbe Stromintensitit statt, so dafs
wenn s und i zu rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes
gemacht werden, eine Linie entsteht von der Form der
Fig. 12 Taf. Il gezeichneten. Die Strowintensitit ist vor
dem Punkte, in dem der Sprung stattfindet, abgeschen vom
Vorzeichen, immer die kleinere, binter ibm die grifsere,
die Worte vor und hinter dabei im Sinne der Bewegung
des Punktes gebraucht; die Fig. 12 Taf. II gilt daher nur
fiir einen Augenblick, in dem dieser Punkt vom Eunde des
Drahtes nach dem Anfange ldult; auf einen Augenblick,
in dem das Entgegengesetzte stattfindet, bezieht sich Fig. 13
Taf. II. Die Grofse des Sprunges ist
—_ __ﬂ’_c__ At
=73, e

oder wenn man durch J den Werth bezeichuet, dem § bei
wachsender Zeit sich mehr und mehr nibert, d. h. den

Werth von g,

—J .- e—4t

sV,

Diese Grofse hat ihren grofsten Werth fiir ¢ ==0; aber
auch dieser ist in Folge einer Voraussetzung, die gemacht
ist, unendlich klein gegen J. Etwas kiirzer lilst sich der
Ausdruck for die Grofse des Sprunges schreiben, wenn
man die Zeit einfiihrt, die der Punkt, an dem er stattfin-
det, oder eine elektrische Welle gebraucht, um sich durch
die Linge des Drahtes fortzupflanzen. Bezeichnet man
diese Zeit durch T, d. h. setzt man
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1 —1V2
[
so findet man leicht, dals jener Ausdruck
=J.2hTe—4¢
ist. Bei wachsender Zeit nimmt die Grofse des Sprunges
ab, aber so langsam, dafs wihrend der Zeit T nur eine
unendlich kleine Abnahme stattfindet.

Um den Vorgang vollstindig zu tibersehen, ist es jetzt
nur noch nothig, die Aenderungen der Stromstirke am An-
fange des Drahtes zu untersuchen. Es sey diese, also der
Werth von i fiir s=0, ¢,; dann findet man bei Benutzung
der neu eingefiihrten Zeichen J und T:

io=J(l—e"“‘)+°-I-4—:—Te—'“2- (-:"?:-sinmr.
1

Setzt man fir die Summe ibren Werth, und bedenkt, dafs

—

CEL]

1

ist, so ergiebt sich:
io==J(1—e~3)4-J2he—*2pT—1),

wo p diejenige ganze Zabl bedeutet, fiir welche

t—2pT

T

ein 4chter, positiver oder negativer Bruch ist. Es lafst sich
p auch defipiren als die grofste ganze Zabl, die in dem
Bruche

4+T

2T
enthalten ist.

Fiir Werthe von ¢, fiir welche die Zahl p keine sebr
grofse ist, lafst der Ausdruck von ¢, noch eine wesentliche
Vereinfachung zu. Es ist namlich fiir solche die Grofse ht
unendlich klein, und man kann bei Vernachlissigung vou
Gliedern hoherer Ordnung die Gleichung fiir i, schreiben:

bo=J.2ht +J2R(2pT — )
d. h i, =pJ4AT.
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Dieser Ausdruck zeigt, dafs die Stromintensitit am Anfange
des Drahtes 0 ist bis zur Zeit t==T; hier und in den Zeit-
punkten t==3T, t==5T u. s. f. #ndert .ch dieselbe sprung-
weise, und zwar ist der Sprung doppelt so grofs, als in
andern Punkten des Drahtes. In den Zwischenzeiten ist
sie constant.

In #bnlicher Weise lafst sich der Ausdruck von e dis-
catiren. Es ist

> (—':)-cosmuinmgo=; 2‘- (—"P' sinm (z -+ )
b ] 1
—t =b sinm (z — ¢)

m

1
oder, sobald z zwischen 0 und = liegt:

liegt = zwischen n und 2=, so ist dicselbe Summe:

. wenn p<Lt—x

i

2
— 345, wenn ¢>r—n.

Die zweite Thatsache folgt aus der ersten, wenn man er-
wigt, dals die Summe gleiche Werthe hat fiir r und 27—
Man findet fiir grofsere Werthe von 7 den Werth der
Summe, wenn man bedenkt, dafs sie um 27 periodisch ist.

Es ergiebt sich hieraus, dafs in jedem Augenblicke an
einem Punkte des Drahtes auch e einen Sprung erleidet;
dieser Punkt fallt immer mit demjenigen zusammen, in wel-
chem der Sprung von i stattfindet. Grofser ist ¢ immer
auf der Seite dieses Punktes, auf der das Ende des
Drabtes liegt, kleiner auf der Seite des Anfangs. Die
Grdfse des Sprunges ist

e K e
=z

’
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oder, wenn man durch E den constanten Werth von ¢ am
Ende des Drahtes bezeichnet:

—=Ee—’*
Auf der Seite des Punktes, in dem der Sprung stattfindet,
auf welcher der Anfang des Drahtes liegt, ist

e=E.%(l—-e"“),
und auf der Seite des Endes
e=E %(l—e—"‘)+e—"t .

Macht man e und s zu rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes, so entsteht daher fiir einen gewissen Werth von
t eine Linie von der Form Fig. 15 Taf. II; wenn ¢ ein
mifsiges Vielfaches von T nicht iiberschreitet, so hat die
Linie die Gestalt von Fig. 14 Taf. II; sie niahert sich der
geraden Linie Fig. 16 Taf. I, je weiter ¢ wichst *).

1. Ueber einige Methoden zur Bestimmung der
bei der Diffusion einer Salzlésung in das reine
Lésungsmittel aufiretenden Constante;
von Th. Simmler®) und H. FVild.

(Vortrag, gehalten in der Naturforschenden Gesellschaft zu Zirich den
15. Dec. 1856 von H. VVild.)

In diesen Annalen Bd. 94, S. 59 hat Hr. Prof. Fick die
Diffusion einer Salzlosung in das reine Losungsmittel un-
tersucht und darin durch Vergleichung der Verbreitung
eines Salzes in seinem Losungsmittel mit dem Strom des
Elektricitits- oder Warmefluidums in seinen Leitern zuerst
den Grund zu einer theoretischen Behandlung dieser Er-
scheinung gelegt. Indem er némlich iiber den Diffusions-

1) Siche die Note gegen Ende dieses Heftes. P.)
2) Gegenwirtig Assistent am chemischen Laboratorium zu Breslau,





