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DEMONSTRATION DES THEOREMES RELATIFS AUX ACTIONS
ELECTRODYNAMIGUES ;

Par M. J. BERTRAND.
(¥1n.)

La démonstration des théorémes preécédents n’emprante i 'expe-
rience qu’une scule proposition :

L’action d’un conducteur fermé est toujours normale i ! /.-
ment allire.

Mais, pour aller plus loin et déterminer la for " Ta fonc-
tion indéterminée o (r), qui figure encore dans no- il faut
recourir de nouyeaw & Uétude des faits. Une seule experience sutlina.
Nous admettrons le théoréme suivant :

Tmtow IX. — Le sy stéme nommé par _fmpere solénoude et
compose dun nombre infint de courants fermdes, infiniz.ent petits,
dont les plans sont distrihucs perpendiculaircien: (& une méme
courbe et ¢ distance c'gu/u les uns des autres, cprous e, de la part

’ ’ 7. . . !

d un calu'unt.ﬁ'rnm (]ut’/('u///m', fes retrons .’III]I'/'M*//":1[///(’\ de la
Sorme duw olénonde et Cguivalan cdepen-

dant seulemient de la position des e cmoces.
/
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Ce théoréme est le résultat de l'expérience; il équivaut a cet
autre fait, plus facile a vérifier : Unsolénoide fermén’exerce aucune
action sur un conducteur fermé et n'en éprouve aucune de sa part.

Le potentiel, relatif 41’action d’un contour fermé sur un solénoide
composé d’éléments dont la surface et dw, est la somme des va-
leurs de I'expression

(19) G dw cos(N, G),

pour tous les ¢léments de surface dw qui composent le solénoide.
Soit ds 1’élément de la courbe normalement a laquelle sont distri-
bués les courants de surface dw; on peut regarder le nombre des
surfaces dw correspondantes comme proportionnel 4 ds, etle po-
tenticl est représenté par

(20) kdw [Gds cos(N, G),

k désignant une constante. Mais G étant une force dont P, Q, R
sont les composantes, et (N, G) I’angle de la direction de cette force
avec la tangente 4 la courbe dont ds est I’élément, I'intégrale (20)
peut étre représentée par

kde f(Pdz + Qdy + Rdz),

et le théoréme IX peut s’énoncer en disant :
L’expression

Pdx + Qdy + Rdz

est une différentielle exacte, quel que soit le contour fermé atti-
rant auquel se rapportent les expressions P, Q, R.

Tutorivr X. — La fonction ¢(r), qui figure dans l'expres-
sion de [’action exercée entre deux éléments de courant (Tato-

. A ..
riME II), est de la forme —, A désignant une constante.
r
Reprenons les formules trouvées pour exprimer les fonctions

'P:f¢(l)[y~3 dz —(z —z')dy],
(10) Q=S Y(r)[(z — 5" )dx — (x — ') d3],
R=/4(r)[(x —a")dy —(y—y")dz],

P, Q, R (théoréme V); on a, en posant
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.5, 2" désignant les coordonnées de 1'élément attiré ; la somme
Pda —Qdy --Rd:

d’aprés le théoreme IX, doit ¢tre une différentielle exacte; on a

par conséquent
dp (IO
dy’  da’

En substituant dans cette équation a P et a Q leurs valeurs (10),
on a

o= [ds | ¥ (y 7y = (2 — 2] +z+<r>}

fdJ-~—(f y')(z fd $U) (—ary (s — ).

Pour que cette intégrale soit nulle toutes les fois que la somma-
tion se rapporte aux projections dx, dy, dz des éléments d’une
courbe fermée, il faut que I'expression intégrée soit une différen-
ticlle exacte, et, pour ccla, que la dérivée par rapport a .o du coeffi-
cient de dz soit égale a la dérivée par rapport i = du cocflicient de
dx. En écrivant qu’il en est ainsi, et supprimant les termes et les
facteurs communs, on trouve

’
449'(r)
yrin+ A =,
d’ou 'on déduit
A
y(r)= Pl B,
ct, par conséquent,

<p(r):2’—“A +2Br3,

et, comme ¢ () est nul quand 7 devient infini, B est necossoment
égal a zéro, et l'on a

L’attraction ¢’ ds ds' ‘I de deux éléments est. par conséquent,

20 dsds' | - —— — — — S5 Mds e

d’r 1 odrodry 4N A:/’\7
rasds 2r* ds ds ) yro dsds
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Tatorive XI. — L'intégrale
V=/{Pdz'+ Qdy’'+Rdz),

dont l'existence est démontrée par le théoréme IX, représente
U'angle sous lequel le contour attirant est vu du point dont les
coordonnées sont x'y 3’y 3, c'est-a-dire la portion de sphére de
rayon unité décrite du point (x'y 3’y z') comme centre et inter-
ceptée dans le cone dont ce point est le sommet et la base le con-
tour attirant.

Si nous remplacons P, Q, R par leurs valeurs (10), en substi-

. . 2A
tuant, cn outre, a la fonction ¢ () sa valeur —» on aura

’V:Afdxff(r—r’)a'z-—(z—Z’)d,V

,.a
(21) A [d" (z—2")dx — (x — 2')dz
1) A J e
+Afdz,f(x—x’)df—(.r—.r’)dx,
X l13

Les intégrales qui multiplient dx’, dy’, dz’ étant prises pour le
contour fermé (ue nous nommons contour attirant et dont 1'élé-
ment a pour projection dx, dy, dz, I'expressions (21), on le vérifie
aisément, équivaut aux trois intégrales égales

f (z — 2 [(x —2')dy — (y — v') dx]
V=A
f (x—a P p—y')’]r
(2 —a') [y —y")ds — (3 — ) dy]
_1& .
(22) f [(J‘—"y,)z"*‘(Z—Z)!JI’
_Af(?""'.?")[(z—z')dx——(x-—»-x’)dz].

[z2— &) +(x—a'F]r

En prenant la dérivée de la premiére de ces intégrales par rap-
port a z’, celle de la seconde par rapport a x’, celle de la troisi¢cme
par rapport a »’, on obtient les expressions de P, Q, R, qui, dans
le second membre de I'équation (21), multiplient dx’, dy’, dz'.

Pour démontrer que ces trois intégrales sont égales entre elles
ct représentent par conséquent la fonction V, dont les dérivées
patticlles sont P, Q, R, il suflit de montrer que I'une d’elles est
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Iexpression de I'angle sous lequel le courant attirant est vu du
point (&', 'y 2’); d'aprés Lo svmdéuic 4o« formules, la conclusion
s’appliquera aux deux autres.
Or, en placant lorigine des coordonnées au point (a', 3 ', '),
et prenant les coordonnées polaires habituclles 7. 6. 4. on a

(x —a')ydy — (y —y')dx = r*sin? 0 Jy,
z— 23 =rcos?i,

(z—z2'): +(y—y'V=rsin*f,

ct 'intégrale devient

S cosbdy.
Etendue doun contour fermé, clle ¢uivaut i Uintégrale double
S S sin6 d% dd,

prisc dans U'intérieur du cone ayant l'origine pour sommet et le
contour pour base, et (ui représente évidemment angle de cecone,
c’est-a-dire la surface interecptée par lui sur une sphére deravon

. AT
¢gal al'unité ayant son sounncet pour centre.

Tutovkne X1 — Lorsque le circuit attiré et le circuit attirant
sont L'un et Uautre des circuits plans infiniment petits. de sur -
f(lces welw el dintensités i ety on el representes lewr action
en substituant & o deux masses fictives uo - - u. placees de part et
d’autre swr la normale oo, a wie distonce (nfiniment petite s,
telle que Uon ait pz == wi, et & w' dewr piasses v et — o/ 4/:."/[/11}'\
de la méme maniére; les actions du sy siéme de masses uo— uosur
le systeme v, — @'y en supposant les actions attractives olomen-
Lt res /'/':»/m/'l[u/ult'//m au niasses ol oen raison s e da o carré
de la 1/[\/(//1(‘0, puul'l‘uul I'I‘III/'/H(('I' Uaction da cowrant w sur 1o
courant o',

Soit V I'angle sous lequel la suiface «estvue dhan point de o oot
G la force dont les composantes sont los dévivecs de N e poteniicd
deTaction de o sur w’ est représenté par G do o~ \ L G)j cest la
composante de la force (& suivant la normale N . | ¢lément dw’,
/1’\

d¢gale par conséquent amw .
dn
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L'angle V, d’ailleurs, est représenté par

® COS {
V= — ’

P

en nommant 7 la distance ww' et i 'angle de cette droite » avec
la normale a w3 on a évidemment
, d
_wecosi o r

Ve———— —=w—>
r¢ dn

dn désignant I’élément infiniment petit de la normale 4 w, et, par
conséquent,

,dV dz;

4
—_ = W0 5——
di’ dn dn’

Or, en considérant les molécules attirantes p, —pu, ', — u’, défi-

7 .
le » le potentiel de

nies dans I’énoncé, le potentiel de p sur p’ est
@ et — w réunis, sur p’, est
1
d-
, r
P dn

et le potentiel sur p’ et — p.’ rénnis est évidemment

d:t d~

v e (i o' -
' dndn’

’ —
dndn’
On peut énoncer le théoréme précédent en disant que I'action de
deux courants infiniment petits I'un sur 'autre peut étre remplacée
par celle de deux molécules magnétiques dirigées normalement au
plan de chaque courant et dont le moment est proportionnel au
produit de la surface entourée par le courant par son intensité.

Tatorkme XII. — L'action de deux courants fermés l'un sur
Uautre, quelles que soient leurs dimensions, peut étre remplacée par
celle de deux surfaces magnétiques définies de la maniére sui-
vante : concevons pour chaque courant une surface de forme arbi-
traire a laquelle il sert de contour et décomposons cette surface en
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élements infiniment petits supposés entoures chacun d’ un courant
de méme intensité; 7‘1)111/)/115-:)1“ chague elément par la molicule
magnctiyue définie dans la démonstration du theoréme prece-
dent : laction des deux courants pourra étre remplucée par celle
de ces systémes de molécules.

Il est évident, en effet, qu’un courant fermé quelconque ¢t
considéré comme le contour d’une surface, et cette surface décom-
posée d’une maniére arbitraire en un nombre quelconque de por-
tions finics ou infiniment petites, on peut remplacer e courant
considéré par un systéme de courants dirigés dans le méme ~ons
autour des contours de chaque surface partielle. Chacune des lignes
de séparation se trouve ainsi parcourue, en cffet, par deux courants
contraires dont les eflets se détruisent, et Ueffet total est di scule-
ment a l'action du courant primitif.

D’aprés cette remarque, les deux courants fermds peuvont ctre
remplacés par deux systémes de courants infiniment petits fo s,
et chacun de ceux-ci, d’aprés le théoréme précédent, par unc mnolé-
cule magnétique.

Trtoreme XIV. — Lo potentiol relati) o Uaction de deay -
cuits fermds Uun sar Uawtre. dont e prression a été donnée theéo-
réeme F 111, peut s'cxprimer égalencent par une intéarale double

(23) L c0s0 cos &' dsds'
2 r

étendue & tous les éléments ds, ds' des deux courants, et dans la-
quelle 6, 6" ¢t 1 ont la méme signification que dans lc theorcme 1.

Reprenons la formule

i dsds' T — ii' ds ds’ <1 dir 1 odrodry

rodsds’ 27

Siles deux éléments ds et «/." ~e déplacent, leur dis e dovi

r-— 5 le travail de leur action mutuelle est

o o (1 dir v drodr
U'dsds' Tor=1ii'"dsds' i (r dsds _a2rids ds' )’

ct le travail totaly dé a l'action mutuelle des deux courants fermds
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qui se déplacent infiniment peu, est exprimé par 'intégrale double
i ff <: a’sd'.; _o'r- ((11(.: c(llr>dd’
On peut I'écrire de la manicére suivante :
éii’ffari< ds)d sds' v i f‘/‘or%(; Z') dsds’
_;_éji’ff%%%dsds’.

En intégrant par parties les deux premiers termes et remarquant
que les termes intégrés sont nuls, puisque les contours sont fermés,
cette expression devient .

1., vdr d , T ., 1 dr
—;uf FZ;,Zs(él)dsds—;u ff’ 7 ds (or)dsds'
1 dr , .
‘—ll ffl’ dS d( ds’.
d < dr

c’est-i-dire, en remarquant que — 37 = 5 or=—2

d ' ds' ds'’

[ v dr dr
_;u’ 6ff/*dsd’dds’
—6 i ffcos@cos@’ ds ds'.

Le travail élémentaire est donc égal a la variation de 'intégrale (23),

ou enfin

qui, par conséquent, représente le potentiel.

Nous terminerons cette étude par la solution d’un probléme qui
parait indispensable pour rectifier un énoncé douné par Ampére au
débutde ses travaux et reproduit depuis dans tous les Traités et dans
tous les Cours de Physique, quoiqu’il se trouve en contradiction
¢évidente avec la théorie adoptée.

Prosrivie. — Un élément de courant ds étant donné, trouver la
position que doit occuper un élément ds' pour n’exercer sur lui

aucune action?

En donnant aux lettres 6, 6’ et ¢ la méme signification que dans
les formules démontrées (théoréme II), I'équation qui exprime la
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condition demandde est

)

c0s% cos6’ = cose.

Supposons I'élément attitd /v placé i Torigine des coordonnées

¢t dirigé suivant Paxe des X; o+, ) ', =/ ¢tant les coordonndes de ds’,

on a
x'
cosf == —,
,
S
CO~” - ’
ds
cose — dx’
=4
et I'équation devient
3x' dr dax’
—_— =7 =2 -5
r ds ds”’
dont 'intégrale est
(24) x'r= A,

équation d’une surface de révolution. donr 'axe est Pane des Nt
dont la courbe méridienne est aisée 4 coustrnire. Quelles que soiciit
la forme et la position d'un courant cnroulé sur une telle surface,
Paction exercée sur I'élément ds placé a son sonmet sera nulle. La
présence de la constante arbitraire A dans I'équation 24) permet
de faire passer la surface par un point quelconque de Pespace. ety
par conséquent, il existe en chague point ane infinité de directions
dans lesquelles on peut placer un élément " de manicre & annuler
son action sur un élément ds. Ces dircections <ont dans un meme
plan, le plan tangent A la surface (20); Paction ~era niaxima pour
un élément normal i cette surface. ot pour un ¢lément queleonque
elle est proportionnelle; on ~en assure aisément, au cosinus de
I’angle formé avec cette normale.

On voit combien on serait induit en erreur par lavégle qut”
dique comme attractives les actions exereées entre deus élén
(ui marchent tous deux vers le sonunet de Pancle formd pa fone
direction. et comme répulsive action oxvercée par I'élement dan
courant qui marche vers ce somnet sur colle dlnn v o ond Sen
¢loizne. Une telle action peut ¢tre nul! '
dans les deux cas.

Sove




