
Die Prineipien der Elektrodynamik.*) 
Von 

Dr. CAR~ N~u~Ax,x. 

Die einzelnen Gebiete der Physikalisehen Wissensehaft kSnnen 
ffigiieh naeh Besehaffenheit deljenigen Elementarkr'~ifte, dureh deren 
Annahme die betreffenden Erscheinungen ihre Erkl'~irung finden, in 
zwci Gruppen gebraeht werden. Auf die eine Seite sind alsdann zu 
stellen die Mechanilc des Himmels, die Elasticitiit, die Cal:,illaritiit, 
iiberhaupt diejenigen Gebiete, bei welehen jene Kr'Xfte ihrer Riehtung 
und GrSsse nach vSllig bestimmt sind dutch die relative Lage der 
materiellen Theile; auf die andere Seite abet werden zu bringen sein 
(lie Untersuchungen iiber Beibung~ iiber ;Elektricitiit und 2Plagnetismus, 
vielleieht auch die 02tile, tiberhaupf diejenigen Gebiete der Physil% in 
welchen die genannten Kriif~e ausser yon der relativen Lage noeh 
abhi~ngig sind yon andern Umsti~nden, z. B. yon den Gesehwindig- 
kei~en uncl Besehleunig~ngen. 

Wenn nun alas Gesetz (ode,r t)ri,neip) der Lebendigen Kraft s5mmt- 
liehe Naturerscheinungen beherrsehg (und hieftir spreehen alle bisherigen 
Erfahrungen), so erseheint solehes fiir die Gebiefe erster Art als eine 
unmi}~elbare Folge der zu Grunde gelegten Vorstellungen, ftir die 
Gebie~e zweiter Art hingegen als eine Sache des Zufalls. Denn die 
Elementarkriifte erster.Art unterwerfen sieh der Herrsehaft jenes Ge- 
setzes yon selber, die der zweiten Art abet niche. 

,,Es hat"  --  sagt F e e h n e r  in seiner Psyehophysik. 1860. Bd. I. 
Pag. 34. ~ ,,allen Ansehein, dass sich diese (letztern) Eiementarkr:,ifte 
so eombiniren, dass das Gesetz in allen Naturwirkungen seine Gtiltig- 
keit behSlt. F[ir die magnetisehen und daftir substituirbaren elektrisehen 
StrSmungswirkungen leueh~e~ dies yon selbst ein, insofern sie s~ch als 
Wirkungen yon Cen~ralkr[~ften, die unabh[ingig yon Gesehwindigkeit 
and Besehleunigung sind, wirklieh repr~sentiren lassen. Ausserdem 

*) Es fblgt bier ein wS~'tlicher Abdruck derjenigen Schrift, welche bereits 
im Jahre 1868 gedruckt wurde a|s Gratulationsschrift der T~bi~ge,r Universit~t 
zum funi~igj~hrigen Jubil~um der Bonnet Universit[tt. 
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hat mir Prof. W. W e b e r  auf mein Befragen m[iudlicb mitgetheilt, 
dass er iiberhaupt in allen FEllen, auf die seine Untersuehung geftihrt, 
aueh tiber die Grenzen jener Wirkungen hinaus, das Gesetz in Kraft 
gefunden~ wenn sebon seine volle Allgemeing~ilt.igkeit f~r das Bereieh 
dieser KrSfte noeh des strengen Beweises bedtirfe." 

Doeh han delt es sieh dabei eigentlieh niehg um einen Beweis, 
sondern um eine Entdeeknng. Denn jenes Gesetz reprr~sentirt eine 
Relation zwisehen der Lebendigen Kraft und dem Potential~ also eine 
Relation zwisehen zwei GrSsse~, yon denen (tie letztere, bekannt Nr 
die Elementarkrr~fte erster Art, vb'lli 9 unbd~an~# i,st [i'ir dicjcnig(.~ dcr 
zweitc~ Art.  Es handett sieh dater, was die letztern l(riifte anbelang/~ 
nieht um den Beweis des Gesetzes, sondern um dte Entdcckung se&cs 
Inhalts~ um die AaNndung dmjenigen (~rSsse, welehe als das Poten- 
tial jener Kri~fte anzusehen wiLre. 

Als ieh vet drei Jahren, angeregt dutch die vorhin erwT~hnten 
WorSe F e e h n e r ' s ,  mit dieser Frage mieh zu beseh-~ftigen begann, 
und dabei namentlieh au~' diejeni#e Elementarkraft zweiter Art racine 
Aufmerksamkeit riehtete, welehe nach W e b e r  zwisehea je zwei 
elektrisehen Theilehen anzunehmen ist, fand ieh bald, dass als Poten- 
tial einer solehen [(raft mit gewisser Bereehtigung folgender Ausdruck 
angesehen werden k~Snne: 

we miter m~ mj die Massen der beiden Theilehen, 'unter r i h r e  Ent- 
fermmg, unter t der betrachtete Zeitaugenbliek, und unter G eine 
Constante zu verstehen sind. Denn es zeigte sieh, dass jene yon 
W e b e r  angenommene Kraft aus diesem Ausdruek dutch Variatio)~ 
naeh den Coordina%n in genau derselben Weise abgeleitet werden 
kSnne, in weleher eine Elemen~arkraft erster Art aus ihrem Potential 
erhalten wird dureh eine naeh den Coordina~en bewerkstelligte /)i/~?- 
rentiation. 

Und gleiehzeitig ergab sieh~ dass w~hrend der Bewegung der 
beiden Theilchen best~ndig eine sehr einfaehe iIelation obwalte zwisehen 
tier Lebendigen Kraf't~ und zwisehen den beiden Bestandtheilen jenes 
als Potential adoptirten Ausdrueks W, n~imlieh folgende: 

mm, G mm, (~ , . )~_Cons t .  (Leb. Kraft.) + r - ~- dt 

Kaum noch konnte es z~veifelhaf'~ seiu, dass d[ese I~elation das zu 
en~deekende Gesetz reprhsentire Nr jene yon W e b e r  angenommene 
Kraft~. 

Aueh hatte ieh sehon damals naeh Maassgabe des Ausdruckes W 
das Potential gebildet far ~wd Elemen~e elektrischer S~r6me, und ge- 
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funden, dass aus dem so erhaltenen Potential sowohl die repulsive als 
aueh die inductive Wirkung der beiden Elemente auf einander in sehr 
einfaeher Weise sieh ableiLen liesse, dass ngmlich die erstere aus jenem 
Potential dedueirt werden kSnne dmch Variation naeh der Ent- 
fernung~ die le~ztere durch Variation nach der Riehtung des einen 
Elementes. 

Befremdlieh und in einlgem Contrast zu dem bisher Uebliehen 
mag im ersten Augenbliek erseheinen, dass Variationen an Stelle der 
Differentiationen treten sollen. Doch wird, wie ich sogleieh bemerken 
will, dieser Contrast einigermassen gemildert, wenn man beachtet, 
dass Aehnliehes aueh schon im Bereieh der Elementarkr:~ifte erster Art 
zu Tage tritt, z. B. bet Untersuctmngen fiber Elasticitiit. Sind ngm- 
lieh u, v~ w diejenigen Punctionen der Coordinaten, dureh welehe die 
innern Verrfickungen eines gegebenen elastischen KSrpers repriisentirb 
werden, und ist (D das Potential derjenigen Wirkung, welche sgmmt- 
liche Theilehen des K5rpers auf irgend eines derselben ausfiben, so 
ergiebt sich die auf letzteres einwirkende Kraft durch Variation yon 
ep nach u, v~ w (wie solches ausfiihr]ich yon mir entwickelt worden 
ist in einem Aufsatz fiber Elasticit~t, Borcbardt's Journal, Bd. 57. 
Pag. 304). 

Zur Wiederaufnahme und WciterffihruJ~g tier in Rede stehenden 
Untersuchungen wurde ich vor einiger Zeit veranlasst durch einen in 
Poggendorff's Annalen (Bd. 131. Pag. 237) aus dem .Naehlass Ri e m an n's 
publicirten Aufsatz, in welchem der (allerdings wenig gelungene, 
vielleicht aueh nur in Folge der gar zu knappen Darstellung niehi 
gehSrig zu beurtheilende)Versuch gemacht ist, die repulsive Wirkung 
zweier Stromelemente auf einander durch Elemen~arkr~fte erster Ar~ 
zu erkl'Xren, unter der Voraussetzung, dass das Potential dieser KrSfte 
- -  ghnlich wie das Licht - - m i t  einer gewissen constanten Geschwin- 
digkeit durch den t~aum sich fortpflanze. Zu meiner Ueberraschung 
land ich, class diese Annahme direcg hinleite zu der yon mir gemachten 
Conjectur, (lass ngmlich das gewShnliehe (tier Newton ' sehen  Gravi- 

tationskraf~ entsprechende) Potential _mm~ bet Voraussetzung einer r 
solehen progressiven Fortpflanzung in eine GrSsse sich verwandele, 
deren wirksamer Bestandtheil vSllig identiseh ist mi~ dem vorhin ge- 
nannten Ausdruck W. 

Sehon lm Mat d. J. habe ieh der GSttinger Gesellschaft der Wissen- 
sehaften eine kurze Mittheilung mir zu maehen erlaubt tiber die Aus- 
gangspunkte und Ergebnisse der in Rede s~ehenden Untersuchungen 
(Nachriehten der Gesellsehaft. 16. Juni 1868). Wenn ich nun hier 
diese Untersuehungen, oder wenigstens einen Theil derselben, in aus- 
ffihrlicher und mSglichs~ sorgfiil~iger Weise darzulegen beabsichtige, 
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so geschieht das nicht etwa~ weil ich diese Un~ersuchungen bereits 
f/Jr vSllig durchgreifend hielte, sondern vielmehr wegen der ausser- 
ordentlichen Wichtigkeit des behandelten Gegensta~,~des, und weil ich der 
Meinung bin, dass meine Untersuchungen ffir ein tieferes Eindringen 
in diesen Gegenstand no~hwendig oder wenigstens nieht ohne Nutzen 
skin diirften. 

w  

Vorl/iufiger Ueberblick, 

G r u n d l a g e  de r  U n t e r s u c h u n g .  

In der vorliegenden Untersuchung werde ich der Nomenclatur 
derjenigen Autoren reich anschliessen, welche unter Lebendiger Kraft 
die Summe der Mussen verstehen, jede multiplicirt mit dem halbcn 
Quadrat ihrer Geschwindigkeit, und welche ferner uater Potential die- 
jenige Function der Coordinaten verstehen~ dere~n negative Differential- 
Coefficienten die Kriifte repr~sentiren*). Bet Anwendung dieser Nomen- 
clatur (welche namentlich zweckmiissig erscheint mit R(icksicht auf 
die Mechanische W'~rmetheorie) wird das l~rincil~ dc~r Lebendigen Kraft 
die Form annehmen: 

(Leb. Kraft) + (Potential) ~ Const. 
Gleiehzeitig wird alsdanu ein anderes allgemeines t)rincip der Mechanik, 
das ttamitton'sche Princip seinen Ausdruck finden in der Formel: 

oj'((Leb Kraf t ) . - - (Potent ia l ) )d t~-- -0 ,  

wo die Integration sich hinerstreck~" fiber einen beliebig zu w'Xblenden 
Zeitraum~ und wo 6 die innere Variation, niimlieh eine Variation be- 
zeichnet, we]che nieht die Grenzen~ sondern nur das Inhere jenes 
Zeih'aumes betrifft. 

Wenn ich nun bemerke~ (lass bei gegebenen Kr~ften das Potential 
bek~nnt ist, dass abet auch umgekehrt dutch Angabe des Potentials 
die Kr~fte bestimmt sind, und wenn ich demgem~ss mir erlaube, das 
Potential als das Prim~re, a]s den eigenflichen ~Bewegungsantrieb an- 
zusehen, die Kri~fte hingegen aufzufassel~ als das Secundi~re~ als die 
Form~ in welcher jener Antrieb sich i~ussert, so liegt hierin keine 
reale, sondern hSehstens eine formale Neuerung. Wesentlich neu hin- 
gegen (wenn auch verwandt mit der schon yon R i e m a n n  gemacht0en 

*) Bet dieser Definition werden Lebendige Kraft und Potential identiseh mi~ 
denjenigen GrSssen, ~velche die Engli~nder ,~ls actuelle und potentielle Energie 
bezeiehnen. Auch wird gleichzeitig d~s Potential identisch mit derjenigen GrSsse, 
welche yon H e 1 m h o 1 ~ z Ss genannt ist. 
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Conjectur) ist (tie yon mir gemaehte Voraussetzung, dass jener dutch 
das Potential repriisentirte Bewegungsantrieb yon einem Massen]~unkt 
zum andern nicht momentan sondern progressiv iibergehe, dass er im 
Raume sieh fortpflanze mit einer gewissen aUerdings iiusserst grossen 
Gesehwindigkeit. Diese Gesehwindigkeit wird als constant betrachtet, 
und m i t c  bezeichnet werden. 

Die eben genannte Vorstellung und daneben die Annahme, dass 
das Hamil ton 'sche  _Princip '~ e~ne v611ig unumschrSnkte Giiltigkeit besitze, 
bilden die Grundlage meiner Untersuchung; sie bilden diejenige Quelle, 
aus welcher die (yon A m p e r e ,  W e b e r  und meinem Vater entdeckten) 
Gesetze der elektrischen Erscheinungen yon selber hervorgehen wer- 
den~ ohne Zuziehuug irgend welcher weiteren Voraussetzung. 

Kaum zu bemerken wird es n5thig sein, dass die gew5hnliche Vor- 
stellung elner momentanen Fortpflanzung des Potentiales in der bier zu 
Grunde gelegten Vorstellung einer progressiven Fortpflanzung als spe- 
cieller Fall enthalten ~st, dass n~imlieh diese in jene iibergeht, sobald 
man die Constante c------c~ setzt. 

W e b e r ' s  Gese tz .  

Betrachtet man zuv~rderst nur zwei Punkte m u n d  ml, welche 
sich bewegen unter ihrer gegenseitigcn Einwirkung, so sind, ausgehend 
yon der Vorstellung einer progressiven Fortpflanzung des Potentiales, 
far jeden gegebenen Zeitaugenblick t zwei versehiedene Potentiale zu 
unterscheiden, das emissive und das receptive. 

Das em~ssive Potential ist dasjenig% welches yon jedem der beiden 
Punkte ausgesendet wird zur Zeit t~ "und welches also erst ein wenig 
sp[iter den andern Punkt erreicht. Bezeichnet r die Enffernung der 
Punkte zur Zeit t, und ist ~y das derselben Zeit entsprechcnde emissive 

Potential, so wird nach dem New~on'sehen Gesetz: "~" ~ ram---! oder 
allgemeiner: 
(I) = ram, 

wo ~ ~ ~0(r) irgend welche gegebene Function yon r vorstellt. 
DaB receptive Potential, andererseits ist dasjenige~ welches yon 

jedem der beiden Punkte em~fangen wird zur Zeit t, und welches also 
schon ein wenig friiher yon dem andern Punkte abgesendet wurde. 
Das der gegeb~n  Zeit zugehSrige receptive Potential ist demnaeh 
identiseh mit dem einer fr//hvren Zeit entsprechenden emissiven Poten- 
tial. Be~eiehnet wiederum r die Entfernung zur Zeit t, und o~ das 
der~elben Zeit entsprechendo receptive Potential, so ergiebt sieh nach 
einiger Rechnung, 

dw 
m = w + ' 
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Hier ~st cp die ill dem emissiven Potential enthaltene Funcfion; uud 
gleichzei~ig bezeiehnen ~b, Z, r gewisse andere~ ebenfa]ls nur yon r 
abhgngende Funetionen, welche aus der gegebenen l,'unetion cp sit.l~ 
ableiten ]assen dureh ziemlieh einfaehe Operationen. 80 is~ z. B. 

(4) ~ =  c . _ _ _  r a~- dr ,  

Die Function cp ist~ wie aus ihrer |'Icdeu{ung unmittelbar hervorgeht~ 
utmbhSngig yon der Fortptlanzungsgeschwindigkeit c; ~/,, Z hingegen 

t und r  dem Factor l sind behaftet mit dem Factor c '  c%" 

Z u  be~erken  ist noeh,  class fiir den F a l l  des N e w t o n ' -  

, �9 �9 I die t u ~ w h o n  (5) schen Em,sswnsc jesdzes ,  n&nlich, f i ir  9~ ~ r " " 

2 ~/1" 
~te~, Wer th  a n ~ i m m t :  ~ ~ e 

Von den beiden Bestandtheiten des reeeptiven Potentiales mag 
(zur Abkiirzung und mit Rfieksieht auf die Ergebnisse der weitern 
Untersuehung) der eine, n'~imliclt w das eff'ective l'otentied, der andere 

dw das incf/~ctive i~otential genann~a werden. 
d t  

Da nun das H a m  i l t o  n'sehe Princip als unumsehrgnkt gtiltig an- 
gesehen wird, so muss im vorliegenden Fall die Bewegung der beiden 
Punkte m und m I in einer Weise statifinden, welehe charakterisirt 
wird dutch die Formel: 

6 ~--co) d t  = O, 

we ~ die lebendige Kraft der beiden Punk~e und co das sehon genan,tte 
receptive Potential vorstellt, 

Substituirt man ffir co seinen Wer.th (2), so redacirt sieh diese 
Formel auf: 

6 j i ~ - - w )  d t  = O. 

Hieraus ergeben sieh, wenn man die Variation wirklieh ausfiihrt, dig 
zur Bestimmung der Bewegung nothwendigen seehs Dilt'erentialglei- 
ehungen. Ond diese Gleiehungen geben Reehensehaft iiber die A r t  
q.~nd We i se ,  in welcher der dureh das Potential repr'asentirte Bewegungs- 
antrieb sigh .aussert~ d. i. Rechenschaf~ fiber die Kraft , ,  welche zwisehen 
den beiden Punkten thiitig ist. Das t~esnltat, zu welehem man in 
soleher Weise gelangt~ ist /blgendes: 
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1. Zwischen den beiden -Punkten ist wiihrend ihrer ]3ewegung 
eine Kra f t  R ~hiitig, welche bestiindig zusammenf~illt mit der 
Verbinduugslinie r. 

lI. _Betrachtet man diese Kra f t  2~ als ei,w rcpulsive, und ist w 
das (sehon genannte) effective _Potential tier beiden Punkte 
aufeinander, so wird ]~ jederzeit gleich sein dem negativen 
Variationscoeffieienten yon w naeh r. ttieraus fo]gt sofort: 

d,~ d~ d2V] 
(6) / t  ~ m mj ~ dr-- -k 2 d-~'- d/~-J' 

1 
eine Formel, welche ffir den in (5) erw~hnten Specia]fal] 9 ~- ~_~ 

~p ~ e f t  sich verwande]~ in: 
e 

[, +_4 
(6a) ]~ ~ ram1 r2 ccF~" dt'~ J " 

Die Formel (6) stimmt~ genau fiberein mit demjenigen Gesetze, 
welches ich vor zebn Jahren meiner Untersuchung fiber die Magnetische 
Drehung der Polarisationsebene des Lichfies zu Grunde gelegt habe. 
U~.d die Formel (6a) ist~ (selbst bis auf die Buchstaben) identiseh ~nit 
dem Weber'schen Gesetz. 

Eine bier sieh anschliessende al]gemeinere U~tersuchung ffihrt zu 
folgenden weiteren gesultaten: 

III. Ist W alas effective _Poteutial eines beliebigen -punktsystemes, 
und sind x~ y, z die Coordinaten desjenigen -punktes, welcher 
die Masse m besitzt, so werden die Componenten der auf ~ 
einwirkenden Kraf t  jederzeit gleich sein den negativen Varia- 
tionscoefficienten yon W nach x, y, z. 

IV. 3[st [brner t ) die Componente jener ]Craft nach einer bdiebig 
gegebenen Riehtung p, so wird -P jederzeit gleich dem negativen 
Variationscoeffidenten yon W nach p. 

Der hier mehrfach gebrauchte Ausdruck Variationscoefficient~ be- 
darf einer kurzen Erl~uterm~g. Sind u~ v~ . . .  w unbestimmte Functionen 
yon irgend einer Grandvariablen (z. B. yon der Zeit), oder auch un- 
bestimmte Functionen yon beliebig vie]en Grundvariablen al, a 2 , . . ,  a.; 
und ist G ein gegebener aus den Variablen at, c z2 , . . ,  a , ,  aus den 
Functionen ,~, ~ , . . .  w und aus irgend welchen Ableitungen dieser 
Functionen nach jenen Variablen zusammengesetzter Ausdruck; so 
kann bekanntlich die dutch eine Aenderung yon u, v, . . .  w entstehende 
innere Variation 

(n) 6j'Gaa,-- d a ~ .  . . . d~n 

immer in die Form versetzt werden: 
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in welcher die Coeffieienten a, b, . . .  c nur yon a~, % , . . .  a , ,  u, v~ . . .  w 
abh~ngen, unabh~ngig aber sind yon den Variationen 6u~ 6"v, . . 6'w. 
Diese Coefficienten a, b , . . .  c sind es~ welche ich die Variations. 
coefficienten qzon G nach u, v ~ . . .  w nenne. 

Die G e s e t z e  der E l e k t r i s c h e n  R e p u l s i o n  und I n d u c t i o n .  

Da die zu Grunde gelegten VorausseLzungen hingefiihrt haben zu 
W e b e r ' s  Universalgesetz, so werden sie selbstverstiindlich auch hin- 
leiten m~issen zu denjenigen bekannten Speeialgesetzen, welche schon 
vor jenem Gesetz ftir die zwischen elektrisehen StrSmen sich zeigenden 
repulsiven uud inductiven Wirkungen gefunden waren, und spilter erst 
duroh das Weber ' s che  Gesetz zu einem einheitlichen Ganzen zu- 
sammengefasst wurden. Trotzdem habe ich diesen Gegenstand genauer 
untersucht, und habe dabei gefunden*), dass es flit die Deduction tier 
genannten Speeialgesetze fast vollkommen gteichgiiltig ist, ob man 
ausgeht yon tier dualistischen oder yon der unitarischen Vorstellung, 
dass niimlich eine I)ifferenz in dieser Beziehung nur eintritt bei den 
Gesetzen der Induction, und aueh hier nut in denjenigen (wohl noch 
immer nicht ausreiehend untersuchten) F::~llen, wo es sich um die 
Induction ~dcht geschlossener StrSme handelt. 

Es sei ds das Element tines eIektrischen Sfromes, ferner seiea 
- ~ - e d s  uad - - a d s  die darin en~hMtenen Quantit~tea 13ositiv und 

~s S' negativ e]ektrischen Fluidums, endlich seien s ' = - d d  und die Ge- 

schwindigkeiten, welche jene Quantitii~en besitzen naeh ein ,end der- 
selbe~ Richtung s. 

Setzt man S'--- - -  s', so bewegen sieh beide Fluida mit gleicher 
Schnelligkeit n~ch entgegengesetzten l~ichtungen, in roller Ueberoin- 
stimmung mit tier gewShnlich zu Grunde gelegten dualistlschen u 
st~ellung. 

Setzt man hingegen S ' ~  0p so wird das negative Fluidum als 
test verbunden aufgefasst rnit der ponderablen Materie, oder wohl gar 
als identisch mit dieser Materie: so dass alsdann nur ein in Bewegung 
begriffcnes Fluidum vorhanden ist. Diese ]etztere u 1st es, 
welehe vorhin kurzweg als die unitarische bezeiehnet wurde. 

*) Was ich hier in Betreff der elektrischen gepulsion und Induction al~ 
Result~t meiner Untersuchungen angebe, ~vird in der gegenw~.rtigen Schrift nicht 
weiter entwickelt und begr~indet werden. Ich beh~lte mir solche~ vor ffir eine 
spi~tere Mittheilung. 
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Verfolgt man gleichzeitig beide Vorstellungen, uud l'asst man die 
im emissiven Potential efithaltene Function cp dabei unbestimmt, so 

as die schon gelangt man zu Resultaten, welche (wcnn ds, eds, s ' =  ~ -  

genannte Bedeutung behalten, und d ~  ~da,  6"~-au  analoge Be- 

deutung in Bezug auf irgend ein zweites Stromelement besitzen) in 
folgender Weise ausgesproehen werden kSnnen: 

I. Ist W das effective Potential der beiden Stromelemente au/: 
einander , und r ihre Entfernung, so wird jederzeit 

(7) W ~  (2n)~dsdz'es'~z" OV O~P 
2 ~s aa 

sein, wo g, die in (4) angegebene Function rel)r~isentirt , und 
w o n  eine Zahl vorstellt, welche = 2 oder ~ 1 ist, jenach- 
dem man tier dualistischen oder dvr unitarischen gorstelluag 
sich anschliesst. 

2 Vg I wird, wie in (5) erwghn{ wurde, g , =  --. Ftir den Specialfall q ) ~ - ) -  c 

Ftir diesen Fall geht daher der Werth des Potentiales W tiber in: 

c ~ 2r as ao 

I I . . D i e  repulsive Kraft  ~ ,  mit welcher die beiden Stromelemente 
aufeinander einwirken, ist jederzeit gleich dem negativen 
Variationscoefficienten des Potentiales W nach r. 

Hieraus folgt die Formel: 
av 

(8) ~ ~- (2n) 2 dsdG �9 e s ' ~ '  ar 

welche flit q~ ---~ ~-, r = ~//~c iibergeht in : 

as ~ ' 

(8 a) ~ = Y~ ~ a ~  

Diese letztere Formel aber ist i&ntisch mit dcr &s Am~Ore'schen 
Geset, es,1 wie sich leieht ergiebL 

IIL Sind da und ds zwei .Elemente g e s c h l o s s e n e r  Str6me~ und 
be~eichnet (% die van d~ auf  ds in der l~ichtung s ausge~bte 
Xlektromotorische Kraf t ,  so wird (~ jederzeit gleich sein dem 
negativen Variationscoefficienten van W nach s. 

Diese Regel, welche allgemein giiltig ist (einerlei ob die Induction 
durch eine henderung der relativen Lage oder durch eine henderung 
der Stromstgrke hervorgerufen wird) fiihrt augenblicklich zu der Formel: 

d W  
(9) ~ - -  dt 
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wenn man niimlieh unter W den Werth des Potentiales W fiir g ~ l  
versteht. Und diese Formel repr~sentirt unmittelbar das yon meinem 
Vater aufgestellte Induetionsgesetz. 

IV. Bis hierher finder also zwischen den gesultaten, die aus 
der dualistischen Vorstellung sich ergeben, und denen, die 
aus der unitarischen u entspringen, vollstiindige 
Uebereinstimmung start. Doch habe ich auch den Fall der 
Induction zwischen nicht geschlossenen StrSmen genauer unter- 
sueht, and gefunden, dass in diesem Fall zwlsehen den 
Resultaten, zu welchen jene beiderlei Vorstellungen hin- 
leiten, eine erhebliche Differenz stattfindet. 

Das P r i n c i p  der  L e b e n d i g e n  Kra f t .  

Es ist die Voraussetzung gemacht worden, class das H a m i 1 t o n' sche 
Priucip eine vSllig unumschr~nkte Giiltigkeit besitze. Als unmittelbare 
Gonsequenz dieser Voraussetzung wird sich ergeben, dass das Princip 
der Lebendigen Kraft ebenfalls immer giiltig ist, dass dasselbe jedoch 
seine gewShnliehe Form nicht immer bewahre. 

Sin(] nur ~wei Punkte gegeben m u n d  ml~ and bezeichnet w das 
effective Potential der beiden Punkie aufeinander~ so wird nach (3): 

d~0 

oder was dasselbe ist" 

(11)  w = u + v ,  

w o u  und v die Bedeutungen haben: 

Aus der Bedeutuug yon go und g, (vergt. (1) und (4)) folgt sofort, dass 
u unabh~ngig ist yon der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, dass hil~- 

gegen v behaftet ist mit dem Factor 1_ .  Andererseits erkennt man 
ce 

aus (12) augenblicklieh, dass v verschwindet, sobald die beiden Pankte 
im Zustande tier Ruhe erhalten werden~ und dass also in diesem Fall 
alas Potential w iibergeht in u. DemgemSss werdo ich mir erlauben u 
das statische, v aber das motorisehe _Potential zu nennen. Beil~ufig 
dfirfte zu bemerken sein~ class das statisehe Potential immer gleich- 
werthig ist mit dem emissiveu Potential, wie solehes nicht nur aus 
den aufgestellten Formeln sich ergiebt, sondern auch direct hervor- 
geht aus der Definition dieser Potentiale. 

Es handele sich nun um die Bewegung eines beliebigen Pank~- 
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systemes, und es sei W das ei~ctive Potential desselben. Der Wer~h 
yon W mag in derselben Weise, wie der yon w, in zwei Terme zer- 
leg~ werden : 

(~3) w = v + v. 
Alsdann wird der yon c unabhiingige Term U das statische, und der 

mit dem Factor 1__ behaftete Term V das motorische Poten~al des r 
Systemes repr~sengiren. Bedient man sich dieser Bezeiehnungen, so 
gil~, wie ich zeigen werde, ftir die Lebendige Kraft folgender Satz: 

Bei der t~ewegung eines beliebigen _Punktsystemes wird die Leben- 
dige .Kraft, vermehrt um das statische und vermindert um das moto- 
rische Potential, bestiindig ein und denselben Werth behalten. Es 
wird also 

(14) T - ~  U ~  V ~  Const. 

sein, falls nKmlich T die Lebendige Kraft des Systemes bezeichnet. 
Ffir den Fall der momentanen Fortpflanzung, d. i. ffir c = c~ ver- 

schwindet~ der mi~ dem Factor ~ behafte~e Ausdruck V; mid es ver- 
r 1 6 2  

wandelt sich demnach die Formel (14) fiir diesen Fall in die wohl- 
bekannte Formel T-f-  U = Const. 

Was die Ausdrfieke T, U~ V anbelangt, mag sehliesslieh noch 
bemerk~ werden, dass der erste nur yon den Gesehwindigkeiten der 
Punkte, der zweite nut yon ihrer relativen Lage~ tier drit~e aber gleich- 
zeitig yon den Geschwindigkeiten und yon der relafiven Lage ab- 
hKngig ist. 

w 

Die Variationscoefficien~en. 

V o r l ~ u f i g e  B e m e r k u n g .  

Sind f u n d  ~o Funetionen tier drei Variablen a, ~, 7, so gelten 
die Gleichungen : 

~'~q~ ~ ( ~ )  ~f ~ f a .~av-=-~-~ f ~ a6a~, 

~f ~ a ( a t  a,~'l a~f a~ 

Werden diese Gleichungen der Reihe naeh mit ( - -1 )  ~ ( - -  1) l, ( - - 1 )  2 

multiplicitY, und sodann addir~, so ergiebt sich: 

~:~ ~ ( ( _  ~ ~f ~ )  

((_ j), + (__ 1), + a~: ~ a~a~a~ ~. 
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In analoger Weise wird sich, wenn f and r Funetionen yon be- 
liebig vielen, eiwa yon p Variablen a~ ~ , . .  zt sind, eine Formel 
ergeben yon folgender Gestalt: 

~P(p ~A ~B ~P 
(2) f ~ , ~ : : .  s~ =-~-~  + ~ -  § . .  �9 -F a~ 

~ f  

Sind im Ganzen n Variable rq, ~ ,  . . . a~ vorhanden~ yon welehen 
f ,  (p abWtngen, und versteht man unter ~, f l , . . .  ~ beliebig gewiihlte 
unter jenen n Variablen nnd jede der gewiihlten beliebig oft wieder- 
holt,  so wird die Formel (2) ebenfalls noch gtiltig sein. Wird unr 
so bewandten Umstiinden jene Formel mit de,  d-2 �9 �9 �9 dan multiplicirt, 
und integrirt fiber ein beliebig gegebenes Gebiet, so folgt: 

(n) 

(3) ~ - ~ 0 ~ : . - , ~  d ~  d ~ . . .  d~ .  

(n) 

WO Y eine Summe (~ --  1)facher Integrale vorstellt, welche sieh er- 
streeken fiber die Grenze des gegebenen Iategrationsgebietes, ~nd 
welche (wie aus der Bedeutung yon A,  B , . . .  /) hervorgeht) ver- 
schwinden, sobald die .Function r und sgmmtliche Ableitungen derselben 
an jener Grenze Null sind. 

D e f i n i t i o n  de r  V a r i a t i o n s c o e f f i c i e n t e n .  

Es set u eine unbestimmte Function der Variablen aj, a2, . . .  t~n; 
wiederum repr~sentire a~ ~t, . . .  z eine beliebige Auswahl dieser 
Variablen, jede gewiihl~e beliebig oft wiederholt~ und zur Abkfirzung 
werde gesetzt: 

(4) ~ , ~ . . .  ~ 

Ferner set 

(5) G ---- G(,L, -~, �9 �9 �9 "n, u, u') 
ein gegebener aus jenen Variablen~ aus u and u' zusammengesetzter 
Ausdruck. Es soll die Variation nntersucht werden~ welche das fiber 
ein beliebig gegebenes Gebiet ausgedehnte Integral 

,.(n) 
1 

(6) J G d ~  d a 2 . . .  da~ 

erleidei dureh eine Aenderung yon ~ unter der vereinfachenden Voraus- 
setzang, dass die Function u und alle ihre Ableitungen an der Grenze 
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des gegebenen Gebietes unge~ndert erhalten werden. Oder, wie wir 
uns der Ktirze willen in Zukunf~ ausdriicken werden, es soll unter- 
sucht werden die innere Variation jenes Integrales. Ftir diese ergiebt 
sich sofort: 

2') 
1 d a  2 d a n ,  (7) r  [ Gda~ d% �9 . . dt~ . . . .  

r  

(n) 

j "  . b'u d~ t d % . .  d ~ .  
8~ OG 

Der vorhin angemerkte Fall eines Verschwindens yon Z trit~ hier ein. 
Denn die hier an Stelle yon cp befindliche Function 6u versehwindet 
nebst aIlen ihren Ableitungen an der Grenze des Integrationsgebietes, 
well die auszufiihrende Variation eine innere sein soll. Mit Rticksicht 
hierauf ergieb~ sieb, wenn der Werth (9) in (7) substituirt wird: 

(n) (n) 

(10) e~ " j 'Gdu.  1 c~a.2 . . . d ~  n = "~jat~y~ o ~  1 dt~2 . . . d t ~ n ,  

wo a die Bedeutung hat;: 

~G ~v ~G 

d. i. die Bedeutung: 

Zur Abkiirzung mag diese GrSsse so bezeichnet werden: 

~G 8G 

wo alsdann D~, die Differentiation naeh allen denjenigen Variablen 
andeuten so]l, in Bezug auf wetche die Ableitung u' gebildel ist, und 
wo gleiehzeitig e~, eine Zahl bezeiehnet, welehe den Werth -4- 1 oder 

1 hat, jenachdem u' eine Ableitung gerader oder ungerader Ord- 
hung ist. 

Nun ist nach (4): 

~G 8G ~ 3u 
( 8 )  ~ ,  ~ u ' - - - -  - 8u' ~ S g . . .  8~ 
also nach (3): 
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In ganz analoger Welse l~isst sich eine allgemeinere Aufgabe be- 
handeln. Ist niimlich nach wie vor u eine unbestimmte Function der 

tp Variablen a~, % , . . .  a~, sind ferner u', u , . . .  beliebig viele und be- 
liebig hohe Ableituugen jener Function nach diesen Variablen, und 
is~ endlich 

�9 �9 �9 t u t t  (12) G ~ G(al~ a2,- a~, u u,  . . . )  

ein gegebener aus jenen Variablen, Functionen und Ableituugen zu- 
sammengesetzter Ausdruck, so wird sieh far die innere Variation des 
Integrales 

f a  

(13) ] Gdaj da.~ . . .  da~ 
o 

r  

folgender Werth ergeben: 

(14) ~ ] d~2. d a ~ - -  d u d a  I d a 2 . . .  da~, 

wo a bei Anwendung der in ( l le )  eingefahr~en Bezeiehnung so dar- 
ges~;ell~ werden kann." 

(15) a ~ =~-  -{- . ~'T~- -+- ~'' D~ . . -~  + . . . .  

Mifi gleicher Leichtigkeit endlich li~sst sich eine noch al]gemeinere 
Aufgabe behandeln. Es seien ni~mlich u, v , . . .  w belieblg viele un- 
bestimmte Functionen der Variablen a~, a2, . . . .  a~; ferner sei G ein 
gegebener Ausdruck, zusammengesetz~ aus den Variablen a, aus den 
Functionen u, v,  . . .  w and aus beliebig gew~hlten Ableitungen dieser 
Functionen nach den a; es handele sich datum, die innere Variation 
zu ermitteln, welche das Integral 

f 

(16) .J Gda~ da~ . . .  dan 

erleidet durch gleichzeitige Aenderungen yon u, v . . . .  w. Wie leicht 
zu iibersehen~ wird man in diesem Fall zu dem Resultat gelangen: 

(n} 
/ *  

(17) ~ ] - -  Gdo: l d a ,  . . . da~ 

/ 

wo a~ b ~ . . .  c die Wer~he besitzen: 

(i8) 
~ ~ ~ ~ ~ �9 , ~ , ~ �9 ~ ~ �9 , , , 

c ~ - ~ -  + ~,o,.D,~, -g~-  + ~, ."  "Tw-~ + " ' ' ,  

Mathema~i~che ~ n n a l e n .  X V I I .  2 8  
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Dabei sind unter 

C. N~uMA~, 

�9 . . ~ 

diejenigen Ableitungen yon u, v ~ . . .  w zu verstehen, welche in G ent- 
halten sind. 

Es erscheint angemessen, die Grgssen a,  b, . . .  c, vermittelst deren 
die Variation des Integrales yon G sich darstellf~ die Variations- 

coefficienten yon G nach u;  v , . . .  w z u  nennen (vergl. p. 407), und die- 
selben in analoger Weise wie die Differentialcoeffieienten zu bezeichnen,  
nut  mif dem Unterschiede, dass ein scbr~iges z/  an Stelle des runden 
0 in Anwendung gebracht wird*). Die Bezeichnung wird dann diese 
S e l n  : 

(19) b ~ j G  z / v  

z/G 
,:/w 

Das gewShnliche kleine 6 bleib~ dabei reservirt zur Bezeichnung 
der Varia~ionen selber. 

Diese Variationscoefficienten yon G nach u,  v,  . . .  w verwandeln 
sich, wie man aus ( 1 8 ) e r k e n n t ,  in die entsprechenden Differential- 

coefficienten Off #G . .  ~G sobald der Ausdruck G nur die 

Func~ionen u,  v,  . . . w selber, n ich t  aber deren Ableitungen enfh~ilt. 

E i n  S a t z  t i be r  d i e  V a r i a t i o n s e o e f f i c i e n t e n .  

Mit R~cksicht auf die Bedtirfnisse der folgenden Untersuchungen 
ist es schliesslich noch erforderl ich,  einen Satz abzuleiten~ durch 
welchen die Rechnung mit Variationscoefficienten oft  wesentlich er- 
leichter~ wird, auf den ich tibrigens schon bei einer frfiheren Gelegenheit 
(Untersuchungen iiber Elas~icit~t. C r e l l e ' s  Journal Bd. 57, pag. 299) 
aufmerksam gemacht babe. 

*) Das Wort Differentialcoefficient wird allerdings nut selten gebraucht, so 
wei~ mir abet bekannt immer als synonym gebraucht mi~ Ableitung oder Diffe- 
rentialquotient. Diesem Worte 1)ifferentiaZcoefficient entsprechencl ist hier die Be- 
zeichnung Variationscoefficient eingeffihrk (In tier Originalschrift yon 1868 war 
an Stelle des ~chr~gen zf ein umgedrehtes Q gebrauchr worden). 
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Zu den Variablen at, a2, . . .  an und zu den m unbes~immten 
Functionen u ,  v , . . .  w mSgen noch hinzutreten M neue Functionen 
U, V ~ . . .  W, die ebenfalls nut  yon aj,  % , . . .  a,~ abhiingen~ eben- 
falls unbestimmt sind, an jene friiheren Func~ionen u~ v , . . .  w abet 
gekette~ sind durch bes~immt fes~gesetz~e Relationen: 

U =  ~ ( ~ t ,  ~ 2 ,  ' �9 �9 ~ ,  % v ,  . . .  w ) ,  

V =  ~,( ,~j ,  ,~.~, . . .  ,~,,, ~ ,  v ,  . . .  w ) ,  
C2O) . . . . . . . . . . . . .  

w = g ( ~ ,  ~ 2 , . . .  ~ ,  ~ ,  v , . . . w ) .  

Ob M grSsser oder kleiner a]s m ist, o~ler ob beide Zahlen glei& 
gross sind, bleibt dahingestellt. 

Es sei nun G ein gegebener Ausdruek, zusammengesetzt aus den 
Variablen at,  a 2 , . . ,  a , ,  aus den Functionen U, I T , . . .  W und aus 
irgend welchen (beliebig hohen) Ableitungen dieser Funet.ionen nach 
jenen Variablen; es handle sich um die Ermittelung derjenigen innere*n 
Variat ion,  welche das Integral 

(n) 

(21) j Ge, , . . . dl~n 

erleidet dm'ch Aenderungen yon u~ v , . . .  w. Diese Aufgabe kann in 
doppelter Weise gel5st werden. 

E r s t e r  Weg .  Sobald sich ~, % . . .  w um beliebig gegebene 
GrSssen ~u~ d r ,  . . .  6w ~ndern~ werden sich gleichzeitig die in G 
enthaltenen U~ V~ . . . W um gewisse andere GrSssen d U, 6 V~ �9 �9 �9 d W 
gndern, welche sich auf Grund der Relationen (20) ausdrfieken lassen 
dutch 

Ov ~ v  ~ v  
, ~ V = - ~ 7 ~ - ~ u +  j g - 6 v ' " + ~ O w '  C22) 
. . . .  . �9 - . �9 �9 ~ . . . . . .  

b w  o w  ~ v . . . +  ~,~w ~w.  

in  Folge dieser Aenderungen 8 U, ~ V ~ . . .  6 W  wird aber das 
Integral (21) eine Aenderung erleiden, dargestellt durch 

(23) d . ]  G d %  d a  2 �9 �9 . ( l  (,z n 

o o  

= ] ( A ~ U + B ~ V .  �9 �9 + C O ' W )  da~d~.~ �9 �9 �9 d a ,  

wo A,  B ,  . �9 �9 C die gariationseoefficienten yon G ~ach U, V, .. .  W sind. 
Z w e i t e r  Weg .  Man kann die in G enthaltenen Funetionen 

U, V~ . . . W und die darin enthaltenen Ableitungen yon U~ V, . . . W 
28* 
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eliminiren, nllmlieh ~ermittelst der Relationen (20) ersetzen dureh die 
Funetionen u, v , . . .  w und dureh deren Ableitungen. Denkt man 
sich solches ausgefiihrt, so wird die auf Grtmd der gegebenen Aende- 
rungen 8u ,  d r , . . .  5 w  entstehende Aenderung des Integrales (21) 
repr~sentirt sein durch die Formel: 

(24) ~ j  Gdr  da~ . . .  da,, 
(n) 

~ f (a~u  + b~v �9 �9 �9 + c~w)  d~,  d ~  . . .  d ~ ,  

yon c ? v , . . .  [~w. 
Bedient man sich fiir 

Augenblicken eingefiihrten 
folgende Gestalt an: 

/ t G  ~IG OU 
zlu ~ ~ U  ~ u  

die Variationscoefficienten der vor einigen 
Bezeichnung, so nehmen diese Formeln 

z/G ~V ztG ~W 

zIG ,JG OU J G  ~V .riG" ~ W  
,~---~ ~ zI U O w ~ ~ V ~ w " ' "  "[- ,d W ~ w 

Und diese Formeln enthaiten den Satz, um dessen hbleitung es sich 
bier handelte, einen Satz, welcher angesehen werden kann als die Ver- 
allgemeinerung eines bekannten Satzes der Differentialreehnung. Ist 
nlimlich der gegebene Ausdruck G nur yon U, V , . . .  W selber, nicht 
abet yon deren Ableitungen abhlingig, so wird derselbe nach der dutch 
die Relationen (20) zu bewirkenden Elimination ebenfalls nut yon 
u,  v , . . .  w selber abhiingig/werden, nicht aber yon den Ableitungen 
dieser Functionen. In solchem Falte werden daher die in den Formeln 
(25) enthaltenen Variationscoefficienten iibergehen in die entsprechenden 
Differentialcoefficienten, die Formeln selber also ilbergehen in wohl- 
bekannte Formeln der, Differentialrechnung. 

Um den in den Gleiehungen (25) enthaltenen allgemeinen Satz 
4entlich vor Augen zu haben, woUen wir bemerkeD~ dass derselbe~ 

wo a,  b, . . . c die Yariationseoeffieienten yon G naeh u, v , . . .  w sind. 
V e r g l e i c h u n g  de r  R e s u l t a t e .  Die in (23) und (24) erhaltenen 

Resultate mtissen unter einander iibereinstimmen flit beliebige Werthe 
yon ~u ,  ~ v , . . .  ~w,  vorausgesetzt, dass man unter ~ U, (~ V ~ . . .  ~ W 
die in (22) gefundenen Ausdrlicke versteht. Der Coefficient yon ~u 
z. B. muss in (24) derselbe sein wie in (23); daraus folgt: 

A ~u  ~V ~W a ~  -~i, - 4 - / ~  ~--4- ' '"  ~ C  ~u 

hnaloge Formeln ergeben sich dutch Gleiehsetzung der Coefficienten 
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wenn die AnzahI der Functionea u,  v ~ . . .  w gleich 1, und die der 
Functionen U, V , . . .  W ebenfalls gleich 1 is~, folgendermassen aus- 
gesprochen werden kann: 

I s t  G in gegebener Weise gekettet an eine unbestimmte Function U 
und  deren Ableitungen, und ist die ~'unction U ihrerseits in gegebener 
Weise gekettet an ei~ze andere unbestimn~te Function u, so wird der 
Variationscoefficient yon G nach u immer dadurch erhalten werden 
k6nnen, dass man  den Variationscoefficienten yon G nach U bildet und 
diesen multiplicirt mit dem Differentialcoefficienten yon U nach u. Es 
wird  ngmlich die Formel stattfinden 

,d G A G- (O U 
(26) Yd ~ ,JU ~ " 

1)abel sind unter u und U Functionen zu verstehen yon betiebig 
vielen Variabten a~, a 2 , . . ,  a~, und unter den Ableitungen dieser 
_Functionen diejenigen zu verstehen, welche nach a l , . . .  a 2, ~,~ gebildet 
sind dutch beliebig gew~ihlte und bcliebig oft wiederholte Differentiationen. 

w 
Das emissive and das receptive Potential.*) 

Wir be~rachten zwei Pankie m u n d  mr, die sich bewegen unter 
ihrer gegensei~igen Einwirkung, und bezeichnen ihre Entfernung ftlr 
einen gegebenen Zeitaugenblick t m i t  r, andererseits ihre Enffernung 
ftir irgend einen friiheren Zeitaugenblick t - - A t  mit r - - A t .  Setzen wit 

( t )  ~ - ~  f ( t ) ,  

so wird unter f eine Function zu versgehen sein, die ebenso unbelca~cnt 
uns isg, wie tiberhaupt die Bewegung der Punkte. Jedenfatls wird 

dana abet auch zu setzen sein: 
(2) r - -  A r = f ( t  --  A t), 

oder was dasselbe isL" 
at~ f"( t )  . . . .  in inf. (3) ~ - a ~  = f ( O  - -~•  f'  (t) + 

Diese letztere Formel nimmt mit Htflfe der aus (1) entspringenden 

Gleichungen 
dr d~" ----- ["(t) ,  etc. etc. ~- = t ' ( t ) ,  dt--~ 

folgende Gestalt an: 
At d~. a t  ~ d~r . . . i n i n f .  

(4) r ~ k , r ~ r - - - t - - ~ t  + 1.~ dr* - -  

Bedienen wit arts nun der friiher (pag. 404, 405) eingefllhrten 
Benennungen, und bezeichnen wir demgem~ss mit ~ das emissive 

Potentia~ der beiden Punkte zur Zeit t ,  so wird: 

*) Genaueres fiber den lnhalt dieses (wohl etwas zu kurz gefausten) Para- 
graphen finder man in diesen Annalen, Bd. I, Seite 317--324. 
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(5)  ~ -  ---- m m~ ~ ( r ) ,  

wo ~(r)  irgend welche gegebene Function vorsLellt, welche bet Zu- 

grundelegung des N e w t o n ' s c h e n  Gesetzes tibergehen wtirde in 1 .  

Andererseits mag das receptive Potent ia l  der beiden Punkte zur 
Zeit t bezeiehnet werdeu mit co; und zwar mag, um die Vorstellung 
zu fixiren, m a l s  Empf~nger~ m x als Aussender gedacht,  unter co also 
dasjenige Potential verstanden werden, welches m zur Zeit t empfiingt, 
und welches demgemiiss bereits zu einer f r i iheren Zeit t - -  A t  yon m 1 
ausgesendet worden ist. Alsdann wird co identisch sein mit dem dieser 
frtiheren Zeit entsprechenden emissiven Potential~ folglich den Werth 
besitzen : 

(6)  co ~ m m~ ~ (r - -  A r).  

Dutch Benutzung yon (4) geht dieser Werth fiber in 

( a t  d~  at, ~ r  - . . i n i n f )  (7) c o = r a m  l~p r 1 d t  + i~2- d~' - -  

Das hier vorhandene A t repr~sentirt diejenige Zeit, welche das Potential 
braucht zur Durchlaufung des Weges r. Da wir nun die Fortpflanzungs- 
gesehwindigkeit des Potentiales mit c bezeichnet h~ben (pag. 404), 
unter c also denjenigen Weg verstehen~ welchen das Potential in der 
Zeit 1 durchschreitet, so wird A t : r  ~---I : c ,  d. i. 

( 8 )  a t = -~-. 

Wi t  werden nun fortan die Geschwindigkeit c als eine iiberaus gross% 

und demgemiiss den Bruch r_ als so klein betraehten, dass seine drit te 

Potenz vernachl~ssigt werden dart'. Durch Substitution des Werthes 
(8) in (7) ergiebt sich dann: 

(9) co = min i  cfl ( r  rc drdt "~- 2ccrr dt*/'d~r-~ 

und hieraus dutch weitere Entwicklung:  

r dr  rr  

oder anders geordnet: 

[ z~-{-'- ( d~,~ '~ 
(11) e ~  9~"[- "-'cc \ d ~ /  + 

d ' r  , , ' r  l 
dt~ g~ + ~-~-xd~J 9 " j ,  

rrcp" dZr ~'cp" dr 7 
�9 ~cc dt  2 c -dr- 

din(r) , d ~m(r) 
wo zur Abktirzung ~0 (r) --- T, dr  ~ q~' d #  ~ cp" gesetzt ist. 

Nun gelten, wenn ~ eine beliebige Function yon r vorstellt, ganz 
allgemein die Formeln: 
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O# -( lP ~ d t  dr, - -  d~" \ d t /  ' 

(p d~.at = dt~ (,finds'); 

und der i~r a~ gefundene Ausdruck (I1) verwandelt sich, wenn mun 
seine beiden letzten Glieder nach M~tssgabe dieser beiden Formeln 
umgestaltet~ in folgenden: 

[ rr~" __ :] 

wo ( r r ~ ' ) '  ffir di~','m') gesetzt is~, ~dso ~ r r ~ " 2 v  2r9~" is~. Sub- dr 
stituirt man diesen Werth, and bemerk~ m~n uusserdem, dass 
f r q ~ '  d r  = r ~ o -  f c d r  ist, so gewinnt der husdruek ffir co schliesslich 
folgende Gestalt: 

(13) mm~ [cp 
fqo' 

co = . - -  - c~--( d r /  J 

"'+' 
m m j - ~  L ~ -F '~ c c -d-t J " 

Wir haben bisher m I als Aussender und m als Empf~nger des 
Potentiales uns ged~chL Schritt flit Schritt dieselbc Be~rachtung, be- 
gleite~ yon genau densdben Formela, wird aber, wie leicht zu tiber- 
sehen, durehgefiihrt werden kSnnen, wenn wit umgekehrt ma l s  h.us- 
sender und m, als Empf~nger des Potentiales ansehen. 

Daraus fo]gt, dass der in (13) gefundene Poten~ialwerth co nicht 
nut derjenige i s t ,  welcher in dem gegebeaen Zeitaugenbliok t in m 
anlangt~ gesende~ yon m~, soudern g|eiehzei~ig auch derjenige, weleher 
in jenem Augenblick anlangt in m~, gesendet yon m. 

Somi~ gel~ngen wir zu folgendem I~esultat: 
Bewegen sich zwei t'~,tnkte m u n d  qn~ untcr ihrer geqenseitigen Ein-  

w i r kung ,  und  bezeichnet r ihre Entf 'ernung ~ur Zei t  t ,  [~ner  co das 
derselben Zei t  entsprechende recel~tive Potential der beide~n Tunk t e ,  so ist 

(14a) ca = w-4-  dt ' 

W O w  ~nd W folgende Ausdriicke rvpriisentiren: 

W--~- mm~ t.q~ ~ cc dr \ d t / . J  ~ 

(14b) ( f ~ d  - - r m  + - ~ T d - r  d~ 
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t t ier  ist zur Abki~rzung r fiir cp(r) gesetzt, und ferner unter c die 
iiberaus grosse und constante Geschwindigkeit zu verstehen, mit welcher 
das _Potential dutch den Raum sich fortpflanzt. 

Z u  bemerken ist noch, dass der Werth des Ausdruckes w sich ein- 
facher so darstellen l~isst: 

(14c) w = ram, [~o + ( ~ )  ] '  dv 

wo alsdann unter #, folgende _Function zu verstehen ist: 

(14d) ~P = d--r-" -~--" 

1)c~s receptive Potential ca besteht naeh (14a) aus den beiden ]3e- 
d tv standtheilen w und --dr-' Von diesen mag der erstere, eiimlich w das 

. . . .  ~ dll~ 
effective Potential, und der andere, namuct~-~y das ineffective Potential 

genannt werden. 

Die bier eingeffihr~en Namen seheinen mir durchaus nothwendig, 
falls bei den weiteren Untersuchungen die Ause~nanderse~zang nich~ 
eine zu schleppende werden soll. Und die Art und Weise, wie die 
Namen gew~ihl~ sind, d[irfte ihre Berechtigung yon selber finden im 
Laufe der folgenden ExposRionen. 

F~ir den Fall des Newton'schen Emissionsgesetzes, n~mlich fiir 
e//; 

~P=~-I wird ~b . . . . .  c F[ir diesen Fall gestalten sich daher die 

Formeln (14% b, c) folge~ldermaassen" 

( 1 5 a )  Co = t~)-~- d t  ' 

(15 b) w = m ~ n  I Av  c c  \ d t  ] .1;  

= mmiq. 1 - - ~  e c \ d t / _ j  ~ 

�9 Pcc d t  

w  

Das Weber'sche Gesetz. 

A b l e i t u n g  d e s s e l b ' e  n. 

Es handle sich darum, die Bewegung zweier Punkte m und m 1 
zu ermitteln, under der yon uns gemachten Voraussetzung, class das 
yon jedem der beiden Punkte in einem bestimmten Zeitaugenblick ab- 
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gesendete Potential immer erst in einem gewissen spiiteren Zeitaugen- 
blick den andern Punkt erreicht. 

F i r  irgend einen Zeitaugenblick t mSgen die Coordinaten der 
Punkte mit x ,  y~ z ,  x l ,  y~, z 1 und ihre Enffernung yon einan- 
der m i t r  bezeichnet werden. Ferner mag ftir jenen Zeitaugenblick 
unter eo das ill (14a~ b, e) ermittelte receptive Potential der beiden 
Punkte: 

dw (16) c o = w +  a t ,  

and unier v ihre lebendige Kraft: 

(17) ~ = T  ~ + t d t / + \ d t / J  

+ (-=;;)] 
verstanden werden. Da wir nun Ins I a m i l l o n ' s c h e  Principals un- 
umschrBnkL gtiltig ansehen (pag. 404), so wird die Bewegung der Punkte 
m und m I in einer Weise stattfinden, welehe charakterisirt ist durch 
die aus jenem Prineip entspringende Formeh 

(18) ~f(~-- ~) dt ---- O. 

In dieser Formel ist (pag. 403) die Integratior~ hinerstreckt zu denken 
tiber einen beliebig zu wBhlenden Zeitraum, und andererseits unter 6 
die innere Variat ion,  d. i. eine Variation zu verstehen, welehe nicht 
die Grenzem, sondern nur das Innere jenes Zeitraumes betrifft. 

Dutch Substitution yon (16) nimml die Formel (18) folgende Ge- 
stalt an: 

(19) .D +/( =') 5 dt----- w .q---it- t i t ,  

oder, weft ~ eine innere Variation andeutet, mithin ~m. ,~  ~ ' ~ - 0  
sind, folgende" 

O' d "  dt ~ ' j"  dt (20) , = w . 

Beach~e~ man nun, dass die in v und w enthattenen unbestimmten 
Func~ionen dureh x~ y, z and x~, y~, z, reprBsentirt sind, so ergeben 
sich durch Ausfihrung jener Variation und mit Ricksicht auf die 
yon uns eingeffihrten Bezeichnunge~ (pag. 414) folgende sechs Glei- 

chungen: 
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.~l v ,:l w J v ~ w 
, a x  ~ ~ x ~  ztx~ - -  zlxt  ~ 

~v, ~ w  ,dr ztw 

/_Iv J w  zlv J w  
z~z Z z  ~ ~z~ 2 z i  

Fiihrt man die VariationscoefficienLen linker Hand wirklich aus, 
mit Zugrundelegung des in (17) ~iir v gegebeaen Werthes,  so gewinnen 
diese sechs Gleichungen folgende Gestalt: 

(22) 

d ~ x z/w d~x~ z./w 

d? y ~lw d~y~ __ ~ w  
m - ~ , ~ -  ---- - -  ,..4y ~ mt d t  '~ , J y ~  

d ~ z ,:t w d ~ z~ zl w 

Diese G leiehungen zeigen, dass die negat iven Var ia t ionscoc[ fc i cn -  

rechter H a n d  die Componenten  de<]enigen Krii['~e repriisentiren,  

Um jene 
dass das 

~en 
welche a u f  die 2 u n k t e  e i n w i r k e n  w S h r e n d  ihrer  B e w e g u n g .  

Variationscoeffieienten wirklich zu bilden~ bemerken wir~ 
effective Potential w ( i4c)  den Wer~h hat:  

dr also abhgngig ist~ yon r und ~-i '  w~ihrend r seinerseits gebunden ist 

an die unbestimmten Funetionen x, y, z, x~, y~ ~ z~ dureh die Gleiehung 

(24) r ~ = ( x - - x ~ )  '~ + ( y - - y ~ ) ~  + ( z - - z ~ ) : .  

Jene Variationscoefficienten werden daher berechne~ werden kSnnen 
vermittels~ eines frfiher (pag. 4L6, 417) besprochenen Saizes, nlimlich 
berechnet werden k5nnen vermittelst der Formeln: 

L/w z/w ~r L/w z/w Dr 
-~x ,Jr ~x ~ z/x1 ,Jr ~xt 

(25) _ ~  ~w ~ ~w ~w ar 

Jw J ~ '  dw z/w ~r 

Substituirt man diese Ausdriicke in (22 ) ,  und setz~ man dabei 

gleichzeitig fiir Dr ~+" . . .  die aus (24) sich ergebenden Werthe,  ~x ~ ~y~ 
so erhi~lt man die Gleichungen: 
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'm ~[t~i ~ - -  ~ r  - - r  ' --di ~ - ~  ~ r  r 

d~y J w  y -- y~ q~'t'l d~y~ z lw y~ --- y 
(26) m-/ti~ ~----- ,Jr r ' ~ - - - - - - - ~ - - 7  - r ' 

d~z ,Jw z - -  z~ d"z[ z l w  z~ - -  z 

(27) 

folglich: 

Schliesslich bleib~ noch iibrig die Berechnung des Variationscoefficien- 
d r  d ~ r L/w Setzt man zur Abktirzung r' s tar t -d~-und r" s ta r t -d#  ' so tel, -29" 

wird nach (23): 

w ~ m m ~  9o + d r r '  , 

~w [ dop dV d2V r,r, l -~r  ~ mml dr -~- 2 d~. dr~ 

Ow ( a V ) : ,  
- ~ .  

oder, was dasselbe is~: 

~w I d~p d r  d d # '  l 

O w d ~o d ~p 
(0) ~:, ----- ram, . 2 ,~. ut " 

Aus lelzterer Formel ergieb~ sich durch Differentiation: 

(r) at - - m m j  2 ~r  dt~ + 2 ~ . . . .  

Nun wird, weil w (27) nut  yon r und r' abh~ingt: 

~w 

(28) ~--7-~ ~r dt ' 

folglich, wenn man die Werthe (a), (7) substi~uirt: 

~lw __ram 1F dqo __2 a,p d~V ] .  (29) 

Aus (26) und (29) ergeben sieh folgende S~tze: 
Zwischen ~wei _Punkten m und m~ ist w~ihrend ihrer .Bewegung 

eine "Kraft 1~ th~itig, welche in jedem Augenblick zusammenfiillt mit 
ihrer Verbindungslinie r. 

Betrachtet n~an diese Kraf t  R als eine re~ulsive, und ist w das 
effective Potential der beiden Punkte auf einander, so wird _R jederzeit 
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gleich sein dem negativen Variationscoe.fficienten yon w n&ch r, also 
den Werth haben : 
(30) /~ = _  ~w 

z/r 

Ist das in Betreff  des Potentiales zu Grunde gelegte Emissions- 
gesetz ein beliebiges, das emissive Potential also ~ m m~ cp(r), wo cp 
eine beliebige _Function bezeichnet, und setzt man  zur Abkiirzung 

~ ( r )  =-- ~ ,  

(31) i f / - -  aw c --  r ~ - d r ~ - - - O ( r ) ~ @ ,  

so sind die Werthe fiir das effective _Potential w und ['iir die Kra f t  B 
folgende: 

(32) 
B =  ~w [ d~ + 2 d ,  d~ , l .  

Legt man insbesondere das :New to n'sche .Emissionsgesetz zu Grunde, 
so wird: 

(31 a) 

und demzu[blge: 

1 

w-----  m m  I + -~ 

Ar mm,  7.~ + ccVF dt~ ] '  

d ' i ' : / ~ - - m m ' I I - - ' r r  c--c ( d r ) 2  t~r-d~2L]'dt~_] 
Ueberall reprgisentirt bier c die constante und iiberaus grosse Geschwin- 
digkeit, mit welcher das -potential im Baume sieh for~flangt*). 

*) Der Wer~h /~ (32) kann aus der Formel 

# ~ Vl  

auoh Folgendermassen abgeleite~ werden. Nach dem Satz fiber die Varia~ions- 
coefficienten (Pag. 416, 417) is~ 

z/w z/w 0(p dw 0~p 
, d r -  dcp Or ~-z/~p ~r ~ 

~ m m l - ~ -  - - a m , , 2  d t  2 0 ~  ' 
also 
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Die allgemeinere Formel (32) s t immt vollst~indig tiberein mit dem- 
jenigen Gesetze,  welches ich in meiner Dissertation: , ,Explicate ten- 
tatur quomodo fiat, ut Iucis planum polarisationis 2er vires electricas 
vel magneticas deelinetur. Halis Saxonum 1858." supponirt  habe in 
Bezug auf  die gegensei t ige E inwi rkung  zwischen einem Elektrischen 
und einem Aethertheilehe~. Denn jene Formel (32) litsst sich so dar- 

stellen: 

(33) R ~ - m m ,  - - - - d ~ - ~ 2  dr dr ~ ~ d t ]  -[-2 dr d-{~J ' 

und n immt  a]so~ wenn man 

se tz~  die Gestal t  an:  

(35) ~ = m m  1 F +  -~2- --~- ~dt dV J 

Dies aber ist das in j ene r 'Disse r t a i ion  (pag. 3 derselben) supponirte 

Gesetz*). 

*) Die FormelD (34) kiinnen, zufolge (31), auch so gesehrieben werden: 

dqo ~ / ; , ,  2~ dqo (i). 
(a) dr ee dr 

Demnach finder zwischen F und (I) die Relation start: 

2 E  cD (6) - -  - -  
Ce - ~ "  

In der erwiihnten Dissertation babe ieh die Beziehung zwisehen F u n d  (D unbe- 
stimmt gelassen, so dass also zwischen jener Dissertation und der gegenw~riig 
entwiekelten Theorie nicht der gerings~;e Widerspruch s~at~findet~ --  Das in Redo 
stehende optische Ph~nomen habe ieh sparer einer ausfiihrlieheren Bearbei~ng 
unterworfen in meiner Schritt: ,Ueber die Magnetische Drehung der Polarlsations- 
ebene des Liehtes. Halle. 1863." U~d bier babe ich leider (und zwar nut, um 
meiner Darstellung eine gdissere Einfachheit und Uebersichtlivhkeit zu verleihen) 
zwisehen F u n d r  eine gewisse Relation angenommeu: 

2 ~  dcP 
(v) c - T = -  d ~ - '  

welehe fiir den SpeeialfaZl r ~ j -  d. i. F== 1 iden~iseh ist mit der lr (6), 
~" T0" 

(n~mlieh ebenso wie jene den Werth (D ~ 2 lieferf~), im Allgemeinen abet in 
CC~" 

Widersprueh ~tehr mi~ (6). Ieh muss mit Bezug hierauf bemerken, dass die An- 
nahme der Kelation (~) in der eben genann~en Sehrift dureh keinerlei innere 
Grfinde geboten wurde, sondern nur geschah, um in der t~usseren Form eine 
gr~issere Einfaehheit zu erzielen. In der Thai spiel~ die Function F bei meiner 
Un~erauchung fiber die Drehung der Folarisationsebene durehaus keine ~olle. Sie 
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~Vichtig vor alle~ Dingen aber ist, dass die speciellere Formel 
(32a) identisch (sogar his auf die Buchs~aben identisch) ist mit dem 
allgemein bekannten W e  b er '  schen Gesetz. 

Zush tze .  

Bezeichnet man die, wiihrend der Bewegung der beiden Punkte m 
und ml, auf m einwirkende Kraft /~,  was ihre Componenten anbelangt, 
mit X,  Y~ Z~ so ist zufolge der Gleichungea (22): 

X~--- Aw 
z / X  t 

z:/Z ~ 

Denkt m~n sich nun durch den Punkt me ine  Linie gelegt in irgend 
welcher Richtung, bestimmt durch die Richtungscosinus a, f l ,  7 ,  und 

die Componente jener Kraft R nach dieser Richtung bezeichnet man 
mi~ .P, so wird 

(37) P =  x ~  + y ~  + z 7 ,  

= _  - - ~  ~ + -2Ky ~ + D-z- r . 

Denkt man sich die Beweglichkeit des Punktes m oder x, y~ z fiir den 
Augenblick auf jene Linie beschr~inkt~ setzt man also 

x - ~ - a ~ p a ,  y - - ~ b - } - p f l ,  z - ~ - c - { - i O T ,  

wo a, b~ c ein fesf'er Punkt der Linie, und to die Entfernung ist zwischen 
diesem Punkte und dem Punkte x, y~ z; so wird 

Und demgemiiss verwandel~ sich alsdann die Formel (37) in folgende: 

(38) "P= L,J~ a~ + :J~ a i  + d~ -ap-_" 

Was die .~_bhiingigkeit zwischen w und io anbelangt, so ist w zu- 

dx  dy  dz @iihrend x~ y, z ihrerseits n~ichst abh~ingig yon x, y, z, d t  ' d t  ~ dt ~ 

abhiingig sind yon p. Der in (38) befindliche Ausdruck [ ] is~ daher, 
wie aus einem frtiheren Satze (p. 416~417) hervorgeht, nichts Anderes 
als der Variationscoefficient yon w nach 1o. Somit ergiebt sich: 

f~ll~; gleich zu Aafang aus den Rechnungen heraus. Und die Resultate, zu welchen 
jene Untersuchung fiihrt, w@rden daher ein und dieselben bleiben, welche Be- 
schaffenheit die zwischen 2" undr  vorhandene Relation auch haben mag. 
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(39) 2 ~ ~w 
A1j , 

eine Formel,  wetche vallig analog ist mit den Formeln (36), und die- 
selben als Specialf~ille in sich fasst. 

Sind beIiebig viele Punkte m, ml,  m~, m3, . . .  vorhanden, und 
bezeichnen w~, w2, w3~ . .  �9 die effectiven Potentiale fiir jedes der 
Punk~paare (m, mr) , (m, m2) , (m, ~n0 , . . . ,  so wird, wie sich aus (39) 
ergiebt, der Ausdrack 

(40) _ { ~ ,  + A~ + ~w, 
J 

~]iejenige Kraf~ repr~sentiren, mit welcher der Puukt m yon allen 
tibrigen Punkten zusammengenommen in tier gichtung p fortgetrieben 
wird. Dieser Ausdruck aber kann, wenn man unter W das effective 
Potential des ganzen Punktsystemes versteht, k[irzer dargestellt wer- 
den dureh : 

A W  
(4 l )  - ~ p .  

Somit folgt der Satz: 

.[st W das effective t)otential eines beliebigen Punktsystcmes, so 
wird die Kraf t ,  mit welcher irgend ether dieser Punkte in einer ge- 
gebenen Richtung fortgetrieben wird, immer gleich sein dem negativen 
Kariationscoefficienten yon ~V nach jener Richtung. 

w  

Das Princip der Lebendigen Kraft. 

B e t r a c h t u n g  z w e i e r  P u n k t e .  

Wir beginnen mit einem mSglichst einfachen Fall, mit dem Fall, 
dass nur zwei Punkte m und ~n 1 vorhanden sind~ und setzen fiberdies 
voraus, dass nur m beweglich, m I aber fest is~. 

Es seicn x, y, z and x I ~ y~, zl die Coordinaten der beiden Punkte, 
r ihre En~fernung~ ferner set eodas  receptive Potential der beidel~ 
Punkte auf einander, und endlich set v ihre'lebendige Kraft: 

Das receptive Potential eo besteht (pag. 419) aus zwei Theilen: 

(1) ~ - -  w + - ~ ,  

yon welchem der erstere das effective, der letztere das ineffective Po- 
tential genannt wurde. Ferner besitzt das effective Potential w (pag. 
419, 420) den Werth:  

(~v(~') V]  
(~) ~ = ~ ~ ,  ~ (") + k -~ -~ - - )  J '  
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wo cp(r) und r  gegebene Functionea yon r sind, welche im Falle 

1 und 2Vr  repr~sentirt des N e w t o n ' s c h e n  Emissionsgesetzes durch 7 c 

sein wtirden, wo c die mehrfach genannte Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit vorstellt. Wi t  bezeichnen die beiden Bestandtheile yon w mit  u 
und v, setzen niimlich : 

(3) w = u + v ,  

u -= m m t  q~(r) -~  m m j  ~ ,  

= = ~ ,  \ ~ ) 

Im Zustande der Ruhe, d. i. bei sich gleichbleibendem Werthe yon r 
verschwindet v~ reducirt sich a]sq w auf u. Von den beiden Bestand- 
theilen des effeetiven Potentiales w mag demnach der erstere u das 
statisehe Potent ia l ,  der andere v aber das motorische Potent ial  genannt  
werden. 

Was die lebendige Kraft v der beideu Punkte anbelangt, so wird, 
well m I lest gedacht ist: 

Bezeichnen wit die Differen~iationen nach der Zeit durch Accente und 
beachten wiederum, dass x l ,  y ~  ~1 constant sind, so kSnnen wir die 
Formeln (3) und (4) auch so darstellen: 

(5)  w ---- u + v ,  

~ mm I ep~ 

v = m m l " ~ -  + - ~  Y" + -a U 

m , , , y,y,  
(6) ,: = ~ ~x x + + ~' ~'). 

Ftir die Bewegung der Punkte gilt nun nach dem t i a m i l t o n ' s c h e n  
Princip die Formel : 

(7) ~ ~ - m) d t = O  

d. i. nach (I): 

= ~ v , , -  6to, 4 -  # , f w d t ,  

oder weil die Grenzen tier Integrale als' unver~inderlich zu betrachten 
sind in Bezug auf Ort und Geschwindigkeit: 
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(9) & ~: ~ w . 

Dii x l ,  Yl, zi cons tan t ,  und n u t  x,  y ,  z ver'~nderlich s lad,  so ergeben 
sich bei Ausfi ihrung der Varia t ion ~ nur drei Gleichungen.  Diese 
lauten : 

( l o )  

~w d ~w 

- -  m y "  ~w a ~w 
8-7 - -d i  '<'V ' 

~z dt ~)~" ' 

wo die Accente  Differentiat ionen nach der Zeit andeuten. ~/[ulti- 
pl icir t  m a n  diese Gle ichungen (10) mit  - -  x ' ,  - -  y', - -  z', und addir t  
dieselben sodann ,  so erhii]t m a n  mi t  Rticksicht auf (6): 

(11 ~) a~a t = - ( x' _ ~  + y, _~_ + ~ w  ~w , ~ )  

- ~  ~D'- -I- a t  ~y" -f- z' a--7 ~z - ~ -  , 

oder  in abgekfi rz ter  Schre ibar t :  

d $  - - -  X '  - . . . . .  - - ~  ~ - ~ - - 7 - " "  - f -  x '  a t  ~ x '  4-  

Von anderer  Seite her ergiebt  sich nun ,  wean  man das effective 
Potent ia l  w (5) nach der Zeit  differenzirt ,  und beachtet ,  dass dieses 
w nicht  nur  yon x, y, z, solidern auch yon x', y', z' abh~ngt ,  die Formel : 

(12a)  dw {'x" ~w ~w + ) + ( x ,  ) 
= -D-Q- + �9 �9 , 

oder  was ds ist:  

- ~ x - +  �9 - 4 - - ~  x '  . . -  = ~ x ' - I -  

- -  ( x' a ~  ) 
Dutch  Addition yon ( l l b )  und (12b) fo |g t :  

(13) dt ~-~-~ ~X" 

Nun  is~ aach  (5): w ~ u - ~ - v ,  ferner  u unabhlingig yon x', y', z', 
anderersei ts  v ein homogener  Ausdruck zweiten Grades yon x', y', z'. 
D a h e r  is t :  

x '  ~w , 3w ~, ~w ~___ x '  ~v ~v , ~v 7D~+y-~--t- - ~  ~ , + y ' ~ - l - ~  ))i =2v" 
:l~athem~%isehe Aiinalen. Xu  29 
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Demnach geht die Uleichung (13) ~iber in: 

(14) d(~ +w)  d(~.v) 
at  ~ d---u 

tlieraus abet folgt: 

(15) v + w - -  2v  ~ Const., 

oder weft w ~ u -~-v  ist: 

(16) v W ~t - -  v ~ Const., 

d. h. Die  lebendige Kra f t ,  vermehrt ~tm das statische, und  verminderg 
~tm das motorische Potentia~ bleibt w6hrend der Bewegung constant. 

B e t r a c h t u n g  e ines  b e l i e b i g e n  P u n k t s y s t e m e s .  

u Analoges l~sst sich nun durchffihren ffir ein System yon 
beliebig vielen, etwa n Punkten, und zwar ganz gleicbgfiltig, ob die 
Beweglichkeit des Systems eine freie ist, oder besehr~nkt ist dutch 
irgend welche gegebenen Bedingungen. In Bezug auf diese letzteren 
mag jedoch vorausgesetzt werden, dass sie ausdriickbar sind dutch 
eine Anzahl yon Gleichungen, in welchen n u t  die Coordinaten der 
Punkte (nicht aber deren Geschwindigkeiten) sich vorfinden. Diese 
Gleichungen mSgen bezeichnet werden mit 

(17) B 1 ~ 0 ,  B ~ 0 ,  J ~ - - - 0 ,  etc. etc. 

Die lebendige Kraft des Systemes mag T, und das receptive Potential 
des Systemes Q gen~nnt werdea. Es wird dann T eine Summe yon 
~ Gliedern sein, deren jedes die Form hat: 

( 1 8 )  "~ = '2 dt -d{ - -  \ d r ]  ] . 

n ( n - - I )  Gliedern sen b deren und andererseits wird Q eine Summe yon e 

jedes, je zweien Punkten zugehSrig, die Form hat: 

dro 
(19) ~ = w "+ - d {  = u .+ v -r d~dt 

Eine analoge Form wird demnach aueh Q selber besitzen, nKmlich: 

d ~  
(2o) Q =  w+-d~- u +  F +  ~ 

= d t  

d ~  WO W das effective und - ~ -  das ineffective Potential des Systemes 

repr'~sentirt, und wo andererseits, was die beiden Bestandtheile yon W 
anbelangt, H das statische und V das motorische Potential des Systemes 
bezeiehnef, 
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Das effective Potential W ~  U + V des Systemes besteht aus 

n (n - - l )  Gliedern yon der Form w ~ u + v. Sind m u n d  mj irgend 2 
zwei unter den Punkten des Systemes, r ihre Enffernung,  ferner 
x ,  y,  z und xt~ y~,z 1 ihre Coordinaten, so wird das diesen beiden Punkten 
zugeh5rige Glied w ~- u + v den Werth haben [vergl. die Formel (3)]: 

(21 a) u ~ m i n i  q)(r) == m m I c?, 

/ 

oder ausftihrlicher geschrieben: 

W ~ U -Jf- V t 

(21b) u ~ m m l ~ p  , 

( ): v = m m  1 ~ - x - ( x ' - - x l ' ) - J - - D y  (Y'--YI') + - ~ -  

Fiir die Bewegung des Systemes wiirde, wenn seine Beweglichkeit 
eiue vSllig fl'eie wiire~ die Formel gelten: 

~ f T d t - - - - 5 j ~ d t .  

Da seine Beweglichkeit abet besehr~nkt ist durch (lie gegebeuen Be- 
dingungsgleichungen (17), so wird die genannte Formel zu ersetzen 
sein durch folgende: 

(22)  5 f Tdt=s f (~ + ZtB, + ~,~B,: +...)r 
in welcher ~l, ~.~, . . .  anzusehen sind als unbekannte Functionen der 

d ~  
Zeit. Setzt man nach (20): ~ ~ W - l - - - - ~ ,  so reducirt sich diese 

Formel auf: 

Und hieraus ergeben sich nun, wenn man die Variation ~ ausffihrt, 
3n  Differentialgleichungen, n~imtieh ebenso viele Gleichungen als ver- 
i~nderliche GrSssen x ~ y , z  vorhanden sind. Diejenigen dieser Gleichuagen, 
welche dem Punkte m mit den Coordinaten x, y,  z zugeh5ren, lauten: 

(~4) 

~ W  d 
- -  r e x "  ~ O x  dt  

~ W  d 
- -  m y "  - -~  - 9 y  - -  - d t  - - -  

- -  m z "  ~ W  d 
- ~ z  d t  

~x  ~- + ;'t ~.~- + ~t~ ~x + " " " 

0 W- ~/r • 6Bi + . . . ,  

~W e3~l ~,- + ~ - ~  + ~ ~ + �9 . . .  

Durch Multiplication mit - -  x'~ - -  y', - -  z' und Addition, uad mit 
l~iicksicht auf die Bezeichnung (18) ergiebt sich hieraus die Gleichung: 

29* 
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(25) d~ ( g W  O W  z, ~ W )  
d---t ~ - -  X' .. ~o x ~- Y" - -  y - - ~  

-t-(x" d ~W a ~W , a ~W~ 
d~ O-x'- -+- y'  d t ~ y' -{- z d~ t z" ] 

\ 

(x' ~B, (x' ~B, - z ,  \ ~-~- + .  . . )  - ,t2 \ - ~  + .  . . )  . . . .  . 

Solcher Gleichungen kSnnen ebenso viele gebildet werden als Punkte 
vorhaaden sin& Dcnkt man sich alle diese Gleiehungen addirt, so 
erhii, l~ man mit Rtieksieht auf die Bedingungen (17) folgende Formel: 

dt =O~--~- . . .  -~- 2~ x '  d O W  dt  ~x" ']- . . . .  

Von anderer Seite her ergiebt sich, wenn man das yon den Coordi- 
naten und Geschwindigkeiten abh~ingende effective Potential W nach 
der Zeit differenzirt: 

) ( ) at ~ - - I - ' - "  + 2 :  x" ~v~ _ - - =  - ~ + . . .  , 

oder was dasselbe ist: 

(27) ) ) -e-/- \ ~ + " "  + - ~ t , x ~  - - t  . . . .  

- ~ ( x ' - ~  o w  Ox" -1-"')" 
Durch Addition yen (26) und (27) folg~: 

(28) d(Td-W) d iX' ~ tg  0W , ~ W )  
at  --~ ~ y E \ O x" -{- Y" 0-~)'- -{- " 

Nun ist W =  g-4-  V, und wie aus (21b) erhellt, Uunabh~ngig van 
den 3n GrSssen x',  y', Y,  andererseits V e i n  homogener Ausdruck 
zweiten Grades dieser 3n  GrSssen. Demnacl~ wird: 

~ ( x  ' ~ " ~  y' z ' ~ )  -Uj  + ~ +  - - 2 v .  

Die Gleiehung (28) geht daher tiber in" 

(29) d(T-.-[- W) __ d(2 V). 
dt  - -  d t  

und hieraus folgt: 
(30) T + W - -  2 V = Const . ,  

oder well W ~  U +  Vi s t :  
(31) T + U - -  V ~ Const., 
eine Formel, welche fiir c ~ oe d. i. ftir den Fall einer ~ w m e n t a n e ~  
Fortloflanzung des Potentiales sieh redueirt auf die wohl bekannte Formel 
T -[- U ~  Const. (Vergl. pag. 403.) Die allgemeine Formel (31) ent- 
h~il~ den Satz: 
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Bet der ]~ewcgung eines betiebigen ])unktsystemcs wird dic Lebcndigc 
K r a f ~  vermehrt um das statische und vermindert vm das motorischc 
_Potential best~indig ein und denselben Werth behalten. Dabei ist es 
gleichgiittig, ob die ]~eweglichkeit des Systemes eine freie ist, oder ob sic 
bes(hriinl~t ist dutch irgeqcd welche (die Coordinaten der Punkte betrrl~'('ndc ) 
]3edingungen. 

Bet der Ableitung dieses Satzes ist stillschweigend vorausgesetzt 
worden, dass in dem Punktsystem nur inhere Krgt~e thlitig shad. 
Sollte ein aus den Punkten m ~ , m ~ , . . ,  m,~ bestehendes System ausser 
seinen inneren Kriiften auch noeh gegebenen gussercn Kr~iften unter- 
worfen seth, so werden sieh immer irgend welche feste 1)unkte 
.M~, M~, . . .  M~ auffinden lassen, welehe als die husgangspunkte 
jener letzteren Krlifte angesehen werden kSnuen. Das aus all' diesen 
n + p Punkte~ bestehende System wird dann abet nur noch inneren 
Kri~ften unterworfen seth, und daher beherrscht werden yon dem soeben 
aufgestellten Satz. Denn dass einige yon jenen n - ~ p  Punkten yon 
gegebenen Bedingungen his zur absoluten Unbeweglichkeit beschr~inkt 
stud, ist far die _~nwendbarkeit des Satzes vSllig gleiehg(iltig. 

Nachschrift. 

"vVenn man (wie das seit N e w t o n  fast allgemein geschieht) an- 
nimmt~ dass riiumlich getrennte Gegenst~inde unmittelbar auf einander 
wirken, so wird es ebenso gut auch zul.~ssig sein~ eine unmittelbare 
gegenseitige Wirkung zwischen Gegenstiinden aazunehmen~ die zcitlich 
yon einander getrennt sind; vorausgesetzt ~latiirlich, dass eine solche 
Annahme ztl ebenso glficklichen Consequenzen ffihrt wie die erstere. 
Demgem~ss bemerkt Herr Professer Weber~ dem ich ftir seine gtitige 
Mittheilung ztr grSsstem Dank verpflichtet bin, dass die yon mir auf- 

ges oHte  ypothese (f r siCh so fo moli e. 
,,Die yon einem Massentheilchen herriihrenden Potentialwerthe sind de~ 

.Enq'er,nungen ~tmgekehrt ~groportional, ~tnd gelten fiir spiitere Zeitmome~tte 
nach l~roportio n der E~t/'ernung. Der Orund, warum sie fiir spiitere Zeit- 
momente gelten, kann in einer~ liegen, yon der sich aber 
nut  sprechen liesse unter u einer h6hcren Mechanik (wie z. B. 
yon der Fortpflanzung der Luftwellen nur auf Grand der Mechanik der 
Lui~), und woraus dam1 folgen wfirde~ dass die Fortpfianzung in jedem 
Punkt des Mediums gestSrt und unterbroehen werden kann." 

Miisste die hier angeregte Frage, ob die zwischen zeitlich ge- 
trennten Gegenst~inden zu supponirende Einwirkung als etwas Primiires 
(nicht weiter Erkliirbares) oder als eiwas Secundiires (auf einfaehere 
Vorg~nge Zuriiekfiihrbares) angesehen werden solle, augenbticklich 
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el~tschieden werden~ so wiirde ich in de r  T h a t  der  e rs te rn  Auf fassuug  

unbedenk l i ch  den V o r z u g  geben .  Aber  auch in  diesem Fal l  dtirf te die 
yon mi r  gew~hl te  Ausdrucksweise  wen igs tens  als eine bildliche n ich t  

u n g e e i g n e t ,  und somi t  berechtigt sein. 

T i i b i n g e n ~  im Mai 1868. 

Naoh t r~g l i che  Bemerkungen  des Ver fasse r s  im J a h r e  1880. 

Die letzten Worte der vorliegenden Schrif~ (pag. 433, 434) dfirften an and 
fi~r sich schon deutlleh erkennen lassen, wie wenig zutreffend diejenigen Ein- 
wendungen waren, welche yon Ctausius im $ahre 1869 (in Poggend. Annal., Bd. 135, 
pag. 606) gegen den Inbalt der vorliegenden Sehrift erhoben sind. Man vergleiche 
~ibrigens hierfiber meinen Aufsatz in den Math. Annal., Bd. I, pag. 317--324. 

Ferner zeigt ein flfichtiger Blick auf die ersten Seiten der vorliegenden Schrift 
(pag. 409--402), dass ich damals, im Jahre 1868, bei Verfkssung dieser Sehrift 
unbekannt war m~t zwei in dieses Gebiet einschlagenden Betrachtungen yon 
Weber and I~iemann. 

~Die Weber'sehe J~etraehtung (eine kurze Notiz in Poggend. Anual., Bd. 73, 
pag. 229, veto Jahre 1848) zeigt in ein/acher Weise, class bei Annahme des 
Weber'schen Grundgesetzes das Pri~cip der lebendigen Kraft for tbes teht . -  Ich 
kann nur bedauern, dass mir diese Notiz damals unbekannt war; und h~be fibrigens 
in meinen sp~teren Publicationea (z. B in den Abhandlungen der Kgl. Si~chs. Ges. 
d. Wiss. Bd. I1, 1874, t)ag 115~ nachtrhglich jene Weber'sche Betraehtung in 
das gehiirige Licht zu stellen, reich angelegentliehst bem~iht. 

Andererseits enthalte~ die l~iemann'schen Betrachtunge~ (vergl das i-Iatten- 
dorff'sche Werk fiber Schwere, Elektrici~t and Magnetismus, Hannover bei 
Rfimpler, 1876, pag. 316--336)den Gedanken, ein elekt~'odynamisches -Potential 
einzufi~hren, and aus diesem die elektrischen Krgfte durch  V a r i a t i o n  abzu- 
leiten, also einen Gedaaken, der in der vorliegenden Schrflt besonders betont, 
and in ansehnlichem Umfknge entwickelt ist. Dass diese Riemann'schen Be~rach- 
tangen mir damals, im Jahre 1868, bei Verfassuag der vorliegendeu Schrift un- 
bekanni waren, bedarf offenbar keiner Entschuldigung. Dean dieselben bilden 
allerdings (wie Hat~endorff aaglebt) einen Theil einer sehon 1861 yon Riemann 
in GSttingen gehaRenen Vorlesung, siad aber erst im Jahre 1876 gedruckt worden 
(in dem schon genannten Battendorff'sehen Werk). 

Ob es unter sobewandten Umst~nden erlaubt i~t, sehleehtweg l~iemann als 
U~]aeber dieses Gedankens zu bezeichnen, oder ob es nicht vielmehr gereeht sei, 
daneben auch denjenigen zu nennen, der unabhi~ngig yon Riemann auf denselben 
Gedanken kam,  and denselben ~uers$ (and "zwar in sorgfi~ltiger Ausarbeitung) 
publicirte, - -  darfiber miigen Andere entscheiden. Ieh meinerseits glaube aller- 
dings, dass wenn z.B. Herr 57ausius in einem seiner letzten Aufsiitze diesen Ge- 
danken der Einfiihrung eines elek~rodynamischen Potentials and der hbleitung der 
Kr~fte aus demselben durch Variatic~a reprodueirt, ohne dabei meiner Arbeiten 
.auch nu~" mit einer Si~be zu gedenken, --diess namenflich bei denjenigen, welehe 
in der betreffenden Literatur nut oberfii~chheh bewandert sind, leicht zu einer sehr 
falschen Auffassungsweise Yeranlassung geben kCtnnte. 

Le ipz ig~  im November 1880.. N. 


