Die Principien der Elektrodynamik.*)
Von

Dr. Carr NruMANN.

Die einzelnen Gebiete der Physikalischen Wissenschaft kdnnen
fiiglich nach Beschaffenheit derjenigen Elementarkrifie, durch deren
Annahme die betreffenden Erscheinungen ihre Erklirung finden, in
zwei Gruppen gebracht werden. Auf die eine Seite sind alsdann zu
stellen die Mechanik des Himmels, die FElasticitat, die Capillaritit,
iiberhaupt diejenigen Geblete, bei welchen jene Kriifte ihrer Richtung
und Grbsse nach vidllig bestimmt sind durch die relative Lage der
materiellen Theile; auf die andere Seite aber werden zu bringen sein
die Untersuchungen tber Redbung, iiber Elektricitidt und Magnetismus,
vielleicht auch die Opfik, iiberhaupt diejenigen Gebiete der Physik, in
welchen die genannten Krifte ausser von der relativen Lage noch
abhéingig sind von andern Umstinden, z. B. von den Geschwindig-
keiten und Beschleunigungen.

Wenn nun das (esetz (oder Princip) der Lebendigen Kraft simmt-
liche Naturerscheinungen beherrscht (und hiefiir sprechen alle bisherigen
Erfahrungen), so erscheint solches fiir die Gebiete erster Art als eine
unmiftelbare Folge der zu Grunde gelegten Vorstellungen, fiir die
(Gebiete zweiter Art hingegen als eine Sache des Zufalls. Denn die
Elementarkrifte erster .Art unterwerfen sich der Herrschaft jenes Ge-
setzes von selber, die der zweiten Art aber nicht.

,» Es hat¢“ — sagt Fechner in seiner Psychophysik. 1860. Bd. T.
Pag. 34. — ,,allen Anschein, dass sich diese (letztern) Elementarkrifte
so combiniren, dass das Gesetz in allen Naturwirkungen seine Giiltig-
keit behalt. Hiir die magnetischen und dafiir substituirbaren elektrischen
Stromungswirkungen leuchtet dies von selbst ein, insofern sie sich als
Wirkungen von Centralkriiften, die unabhingig von Geschwindigkeit
und Beschleunigung sind, wirklich reprisentiren lassen. Ausserdem

#) Ts folgt hier ein wdrtlicher Abdruck derjenigen Schrift, welche bereits
im Jahre 1868 gedruckt wurde als Gratulationsschrift der Twibinger Universitit
zum funtzigjihrigen Jubilium der Bonmer Universitiit.
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hat mir Prof. W, Weber auf mein Befragen miiudlich mitgetheil,
dass er iiberhaupt in allen Fillen, anf die seine Untersuchuug gefiihrt,
auch iber die Grenzen jener Wirkungen hinaus, das Gesetz iu Kraft
gefunden, wenn schon seine volle Allgemeingiiltigkeit filr das Bereich
dieser Kriifte noch des strengen Beweises bediirfe.

Doch handelt es sich dabel cigentlich nicht um einen Beweis,
sondern um eine Entdeckung. Denn jenes Gesetz repriisentirt eine
Relation zwischen der Lebendigen Kraft und dem Potential, also eine
Relation zwischen zwei Grossen, von denen die letztere, hekannt fur
die Blementarkriifte crster Art, williy unbehannt ist fiir diejenigen der
zweiten Art. Es handelt sich daher, was dic letstern Kviifte anbelangt,
nicht um den Beweis des Gesetzes, sondern wm die FEnldeekung seines
Inhalts, yvm die Auffindung derjenigen Grosse, welche als das Poten-
tial jener Krifte anzusehen wiire.

Als ich vor drei Jahrem, angeregt durch die vorhin erwilhnten
Worte Iechner's, mit dieser Krage mich zu beschiiftigen begann,
und dabel namentlich auf diejenige Elementarkraft zweiter Art meine
Aufmerksamkeit richtete, welche nach Weber zwischen je zwel
elektrischen Theilchen anzunehwmen ist, fand ich bald, dass als Poten-
tial einer solchen Kraft mit gewisser Berechtigung folgender Ansdruck
angesehen werden kiune:

o mmy ymmy /dr\?
W= ()

wo unter m, m, die Massen der beiden Theilchen, 'unter # ibre Ent-
fernung, unter ¢ der betrachtete Zeitangenblick, und unter G eine
Constante zu verstehen sind. Denn es zeigte sich, dass jene von
Weber angenommene Kraft aus diesem Ausdruck durch Variation
nach den Coordinaten in genau derselben Weise abgeleitet werden
kbune, in welcher eine BElementarkraft erster Art aus ihrem Potential
erhalten wird durch eine nach den Coordinaten bewerkstelligte Diffe-
rentiation,

Und gleichzeitig ergab sich, dass wihrend der Bewegung der
beiden Theilchen bestindig eine sehr einfache Relation obwalte zwischen
der Lebendigen Kraft und zwischen den beiden Bestandtheilen jencs
als Potential adoptirten Ausdrucks W, nimlich folgende:

(Leb. Kraft.) 4 " — @ 22 (‘f{’t' )2.: Const.
Kaum noch konnte es zweifelhaft sein, dass diese Relation das xzu
entdeckende Gesetz repriisentire fiir jene von Weber angenommenc
Kraft.
Anch hatte ich schon damals nach Maassgabe des Ausdruckes W
das Potential gebildet fiir swei Llemente eleltrischer Strome, und ge-
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funden, dass aus dem so erhaltenen Potential sowohl die repulsive als
auch die inductive Wirkung der beiden Elemente auf einander in sehr
einfacher Weise sich ableiten liesse, dass nimlich die erstere aus jenem
Potential deducirt werden konne duich Variation nach der Ent-
fernung, die letztere durch Variation nach der Richtung des einen
Elementes,

Befremdlich und in einigem Contrast zu dem bisher Ueblichen
mag im ersten Augenblick erscheinen, dass Variationen an Stelle der
Differentiationen treten sollen. Doch wird, wie ich sogleich bemerken
will, dieser Contrast einigermassen gemildert, wenn man beachtet,
dass Aehnliches auch schon im Bereich der Elementarkrifte erster Art
zu Tage tritt, z. B. bei Untersuchungen iiber Elasticitit. Sind nim-
lich %, ¢, w diejenigen Functionen der Coordinaten, durch welche die
innern Verriickungen eines gegebenen elastischen Korpers reprisentirt
werden, und ist ¢ das Potential derjenigen Wirkung, welche simmt-
liche Theilchen des Korpers auf irgend eines derselben austiben, so
ergiebt sich die auf letzteres einwirkende Kraft durch Variation von
® nach %, v, w (wie solches ausfihrlich von mir entwickelt worden
ist in einem Aufsatz tiber Elastieitdt, Borchardt's Journal, Bd. 57.
Pag. 304).

Zur Wiederaufnahme und Weiterfithrung der in Rede stehenden
Untersuchungen wurde ich vor einiger Zeit veranlasst durch einen in
Poggendorff’s Annalen (Bd. 131. Pag. 237) aus dem Nachlass Riemanun’s
publicirten Aufsatz, in welchem der (allerdings wenig gelungene,
vielleicht auch nur in Folge der gar zu knappen Darstellung nicht
gehdrig zu beurtheilende) Versuch gemacht ist, die repulsive Wirkung
zweier Stromelemente aaf einander durch Elementarkrifte erster Art
zu erkliren, unter der Voraussetzung, dass das Potential dieser Kriifte
— @hnlich wie das Licht — mit einer gewissen constanten Geschwin-
digkeit durch den Raum sich fortpflanze, Zu meiner Ueberraschung
fand ich, dass diese Annahme direct hinleite zu der von mir gemachten
Conjectur, dass némlich das gewohnliche (der Newton'schen Gravi-
tationskraft entsprechende) Potential m:ﬁ
solchen progressiven Fortpflanzung in eine Grdsse sich verwandele,
deren wirksamer Bestandtheil vollig identisch ist mit dem vorhin ge-
nannten Ausdruck W.

Schon 1m Mai d. J. habe ich der Gottinger Gesellschaft der Wissen-
schaften eine kurze Mittheilung mir zu machen erlanbt iiber die Aus-
gangspunkte und Ergebnisse der in Rede stehenden Untersuchungen
(Nachrichten der Gesellschaft. 16. Juni 1868). Wenn ich nun hier
diese Untersuchungen, oder wenigstens einen Theil derselben, in aus-
fihrlicher und mboglichst sorgfaltiger Weise darzulegen beabsichtige,

bei Voraussetzung einer
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g0 geschieht das nicht etwa, weil ich diese Untersuchungen bereits
fir vollig durchgreifend hielte, sondern vielmehr wegen der ausser-
ordentlichen Wichtigheit des behandelien Gegenstandes, und weil ich der
Meinung bin, dass meine Untersuchungen fiir ein tieferes Eindringen
in diesen Gegenstand nothwendig oder wenigstens nicht ohne Nutzen
sein diirften.

§ I
Vorldnfiger Usebsrhlick,

Grundlage der Untersuchung.

In der vorliegenden Untersuchung werde ich der Nomenclatur
derjenigen Autoren mich anschliessen, welche unter Lebendiger Kraft
die Summe der Massen verstehen, jede multiplicirt mit dem halben
Quadrat ihrer Geschwindigkeit, und welche ferner unter Potential die-
jenige Function der Coordmaten verstehen, deren negative Differential-
Coefficienten die Kriifte reprisentiren®). Bel Anwendung dieser Nomen-
clatur (welche namentlich zweckmissig erscheint mit Riicksicht auf
die Mechanische Wirmetheorie) wird das Princip der Lebendigen Kraft
die Form annehmen:

(Leb. Kraft) -} (Potential) = Const.

Gtleichzeitig wird alsdanu ein anderes allgemeines Princip der Mechanik,
das Hamilton'sche Princip seinen Ausdruck finden in der Formel:

5 J '((Leb Kraft) . — (Potential)) dt =0,

wo die Integration sich hinerstreckt tiber einen beliebig zu wihlenden
Zeitraum, und wo & die innere Variation, nimlich eine Varation be-
zeichnet, welche nicht die Grenzen, sondern nur das Innere jenes
Zeitraumes betrifft.

Wenn ich nun bemerke, dass bei gegebenen Kriften das Potential
bekannt ist, dass aber auch umgekehrt durch Angabe des Potentials
die Krafte bestimmt sind, und wenn ich demgemiss mir erlaube, das
Potential als das Primé#re, als den eigentlichen Bewegungsantrieh an-
zusehen, die Kriifte hingegen aufzufassen als das Secundire, als die
Form, in welcher jener Antrieb sich Hussert, so liegt hierin keine
reale, sondern hiochstens eine formale Neuerung. Wesentlich neu hin-
gegen (wenn auch verwandt mit der schon von Riemann gemachten

*) Bei dieser Definition werden Lebendige Kraft und Potential identisch mit
denjenigen Grissen, welche die Englinder als actuelle und potentielle Energie
bezeichnen, Auch wird gleichzeitig das Potential identisch mit derjenigen Grosse,
welche von Helmholtz Spannkraft genannt ist,
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Conjectur) ist die von mir gemachte Voraussetzung, dass jemer durch
das Potential reprisentirte Bewegungsantrieb von ecinem Massenpunkt
zwm andern nicht momentan sondern progressiv ibergehe, dass er im
Raume sich fortpflanze mit einer gewissen allerdings dusserst grossen
Geschwindighkeit. Diese Geschwindigkeit wird als censtant betrachtet,
und mit ¢ bezeichnet werden.

Die eben genannte Vorstellung und daneben die Annahme, dass
das Hamilton'sche Princip eine vollig unumschrinkie Giltigheit besitze,
bilden die Grundlage meiner Untersuchung; sie bilden diejenige Quelle,
aus welcher die (von Ampére, Weber und meinem Vater entdeckien)
Gresetze der elektrischen Erscheinungen von selber hervorgehen wer-
den, ohne “uziehung irgend welcher weiteren Voraussetzung.

Kaum zu bemerken wird es ndthig sein, dass die gewdhnliche Vor-
stellung einer momentanen Fortpflanzung des Potentiales in der hier zu
Grunde gelegten Vorstellung einer progressiven Fortpflanzung als spe-
cieller Fall enthalten jst, dass néimlich diese in jene iibergeht, sobald
man die Constante ¢ == oo setzt.

Weber's Gesetz.

Betrachtet man zuvdrderst nur swei Punkte m und m,, welche
sich bewegen unter ihrer gegenseitigen Kinwirkung, so sind, ausgehend
von der Vorstellung einer progressiven Fortpflanzung des Potentiales,
ftir jeden gegebenen Zeitaugenblick ¢ zwei verschiedene Potentiale zu
unterscheiden, das emissive und das receptive.

Das emissive Potential ist dasjenige, welches von jedem der beiden
Punkte ausgesendet wird zur Zeit ¢, und welches also erst ein wenig
spiter den andern Punkt erreicht. Bezeichnet r die Entfernung der
Punkte zur Zeit ¢, und ist & das derselben Zeit entsprechende emissive

Potential, so wird nach dem Newton’schen Gesetz: & = -"%nl, oder
allgemeiner:
(n W= mm, @,

wo @ == @(r) irgend welche gegebene Function von » vorstellt.

Das receptive Potential: andererseits ist dasjenige, welches von
jedem der beiden Punkte empfangen wird swr Zeit ¢, und welches also
schon ein wenig frilher von dem andern Punkte abgesendet wurde.
Das der gegebenen Zeit zugehorige receptive Potential ist demnach
identisch mit dem einer friiheren Zeit entsprechenden emissiven Poten-
tial. Bezeichnet wiederum r die Entfernung zur Zeit ¢, und o das
derselben Zeit entsprechende receptive Potential, so ergiebt sich nach
einiger Rechnung:

@) m=w+dt’
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W= mm, [(p + (———) ].
W o= [% -+ (ilq;} :

Hier ist ¢ die in dem emissiven Potential enthaltene Function; und
gleichzeitig bezeichnen v, 3, ® gewisse andere, ebenfalls nur von s
abhiingende Functionen, welche aus der gegebenen Fuanction ¢ sich
ableiten lassen durch ziemlich eiufache Operalionen. Sou ist z. B.

) b= /V " (ftq; dr,

Die Function ¢ ist, wic aus ihrer Bedeutung unmittelbar hervorgeht,
unabhiinglg von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢; ¢, 3 hingegen

wO

)

. . . 1 .
gind behaftet mit dem Factor e und ¢ mit dem Factor — -
ce

Zu bemerken ist noch, dass fiir den Fall des Newlon'-

(5) schen Imissionsgesetees, nimlich fir ¢ = , dic I'unction ¢
, 2Vr
den Werth annimmb: 9 = i/

Vou den beiden Bestandtheilen des receptiven Potentiales mag
(zur Abkiirzung und mit Riicksicht auf die Ergebnisse der weitern
Untersuchung) d01 eine, nimlich w das effective Potential, der andere

dw

7 das incffective Potential genannt werden.

Da nun das Hamilton'sche Princip als unumschrinkt giiltig an-
gesehen wird, so muss im vorliegenden Fall die Bewegung der beiden
Punkte m und 2, in einer Weise stattfinden, welche charakterisirt
wird durch die Formel:

dj(r-—co) df =0,
wo 7 die lebendige Kraft der beiden Punkte und @ das schon genannte

receptive Potential vorstellt.
Substituirt man fiir ® seinen Werth (2), so reducirt sich diese

Formel auf: .
5j(r~w) dt =

Hieraus ergeben sich, wenn man die Variation wirklich ausfithrt, die
zur Bestimmung der Bewegung nothwendigen sechs Differentialglei-
chungen. Und diese Gleichungen geben Rechenschaft iiber die At
und Weise, in welcher der durch das Potential reprisentirte Bewegungs-
antrieb sich Hussert, d. i. Rechenschaft iiber die Kraft, welche zwischen
den beiden Punkten thiitig ist. Das Resultat, zu welchem man in
solcher Weise gelangt, ist folgendes:
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L. Zwischen den beiden Punkten ist wihrend ihrer Bewegung
eine Kraft I thitig, welche bestindig susammenfallt mit der
Verbindungslinie .

1. DBetrachtet man diese Kraft R als eine repulsive, und ist w
das (schon genannte) effective Potential der beiden Punkte
aufeinander, so wird R jederzeit gleich sein dem negativen
Variationscoef ficienten von w nach r. Hieraus folgt sofort:

— do o dv Ay
(6) B~ mm, [~ e 4 gdv mf} ,
eine Formel, welche fir den in (5) erwiihnten Specialfall ¢ — ?L,
Y = ,,2_]({1 sich verwandelt in:
1 4 2V
(6a) R = mm, [ﬁ +c_c v\ _(_%zl’] .

Die Formel (6) stimmt genau iiberein mit demjenigen Gesetze,
welches ich vor zehn Jahren meiner Untersuchung tiber die Magnetische
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes zu Grunde gelegt habe.
Und die Formel (6a) ist (selbst bis auf die Buchstaben) identisch mit
dem Weber'schen Gesetz.

Eine hier sich anschliessende allgemeinere Untersuchung fiihrt zu
folgenden weiteren Resultaten:

1. Ist W das effective Potential eines beliebigen Punlisystemes,
und sind xz,y, 2 die Coordinaten desjenigen Punlktes, welcher
die Masse m besitzt, so werden die Componenten der auf m
cinwirkenden Kraft jederzeit gleich sein den negativen Varia-
tionscoefficienten von W nach =z, vy, .

IV. Ist ferner P die Componente jener Kraft nach einer beliebiy
gegebenen Richtung p, so wird P jederzeit gleich dem negativen
Variationscoefficienten von W nach p.

Der hier mehrfach gebrauchte Ausdruck Variationscoefficient be-
darf einer kurzen Erliuterung. Sind u, v, ... w unbestimmie Functionen
von irgend einer Grandvariablen (z. B. von der Zeit), oder auch un-
bestimmte Functionen von beliebig vielen Grundvariablen «,, «,, . .. e,
und st G ein gegebener aus den Variablen «, «,, ... a,, aus den
Functionen #, v, ...w und aus irgend welchen Ableitungen dieser
Funectionen nach jenen Variablen zusammengesetzter Ausdruck; so
kann bekanntlich die durch eine Aenderung von u, v, ... w entstehende

wmnere Variation
(n)

6'/ Gde,day, ... de,

immer in die Form versetzt werden:
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(n) {1}
6JG(]OL, de,---da, =J(ac)‘u+ bov 4 -+ 4 ¢dw) doy day -+ d oy,

in welcher die Coefficienten @, b, ... cnur von o, oy, ... &0y, u, v, ... w
abh#ingen, unabhiingig aber sind von den Variationen du, dv,.. Jdw.
Diese Coefficienten @, b,...c¢ sind es, welche ich die Variations
coefficienten von G nach w, v, ...w nenne.

Die Gesetze der Elektrischen Repulsion und Induction.

Da die zu Grunde gelegten Voraussetzungen hingefiihrt haben uzu
Weber’s Universalgesetz, so werden sie selbstverstindlich auch hin-
leiten miissen zu denjenigen bekannten Specialgesetzen, welche schon
vor jenem Gesetz fiir die zwischen elektrischen Strimen sich zeigenden
repulsiven und inductiven Wirkungen gefunden waren, und spiter erst
durch das Weber’sche Gesetz zu einem einheitlichen Ganzen zu-
sammengefasst wurden. Trotzdem habe ich diesen Gegenstand genauer
untersucht, und habe dabei gefunden®), dass es fiir die Deduction der
genannten Specialgesetze fast vollkommen gleichgiiltie ist, ob man
ausgeht von der dualistischen oder von der wwitarischen Vorstellung,
dass namlich eine Differenz in dieser Beziehung nur eintritt bei den
Gesetzen der Induction, und auch hier nur in denjenigen (wohl noch
immer nicht ausreichend untersuchten) Fallen, wo es sich um die
Induction nicht geschlossener Strdome handelt.

Es sei ds das Element eines elektrischen Stromes, ferner seien
-+ eds und — e¢ds die darin enthaltenen Quantititen positiv und

negativ elektrischen Fluidums, endlich seien § = gj— und S’ die Ge-

schwindigkeiten, welche jene Quantititen besitzen nach ein und der-
selben, Richtung s.

Setzt man S = — ¢, 50 bewegen sich beide Fluida mit gleicher
Schnelligkeit nach entgegengesetzten Richtungen, in voller Uebercin-
stimmung mit der gewohnlich zu Grunde gelegten dualistischen Vor-
stellung.

Setzt man hingegen S =0, so wird das negative Fluidum als
fest verbunden aufgefasst mit der ponderablen Materie, oder wohl gar
als identisch mit dieser Materie: so dass alsdann nur ein in Bewegung
begriffenes Fluidum vorhanden ist. Diese letztere Vorstellung st es,
welche vorhin kurzweg als die unitarische bezeichnet wurde.

#) Was ich hier in Betreff der elektrischen Repulsion und Induction als
Resultat meiner Untersuchungen angebe, wird in der gegenwirtigen Schrift nicht
weiter entwickelt und begriindet werden., Ieh behalie mir solches vor flir eine
spitere Mittheilung.
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Verfolgt man gleichzeitig beide Vorstellungen, und lisst man die
im emissiven Potential enthaltene Function ¢ dabel unbestimmt, so

gelangt man zu Resnltaten, welche (wenn ds, eds, § = —g% die schon
genannte Bedeutung behalten, und de, ndo, ¢ = %: analoge Be-

deutung in Bezug auf irgend ein zweites Stromelement besitzen) in
folgender Weise ausgesprochen werden konnen:
1. Ist W das effective Potential der beiden Stromelemente auf-
emnander , und r thre Entfernung, so wird jederzeit

2 ds 0o
sein, wo ¥ dic in (4) angegedene Function reprisentivt, und
wo n eime Zahl vorstellt, welche = 2 oder =1 ist, jenach-
dem man der dualistischen oder der umitarischen Vorstellung
sich anschliesst.

%) W — (2n)? ds do.es né dyp oy

Fir den Specialfall ¢ = %, wird, wie in (5) erwihnt wurde, ¥ = : lc/l

Fir diesen Fall geht daher der Werth des Potentiales W tiber in:

. en\® dsde.es’ no’ Or Or
(Ta) W= (T)“—*T‘—‘ 35 e

1I. Die repulsive Kraft R, mit welcher dic beiden Stromelemente
aufeinander eimwirken, st jederseit gleich dem wegativen
Variationscoefficienten des Potentiales W nach r.

Hierans folgt die Formel:

(8) R=(2n)?dsde - es qo' JL TL
welche fiir ¢ ——-—;—, P == Qcyr ibergeht in:

c

(82) Vr 9506
Diese letztere Formel aber ist identisch mit der des Ampére schen
Glesetzes, wie sich leicht ergiebt.

III. Sind do und ds swei Elemente geschlossener Strome, und
beseichnet & die von de auf ds in der Richtung s ausgeiible
Elektromotorische Kraft, so wird & jederzeit gleich sein dem
negativen Variationscoefficienten von W nach s.

Diese Regel, welche allgemein giiltig ist (einerlei ob die Induction
durch eine Aenderung der relativen Lage oder durch eine Aenderung
der Stromstiirke hervorgerufen wird) fihrt angenblicklich zu der Formel:
9) €= ﬁg‘a

R — (2%)2_2_(13020'-63'176' 2 Vr
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wenn man nimlich unter W den Werth des Potentiales W fir §'==1
versteht. Und diese Formel reprisentirt unmittelbar das von meinem
Vater aufgestellte Inductionsgesetz.

1V. Bis hierher findet also zwischen den Resultaten, die aus
der dualistischen Vorstellung sich ergeben, und denen, die
aus der unitarischen Vorstellung entspringen, vollstindige
Uebereinstimmung statt. Doch habe ich auch den Fall der
Induction zwischen nicht geschlossenen Stromen genauer unter-
sucht, und gefunden, dass in diesem Fall zwischen den
Resultaten, zu welchen jene beiderlei Vorstellungen hin-
leiten, eine erhebliche Differenz stattfindet.

Das Princip der Lebendigen Kraft.

Es ist die Voraussetzung gemacht worden, dass das Hamilton’sche
Princip eine vollig unumsehrinkte Giiltigkeit besitze. Als unmittetbare
Consequenz dieser Voraussetzung wird sich ergeben, dass das Princip
der Lebendigen Kraft ebenfalls immer giiltig ist, dass dasselbe jedoch
seine gewohnliche Form nicht immer bewahre.

Sind nur zwei Punkte gegeben m und m,, und bezeichuet w das
effective Potential der beiden Punkte aufeinander, so wird nach (3):

(10) w = mm, [zp 4 (%%‘,’_, 2] ,
oder was dasselbe ist:
an W=t v,

wo u und v die Bedeutungen haben:

W = MMy P,
12 .
(2 v = mm (42
Aus der Bedeutung von @ und ¢ (vergl. (1) und (4)) folgt sofort, dass
% unabhéngig ist von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, dass hin-

gegen v behaftet ist mit dem Factor _cl? Andererseits erkennt man

aus (12) augenblicklich, dass v verschwindet, sobald die beiden Punkte
im Zustande der Ruwhe erhalten werden, und dass also in diesem Fall
das Potential w tbergeht in 4. Demgemiiss werde ich mir erlanben
das statische, v aber das motorische Potential zu nennen. Beilsufig
diirfte zu bemerken sein, dass das statische Potential immer gleich-
werthig ist mit dem emissiven Potential, wie solches nicht nur aus
den aufgestellten Formeln sich ergiebt, gondern auch direct hervor-
geht aus der Definition dieser Potentiale.

Bs handele sich nun um die Bewegung eines beliebigen Punkt-
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systemes, und es sei W das effective Poteniial desselben. Der Werth
von W mag in derselben Weise, wie der von w, in zwei Terme zer-
legt werden:

(13) W=U-+"V.
Alsdann wird der von ¢ unabhingige Term U das statische, und der
mit dem Factor?la behaftete Term V7 das motorische Potential des

Systemes représentiren. Bedient man sich dieser Bezeichnungen, so
gilt, wie ich zeigen werde, fir die Lebendige Kraft folgender Satz:

Bei der DBewegung eines beliebigen Punktsystemes wird die Leben-
dige Kraft, vermehrt wm das statische und vermindert wn das moto-
rische Potential, bestindig ein und denselben Werth behalten. Es
wird also

(14) T 4 U — V == Coust.

sein, falls nimlich T die Lebendige Kraft des Systemes bezeichnet.
Fiir den Fall der momentanen Fortpflanzung, d. i. fiix ¢ = co ver-
schwindet der mit dem Factor —c% behaftete Ausdruck V'; und es ver-

wandelt sich demnach die Formel (14) fiir diesen Fall in die wohl-
bekannte Formel 7' - U = Const.

Was die Ausdriicke 7, U, ¥ anbelangt, mag schliesslich noch
bemerkt werden, dass der erste nur von den Geschwindigkeiten der
Punkte, der zweite nur von ihrer relativen Lage, der dritte aber gleich-
zeitig von den Geschwindigkeiten wnd von der relativen Lage ab-
hingig ist.

§ 2.
Die Variationscoefficienten.

Vorliaufige Bemerkung.

Sind f und @ Functionen der drei Variablen «, 8, y, so gelten
die Gleichungen:

& of @
! sanpy = “‘(f_aaa"y‘ ~ Ba oy
of 2o _ of doN __ Bf By
Ja 380y da Oy dadfl oy’
_of ﬁi_ &f %) — _Pf

Bwdf By 7adf ¥ dadfay ¥

Werden diese Gleichungen der Reihe nach mit (— 1), (— 1), (— 1)?
multiplicirt, und sodann addirt, so ergiebt sich:

T A (& 1>"faﬁay)"‘ w7 (—u2L52)
+5;, (1 2o+ w5l
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In analoger Weise wird sich, wenn f und ¢ Functionen von be-
liehig vielen, etwa von p Variablen «, 8, ... m sind, eine Formel
ergeben von folgender Gestalt:

Py 04 0B oPr
@ fm=’g‘;+'57+“'+-§;

+ (=D ‘a«oﬁ f

Sind im Ganzen n Variable ¢, a,, . .. o, vorhanden, von welchen
f, @ abhingen, und versteht man unter «, 8, ...n beliebig gewshlte
unter jenen n Variablen und jede der gewihlten beliebig oft wieder-
holt, so wird die Formel (2) ebenfalls noch giiltig sein. Wird unter
so bewandten Umstinden jene Formel mit de, d«, . .. da, multiplicirt,
und integrirt iiber ein beliebig gegebenes Gebiet, so folgt:

(3) Jf 8‘2&6 dol] d(x2 d(xﬂ

On)
=5 (-1 J-m-g——’"—« p ey dey . des,

wo ¥ eine Summe (# — 1)facher Integrale vorstellt, welche sich er-
strecken tiiber die Grenze des gegebenen Integrationsgebietes, wnd
welche (wie aus der Bedeutung von 4, B, ... P hervorgeht) ver-
schwinden, sobald die Function ¢ und sémmtliche Ableitungen derselben
an jener Grenze Null sind.

Definition der Variationscoefficienten.

Bs sei u eine unbestimmite Function der Variablen o, a,, ... o,
wiederum repriisentire «, 8, ... = eine beliebige Auswahl dieser
Variablen, jede gewihlte beliebig oft wiederholt, und zur Abkiirzung
werde gesetzt:

Pu L
*) wavp. o =
Ferner sei
®) G =GCGa, tyy ... 0, u, u)
ein gegebener aus jenen Variablen, aus # und « zusammengesetzter
Ausdruck. Es soll die Variation untersucht werden, welche das itber

ein beliebig gegebenes Gebiet ausgedehnte Integral

) J Gde, da, . .. da,

erleidet durch eine Aenderung von u, unter der vereinfachenden Voraus-
setzung, dass die Function u und alle ihre Ableitungen an der Grenze
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des gegebenen Gebietes ungeindert erhalten werden. Oder, wie wir
uns der Kiirze willen in Zukunft ausdriicken werden, es soll unter-
sucht werden die innere Variation jenes Integrales, Fiir diese ergiebt
sich sofort:

10
(1 6'/de1 de, . ..dan=fé‘(}-d’oc, de, ... da,,

(%)
”‘f(”m Ou —{— 6%) dogde, - de,
Nun ist nach (4):

(8) 1(-;—,— ot =
also nach (3):

()
) fgf 0o deoy de, ... da,

()
) 8? oG o
= S (= 7 [ 2 budey de, - de,

Der vorhin angemerkte Fall eines Verschwindens von I tritt hier ein.
Denn die hier an Stelle von ¢ befindliche Function du verschwindet
nebst allen ihren Ableitungen an der Gremee des lutegrationsgebietes,
weil die auszufiihrende Variation eine immere sein soll. Mit Riicksicht
hierauf ergiebt sich, wenn der Werth (9) in (7) substituirt wird:

™ ™
(10) 5]Gda, flaz---dunz‘faﬁu dog doy + - - doy,

wo ¢ die Bedeutung hat:

g oG

(1}3) “""*"l'( 1)? owdp ... om ow ?
d. i. die Bedeutung: i

Vad o
(llb) a_"‘- +( )p 3&36,..37&' N 0Py

O adf . om
Zur Abkiirzung mag diese Grosse so bezeichnet werden:
oG oG

(11¢c) a'——W"LE"'D”'W’

wo alsdann D, die Differentiation nach allen denjenigen Variablen
andeuten soll, in Bezug auf welche die Ableitung «’ gebildet ist, und
wo gleichzeitig &, eine Zahl bezeichnet, welche den Werth + 1 oder
— 1 bat, jenachdem «' eine Ableitung gerader oder ungerader Ord-
nung ist.
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In ganz analoger Weise lisst sich eine allgemeinere Aufgabe be-
handeln. Ist n&mlich nach wie vor u eine wunbestimmie Function der
Variablen ¢, ,, ... a,, sind ferner o, u”, ... beliebig viele und be-
liebig hohe Ableitungen jener Function nach diesen Variablen, und
ist endlich
(12) G =Gy, 0wy, .t o, .. .)
ein gegebener aus jenen Variablen, Funectionen und Ableitungen zu-
sammengesetzter Ausdruck, so wird sich fir die innere Variation des

Integrales
(7)

(18) de(x, de, ... da,

folgender Werth ergeb:an:
(7)

(14) 6] Gde, da, . .. dan—fadu da da, ... day,

wo @ bei Anwendung der in (11¢) eingefithrten Bezeichnung so dar-
gestellt werden kann'

(15) + Dy -|-eu]) ?0,+...

Mit gleicher Lewhtlgkelt eudhch lisst sich eine noch allgemeinere
Aufgabe behandeln. Es seien ndmlich u,v,...w beliebig viele un-
bestimmie Functionen der Variablen a,, oy, .. .o, ferner sei G ein
gegebener Ausdruck, zusammengesetzt aus den Variablen @, aus den
Functionen #, v, ...w und aus beliebig gewdhlten Ableitungen dieser
Fuonctionen nach den «; es handele sich darum, die innere Variation
zu ermitteln, welche das Integral

(7
(16) j Gda, do,...do,
erleidet durch gleichzeitige Aenderungen von u, v, ...w. Wie leicht
zu tibersehen, wird man in diesem Fall zu dem Resultat gelangen:

(n)

amn afada, dey ... dog
=Ji()a;5u+ bov 4 -+ cow)de de, . - - day,
wo @,b,...c die Werthe besitzen:
a*“’*"i- w Dy +€u"1)u”_gg""+"'7
(18) b=%§ + & Do % Do G
c————~+ 20 Dy 6 —}—e,,,-'Dwu—gg,—,—}—-

Mathematische Annalen, XVIL 28
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Dabei sind unter

w, .
o, 07, L,
w, w”, .
diejenigen Ableitungeun von u, v, . . . w zu verstehen, welche in G ent-
halten sind.
Es erscheint angemessen , die Grossen a, b, . .. ¢, vermittelst deren

die Variation des Integrales von G sich darstellt, die Variations-
coefficienten von G nach u; v, . .. w 2u nennen (vergl. p. 407), und die-
selben in analoger Weise wie die Differentialcoefficienten zu bezeichnen,
nur mit dem Unterschiede, dass ein schriges 4 an Stelle des runden
? in Anwendung gebracht wird*). Die Bezeichnung wird dann diese
sein

a46G
“= Tu

(19) o dv
c— 4G .

T dw

Das gewbhnliche kleine 0 bleibt dabei reservirt zur Bezeichnung
der Variationen selber.

Diese Variationscoefficienten von @& nach u, v, ...w verwandeln
sich, wie man aus (18) erkennt, in die entsprechenden Differential-

—a—a%, —%f}i, %gw, sobald der Ausdruck G nur die

Functionen #, v, ...w selber, nicht aber deren Ableitungen enthilt.

coefficienten

Ein Satz tiber die Variationscoefficienten,

Mit Riicksicht auf die Bedtrfnisse der folgenden Untersuchungen
ist es schliesslich noch erforderlich, einen Satz abzuleiten, durch
welehen die Rechnung mit Variationscoefficienten oft wesentlich er-
leichtert wird, auf den ich tibrigens schon bei einer fritheren Gelegenheit
(Untersuchungen iiber Elasticitit. Crelle’s Journal Bd. 57, pag. 299)
aufmerksam gemacht habe.

*) Das Wort Differentialeoefficient wird allerdings nur selten gebraucht, so
weit mir aber bekannt immer als synonym gebraucht mit Adbleftung oder Diffe-
rentialquotient. Diesem Worte Differentialcoefficient entsprechend ist hier die Be-
zeichnung Voriationscoefficient eingeftihrt. (In der Originalschrift von 1868 war
an Stelle des schriigen 4 ein umgedrehtes ¢ gebraucht worden).
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Zu den Variablen «, @,, ... @, und zu den m unbestimmten
Functionen %, v, ...w mbgen noch hinzutreten M neue Functionen
U, V,... W, die ebenfalls nur von e, «,,...e, abhingen, eben-
falls unbestimmt sind, an jene fritheren Functionen %, »,...w aber
gekettet sind durch bestimmt festgesetzte Relationen:

Us= oy, 00gy ooty %,0, ... %),
©0) V=1, 0y, ... 0 #,0,...%0),
W o= g(ey, 09, ..« tty, 1, 0,...0).

Ob M grosser oder kleiner als m ist, oder ob beide Zahlen gleich
gross sind, bleibt dabingestellt.

s sei nun G ein gegebener Ausdruck, zusammengesetzt aus den
Variablen ¢, a,,... s, aus den Functionen U, V,... W und aus
irgend welchen (beliebig hohen) Ableitungen dieser Functionen nach
jenen Variablen; es handle sich um die Ermittelung derjenigen inneren
Variation, welche das Integral

(n)
(21) JGdtx1 da,...dea,

erleidet durch Aenderungen von u,v,...w. Diese Aufgabe kann in
doppelter Weise gelost werden.

Erster Weg. Sobald sich u, », ... w um beliebig gegebene
Grossen du,dv, ... dw indern, werden sich gleichzeitig die in &
enthaltenen U, V, ... W um gewisse andere Grossen dU,8V,... 0 W
andern, welche sich auf Grund der Relationen (20) ausdriicken lassen
durch

U oU ou 0T
6 ="'“‘?u 6‘“""—'—40:‘1760""{‘”’27{;“6@0,
oV oV oV

oW oW oW
5W= ﬁ‘au—l— oo d‘v“'-f'""a';‘a*()\w.
In Folge dieser Aenderungen 06U, 0V, ... d W wird aber das
Integral (21) eine Aenderung erleiden, dargestellt durch
(n)

(23) é“decxl day ... dey,

(n)

=f(A§U+B§Vv v+ COW) dayde, « - - day

wo A4, B, . .. C die Variationscoefficienten von G nach U, V, ... W sind.

Zweiter Weg. Man kann die in G enthaltenen Functionen

U, V,... W und die darin enthaltenen Ableitungen von U, V... W
28%
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eliminiren, nimlich vermittelst der Relationen (20) ersetzen durch die
Functionen #,v, ... w und durech deren Ableitungen. Denkt man
sich solches ausgefiihrt, so wird die auf Grund der gegebenen Aende-
rungen 0w, 8v, ... 0w entstehende Aenderung des Integrales (21)
reprisentirt sein durch die Formel:

)
(24) d‘J Gde, de, ... da,

(n)
=f(a6u-|—b§v s+ cdw) dey da, - - - dey,

wo a, b, ... c die Variationscoefficienten von G nach #, v, ... w sind.
Vergleichung der Resultate. Die in (23) und (24) erhaitenen
Resultate miissen unter einander iibereinstimmen fiir beliebige Werthe
von du, 0v,...d0w, vorausgesetzt, dass man unter U, d0V,...0W
die in (22) gefundenen Ausdriicke versteht. Der Coefficient von dw
z. B. muss in (24) derselbe sein wie in (23); daraus folgt:
ou A4 v oW
a=d-G -+ B+ 0
Analoge Formeln ergeben sich durch Gleichsetzung der Coefficienten
von dv,...0w.
Bedient man sich fiir die Variationscoefficienten der vor einigen
Augenblicken eingefithrten Bezeichnung, so nehmen diese Formeln
folgende Gestalt an:

AG 4G U | 4G 3V 4G oW

du . AU du + 4V ou S o 4 du *
46 _ 4G pU | 4G 2V | 4G oW
(25) dv . 4U ov AV oo AW “pe ?

4G _ 4G QU 4G 9V 4G oW
dw — 44U ow a4V ow AW dw
Und diese Formeln enthalten den Satz, um dessen Ableitung es sich
hier handelte, einen Satz, welcher angesehen werden kann als die Ver-
allgemeinerung eines bekannten Satzes der Differentialrechnung. Ist
nidmlich der gegebene Ausdruck G nur von U, V, ... W selber, nicht
aber von deren Ableitungen abhiingig, so wird derselbe nach der durch
die Relationen (20) zu bewirkenden Elimination ebenfalls nur von
%, v,...w selber abhiingig werden, nicht aber von den Ableitungen
dieser Functionen. In solchem Falle werden daher die in den Formeln
(25) enthaltenen Variationscoefficienten {ibergehen in die entsprechenden
Differentialcoefficienten, die Formeln selber also iibergehen in wohl-
bekannte Formeln der, Differentialrechnung.

Um den in den Gleichungen (25) enthaltenen allgemeinen Satz
dentlich vor Augen zu haben, wollen wir bemerken, dass derselbe,
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wenn die Anzahl der Functionen u,v,...w gleich 1, und die der
Functionen U, V, ... W ebenfalls gleich 1 ist, folgendermassen aus-
gesprochen werden kann:

Ist G in gegebener Weise gekettet an eine unbestimmte Punction U
und deren Ableitungen, und st dic Function U ilwerseits in gegebener
Weise gekettet an eine andere unbestimmte Function w, so wird der
Variationscoefficient von G nach w immer dadurch erhalten werden
Linnen, dass man den Variationscoefficienten von G nach U bildet und
diesen multiplicirt mit dem Differentialcoefficienten von U nach u. KEs
wird némlich die Formel stattfinden

aG 4G 90U
(26) Ju = 0 o
Dabei sind unter u und U Functionen gw verstechen von belicbig
vidlen Variablen o, &y, . . . &n, und unter den Ablestungen dieser
Functionen diejenigen eu verstehen, welche nach ay, . .. ay, o, gebildet
sind durch beliebig gewdihite und beliebig oft wiederholte Differentiationen.

g 3.
Das emissive und das receptive Potential.®)

Wir betrachten zwei Punkie m und m,, die sich bewegen unter
ihrer gegenseitigen Einwirkung, und bezeichnen ihre Entfernung filr
einen gegebenen Zeltaugenblick ¢ mit 7, andererseits ihre Entfernung
fiir irgend einen friheren Zeitaugenblick { —A¢ mit ¥ — Az, Setzen wir
(0 r = [{t),
so wird unter f eine Function zu verstehen sein, die ebenso unbelannt
uns ist, wie iiberbaupt die Bewegung der Punkte. Jedenfalls wird
dann aber auch zu setzen sein:

(2) r — Ar = f(t — Al),
oder was dasselbe ist:

At At L, S
@)  r—bor—f@) =5 O+ 1 )~ inind

Diese letztere Formel nimmt mit Hulfe der aus (1) entspringenden
Gleichungen

=), BT —p(t), eto. ete.

folgende Gestalt an: At dr ap dir

4 r—Or=r—-"5 v T3 G

Bedienen wir uns nun der friiher (pag. 404, 405) eingefuhrten

Benennungen, und bezeichnen wir demgemiss mit @ das emissive
Potential der beiden Punkte zur Zeit ¢, so wird:

— « .+ - in inf,

*) Ge'r;aue'res tiber den Inhalt dieses (wohl etwas zu kurz gefassten) Para-
graphen findet man in diesen Anralen, Bd. I, Seite 317 —324.
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%) @ = mm, ¢("")7
wo o@(r) irgend welche gegebene Function vorstellt, welche bei Zu-
grundelegung des Newton’schen Gesetzes iibergehen wiirde in %

Andererseits mag das receptive Pofential der beiden Punkte zur
Zeit ¢ bezeichnet werden mit @; und zwar mag, um die Vorstellung
zu fixiren, m als Empfinger, m, als Aussender gedacht, unter o also
dasjenige Potential verstanden werden, welchies m zur Zeit ¢ empfingt,
und welches demgemiss bereits zu einer fritheren Zeit { — At von m,
ausgesendet worden ist. Alsdann wird w identisch sein mit dem dieser
fritheren Zeit entsprechenden emissiven Potential, folglich den Werth
besitzen
(6) 0 = mmy,p(r— Ar).

Durch Benutzung von (4) geht dieser Werth itber in

At dr At? dir e
(0 m=mm1q)(r——1—~d;+ S --1n1nf.).

Das hier vorhandene Af reprisentirt diejenige Zeit, welche das Potential
braucht zur Durchlaufung des Weges . Da wir nun die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Potentiales mit ¢ bezeichnet haben (pag. 404),
unter ¢ also denjenigen Weg verstehen, welchen das Potential in der
Zeit 1 durchschreitet, so wird A¢:r=1:¢, d. i.

(8) At =

¢
Wir werden nun fortan die Geschwindigkeit ¢ als eine iiberaus grosse,
. r 4 - . .
und demgemiss den Bruch 5 als so klein betrachten, dass seine dritfe

Potenz vernachlissigt werden darf. Durch Substitution des Werthes
(8) in (7) ergiebt sich dann:

r ar rr  dir
)] © = MM, P (1' war * v —(Tt*_)

und hieraus durch weitere Entwicklung:
rodr T rr o dry .
(10) @ =mm, [QD ~ear ¥ v G dt2 ¥+ 3o 2cc 37) P ]’
oder anders geordnet:
o rrg” rre’ dir ro  dr
(1) @ = wmm, [q) + =55 ) -+ Sor AE "o _dt_:|’

wo zur Abkiirzung o (r) = o, d;’y = ¢, dgfr@ = @” gesetzt ist.

Nun gelten, weon ® eine beliebige Function von r vorstellt, ganz
allgemein die Formeln:
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dr 4 ar dd rdrN\e

@ dee T dt ((1) clt)_ dr dt>’
dv d

¢ ar = dt (,f®‘l7)7

und der fiir @ gefundene Ausdruck (11) verwaundelt sich, weunn man
seine beiden letzten Glieder nach Maassgabe dieser beiden [formeln
umgestaltet, in folgenden:

. rre” (dr\*  (rroY fdry
(12) = mm [‘7’ T ace (Lt> 2ce (dt)
d [ rrg dr  Srg dr
+mm*ﬁ[2‘c’?dt‘ T )
wo (rr¢’) fur AUTY) gosetat ist, also = rry” 4 2r¢" ist. Sub
@ G 8 , =rrg ro  ist. Sub-

stituirt man diesen Werth, und bemerkt man ausserdem, dass
r@ dr =rp — [@dr ist, so gewinnt der Ausdruck fir o schliesslich
folgende Gestalt:

R e’ Ir k4
(13) © = mm, [(p — ch(z« (d't) ]

* \! ’
+ mm,%[(-&ﬂﬂ}:@ 4 _Z_:].

Wir haben bisher m, als Aussender und m als Empfinger des
Potentiales uns gedacht. Schritt fiiv Schritt dieselbe Betrachtung, be-
gleitet von genau denselben Formeln, wird aber, wie leicht zu iiber-
sehen, durchgefiihrt werden konnen, wenn wir umgekehrt # als Aus-
sender und me, als Empfinger des Potentiales ansehen.

Daraus folgt, dass der in (13) gefundene Poteutialwerth o nicht
nur derjenige ist, welcher in dem gegebenen Zeitaugenblick ¢ in m
anlangt, gesendet von my, soudern gleichzeitig anch derjenige, welcher
in jenem Augenblick anlangt in my, gesendel von m.

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat:

Bewegen sich zwei Punkle m und m, unter threr gegenseitigen Ein-
wirkung, wnd bezeichnet v ihre Enifernung aur Zeit £, ferner o das
derselben Zeit entsprechende receptive Potential der beiden Punkic, so ist

a
(14a) @=wt g

wo w und w folgende Ausdriicke roprisentiven:

r deo ary?
we= MM P — o gy \at/ |’

Sopdv)l—re | 17 dyp EL].
____c__,_,{.. 2ec dr di

(14b) o [
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Hier ist sur Abkiirzung o fiir @(r) gesetet, und ferner unter ¢ die
iberaus grosse und constante Geschwindigheit 2w verstehen, wmit welcher
das Potential durch den Rawm sich fortpflant.

Zu bemerken ist noch, dass der Werth des Ausdrucles w sich ein-
facher so darstellen ldsst:

(14¢c) w == mm, [q) -+ %f?)z] )

wo alsdann unter ¢ folgende Function 2u verstehen ist:

d d
(144) w:fywr%.%.

Das receptive Potential o besteht nach (14a) aus den beiden Be-

dm

standtheilen w und i Von diesen mag der erstere, namlich w das

effective Potential, und der andere, néimlich 22 das wneffective Potential

genannt werden.

Die hier eingefithrten Namen scheinen mir durchaus nothwendig,
falls bei den weiteren Untersuchungen die Auseinandersetzung nicht
eine zu schleppende werden soll. Und die Art und Weise, wie die
Namen gew#hlt sind, diirfte ihre Berechtigung von selber finden im
Laufe der folgenden Expositionen.

Fiir den Fall des Newton’schen Emissionsgesetzes, namlich fiir

® =% wird ¢ = 270/; - Fiir diesen Fall gestalten sich daber die
Formeln (14a, b, ¢) folgendermaassen:
(15a) o= 1w+ OZ;: ,
(15b) w= mm, [—; dV? )J
- 2]
(1be) W == mm, [_‘9;%1_ — Tlcc' —dd—g-] .
§ 4.

Das Weber’'sche Gesetz.
Ableitung desselben

Es handle sich darum, die Bewegung zweier Punkte m und m,
zu ermitteln, unter der von uns gemachten Voraussetzung, dass das
von jedem der beiden Punkte in einem bestimmten Zeitaugenblick ab-
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gesendete Potential immer erst in einem gewissen spiteren Zeitaugen-
blick den andern Punkt erreicht.

Fir irgend einen Zeitaugenblick ¢ mdgen die Coordinaten der
Punkte mit z, y, 2z, 2, ¥, 4 und ihre Enifernung von einan-
der mit » bezeichnet werden. Ferner mag fiir jenen Zeitaugenblick
unter o das in (14a, b, ¢) ermittelte receptive Potential der beiden
Punkte:

(16) o =w+%:l,

und unter z ihre lebendige Kraft:
=M [(dz\  (dyNE, (dzN?
@ e[ ()]

m dxg\? dy\ 2 dz,\?

(@) + (@) + ()]
verstanden werden. Da wir nun das Hamilton’sche Princip als un-
umschriinkt giiltig ausehen (pag. 404), so wird die Bewegung der Punkte

m wnd m, in einer Weise stattfinden, welche charakterisirt ist durch
die aus jenem Princip entspringende Formel:

(18) 6f(t—m) dt = 0.

In dieser Formel ist (pag. 403) die Integration hinerstreckt zu denken
iiber einen beliebig zu wihlenden Zeitraum, und andererseits unter é
die innere Variation, d. i. eine Variation zu verstehen, welche nicht
die Grenzen, sondern nur das Innere jenes Zeitraumes betrifft.

Durch Substitution von (16) nimmt die Formel (18) folgende Ge-
stalt an:

(19) 6 [rat— éf(w 4 ‘fi‘;’) at,

=0 (w,—m, +fwdt),

oder, weil o eine inmere Variation andeutet, mithin dw, == 0w, =0
sind, folgende:

(20) ()‘Jz'dt=d‘j’wdt.

Beachtet man nun, dass die in 7 und w enthaltenen unbestimmten
Funetionen durch z,y,2 und z,, y,, #, reprisentirt sind, so ergeben
sich durch Ausfihrung jener Variation und mit Riicksicht auf die
von uns eingefihrten Bezeichnungen (pag. 414) folgende sechs Glei-
chungen:



422

@n

drf
dx
4‘5
Ay
Az
A%

C. Nuumanw,

dw
dx’?
A_w
4y’
dw.
Az’

dr

A,
Az
Ay

dr
de,

|

dw
day’?
au.
dyy?
dw
Ay

Fihrt man die Variationscoefficienten linker Hand wirklich aus,
mit Zugrundelegung des in (17) fiir v gegebenen Werthes, so gewinnen
diese sechs Gleichungen folgende Gestalt:

iy dw m Gz __ dw
Mg = " gz Vae o day?

dary dw ady, dw
(22) Mg = gy A T
" drz 4w a” &y dw

Pdi T a4z’ Woar T T g

Diese Gleichungen zeigen, dass die negativen Variationscocfficien-
ten vechter Hand die Componenten derjenigen Krifte reprisentiren,
welche auf dic Punkte einwirken wihrend ihrer Bewegung. Um jene
Variationscoefficienten wirklich zu bilden, hemerken wir, dass das
effective Potential w (14¢) den Werth hat:

(23) W= mm, [q) -+ (%‘-’-)2

b

d dr\?
— [0+ (32 4]
dr
m')
an die unbestimmten Functionen z, y, 2, 2z, y,, #, durch die Gleichung
(24) 72 = (—x,)* + (y—p;)* + (¢ —2)*.
Jene Variationscoefficienten werden daher berechuet werden kounen

vermittelst eines frither (pag. 416, 417) besprochenen Satzes, némlich
berechnet werden konnen vermittelst der Formeln:

also abhiingig ist von » und wiahrend 7 seinerseits gebunden ist

dw __ dw  9r dw __ dw  or
dx — dr dz’ Az, dr dzy’
(25) dw __ dw o1 dw __ dw  or
dy — dr 9y’ 4y, dr 9y’
dw __ 4 0r dw __ dw 9
dz — dar 9z’ dz — dr 9z

Substituirt man diese Ausdriicke in (22), und setzt man dabei
or 0T ... die aus (24) sich ergebenden Werthe,

gleichzeitig fiir b5 By
so erhélt man die Gleichungen:
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éz? I dw z—x, m d2x| ____dw z—=x
dt? dr r Vde T T dr r 2
a*y dw y—y d
3 WYy~ = e T f ) o 4w oy —uy
(26) di Ar ro ! My g dr y !
2 oo 2
) *d*/* —— A EE m, LR A0 a
ae dr Ty Iodee dr 7

Schliesslich bleibt noch iibrig die Berechnunu des Variationscoefﬁcien-

ten 4% Setzt man zur Abkiirzung » statt "“t’ und 7" qta,tt = t* , SO

Ar

wird nach (23):

(27 w = mmy [q) -+ (fl—zg 7")2:| ,

folglich:
ow do dy d*¢ ,
T = M [dr + 25 ‘d—ff”]»
g:;’, =, - 2 (%%)27',

oder, was dasselbe ist:
? d w Vv
w o @ P dr

(e) Fral LN + 2 3t ai |
ow oy Ay dy

() Gy = My 2 i odt

Aus letzterer Formel ergiebt sich durch Differentiation:

Bw PR dy
() -E%L = M [2 T 2 GF ddt7 J ‘
Nun wird, weil @ (27) nur von # und ¢ abhingt:
dw aw d%:{;
(=) Pl i

folglich, wenn man die Werthe (), (p) substituirt:

(29 W—anmi[gq’—2% ‘f;:f]
Aus (26) und (29) ergeben sich folgende Sttze:

Zwischen swei Pumkten m und m, ist wihrend ihrer Bewegung
eine Kraft R thitig, welche in jedem Augenblick zusammenfdillt mit
threr Verbindungstinie 7.

Betrachiet man diese Kraft R als eine repulsive, und ist w das
effective Potential der beiden Punkte auf emander, so wird B jederzeit
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gleich sein dem megativen Variationscoefficienten von w nach r, also
den Werth haben:

dw
(30) R=—=2.

Ist das in DBetreff des Potentiales zu Grunde gelegte FEmissions-
gesetz ein beliebiges, das emissive Potential also = mm, @(r), wo ¢
eine beliebige Function bezeichnet, und setzt man sur Abkiirzung

(7'> =@,

(31) _f]/_ A7 Gy () = v,

so sind die Werthe fir das eﬁectwe Potential w wnd fiir die Kraft R

folgende:
N e )]
T dar 1 dr dr dt?

Legt man insbesondere das Newto w'sche Emissionsgesetz zu (runde,
so wird:

(31a)

und demsufolge:

1 4 Alr
G0 B 2w [+

i: B= "M ) (dr\* 2 &)
d.i: B= rr [1 *__c~c—<dt> + ce dtl:l
Ueberall repriisentirt hier ¢ die constante und diberaus grosse Geschwin-
digheit, mit welcher das Potential im Raume sich fortpflanst™).

*) Der Werth B (32) kann aus der Formel

o +(22)]

auch folgendermassen abgeleitet werden. Nach dem Satz tiber die Variations-
coefficienten (Pag. 416, 417) ist

dw _dw Jdgp | dw 99

ar " do or " dy or?
d*y 2y

0
=M My 9. —m”ll‘2—d—t2' “5"1’:“,

or

dE
R =mm, [—%4—2 %Z" dt?]

also
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Die allgemeinere Formel (32) stimmt vollstindig tiberein mit dem-
jenigen Gesetze, welches ich in meiner Dissertation: ,, Explicare ten-
tatur quomodo fiat, ut lucis planum polarisationis per vires electricas
vel magneticas declinetur. Halis Saxonum 1858.% supponirt habe in
Bezug auf die gegenseitige Rinwirkung wzwischen einem Elekirischen
und einem Acthertheilchen. Denn jene Formel (32) ldsst sich so dar-
stellen:

— 49 g dv &y (dr\? dp\? d>r
(33) R =mm, [ ar Y20 am (‘d‘t“) +2 (dr) d‘z‘f]’
und nimmt also, wenn man

(34) —de_r, 2 (%); ®

setzt, die Gestalt an:
1 do /dr\? d?
(35) Bemm [F4 3 G () + ¢ %)

Dies aber ist das in jener ‘Dissertation (pag. 3 derselben) supponirte
Gesetz™®).
#) Die Formeln (34¢) konnen, zufolge (31), auch so geschrieben werden:
do 2¢ do

(e0) —ar = ~ % ar =
Demnach findet zwischen F und @ die Relation statt:

2F o
) e =

In der erwihnten Dissertation habe ich die Beziehung zwischen ¥ und & unbe-
stimmt gelassen, so dass also gzwischen jener Dissertation und der gegenwirtig
entwickelten Theorie nicht der geringste Widerspruch stattfindet, — Das in Rede
stehende optische Phiinomen habe ich spiter einer auafihrlicheren Bearbeitung
anterworfen in meiner Schrift: ,,Ueber die Magnetische Drehung der Polarisations-
ebene des Lichtes. Halle. 1863. Und hier habe ich leider (und zwar nur, um
meiner Darstellung eine grossere Einfachheit und Uebersichtlichkeit zu verleihen)
zwischen # und @ eine gewisse Relation angenommen:

@) ce  dr’
welche fiir den Specialfall @ = %'— d.i. Fe== %r— identisch ist mit der Relation (8),

(nimlich ebenso wie jene den Werth ¢ = %r_ liefert), im Allgemeinen aber in

Widerspruch steht mit (8}, Ich muss mit Bezug hierauf hemerken, dass die An-
nahme der Relation (y) in der eben genmannten Schrift durch keinerlei innere
Griinde geboten wurde, sondern nur geschah, um in der #usseren Form eine
grissere Einfachheit zu erzielen. In der That spielt die Function F bei meiner
Untersuchung iber die Drehung der Polarisationsebene durchaus keine Rolle, Sie
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Wichtig vor allen Dingen aber ist, dass die speciellere Formel
(82a) identisch (sogar bis auf die Buchstaben identisch) ist mit dem
allgemein bekannten Weber'schen Gesets.

Zusitze.

Bezeichuet man die, wihrvend der Bewegung der beiden Punkte m
und m,, auf m einwirkende Kraft R, was ihre Componenten anbelangt,
mit X, ¥, Z, so ist zufolge der Gleichungen (22):

dw

= T axo
(36) Y= -2,
dw

Z=—="0
Denkt man sich nun durch den Punkt m eine Linie gelegt in irgend
welcher Richtung, bestimmt durch die Richtungsecosinus «, 8, y, und
bezeichnet man die Componente jener Kraft B nach dieser Richtung
mit P, so wird
(87) P=Xa-+ Y+ Zy,

dw Aw

Adw
= | Tt Gy e+ g
Denkt man sich die Beweglichkeit des Punktes m oder z, y, z fiir den
Augenblick auf jene Linie beschrinkt, setzt man also
v=a-pe, y=>b-+ph, 2=c+ py,

wo a, b, ¢ ein fester Punkt der Linie, und p die Entfernung ist zwischen
diesem Punkte und dem Punkte x, y, 2; so wird

- 0% = Y — 07
= B=p ~op
Und demgemiss verwandelt sich alsdann die Formel (37) in folgende:
o [dw O, dw 0y, dw §27)
(38) P = I:Aa: op + 4y &p + a8 810]
Was die Abh#ngigkeit zwischen ¢ und p anbelangt, so ist w zu-
niichst abhingig von z, ¥, 2, %—“}5, %‘% R —2%, wihrend z, y, # ihrerseits

abhéingig sind von p. Der in (38) befindliche Ausdruck [ ] ist daher,
wie aus einem fritheren Satze (p.416,417) hervorgeht, nichts Anderes
als der Variationscoefficient von w nach p. Somit ergiebt sich:

fallt gleich zu Anfang aus den Bechnungen heraus. Und die Resultate, zu welchen
jene Untersuchung fibrt, werden daher ein wnd dieselben bleiben, welche Be-
schaffenheit die zwischen F' und ¢ vorhandene Relation auch haben mag.
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-
(39) Pe—2v,

eine Formel, welche véllig analog ist mii den Formeln (36), und die-
selben als Specialfille in sich fasst. '

.Sind beliebig viele Punkte m, m,, m,, m,, - - - vorhanden, und
bezeichnen w,, @02, wy, - - - die effectiven Potentiale fiir jedes der

Punktpaare (m, m,), (m, m,), (m, my), - - -, so wird, wie sich aus (39)
ergiebt, der Ausdruck

(40) (dw, + dwg_*_dw{_{_ )

diejenige Kraft repriisentiren, mit welcher der Puukt m von allen
tibrigen Punkten zusammengenommen in der Richtung p fortgetrieben
wird. Dieser Ausdruck aber kann, wenn man unter W das effective
Potential des ganzen Punktsystemes versteht, kiirzer dargestellt wer-
den durch:

(41)

Somit folgt der Satz:

Ist W das effective Potential cines beliebigen Punkisystemes, so
wird die Kraft, mit welcher irgend ciner dieser Punkte in ciner ge-
gebenen Richtung fortgetricben wird, immer gleich sein dem negativen
Variationscocfficienten von W nach jener Richiung.

AW
4p

§ b.
Das Princip der Lebendigen Kraft.
Betrachtung zweier Punkte.

Wir beginnen mit einem mbglichst einfachen Fall, mit dem FKall,
dass nur zwe; Punkte m und m, vorhanden sind, und setzen iberdies
voraus, dass nur m beweglich, m, aber fest ist.

Es seien z, y, # und z,, Yir % die Coordinaten der beiden Punkte,
r ihre Entfernung, ferner sei o das receptive Polential der beiden
Punkte auf einander, und endlich sei = ihre lebendige Kraft:

Das receptive Potential @ besteht (pag. 419) aus zwei Theilen:

(1) @ =w +

-

von welchem der erstere das effective, der letutere das ineffective Po-
tential genannt wurde. Ferner besitzt das effective Potential w (pag.

419, 420) den Werth: )
@) —mm, [0+ (“5™)],
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wo @ (r) und 3 (r) gegebene Functionen von r sind, welche im Falle

21/

des Newton'schen Emissionsgesetzes durch - und - reprisentirt

sein wiirden, wo ¢ die mehrfach genannte Fortpﬂdnmngsgeschw1nd1g—
keit vorstellt. Wir bezeichnen die beiden Bestandtheile von w mit
und v, setzen ndmlich:

(3) = U + U,

w==mm r) =mm g,

ap(r)\?2 dip \?
?J=mm1( dt_) = MM, <—0'l,‘l'§) .

Im Zustande der Ruhe, d. i. bei sich gleichbleibendemn Werthe von »
verschwindet », reducirt sich also w auf w. Von den beiden Bestand-
theilen des effectiven Potentiales w mag demnach der erstere u das
statische Pofential, der andere v aber das motorische Potential genannt
werden.

Was die lebendige Kraft v der beiden Punkte anbelangt, so wird,
weil m, fest gedacht ist:

R GO

Bezeichnen wir die Differentiationen nach der Zeit durch Accente und
beachten wiederum, dass z,, ¥,, 2, constant sind, so konnen wir die
Formeln (3) und (4) auch so darstellen:

(5) w=u-|v,

u=mmo,

0 , 0 p 0 \?
v = mm, (%x —|——§-§y —1—0—;”5),

(6) T = % o+ oy +47).

Fiir die Bewegung der Punkte gilt nun nach dem Hamilton’schen
Princip die Formel:

% af(r_ca) dt =0
d. i. nach (1):
(8) 0 (rdt= aJ dt

= 0w, — 0w, -+ & fwdt,

oder weil die Grenzen der Integrale als unverinderlich zu betrachten
sind in Bezug auf Ort und Geschwindigkeit:
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9) 6ert=6ﬁﬂ¢.

Da #, 4\, #; constant, und nur #,y, # veriinderlich sind, so ergeben
gich bei Ausfithrung der Varlat'on 8 nur drei (xlemhunaul Dlese
lauten:

g =004 fw
M= F0 "7 At pa
v Ow d ow
(10) MY = G =4 ey
o oW 4 ow
TME =% W@

wo die Accente Differentiationen nach der Zeit andenten. Multi-
plicirt man diese Gleichungen (10) mit — 2, — ¥, — &, und addirt
dieselben sodann, so erhilt man mit Riicksicht anf (6):

G (8% gy 0y 0w
(1a) = (x oz 7Y By ““57)
;4 ow rd dw 4w
+(” T ea TV G oy T "&’E’a?)
oder in abgekiirzter Schreibart:

(11b) %=.~<'3w+ )_;_('jt §Z’+>

Von anderer Seite her ergiebt sich nun, wenn man das effective
Potential w (5) nach der Zeit differenzirt, und beachtet, dass dieses
w nicht nur von z, y, 2, sondern auch von #’, %, 2 abhiingt, die Formel:

dw , aw e E)w
oder was dasselbe ist:
N dw . dw d . O
(12b) m_:(x 7E+"')+7a7(x _ax,+...)

Durch Addition von (11b) und (12b) folgt:
d(ztw) ; ow i ow s ?)w
(13) . T ar (” o T Yy T )
Nun ist nach (5): @ =u -~ v, ferner u unabhiingig von «, ¥, #,
andererseits v ein homogener Ausdruck zweiten Grades von &, ¥, #
Daher ist:
I 4 4 ’ 4 3
B oy Pt L= ety

Mathematische Annalen, XVII, 29

,a‘l)__‘g
~8—y7+ﬁ 9y T v
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Demnach geht die Gleichung (13) iiber in:

9
a0 fickn _ dgn,
Hieraus aber folgt:

(15) t + w — 2¢ = Const.,
oder weil w = u -+ v ist:

(16) t 4+ # — v = Const.,

d. h. Die lebendige Kraft, vermehrt um das statische, und vermindert
um das motorische Potential bleibt wihrend der Bewegung constant.

Betrachtung eines beliebigen Punktsystemes.

Vollig Analoges lisst sich nun durchfiihren fiir ein System von
beliebig vielen, etwa # Punkten, und zwar ganz gleichgiiltig, ob die
Beweglichkeit des Systems eine freie ist, oder beschrankt ist durch
irgend welche gegebenen Bedingungen. In Bezug auf diese letzteren
mag jedoch vorausgesetzt werden, dass sie ausdriickbar sind durch
eine Anzahl von Gleichungen, in welchen nur die Coordinaten der
Punkte (nicht aber deren Geschwindigkeiten) sich vorfinden. Diese
Gleichungen mogen bezeichnet werden mit

a7 B, =0, B,=0, B;=0, ete. etc.

Die lebendige Kraft des Systemes mag T, und das receptive Potential
des Systemes Q genannt werden. Es wird dann T eine Summe von
#n Gliedern sein, deren jedes die Form hat:

18) v=" [( Z‘;’)2+ (%%)2 — (%)2] =2 @ +yy +77);

N . . -. nin—1 . .
und andererseits wird Q eine Summe von —(—§-)— Gliedern sein, ‘deren

jedes, je zwelen Punkten zugehdrig, die Form hat:

d d

(19) o=w+ 20 —utot I

Eine analoge Form wird demnach auch Q selber besitzen, nimlich:
ay a

(20) Q=W G =U+ T+,

wo W das effective und %%B das ineffective Potential des Systemes

repriisentirt, und wo andererseits, was die beiden Bestandtheile von W
anbelangt, 7 das statische und ¥V das motorische Potential des Systemes
bezeichnet, ’
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Das effective Potential W= U -+ V des Systemes besteht aus
M;Jl Gliedern von der Form w = u -+ ». Sind m und m, irgend

zwei unter den Punkten des Systemes, 7 ihre Entfernung, ferner

x, y, 2 und x, ¥, #, ihre Coordinaten, so wird das diesen beiden Punkten

zugehtrige Glied w = u 4 v den Werth haben [vergl. die Formel (3)]:
W=u-+ v,

(21 a) U = mm, Pr) == mm, g,

N\ 2 9
Y = 100y (d%gﬂ) = 1N ((fff ) ,

oder ausfiihrlicher geschrieben:
w=1u— v,
(21b) u=mm0o,
] . ’ d , ’ 0 . ~\?
v mmy (5% =)+ 5y 0/ —9)) + GEE— )"

Fir die Bewegung des Systemes wiirde, wenn seine Beweglichkeit
eine vollig freie wire, die Formel gelten:

BJ Tdt=r3f§2dt.

Da seine Beweglichkeit aber beschrinkt ist durch die gegebenen Be-
dingungsgleichungen (17), so wird dic genannte Formel zu crsetzen
sein dureh folgende:

(22) afma=af<9+zln1+A,BQ+...)(zt,

in welcher A, 4,, - - - anzusehen sind als unbekannte Functionen der
Zeit. Setzt man nach (20): Q= W 4 i}f—, so redueirt sich diese
Formel auf:

(23) 6det= af(W+ 1,B, + 4,B, + - - ) dt.

Und hieraus ergeben sich nun, wenn man die Variation 0 ausfiibrt,
3n Differentialgleichungen, niimlich ebenso viele Gleichungen als ver-
#nderliche Grossen z,4,2 vorhanden sind. Diejenigen dieser Gleichungen,
welche dem Punkte m mit den Coordinaten z, y, # zugehiren, lauten:

0B 2B,
aW da.ﬂ'f—{_l‘()_t__*_lg 2+_..’

— ma” = Bx  dt ox P du
C L, oW 4 W 9B, 2B, , .
(24) — MY = T 4t Gy + 4 3y + 4, oy + y
w W a 8w 2B, 0B, ..
—me' = — gy gy Th T Thoe T

Durch Multiplication mit — @, — ¥, — & und Addition, wnd mit
Ritcksicht auf die Bezeichnung (18) ergiebt sich hierans die Gleichung:

29+
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¢ dt /()W 3W lbW
@) = (T Y Gy )

oY
. d oW d oW , d oW
+(7 a5 G TV 07 Gy T o )

E}B, » 0B,y
_11< -+ ) (x oz +...)-—...
Solcher Gleichungen konnen ebenso viele gebildet werden als Punkte

vorhanden sind. Denkt man sich alle diese Gleichungen addirt, so
erhiilt man mit Riicksicht auf die Bedingungen (17) folgende Formel:

¢ aT cOW rd oW
<26) dt :——*2(%”‘8“7:—"—"')+2($m'5§;‘r+"'>'

Von anderer Seite her ergiebt sich, wenn man das von den Coordi-
naten und Geschwindigkeiten abhingende effective Potential W nach
der Zeit differenzirt:

aw (s O0W ~f . W

G =2 ("5 + ")+L(” ‘557"")
oder was dasselbe ist:

aw , 0w d L oW
@ It m (e )

Durch Addition von (26) und (27) folgt:

T w , O W , oW , W
(28) ;; )=*“Z( F Tl + v a—y'""f—z%)'

Nun ist W= U+ ¥V, und wie aus (21b) erhellt, U unabhingig von
den 3n Grossen «, ¥, &, andererseits ¥V ein homogener Ausdruck
zweiten Grades dieser 3# Grossen. Demnach wird:

IBW IaW laW

Die Gleichung (28) geht daher iiber in:
AT+ W) dev)

(29) at = T at )
und hieraus folgt:

(30 T4+ W — 2V = Const.,
oder weil W= U 4 ¥V ist:

(31) T4 U — V = Const.,

eine Formel, welche fiir ¢ = oo d. i. fiir den Fall einer momentanen
Fortpflanzung des Potentiales sich reducirt auf die wohl bekannte Formel
T + U = Const. (Vergl. pag. 403.) Die allgemeine Formel (31) ent-
hilt den Satz:
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Dei der Beweguny cines beliebigen Punkisystemes wird dic Lebendige
Kraft, vermehrt um das statische und vermindert wm das motorische
Potential bestindig ein und denselben Werth behalten. Dabei ist es
gleichgiiltig, ob die Beweglichkeit des Systemes eine freie ist, oder ob sie
Lesclurdnht ist durch irgend welche (die Coordinaten der Pumkie betreffende)
Dedingungen.

Bei der Ableitung dieses Satzes ist stillschweigend vorausgesetzt
worden, dass in dem Punktsystem nur innere Krifte thitig sind.
Sollte ein aus den Punkten me,, #,, - - - m, bestehendes System ausser
seinen mneren Kriften auch noch gegebenen dusseren Kriften unter-
worfen sein, so werden sich immer irgend welche feste Punkic
M,, M,, - M, auffinden lassen, welche als die Ausgangspunkte
jener letzteren Krifte angesehen werden konnen. Das aus all’ diesen
n -+ p Punkteu bestehende System wird dann aber nur noch inneren
Kriften unterworfen sein, und daher beherrscht werden von dem soeben
aufgestellten Satz. Denn dass einige von jenen # 4 p Punkten vou
gegebenen Bedingungen bis zur absoluten Unbeweglichkeit beschrinkt
sind, ist fur die Anwendbarkeit des Satzes vollig glerchgiiltig.

Nachschrift.

Wenn mau (wie das seit Newton fast allgemein geschieht) an-
nimmt, dass rdumlich getrennte Gegenstinde unmittelbar auf einander
wirken, so wird es ebenso gut auch zuliissig sein, eine unmittelbare
gegenseitige Wirkung zwischen Gegenstinden auz.unehmen, d-ie zeitlich
von einander getrennt sind; vorausgesetzt patiirlich, dass eine solche
Apnahme zu ebenso gliicklichen Consequenzen fithrt wie die erstere,
Demgemiss bemerkt Herr Professer Weber, dem ich fir seine gitige
Mittheilung zu grosstem Dank verpflichtet bin, dass die von mir auf-

gestellte Hypothese (ffir den Fall @ == ; ) sich so formuliren lasse:

., Die von cinem M assentheilchen herriihrenden Potenticlwerthe sind den
Entfernungen wmgekelrt proportional, und gellen fiir spétere Zeitmome??tcf
nach Propovtion der Entfernung. Der Grund, warum sie fir Sp'fl,t(:}]‘e Zeit-
momente gelten, kann in einer Fortpflanzung liegen, von der szc}l aber
nur sprechen liesse unter Voraussetzung einer hoheren Mechanik (wu? z. B.
von der Fortpflanzung der Luftwellen nur auf Grund der Mech.am'k der
Luft), und woraus dann folgen wiirdey dass die Fortpflanzung in jedem
Puukt des Mediums gestort und unterbrochen werden kann.*

Miisste die hier angeregte Frage, ob die zwischen zeitlich ge-
treunten Gegenstinden zu supponirende Einwirkung als etw?s 'Pl'illlﬁl'(ﬂs
(nicht weiter Erklirbares) oder als etwas Secundires (auf emfzfc_hgre
Vorginge Yuriickfiihrbares) angesehen werden solle, augenblicklich
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entschieden werden, so wiirde ich in der That der erstern Auffassung
unbedenklich den Vorzug geben. Aber auch in diesem Fall diirfte die
von mir gewihlte Ausdrucksweise wenigstens als eine bildliche nicht
ungeeignet, und somit berechiigt sein.

Tibingen, im Mai 1868.

Nachtrigliche Bemerkungen des Verfassers im Jahre 1880.

Die leteten Worte der vorliegenden Schrift (pag. 433, 434) diirften an wnd
fiir sich schon deutlich erkennen lassen, wie wenig zutreffend diejenigen Kin-
wendungen waren, welche von Clousius im Jakire 1869 (in Poggend. Annal., Bd. 135,
pag. 606) gegen den Inhalt der vorliegenden Schrift erhoben sind. Man vergleiche
ibrigens hieriiber meinen Aufsatz in den Math. Annal, Bd. I, pag. 317—324.

Ferner zeigt ein fliichtiger Blick auf die ersten Seiten der vorliegenden Schrift
(pag. 400 —402), dass ich damals, im Jahre 1868, bei Verfassung dieser Schrift
unbekannt war mbt zwei in dieses Gebiet einschlagenden Betrachtungen von
Weber und Riemann.,

Die Weber'sche Betrachtung (eine kurze Notiz in Poggend. Anual., Bd. 73,
pag. 229, vom Jahre 1848) zeigt in einfacher Weise, dass bei Annahme des
Weber'schen Grundgesetzes das Princip der lebendigen Kraft fortbesteht. — Ich
kann pur bedauvern, dass mir diese Notiz damals unbekannt war; und habe tibrigens
in meinen spiteren Publicationen {z. B in den Abhandlungen der Kgl. Sichs. Ges.
d. Wiss. Bd. 11, 1874, pag 115 nachiriiglich jene Weber'sche Betrachtung in
das gehorige Licht zu stellen, mich angelegentlichst bemiiht.

Andererseits enthalten die Riemann'schen Betrachtungen (vergl das Hatten-
dorff’sche Werk iber Schwere, Elektricitit und Magnetismus, Hannover bei
Rumpler, 1876, pag. 316 —386) den Gedanken, ein elekirodynamisches Potential
eimaufihven, und aus dicsem die elektrischen Krédfte durch Variation abzu-
leiten, also einen Gedanken, der in der vorliegenden Schrift besonders betont,
und in ansehnlichem Umfange entwickelt ist. Dass diese Riemann’schen Betrach-
tungen mir damals, im Jahre 1868, bei Verfassung der vorliegenden Schrift un-
bekannt waren, bedarf offenbar keiner Entschuldigung. Denn dieselben bilden
allerdings (wie Hattendorff angiebt) einen Theil einer schon 1861 von Riemann
in Gottingen gehaltenen Vorlesung, sind aber erst im Jahre 1876 gedruckt worden
(in dem schon gepannten Hattendorfi’schen Werk).

Ob es unter sobewandten Umstiinden erlaubt ist, schlechtweg Riemann als
Utheber dieses Gedankens zu bezeichnen, oder ob es nicht vielmehr gerecht sei,
daneben auch denjenigen zu nennen, der unabhiingig von Riemann auf denselben
Gedanken kam, und denselben zwerst (und %war in sorgfiltiger Ansarbeitung)
publicirte, — dariiber mogen Andere entscheiden. Ich meinerseits glaube aller-
dings, dass wenn z B, Herr Claustus in einem seiner letzten Aufsiitze diesen Ge-
danken der Einfiilhrung eines elektrodynamischen Potentials und der Ableitung der
Kvifte aus demselben durch Variation reproducirt, ohne dabei meiner Arbeiten
auch nur mit einer Silbe zu gedenken, — diess namentlich bei denjenigen, welche
in der betreffenden Literatur nur oberfliichlich bewandert sind, leicht zu einer sehr
falschen Auffassungsweise Veranlassung geben konnte.

Leipzig, im November 1880. N




