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SUR LA REPERCUSSION DE QUELQUES COURANTS D’IDEES
GEOMETRIQUES EN MATIERE DE LOGIQUE ET D'’ENSEIGNEMENT

1. Le corps de doctrines désigné sous le nom de
« logique », corps gui prend wne large exten-
sion, en posant tant de problémes nouveaux, est de
formation assez récente. IJidée chére A Leibniz
d'établir, en vue du controle des raisonncements,
un symbolise approprié, idée poursulvie par de
Morgan, Boole, Frege et par quelques autres, prit
un tour décisif avee Peano.l. Avec lui, se consli-
tuerent définitivement les opérations et 'algebre
de la logique, dans un esprit voisin de celn de
Palgebre ordinaire. Les progrés se firent alors ra-
pides, devani la néeessilé de tiver au clair les anti-
nomies de la (héorie des ensembles comnme devant
les exigences Lmposées par la coordination ration-
nelle du monde physique.

laspiration commune a une algebre rapprochait
la pensée du mathématicien et la pensée du logi-
cien. Des rapprochements de ce genre pouvaient-
ils se multiplier? Clest bien lad ce qui sest pro
duil : Ia logique actuelle ne se confente. plus
d'envisager des opérations algébriques; elie fait
place & l'idée de fonclion et a lidée de groupe.
Te voudrais, dans le présent article, expliquer de
(quelle manitcre ces annexions se sont réalisées; ef
monirer aussi chemin faisanl, avantage que le
péomelre peut y trouver, en vue d'une meilleure
coordination de théories fanmilicres.

9. Tout le mouvement d'idées dont je vais o
cuper n'aurait peut-éfre pas vu le jour sans des
recherches d'un caractere purement géoméirique,
voire méme encore plus coneret. Dans leurs etforts
pour résoudre les grauds problémes de la Meca-
nique céleste, Lagrange, llamilton et Jacobt n'a-
vaient guére envisagé lintégration des équations
différenticlles que sous son aspect quantitalif, en
accordant i la réalisation du caleul une large
priorité sur Vétude de Pallure des solutions. Henri
Poincaré rompit lo premier avee cette tendance en
s’orientant systématiquement vers Vintégralion qua-
litative. Dans la voie qull avait ouverte, M. lla-
damard mit bien(ol aprés en évidence, pour les
géodésiques dune swrface @ courbures opposies,
des propriétés remarquables. Il y avail dans leur
libell¢ de quoi retenir attention du physicien,
par des élénients inattendus, fixant une sorle de
démarcation, et permettant de concevoir « une
déduction mathématique a tout jamais inutilisa-
ble » en matiére de théorie physique.

Pierre Duhem, que nous venons de ciler, a coms-

imenté les résultats de M. Hadamard dans un pas-
sage memorable que voici :
« Imaginons, dit-il, e front d'un taureaun, avec

les éminences d’olt partent les cornes et les

orcilles, et les cols qui se creusent cnire ces

éminences:; mais allongeons sans limite ces cor
nes ot ces oreilles, de telle facon qu’elles s'eten-
dent a l'infini; nous aurons une des surfaces que
nous voulons étudier » 2.

« Sur une tetle surface, les géodésiques peuvent
présenter bien des aspects différents. 11 est d’abord,
des géodésiques qui se ferment sur elles-mémes,
Il en est aussi, qui, sans jamals repasser cxac-
tement par leurs points de départ, ne s’en éloignent
jamaig infiniment; les unes tournent sans cesse au-
lour de la corne droite, les autres autour de la
corne gauche, ou de loreille droite, ou de l'oreille

gauche; d’aulres plus compliquées font alterner

suivant certaihes regles les tours qu'elles décri-
vent autour d'une corne avec les fours qu'elles
décrivent. autqur de Tautre corne, ou de T'une des

“oreilles. Enfin, sur le front de nolre taureau aux
cornes et aux oreilles illimitées, il y aura des

géodésiques qui s'en iront & Uinfini, les unes en
sravissant la core droile, les autres en gravis-
sant la corne ganche, d'autres encore e suivant
Pereille droite ou 'oreille gauche ».

« Malgré cette complication, si 'on connait avec
ane  entiere exactitude la position initiale d'un
point matériel sur ce front de taureau et la direc-
tion de la vitesse initiale, la ligne géodésique que
co point suivra dans son mouvement sera de-
terminée sans aucune ambiguité, On saura tres
certainement, en  particulier, si le mobile doit
demeurer foujours a distance finie ou s'il s'éloi-
gnera. indéfiniment pour ne plus Jamais reve-
nir ».

« 11 en sera tout autrement si les condilions
initiales sonl données, non point mathématigue-
menf, mais pratiquement; la posilion initiale de
notre  point  malériel sera, non plus un  point
délerminé sur la surface, mais un point queleon-
que pris 4 lintérienr d'une petite tache; la direc-
fion de la vitesse ne sera plus une droite défi-
nie sans anbignité; & nos données initiales prati-
quemcnt délerminées correspondra pour le geo-
mélre une infinie multiplicité de données initiales
différentes ». ‘

« Tmaginons que certaines de ces données géo-

1. Dans la bibliographie gui termine fe présent travail, on
trouvera sur ce point la citalion d'un article de M. A, Padou,

REVUE GENERALF DES SCIENCES,

2. Entendez done : une surface i

courbures opposées,
douée de quatre nappes infinies.
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métriques correspondent a une ligne géodésique
qui ne séloigne pas & linfini, par exemple, 2
une ligne géodésique qui tourne sans cesse autour
de la corne droite. La géométrie nous permet d’af-
firmer ceci: parmi les données mathématiques
innombrables qui correspondent aux mémes don-
nées pratiques, il en est qui déterminent une
geéodésique s’éloignant indéfiniment de son point
de départ... Malgré les limites étroites qui resser-
‘rent les données géométriques capables de re-

présenler nos données pratiques, on peut toujours

prendre ces données géométriques de telle sorte
que la géodésique s'éloigne sur celle des nappes
infinies que l'on aura choisie d’avance. On aura
“beau rendre plus petite la tache ot se trouve la
position initiale du point matéricl, resserrer le
faisceau qui comprend la direction initiale de la
vitesse, jamais la géodésique qui demeure i dis-

~tance finie en tournant sans cesse autour de la

corne droite ne pourra étre débarrassée de ces
compagnes infidéles qui, aprés avoir tourné comme
elle autour de la méme corne, s’écarleront indéfi-
niment. Le seul effet de cette plus grande préci-
sion dans la fixation des données initizles sera
d’obliger ces géodésiques & décrire un plus grand
nombre de tours embrassant la corne droite avant
de produire leur branche infinie; mais cetle bran-
che infinie ne pourra jamais élre supprimée ».

« 31 done un point matériel est lancé sur la
surface & partir d’une position géoméiriquement
donnée, avec une vitesse géométriquement don-
nee, la déduction mathématique peut déterminer
la trajectoire de ce point ot dire si cette trajectoire
s’eloigne ou non & linfini. Mais. pour le physicien,
cette déduction est & tout jamais inutilisable. Lors-
qu'en effet les données ne sont plus connues géo-
métriquement, mais sont déterminées par des

- procédés physiques, si précis qu'on les suppose, la |
questicn  posée demeure ¢t demeurera toujours |

sans réponse ».

Et il faut bien en conclure, avec Duhem « qu’une
foule de problemes, hien définis pour le gémmétre,
perdent tout sens pour le physicien ». Les pages
qui suivent nont pas manqué dévoquer, i ce
point de vue, le probléme de la stabilité du sys-
teme solaire. Pour lastronome, les positions ef
les vitesses actuelles des astres ne sont détermi-
nées que par des procédés physiques, lesquels com-
portent nécessairement certaines crreurs. Dans la
multiplicité infinie (bien que progressivement ré-
duile) des données théoriques fournies par l'as-
trenome au géometre, il se peul que les solu-
ticns infiniment voisifles d'une solution donnés &
I'instant originel ou tout au moins, certaines d’en-
tre clles, finissent par s’en écarter indéfiniment,

a l'exemple de ce qui se produisait dans le pro-
bleme de M. Hadamard.

« Une déduction mathématique, observe fina-
lement Duhem, n’est pas utile au physicien tant
quelle se borne a affirmer que telle proposition,
rigoureusement vraie, a pour conséquence l'exac-
titnde. rigourcuse de telle autre proposition. Pour
étre utile aw physicien, il lui faut encore prouver
que la seconde proposition reste 4 PEU PRES exacte
lorsque la premiére est seulement A PEU PRES wvraie.
Et cela ne suffit pas encore; il lui faut délimiter
Vamplitude de ces deux & pew prés; il lui faut
fixer les bornes de I'erreur qui peut étre commisc
sur le résultat, lorsque 'on connait le degré de
précision des méthodes qui ont servi & mesurer
les données » 3. _

3. Ces profondes remarques de Duhem, qu’il
compléte en notant la haute difficulté des « ma-
thématiques de U peu prés », eussent mérité de
leur auteur dimportants développements. Au cours
de mon enseignerent, javais été amené, d'une
maniére indépendante, 2 former de nombreux
exemples de propositions, dont chacune se prétait
a une définition naturelle poir le module de dé-
placement de I'hypothése et pour celui de la con-
clusion.

A mon insu, je reprenais en l'appliquant & des
questions diverses lidée de Duhem. Mais clest
par une voie différente que j'y fus conduit ainsi
que Je vails maintenant le rappeler. Je m’étais
occupé des méthodes directes, en essayant de les

“adapter 4 certaines parties de la géométrie infini-

tésimale, depuis longtemps explorées A I'mide du
calcul. La certitude d’un résultat obtenu par cot
intermédiaire suppose en général, la dérivabilite,
jusqu’d un certain ordre, des fonctions introduites -
Pinterprétation géométrique des équations écrites
livre dés lors une conclusion, sans qu'on puisse
d'une maniére immédiate la considérer comme lo
fruit d’un systéme irréductible d’hypotheéses. Pour
obtenir un tel systéme, ou si l'on préfere, pour
déceler les causes responsables de cet effet, qui
cst la susdite conclusion, faut-il résoudre un pro-
bléme d'un genre spécial 1 un probléme de cau-
salité. |

4. L’examen de ce probléme se révele fécond.
On voit spentanément apparaitre le pourquoi de
la constante intervention des groupes en mathéma-
tiques, en méme temps que la notion de groupe
s‘agréege 4 la logique.

Soit, dans un champ défini de prémisses, uue
propositicn P dont ['énoncé a été préalablement
formulé. Supposons P vraie pour un choix des

3. P. Duhem, La Théorie Physique, Paris 1906, p. 218
232. '
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objets qu'elle met en relation. Les modifications
auxquelles on peul soumeftre ces objets pour
passer d'un cas d’exactitude de P a un nouveau
cas ('exactitude forment une famille, doute de
deux caractéres importants :

10 Avee une modification, ¢lle conlient toujours
SON  INVerse;

20 Avec deux modifications, d'ailleurs quelcon-
ques, elle contient leur résultanie.

Une telle famille est donc un groupe au sens
couramment admis. Etant donné la manitre dont
¢'introduil ce groupe, 4 l'occasion des conditions
les plus larges de validité de P, je I'ai dénommé le
domaine de causalité de P. Ce que je viens de dire
pour une proposition isolée s’applique également
a un svsteme de propositions, puisque les élé-
nienls communs a plusieurs groupes forment un
nouveau groupe. ,

D’une part, apparait ainsi le role logique de la
notion. de groupe. D'autre part, justifie-t-on la ne-
cessité de placer a la base de lenseignement la
noticn de groupe, afin de dégager, dans des théo-
ries mathématiques tres diverses, les principes qui
leur sonl communs.

5. Les considérations qui précédent sont relati-
ves i Iéquilibre d’un énoncé propositionnel donne,
équilibre maintenu pour certaines modifications
des objets que cet énoncé met en relation. Au
lienw d'étudier V'état permanent du dit énoncé de-
vant ces modifications, on peut en rechercher les
conditions de variance. De la sorte, on introduit
en logique le point de vue de la théorie des fonc-
tions. Restons dans un champ de prémisses bien
defini. Une hypothése H, laquelle peul &lre en
réalité tout un systéme de suppositions, y déter
mine une conclusion C. Et Von se propose (Pétu-
dier C comme une fonction de H; il est superflu
de dire que le mot fonction est pris ici dans son
sens le plus moderne, qui s’attache a la correspon-
dance entre deux éléments de nature quelconque.

l.e cas le plus simple, celui aussi qui s'adaple le
plus fidelement a la citation finale de Duhem,
est celui ol chacun des termes H et C peut étre
envisagé conune un élément d'un ensemble dis-
tancié : cela signifie quen prenant deux éléments
H, et H, de la collection des H, on sait leur assi-
gner une distance, c¢’est-a-dire un nombre positif
lorsque ces éléments sont distinets, nul quand ils
sont confondus, nombre qui si Uon veut, donne
licu en outred, lorsqu’on envisage trois éléments
" pris deux & deux, & linégalité du trangle. Daus
ces conditions trés larges, qu'il serait d'ailleurs
possible d’étendre, un sens précis est détenu par la
locution « module de déplacement de Uhypothése »,

4. Cette condition, remplie dans beaucoup d'apphcations,
n'est pas nécessaire.

“semble

ot I'on peut, d’'une maniére analogue, fixer le sens
de la locution « module de déplacement de la con-
cluston ».

6. Nous introduit ces unotions dans le
cadre qui présente pour les besoins actuels la
plus grande importance. Mais on peut encore,
avec M. Jean-Louls Destouches, les adapter aux
espaces i voisinages de M. Maurice Fréchel. On
doit A cet éminent géométire la mise en lumiere
d’'une liste imposante de notions fondamentales
qui sont devenues des guides nécessaires de la
pensée mathémalique contemporaine. Il a dégagé
ces notions en analysant les progrés du Calcul
fonctionnel, imstauré par M. Vito Vollerra sous
V'inspiration du passage du fini & I'infini et enrichi
par M. Jacques Hadamard de profondes contribu-
tions. Chose remarquable, cette analyse rameéne
au cceur des mathématiques, pour permelire den
éclairer les principes universels. Le point de départ
réside dans la considération des ensembles abs-
traits, c¢'est-d-dire formés d’éléments de nature
quelconque, éléments dont on étudie les relations
de voisinage ®,

On est conduit, dans celte voie, & développer
sous le nom de Topologie abstraite, une disci-
pline des plus importantes. A la base, est la notion
d’espace. Un ensemble abstrait est élevé, si l'on
peut dire, & la dignité d'espace, lorsquion sait
faire correspondre, a chacune de ses parlies, le
svsttme de ses points d'accumulation ¢ : I'adjonc-
ticn A la dite partie, ou si T'on préfére, au sous-
ensemble considéré, de ses points d’accumulation,
constitue une opération primordiale, & laquelle on
donne le nom de fermeture. kn postalant qu'un
ensemble fini est sa propre fermeture, quun en-
obtenu comme fermeture est aussi sa
propre fermeture, que la fermeture ct la réunion
d’ensembles, en nombre [ini, sont des opéralions
commutables, on peut pousser déja fort loin le de-
veloppement d’une Topologie formelle, distinguant
entre autres les ensemblies fermés (ceux qui sont
leur propre fermeturé), ouverts
(complémenlaires fermés), étudiant
d’autre part, pour des ensembles quelconqyues,
points intérieurs el points fronticres (cf. Kura-
towski, Topologie, ch. I).

Notamment, tout ensemble distanci¢ 1) peut se
considérer comme un espace au sens précédent.
Soit F un ensemble partiel de D. Un point ¢ de D
sera, dit point d’accumulation de points de E si
I'on peut hui atfacher une suite indéfinie de points
de B, points dont les distances au point a tendent
vers zéro, Ayant défini la notion de poinl d'accu-

avons

les ensembles
d’ensembles

5. Yoir la bibliographie.
6. On convient en général de se restreindre a ceux gui
appartiennent & l'espace, 5
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mulation, nous pouvons en déduire celle de fer-
meture d'un ensemble E prélevé sur D, et par
suite, faire vraiment de D un espace. On peut
donc dire indifféremment ensemble distancié ou
espace distancié.

7. Ces explications préliminaires étunt bien com-
prises, envisageons comme nous 'avions annoncé
I'élément hypothése H comme un point d'un pre-
micr espace distancié S, 'élément conclusion (
comme un point d'un second espace distancié T.

- La dépendance du second élément vis-i-vis du pre-
mier s'interpréte a ce point de vue comme une
transformation ponctuelle 0; ainsi que l'a noté
M. Jean-Louis Destouches, la stabilité n’est autre

que la continuité : il est ban de compléter cet

énoncé en notant que cetle continuité concerne
essentiellement la transformation, permettant de
passer de S vers T7. On peut citer des exemples
de propositions qui sont stables alors que la
réciproque est instable. En théorie des fonctions
d'une variable, pente nulle dans un intervalle im.
plique constance, est une proposition stable, dont
la réciproque est vraie, mais instable.

Il est intéressant d’envisager la transformation
inverse de 6. A un point du second espace, c’est-i-
dire & un élément conclusion C, correspond en
général dans le premier espace un ensemble de
points, lequel représente la réunion des diverses
hypothiéses possibles dont I'une détermine la - con.
clusion C. Appelotis H T'une d'clles, et [H! Ien
semble de foutes les hypotheses H impliquant la
conclusion C. Nous écrirons C=—o), ce qui
symbolise la proposition d’hypothése H ot de con-
clusion C. Il peut arriver que: ¢ soit continue pour
chaque élément H de I'ensemble | H!. Nous dirons
alors qu’il v a stabilité su | H ;

Faisons observer chemin faisant que l'ensem-
ble [H | représenle, dans l'espace S des hvpo-
théses, le domaine de causalité de la conclusion C,
abstraction faite d'un mode de composition de

‘deux éléments de ,‘Hf Cette représentation ne
peut dailleurs élre congue sans quon ait au
préalable défini avec précision les éléments de
cet espace, e assigné une distance 2 chaque cou-
ple de ces éléments.

8. Monirons que moyennant la stabilité sur
{ 0| de la proposition = ¢(H) (ne 7), 'ensem-
ble | H | est fermé, quant & l'espace (8) des hypo-
théses, c'est-d-dire contient ses points d’accumu-

7. Il peut arriver que I’hypothése soit représentée par un
point delespace S, la conclusion, par un ensemble de points
de I'cspace T. Il y aura stalilité si cet ensemble est fonection
continuc du point considéré de I'espace S, c'est-i-dire si les
deux ensembles de T provenant de points arbitrairement
voisins de 'espace S ont un écart (au sens de Hansdoril) qui
peul &tre rendu arbitrairement petit. Un exemple d'un pareil
cas estici donné au début du no 10. -

lation, dans un sens conforme aux définitions
posées a la fin du ne 6. Lorsqu’a un point p de
Pespace (8), on peut atlacher une suite de points
de [H| dont les distances 2 p tendent vers zéro,
nous avons dit que p est point d’accumulation de
Pensemble | 17 |, Cela posé, 'hypothése représentée
par le point p implique nécessairement la conclu-
sion C, sans quoi, il ne pourrait vy avoir conti-
nuité, donc stabilité sur ' H .

9. En conservant ]’hyp-dthése de stabilité sur
| H | de la proposition C=¢(H), étudions main-
tenant I'ensemble } H{ comme fonction du point
C, lorsque la transformation menant d’un
point H quelconque de 8 4 un point
du  second espace (soit I'espace T), conserve la
convergence des suites$. Supposons quun point p
de S puisse s’obtenir comme limite d’une suite de
points appartenant respectivement aux ensembles

... . Myl ... fHol.....
domaines de causalité respectifs des conclusions
Cyo.... Cyoeons Co.....

Alors, d'aprés I'hypothése sur la conservation de
la convergence des suites, la suite des C admet
dans T un point limite unique ¢. La stabilité ne
peut exister sur I'ensemble antécédent de g dans S~
que si p appartient a cet ensemble autrement dit
si l'on ag=¢fp). Ln effet » peut s’obtenir
comme limite d’hypothéses déterminant des con-
clusions arbitrairement voisines de 1la conclusion
¢, la slabilité exige donc que I'hypothése p déter-
mine la conclusion g.

- Le résultat ainsi démontreé peut encore s’énoucer
en disant que I'ensemble } H{ antécédent d'une
conclusion C jouit de la semi-continuité supé-
rieure. d'inclusion, toutes les fois qu'il v a stabi-
lite de € sur cet ensemble I H|. Le fait que C
admet { H { comme antécédent s‘appellera la pleine
réciproque des C=o(H). Si chacune de ces pro-
positions est stable, pour tout H de {H !, Ia pleine
réciproque est semi-stable, au sens qui s'attache
a la semi-continuité que nous venons de mettre
en évidence. Au cas ol | H| se réduit & un élé-
ment unique, on retrouve la continuité sur cet
¢lément, et par suite la proposition stable ¢ — e(H)
4 une réciproque unique H=1w(C) qui est elle-
méme stable,

10. Nous avons déji noté la part d’arbitraire
comportée par la définition de l'espace S et par
celle de l'espace T. On en pourra constater la
répercussion sur la stabilité de certaines proposi-
tions.

8. Cetle propriété est automatiquement réalisée, quand la |
continuile de G = ¢ (H) s’accompagne de la compaeité (en
s0i) des espaces Set T.

R — BRI P
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Supposons que l'espace S soit Vensemble des
systemes de quatre points d'un plan = A chaque
point de I'espace S, correspond dans le plan 7= un
faiscean de coniques, et par suite une conique K
lieu des centres des coniques du faisceau F. Dans
lespace S, considérons les points atiachés aux
quatre sommets d'un parallélogramme P du plan
7 : la conique K correspondante du plan = se
décompose en le couple des deux droifes paral-
leles aux cdtés de P menées par son centre. En
réalité, toute conique non dégénérée menée par
les sommets de P a son centre au centre. de P’
Chaque parallele & une paire de cotés de P me-
née par ce point est liew de centres pour la coni-
que du faisceau réduite i cette paire de cotés.
Les six coefficients de 1éguation de K dans le
plan = déterminent un point d'un espace projectif
4 cing dimensions. Prenons-le pour notre espace T.
On peut alors établir sans peine la contimuté
dans le passage de S a I\ Il y aura donc stabi-
lité.

Fn revanche, la stabilité se trouverail compro-
mise si l'attention s'en tenait & la considération
des points dont 1'un est centre d'une conique non
dégénérée du faiscean F. Ln effet, en partant d’un
quadrilatere initial qui soit un parallélogramme L,
nous aurions pour les coniques véritables passant
pur ses sommets un seul et meme centre, le
centre de ce parallélogramme. Par contre, les co-
nigues passant par les sommets dun quadrila-
fore (non parallélogratume) voisin de I’ auraient
leurs centres sur une hyperbole K. A chaque
poinl de l'espace S, nous ferions ainsi correspon-
dre, dans le plan =, un ensemble de centres, soit
C, ensemble réduit, pour le point de S provenant
de P, 4 un point unique de n. Cet ensemble C ne
serait pas en dépendance continue du point de 5
considéré. 11 n'y aurait donc plus stabilité.

La disparition de la stabilité est ici le fail de
I'intervention d’une classe non compacte, classe
obtenue en excluant d'un certain faisceau ponc-
tuel F scs coniques dégénérées. Les afteintes por-
tées a la continuité dans des conditions de ce
genre sont bien familitres. Rappelons 1'exemple
de la fonction @ :a; envisagée pour x > o, elle a la
valeur 1; la fonction (x -}- &) : z envisagée de méme
pour x>0 peut prendre, si petit soit le nombre
positil ¢, des valeurs arbitrairement grandes. Dot
un effet d’instabilité & rapprocher du précédent,
en lant qu’il provient aussi de l'intervention d'une
classe non compacte 9.

11. Des exemples familiers appellent I'attention
sur un cas important, dans la pratique : celui de

9, On pourrait d’aileurs, lout aussi bien, se placer ici sous
'égide du non-complet.

propositions ambigués, c'est-d-dire tantot vrales,
tantot fausses, lesquelles sont stables dans leurs
s dexactitude, instables dans leurs cas dexcep-
tion.

Soit X la proposition envisagée. Son  ambi-
guité disparail, autrement it X acquierl wune va-
leur logique bien déterminée quand on fixe dans
un espace abstrait S la position d'un point M. On
imagine donc une spatialisation permettant d’esti-
mer comparativement l'ensemble V des points
de S pour lesquels a lieu P'exactitude de X el 'en-
semble 8 —V pour lesquels a lieu linexactitude
de X.

Comme ci-dessus, la spatialisation mise en oeu-
vre n'est pas un processus admelfant une réalisa-
lion unique. 1l faul prévoir qu’il peul au con-
traire affecter des formes varices.

Le choix du point M dans S représenle le fais-
ceau d’hypolbéses qu’il faut adjoindre & quelques
autres (éja formulées pour que la valear logique
de X soit entitrement fixée. Or les hypothéses déja
exprimées sont en quelque sorte immuables, tan-
dis que les hypothises reslantes, lesquelles sc
fixent avec le choix du poinl M, présentent la
parl correspondante d’arbitraire.

Etadicns les déplacements MM’ qui, dans [es-
pace S, maintiennent le point représentalit des
hypothéses supplémentaires sur Uensemble V. lls
maintiendront fixe la conclugion impliguée par la
réunion des hypolhéses initiales el des hypo-
théses supplémentaires. Pour ces déplacements,
il v a permanence de la proposilion, qui conserve
sa. valeur logique. Deux formes sculement de
conclusion nous intéressent ici : X vraie, X fausse.
Tout se passe done comme si 'espace T se rédui-
sait 4 deux points.

12. Etfudions, avant de poursuivre, quelgues
exemples. Soienl ‘donnés dans V'espace euclidien
4 trois dimensions deux points distincts A et B;
prenons-y un nouveau point M. L’énoncé X sul-
vant : |

A, B, M déterminent un plan

nous donne un exemple de proposition ambigud,
vraie quand M est en dehors de la droite AB,
fausse quand M est sur cette droile. lci, nous
spatialisons dans l'espace méme o nous avous
pris les points A, B, M. C'est I'ensemble des points
etrangers & la droite AB qui forme V. Cet en-
semble est un ensemble ouvert. Autrement dit,
tout point ot X est vrai est entouré d’une sphore,
centrée en ce point, et dont le rayon peut éfre pris
assez petit pour que X reslte vrai dans foute cette
sphere. Clest ce quon peub encore exprimer sous
la forme sulvante :

Fn chacun des points on X est vraie, celle pro-
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position posséde la stabilité & conclusion fize ou
stabilité de permanence 19,

Cela tient A ce que, dans I'espace cuclidien an
quel nous avons eu recours, 'ensemble V est un
ensemble ouvert, tandis que son complémentaire
S—V est un ensemble fermé dépourva de points
intérieurs.

13. Envisageons encore une courbe algébrique
plane d’ordre n. Son équation va contenir

N — (n + 1) (n+42)
2
‘coeflicients arbitraires. Considérons les valeurs
de ces coefficients comme les coordonnées d'un
point dans un espace projectif 4 N — 1 dimensions,
soit S. A chaque point de S correspond dans le
plan une courbe algébrique d’drdre n. Celte courbe

ne pourra présenter de points multiples que sl

existe enfre les coefficients de son équation cer-
taines relations, représentées dans Pespace S par
des variétés algébriquest. Ces variétés seront dos

~ensembles fermés, dépourvus de points intéricurs.

S1 done nous considérons la proposition X sui-
vante :

la courbe algébrique la plus générale d’ordre n
est dépourvue de points multiples ; '

son  énoncé sera stable *(.stabilité de perma-
nence) dans les cas d’exactitude, instable dans les
cas exceptionnels. ‘

Il se peut que pour des valeurs particulitres
de n, valeurs qui seront formées du produit de,
deux entiers consécutifs K—1 ot K ot pour un
choix convenable des précédents coefficients, la
courbe n’ait pas de singularité tangentielle, autre-
ment dit n'ait pas de tangente multiple. Mais alors
la courbe a nécessairement des singularités ponc-
tuelles. 11 v a des courbes arbitrairement voisines
du méme degré qui sont dépourvues de singularités
ponctuelles : la classe de l'une de ces courbes,

soit m(n— 1), dépassera notablement la classe K

de la courbe initiale. Supposons par exemple que
celle-ci soit du 6¢ ordre et de 3¢ classe. Il y aura
des courbes du 6° ordre arbitrairement voisines
et de classe 30. Cette discontinuité de la classe va
de pair aves ce fait que 1'absence de singularités
tangentielles pour la courbe initiale est instable
A lencontre de l'absence de singularités ponc-
tuelles qui est stable.

14. Pai signalé dautres exemples du méme
geure, notamment celui qui concerne lintersee-
tion de trois surfaces algébriques d'ordres respec-

10. On peut dire aussi avee M. 1. L. Destouches : stabilité
en valeur logique. Voir le fusc. no 393 des Act, Hermann,
p. 44. '

1. Seit I (X, Y, T) =0 ’équation de la courbe algébrique
dans le plan donné. Les relations envisagées exprimeront
qu’il existe au moins une solution commune aux trois équa-

tions fy — o, fy = 0, fy = 0.

tifs m, n, p. Soit S I'espace projectif dans lequel
les coordonnées homogénes dun point zont les
coefficients (complétement indéterminés) dans les
equations des trois surfaces. La proposition X
d’aprés laquelle les surfaces auraient & distance
finie “m#n p points communs distinets (réels om
imaginaires) n’est en défaut que sur un systéme de
variétés algébriques de l'espace S. Elle posscde
encore la stabilité de permanence dans ses cas
d’exactitude, 'instabilité dans ses cas d'exception.

15. 11 ost facile de systématiser. I suffit & cet
effet de retenir les particularités communes aux
exemples qui précédent. On est conduit 4 formuler
sur les deux ensembles V et S—V, dont la réu-
nion donne 'ensemble S, les hypothéses qui per-
mettront d'affirmer que X est stable sur V, instable
sur S —V.

Nous continuons & supposer quon sache définir
dans S la distance de deux poinis quelconques.
Nous ferons en outre I'hypothése que S ne pré-
sente pas de point isolé : autrement dit, Stant
donné un point de l'ensemble S, on peut trouver
d’autres points de S qui soient situés de celui-ci

- & une distance arbitrairement petite (hypothese de

densité).

Cela posé, pour que dans S, I'inexactitude de X
ne puisse se produire quau titre instable, il suffit
de supposer qu’étant donné un point quelconque m
de S—V, il existe des points de V distants de m
d'une longuewr arbitrairement petite. On ne pourra
d’aprés cela trouver aucun point m de S —V tel
quwen prenant la longueur e suffisamment petite,
chaque point de S distant de m de moins de
appartienne 4 S— V. En ce cas, nous dirons que,
relativement 4 S, 'ENSEMBLE S — V EST DEPOURVU
DE POINTS INTERIEURS 12, ('est en faisant cette
hypothése (laquelle équivaut a I’hypothése en ita-
liques au début du présent alinéa) que nous assu-
rerons l'instabilité de X dans ses cas d’exception.

Pour assurer Ja stabilité de X dans ses cas
d'exactitude, il suflit maintenant d’introduire une
hypolhése impliquant que la borne inférieure des
distances d'un point quelconque de V aux points
de S —V soit positive, sans jamais s’annuler. Or
on atteint ce résultat comme conséquence de T'hy-
pothése suivante :

A Uensemble S — V appartient chaque point p de S
auquel s'attache une suite indéfinic de points de

S —V dont les distances & p tendent vers zéro.

Celte derniére hypothése pourra se formuler,
conformément aux définitions du ne 6, en disant
que S—V est fermé (relativement a S).

12. Cela revient a poser, pour un ensemble d’un espace
distanci¢ la nolionde point intérieur. ln point p sera dit point
inlérieur de I'ensemble s°il en fajt parlie, et si Lous les points
de Vespace qui sont & une distanee suffisamment petite de p
font également partie de 'ensemble.
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Finalement, toufes les fois que S étant distancié
el dépourvu de points isolés, Pensemhble S —V ost
dépourvu de points inférieurs et en outre est
formeé, la proposition X vraie sur V, fausse sur
SV possédera Ja stabilité de permanence dans
ses cas (exactitude (soit sur V) et sera par contre
ins(able dans ses cas d’exceplion (dene sar S — V).

J'ai temu 1 reprendre la question sous celte
forme, car un exposé que yavais donné an Congres
infernational ‘de  Philosophie scientifique sc Tes-
sentait trop du souvenir des exemples donnég aux
nos 12, 18, 14, exemples qui avaient guid¢ ma re-
cherche. Técrivais dans le recueil cité :

« Qi S est de plus ou hien compact en soi, ou
méme simplement séparable, ot si S—V est un
ensemble fermé dépourvu de point intérieur, en
chaque point M de l'ensemble V, I'exactitude de X
sora stable, sa non-exactitude de X sera stable...»

Dans ce libelld, la condition de compacité, aussi
hien que la condition de séparabilité sont tout &
fait superflues. Jo ne les infroduisais en fait que
pour soumetire la topologie de l'espace S 4 cerfar-
nes exigences la rapprochant & queljue titre de la
topologie d’un des espaces de nos exemples préce-
dents : prudence injustifice!

16. Pour illustrer cette remarque, je vais montrer
lutilité que présente labandon de la compacilé
ou pareille matiére. Reprenons les exemples de
propositions ambigués X, obtenus en considérant
une ou plusieurs courbes, une ou plusieurs sur-
faces algébriques, dont les degrés sont préalalile-
ment assignés. Supposons qu'au lieu de laisser tout
n fait arbilraires les coefficients des équations de
ces courbes ou de ces surfaces, nous nous astrei-
gnions A choisir ces cocfficients dans un cer-
tain domaine de rationalité. Pour fixer les idées,
prenons cclui des nombres rationnels ordinaires,
ot supposons que les coelficients sotent quelcon-
ques dans ce domaine.

Des résultats précédemment obtenus dans cha-
cun de nos exemples initiaux, on conclut sans
difficulté que les énoncés considérés chacun dans
le champ restreint qui vient d'dtre défini seront
encore stables en cas d’exactitude, inslables dans
leurs cas d’excepfion,

Il serait moins facile de prélever sur 1’Analyse
classique des exemples rompant avee les espaces
séparables. Quel que soit Dintérét pratique de
la notion de séparabilité dans I'étude des espaces
distanciés, il est cependant & retenir que cette no-
tion n’a aucun role dans les considérations qui
précedent.

Nous nous en tiendrons a ces remarques en ce
qui concernc la stahilité de permanence.

Fn revanche V'exemple du ne 10 avait clairement

moniré comment des considérations de stabilité

peavent se trouver lices & des hy pothises de com-
pacité, mises en ceuvre pour permetire a la condi-
nuité de s'exercer.

17. 11 nous reste i souligner, en ferminant, la
portée de quelques-unes des idées renconirées au
cours du présent exposé. Un probleme du plus
haut intérét pratique est posé depuis déjd quelques
Justres : refondre Venseignement e I’Analyse ma-
(hématique, dans un esprit nouveau, qui soit & la
fois substantiel, éducatif, soucieux des contacts
entre UAnalyse et ('autres branches de la Scicnce.

Iin demandant i cet enseignement d'étre substan-
tiel, on émet le veeu 'y voir s’incorporer faci-
lement les théories qune nul ne doil ignorer, en
raison de leur usage trés courant.

Fn demandant 2 cet enseignement d'étre édu-
catif, on émet le veeu d’v voir apparaitre I'unité
méthodologique, permettant de grouper tous dé-
veleppements autour de quelques principes d’ap-
plication permanente.

En imposant & cel enseignement le sotci des
contacts de I'Analyse avec les auires branches de
la Science, — s'inspirant en cela du bel exemple
donné dans sa chaire de Toulouse par le pro-
fesseur Adolphe Buhl —, on émet le voeu que
jamais ne soit oublié le caraclére indissociable de
’Analyse et des théories physigues. -

La coordination rationnelle et harmonieuse ainsi

“désirée, selon un sens conlorme aux vues de Cour-

not, dans son fameux traité de l'enchainement
Jes idées fondamentales dans les Sciences et dans
I'Histoire, devra satisluire encore a d’autres condi-
tions. L'une elles est trés importante par es-
sence méme, puisqu’il s'agit d’Analyse mathéma-
tique; le fait de ralsonner sur des collections in-
finies, ne devra jamais &tre pour I'esprit une
cause de trouble, les circonstances au premier
abord les plus paradoxales s'éclairant a la lu-
miére des principes généraux quon aura pris
comme poinl de départ.

Or, la réalisation d'un tel programme gerait diffi-
cile sans prendre en considération les points de
confact rappelés ci-dessus, lesquels s’établissent
entre la pensée du mathématicien est la pensée
du pur logicien, en prolongement du sillon tracé
par Peano. Quelques lecons d'un caractere trées
général trouveront donc place utile au début du
cours, lecons ot l'on ne craindra pas de melire en
évidence l'idée de fonction sous sa forme la plus
large : la correspondance entre deux éléments de
nature abstraite; lidée i peine différente du re-
cours a des cspaces; l'idée de groupe; toutes
idées comnunes & la mathématique d'une part, a
la logique d’autre part. Ces idées seront illustrées
par des exemples variés, dont la diversité confir-
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mera le caractére universel des notions introdui-
tes. ,. '

A la suite de ces préliminaires, les théories parti-
culiéres pourront étre développées en profondeur,
avec une aisance plus grande. T.eur mise en ordre
sera facilitée. En méme temps qu'elle prélude a
la formalion des algorithmes, la notion de groupe
offre en effet un cadre 2 lg classification des
théorémes pris isolément, tandis que la stabilité
donnera, prise sur les propositions & conclusion
variable; notamment, pour les propositions ambi-
gués, les cxemples ol se vérifient les conditions
envisagées au ne 15, se préteront dune maniére
naturelle a lapplication d'un procédé pour ['esti-
mation comparative de cas normaux et des cas
exceptionnels. Dans la voie indiquée, cette esti-
mation se fail par voie topologique, mais on peut
Imaginer aussi un tout autre processus qul la réa-
lise suivant un mode statistique. Soit S I'ensemble
abstrait tel que le choix d'un point de S achéve
de fixer la valeur logique de la proposition X. La
comparaison de l'ensemble V des points ot X
est vraie & l'ensemble total S se fera par un pro-
cessus de mesure. Le systéme de vues que nous
venons de développer accorde done d’emblée aux
considérations statistiques Ja part importante qui
doit nécessairement leur revenir dans une tenta.
tive de cette nature.

Il resterait & montrer comment ce systéme peut

étre concilié avee les désidérata qui se présentent
en matiére de théorie physique. Les réflexions de
Pierre Duhem, rappelées au début de cet exposeé,
donnent & cet égard une indication suffisante.
Cette indication est d’ailleurs précisée par les
développements qui, d’'une maniére indépendante,
m’ont récemment permis de montrer que, dans une
théorie physique, relative a la physique du con-
tinu, un schéme déterministe n’est autre quun
théoréme d’unicité soumis 3 une condition essen-
tielle, celle d'étre stable. M. Jean-Louis Destouches
a prolongé mes remarques i ce sujet, notamment
du c6té de la Mécanique ondulatoire.

Enfin, faudraitil préciser la position de notre
systeme de vues devanl les problemes s’attachant
a des collections infinies. (Vest 13 un point trop
important pour qu'on puisse en donner idée on
quelques lignes. Je me contenterai done de ren-
voyer le lecteur & mon récent article du tome XII
de la Revue roumaine « Mathematica » (Cluj). La
concluston qui s’en dégage est que les paradoxes

naissent du fait d’envisager isolément certains
problémes infinis, toutes difficuliés s'aplanissant
par la mise en paralléle de problémes, susceptibles
de se rallier A une méme classe, dominée par
un groupe, lequel vient encore ici délimiter le do-
maine de validité des propriélés que l'on a en
vie. . |

La cencore, se confirme cette maniére de rela-
tivité universelle, qui trouve son expression dans
I'idée de groupe. Tels sont, a grandds traits, les
principes directeurs qui semblent aujourd’hui pré-
valoir en matiére de coordination didactique. Mais
sans doute ne sont-ils .que partiels : dés main-
tenant semble s'avérer la nécessité d’organiser
davantage la place que nous avons assignée ici-
méme aux considérations statistiques, pour satis-
faire aux cxigences de la Physique du discontinu.

Georges Bouligand,

Professeur a 'Université de Poitiers,
Maitre de recherches.
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