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Resumo

Nesta tese, determinamos as simetrias de Lie de alguns sistemas de equagoes diferenciais
parciais (EDPs) sem Lagrangiana provenientes da hidrodindmica. Por nao possuirem estrutura
variacional, depois de ter estabelecido sua auto-adjunticidade nao-linear, construimos entao leis
de conservacao via o recente teorema de Ibragimov.

Palavras-chave: Sistemas de EDPs sem Lagrangiana, simetrias de Lie, leis de conservacao,
auto-adjunticidade nao-linear, teorema de Ibragimov.



Abstract

In this thesis, we determine the Lie point symmetries of some systems of partial differential
equations (PDEs) without Lagrangian coming from hydrodynamics. Since they do not have a
variational structure, after having established their nonlinear self-adjointness, we then construct
conservation laws via the recent Ibragimov’s theorem.

Keywords: Systems of PDEs without Lagrangian, Lie point symmetries, conservation laws,
nonlinear self-adjointness, Ibragimov’s theorem.



Sumario

6

Introducao

Preliminares

2.1 Notacao . . . . . . . .
2.2 Identidade de Noether . . . . . .. .. ... .. ... .....
2.3 Simetriasde Lie . . . . . . . . ... L o
2.4 Leis de Conservagao . . . . . . . . .o
2.5 Método de Ibragimov . . . . . . . ...
O Sistema de Hunter-Saxton Generalizado

3.1 Simetriasde Lie . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...
3.2 Auto-adjunticidade Nao-linear . . . . . . . ... .. ... ...
3.3 Leisde Conservagdo . . . . . . .. ... ... ... ...,

Uma Classe de Sistemas BBM-KdV

4.1 Simetriasde Lie . . . . . . .. .. ... oL
4.2  Auto-adjunticidade Nao-linear . . . . . . . ... .. ... ...
4.3 Leis de Conservagdo . . . . . . . . . .. . ...

Um Sistema tipo Gardner

5.1 Simetriasde Lie . . . . . . . . ... ... L.
5.2 Auto-adjunticidade Nao-linear . . . . . . ... ... ... ...
5.3 Leis de Conservacao . . . . . . . . . . .. .

Consideracgoes Finais

Referéncias Bibliograficas

A Derivadas de Fréchet

A.1 O Sistema do Capitulo3 . . .. . ... ... ... ... ....
A.2 O Sistema do Capitulo4 . . . . . ... ... ... ... .. ..
A.3 O Sistema do Capitulob . . . . ... ... ... ... .....

11
11
12
13
16
17

26
27
28
30

32
33
34
36

38
39
40
42

44

45



Capitulo 1

Introducao

Inspirado pela teoria de Galois (1811-1832) sobre equagoes algébricas, Sophus Lie (1842-
1899) introduziu, nas ultimas décadas do século XIX, a nogao de grupos de simetrias com
o intuito de unificar as varias técnicas de se obter as solugoes de uma equagao diferencial.
Lidando sobretudo com equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), ele percebeu que a maioria
dos métodos de integracao até entao desenvolvidos nao eram senao casos particulares de um
unico procedimento baseado nas propriedades de invariancia das equagoes. Suas ideias, que sao
facilmente estendidas a equagoes diferenciais parciais (EDPs) e, de maneira ainda mais geral,
a sistemas tanto de EDOs como EDPs, culminaram com o surgimento de uma nova vertente
na matematica: a grupo-analise. Em [1,2], mostramos como utilizar a teoria de Lie para obter
solugoes exatas de EDOs de primeira e segunda ordens, respectivamente.

Segundo Bluman et al. [3], uma simetria é uma transformacao que leva qualquer solugao de
um sistema em outra solu¢ao do mesmo sistema, deixando-o, portanto, invariante. Lie, em seus
trabalhos, considerou de inicio somente transformacoes pontuais e uniparamétricas. Identifica-
das por seus geradores infinitesimais, as assim conhecidas simetrias de Lie, que compreendem as
translagoes, as rotagoes e as dilatagoes como exemplos elementares, constituem uma poderosa
ferramenta para o obtencao de leis de conservagao.

O interesse sobre leis de conservacao remonta, segundo Khamitova [4], ao século XVIII com
as buscas de Daniel Bernoulli (1700-1782) e Leonhard Euler (1707-1783) por constantes do mo-
vimento em sistemas mecanicos'. Grandezas fisicas que se mantém inalteradas em cada ponto
da trajetéria de um corpo, tais constantes sao, em esséncia, vinculos que restringem os graus
de liberdade do movimento. Desempenham, por isso, um papel de destaque na anélise da inte-
grabilidade de um dado problema, bem como das caracteristicas basicas de suas solugoes (por
vezes, antes até de as préprias solugoes serem calculadas!). Além do mais, leis de conservagao
podem ser empregadas de forma direta no calculo de solugoes exatas particulares [5]. Essas
solugoes sao tuteis notadamente em situacoes para as quais a solugao-geral nao esta disponi-
vel. Para diversas aplicagoes de quantidades conservadas no estudo de equacoes diferenciais,
sugerimos [6-10].

Encontrar leis de conservagdo nao-triviais é, por regra, uma tarefa complicada. Contudo,
para sistemas oriundos de um principio variacional, Emmy Noether (1882-1935), em seu cele-
brado artigo de 1918, demonstrou uma conexao fundamental entre as simetrias de uma integral
de acgdo, que sdao também simetrias de Lie das correspondentes equagoes de Euler-Lagrange,

'Em carta datada de 1774, Bernoulli propde a Euler a conservacio do momento angular no problema de dois
corpos [11] e sua equivaléncia com a segunda lei de Kepler.
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e quantidades conservadas. E possivel, pois, relacionar conservacio de momento angular a
invariancia por rotagoes. Na pratica, o teorema de Noether consiste em um algoritmo para a
construgao, a partir da teoria de Lie, de leis de conservagao.

Como ¢ sabido, um sistema de equagoes diferenciais possui estrutura variacional se, e so-
mente se, a derivada de Fréchet das fungoes diferenciais associadas coincidir com o seu operador
adjunto [12, Theorem 5.68]. Fora do formalismo lagrangiano, o método concebido por Noether
nao é aplicavel. A fim de superar essa limitagdo, algumas generalizagoes tém sido propos-
tas. Dentre elas, o novo teorema de conservagao (NTC) de Nail Ibragimov [13], um resultado
bastante abrangente envolvendo o conceito de auto-adjunticidade nio-linear (que amplia para
equagoes nao necessariamente lineares a definigdo canoénica de equagoes adjuntas), cujos deta-
lhes abordamos no Capitulo 2.

A énfase da presente tese estd no emprego do NTC em sistemas de EDPs que descrevem
fendomenos hidrodindmicos. Os modelos escolhidos nao possuem Lagrangiana. Nossos resul-
tados principais constam nos trabalhos [14-17], trés dos quais, a saber [14-16], j& aceitos ou
publicados. O trabalho [15] é exposto ao longo do Capitulo 2 nos exemplos que ilustram os
conceitos apresentados. Os demais sao reproduzidos, em ordem de submissao e com pequenas
adaptagoes, nos Capitulos 3, 4 e 5. No Capitulo 6, trazemos as consideragoes finais.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, discutimos de forma concisa os aspectos mais relevantes do método de Ibra-
gimov sobre leis de conservagao. Nossa abordagem estd centrada nos operadores. As proximas
secoes, longe de exaustivas, contém os elementos estritamente necessarios para a compreensao
dos Capitulos 3, 4 e 5.

2.1 Notacao

Sejam z = (x',...,2") as varidveis independentes. Consideramos, para comegar, as seguin-
tes variaveis dependentes
uw=(u',... u™)
e denotamos por
uey ={ug o} i = Diy.. D, r>1 (2.1)

suas derivadas parciais. Em (2.1), D; é o operador de diferenciagio total com respeito a z*, isto

é,!

0 o 0 . 0
J
Na grupo-analise, todas as variaveis x, u, u(), ... sdo tratadas como funcionalmente indepen-

dentes.
Outro operador importante, o de Euler-Lagrange (também conhecido como derivada varia-
cional),

) 0 > 0
— = —1)°Dy, ... D;, ——,
ou®  Ju * S:z:l( )" D touf ;.
satisfaz a relagao
4] o 0
+Di—=—-——, weEuy, r=>0, (2.2)

ow dw; Ow’

onde u() = u. De fato, basta observar que

0 > 0 > 0
D;|— —1)°D;, ... D; = — -1)°D;,...D; ——
1 aw +SZ:1( ) 11 Z( ) 11 Zsa

1s
awiil...is s—1 i1...0s

)

! Adotamos, neste texto, a convencdo de soma de Einstein. Sobre indices repetidos de cada operador, existe
um somatorio implicito. Para os indices latinos, o somatério se estende de 1 até n. Para os gregos, de 1 até m.
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Conforme [5], denotamos por A o espago, fechado sob D;, de todas as fungoes localmente
analiticas
F(z,u,ugy, - ., ug))

de qualquer ordem finita (r < c0), as assim denominadas fungoes diferenciais.

2.2 Identidade de Noether

Introduzimos aqui o operador de Lie-Backlund,

0
a i

0
7. 15>aua )

i1...0s

X =g Dy W +

(2.3)

onde £, n® € A sao funcoes diferenciais arbitrarias e
we = na o fzu;x

as funcoes caracteristicas de Lie. Escrito usualmente de forma abreviada,

.0
X=Ca i+t 5

na qual os demais termos da prolongac¢ao estao subentendidos, a ele associamos o operador de

Noether N = (N!,... N™), com
0

«
6uii1...is

§Z+W“—+ZDZI... W

(2.4)

Demonstramos agora a identidade de Noether, uma relacao crucial conectando os operadores
§/6u, X e N. Através dela, o NTC de Ibragimov é obtido como simples corolario (Segdo 2.5).
Nossa demonstracgao é direta. Outra demonstragao, por indugao finita, é fornecida em [18].

Proposicao 2.1 (Identidade de Noether). Os operadores de Euler-Lagrange, Lie-Backlund e
Noether estdo conectados pela identidade

. 5F
(X + Die\F = We—— +

s T Di(N'F), VFeA

Demonstragio. De (2.3), é facil ver que

‘ 9,
X == ZDi Wa Dn oo ’i
§'D; + ~+ Z W au;?;,_ -
Portanto,
) % a 9 — a 9
Jue s=1 au?lz

Em contrapartida, como

) [e's)
D; Waé—a +3 DD, ... D W
s=1
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de (2.4) decorre que

OF
WEJFD(NIF) (§F)+W“<+D5 )
(2.6)
+ZDZ-1... ( f Di~ f )F
s=1 11 1S uzil...is
Comparando (2.5) e (2.6), da relagao (2.2), obtemos
(X + D;&F = WO‘@ + D;(N'F), VF € A.
[

2.3 Simetrias de Lie

Embora nao seja a forma mais natural e intuitiva de fazé-lo, para os nossos objetivos, é
suficiente definir simetrias de Lie por meio de seus geradores infinitesimais. Exposi¢oes mais
minuciosas sobre o tema, incluindo interpretacoes geométricas, podem ser encontradas nas
referéncias [3,12,19-23].

«

Definigao 2.2. Um operador de Lie-Backlund X, de componentes £ = £(z,u) e n® = n*(z, u),
gera as simetrias de Lie de um sistema de equacoes diferenciais

Fo(z,u,uqy, ..., upy) =0, F,eA a=1,...,m
se as condigoes de invariancia
XF,=XNF;, a=1,....m
forem satisfeitas para algum conjunto de coeficientes \? € A a ser determinado.

A definicdo anterior é puramente algébrica. E a partir das condicdes de invaridncia que
as simetrias de Lie sao calculadas. No exemplo a seguir, mostramos que esse calculo passa
obrigatoriamente por resolver um sistema de EDPs lineares (as equagoes determinantes) para
as componentes do gerador infinitesimal.

Exemplo 2.3. Em [15], propusemos o sistema

Fi = w + a(uv + eugy)y + buw + euyy), =0, (2.7a)
Fo=u,+ kv, =0, F5=u,+ow, =0, (2.7b)

onde u = u(t,z,y), v = v(t,z,y) e w = w(t,z,y), com o propésito de estuda-lo do ponto de
vista da grupo-andlise. Em (2.7), as constantes a, b, €, k, 0 € R* sdo arbitrarias. Em particular,
quando Kk = 0 = —1, reduzimos (2.7) a equagao de Kadomtsev-Petviashvili do tipo B (ou
sistema BKP)

U = 6(uv)y + Ugzy + 6(UW) g + Uyy,y, (2.8a)
Uy = Vy, Uy = Wy, (2.8b)
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sea=b=—6¢e=1/6, eaequacao de Nizhnik-Novikov-Veselov (ou sistema NNV)

U = 3(U0)y + Uy + 3(UW)y + Uyyy, (2.9a)
Uy = Uy, Uy = Wy, (2.9b)
se a =b= —3ee=1/3, ambas uma generalizagao simétrica, a (2 + 1) dimensoes, da equacao

de Korteweg-de Vries (KdV)

U + auty + bug,, = 0.

De grande interesse fisico, especialmente na hidrodinamica por descrever a interagao de
ondas nao-lineares (nesse contexto, u, v e w representam perfis de ondas), os modelos (2.8) e
(2.9), que sdo também conhecidos por serem completamente integraveis, tém sido investigados
por varios autores sob diferentes abordagens. Para mais detalhes, veja [24,25] e suas referéncias.

Tomando (2!, 2% 23) = (t,z,y) e (u*,u? u3) = (u,v,w), pela Definicio 2.2, dado

0 0 0
X =T(t,x, y,u,v, w)a + X(t,z,y,u, v,w)% + Y(t, z,y,u, U,w)a—y—l—
+U(t,x,y,u,v w)z—i-l}(t T, Y, U, v w)g—i-W(t T, u,v w)i
) 7y7 ) ) au ) 7y7 ) ) a/U ) ) ) ) aw
um operador de Lie-Backlund, impomos que

XF = MF + XNF+ \F, (2.10a)
XFy = MFy + MoFy + M\ Fs, (2.10b)
XFy = MF + \F + M\ Fs. (2.10c)

As condigoes de invariancia (2.10) devem ser satisfeitas em todas as varidveis g, vy, Wy, Uy, Uy,
w,, etc. Sabendo que

XFy = (DIW" 4+ Tuy + Xue + Yugy) + aw(D WY 4+ Tog + Xvgy + Yvgy) +
+a[(Vuy +Uv,) + v(D W 4+ Ty + Xty + Yugy)] +
+ae(DEW™ + Tgzs + Xlpzs + Vlaaay) + bWay, + Uw,) + (2.11)
+0[u(DyW" + Twyy + Xwey + Ywyy) + w(DyW*" + Ty + Xtigy + Yy, )| +
+ be(DSW“ + Tty + Xayyy + Vtiyyyy),

XFy = (DeW" + Tug + Xthza + Viay) + £(DyW? + Tory + Xvay + Vvyy) (2.12)
e
XF5 = (D,W" 4+ Ty + Xugy + Yuyy) + 0(DWY + Twy + Xwey + Ywyy), (2.13)
onde
W' =U—Tu, — Xu, — Yu,, (2.14a)
W'=YV —Tuv — Xv, — Yy, (2.14b)

WY =W —Tw, — Xw, — Yw,, (2.14c¢)



da substituigao de (2.11), (2.12) e (2.13) em (2.10), obtemos

utxmutyy:71z:7;:7;:7:}:7:u:0;

Uxxx,; Uyyy - Xu = Xv = Xw = 07 yu = 07
M =U,—3X, =U, — 3V, \y =3 =0;

Uxxy, Uxyy - Xy = yx = 07

Vxxx; Wxxx - yv = yw - 07 z/lv - uw - 07

Uxx, Uyy - uuu = uxu - anc = uyu - yyy = Oa

U, Uy, uy : a(V +20X,) = &, bW +2w),) =V,

V=W, =0,

Vi, Vy U+ (Vy —U, +2X,)u =0, W, =0,

)‘%:)‘gzoa )‘gzvv_yy;

Wi, Wy : U+ Wy — U, +2Y,)u=0, V,, =0,

AP =23 =0, A =W, — Xy

1: Uy + a(vly + uVy + Uyey) + b(wlhy +uW, + edy,,) = 0,

U, + &V, = U, + oW, = 0.

15

(2.15a)

(2.15b)

(2.15¢)
(2.15d)

(2.15¢)

(2.15f)

(2.15g)

(2.15h)

(2.151)

Apo6s algumas simplificagoes, as equagoes determinantes (2.15) podem ser escritas como

To=Ty=Tu=To=Tuw=0,
X, =X, =X, =X, =0,
Ve =Vu=Vp=Vu=0,
Xy =Yy =Uy,—Vy=U, — W, =0,
U+ (Ti = X)u=0,

a(V +20X,) — &, = bW + 2wY,) — Y, = 0.
A solugao de (2.16), um sistema de EDPs lineares, é facilmente obtida. De fato,

T =3A(t), X=AMz+B(t), Y=AWy+DE), U=—2A(t)u
V:—MWW+;AVM+E@L)N:—Mﬁm+2wﬁm+Dﬁﬂ
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Concluimos, portanto, a partir de (2.17), que os geradores infinitesimais admitidos pelo
sistema BKP-NNV sao dados por

0 0 0 0 0 0 xd y o
Xa=3402 + 40) 2L 4y —o(uL oLyl )| s A (P L4V 2
A=3 (t)(?t +A) lxax +y8y (“au +U8v +w8w>] + A7) (a ov + b@w)’
o 1_,..0 g 1_,..0
XB:B(t)a—angB (t)%, XC—C(t)a—y—l—gC(t)aw.

Uma vez que estamos em posicao de calculd-las metodicamente, no restante do capitulo
mostramos como utilizar simetrias de Lie para construir leis de conservacao.

2.4 Leis de Conservacgao

Em se tratando de equagoes diferenciais, leis de conservacao, que sado uma formulacdo ma-
tematica de principios fisicos bastante familiares, configuram frequentemente como peca chave
na andlise da integrabilidade de um sistema e das propriedades bésicas de suas solugoes [26].
Nao apenas isso. Muitas técnicas de integracao pressupoem a existéncia de quantidades con-
servadas. Leis de conservacao sao, nesse sentido, o primeiro passo na ressolucao de diversos
problemas [20]. Doravante, seguimos de perto as referéncias [5,13,27-30].

Definigao 2.4. Uma lei de conservagao para um sistema de equagoes diferenciais
Fo(z,u,uaqy, .., uqy) =0, F,eA a=1,...,m (2.18)
¢ uma expressdo na forma de divergéncia total, D;C?, para algum vetor
C=(C...,C", C'eA,
dito conservado, que se anula sobre todas as solugoes de (2.18). Ou seja,
[D;C%2.18) = 0.

Se uma das varidveis independentes for o tempo (suponhamos que z! = t), entdo a quan-
tidade C!, que passamos a denotar por C!, é chamada de densidade do vetor conservado.
Fisicamente, uma lei de conservacao expressa que a taxa de mudanca de C* no interior de um
certo dominio limitado D ¢ igual ao fluxo das demais componentes C?, ..., C™ pela superficie
de D (equagao de continuidade). Para sistemas mecénicos, nos quais t é a tnica varidvel in-
dependente, uma lei de conservacao é dada simplesmente por D;C* e C* é, em verdade, uma
constante do movimento.

Exemplo 2.5. Retornemos ao Exemplo 2.3.

i) Segue imediatamente da Definigdo 2.4 que cada uma das equagoes em (2.7) sao, por si
mesmas, leis de conservagao para o sistema (2.7). Os respectivos vetores conservados sao
dados por
Cl =u, Cf = a(uv + €uy,), Cf = b(uw + euy,);
Ct=0, CF =u, C§ = rv;
Ct=0, Cf =ow, CY =u.
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ii) Consideremos agora o vetor
C'=0, C" = a2u — oyw, CY = —(yu — Kkav). (2.19)
Como
D,C* =0, D,C" = (u+au,)—oyw,, D,CY=—(u+yu,)+ Ko,

temos que
D,C"' + D,C* + D,CY = z (u, + Kvy) —y (uy + ow,) .

=F, =F;

Logo, (2.19) é um vetor conservado para o sistema (2.7).

Encontrar leis de conservacao nao-triviais? ¢, por regra, uma tarefa complicada. O teorema
de Noether, apesar de 1til, ndo é valido para sistemas sem Lagrangiana. Dentre as generaliza-
¢oes disponiveis na literatura, ¢ no NTC de Ibragimov que estamos interessados.

2.5 Meétodo de Ibragimov

Sejam u = (u',...,u™) as novas varidveis dependentes (as variaveis adjuntas ou nao-locais)

gy ={u ;Y. ul , =Dy ...Dyu*, r>1

Tr

suas derivadas parciais. Nesta secao,

_ 0 + ug 0 + ug 0 + ug; 0 + g, 0 +
Ozt Qu '

D g e o O
! b ou” u ous u ous

Definigao 2.6. As equagoes adjuntas de um sistema de equagoes diferenciais

Fo(z,u,uaqy, .., uqy) =0, F,eA a=1,...,m (2.20)
sao dadas por
« _ _ _ oL
F (@, u, ), Uy, - Uy, Uy) = Suo 0, a=1,...,m, (2.21)
onde
L=1u"Fs (2.22)

¢ a Lagrangiana formal.

O nome “Lagrangiana formal” é justificado pela proposicao:

2Uma lei de conservacao D;C* é trivial quando D;C* = 0. Um exemplo é fornecido pelo vetor de componentes
C' = wy — vy, C* =uy —w, e CY = v, — u,. De fato, todo vetor obtido a partir de um “rotacional”, isto &,

C'=D;QY, i=1,...,n,

com QY = —@Q7*, onde Q%Y € A, resulta numa lei de conservagio trivial. Leis desse tipo ndo contém nenhuma
informacao sobre a natureza intrinseca de nenhum sistema.
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Proposicao 2.7. Qualquer sistema, tomado simultaneamente com suas equagdes adjuntas,
possui Lagrangiana. Com efeito, o sistema ampliado (2.20)-(2.21) corresponde as equagoes de
Euler-Lagrange da Lagrangiana formal (2.22).

Demonstrag¢io. A demonstragao é imediata. De fato, basta observar que as derivadas variaci-
onais de £ com respeito as variaveis u e v sdo dadas respectivamente por

—5[’2 a=1 m
(57,1,06_ ) - AR
’ (u’ Fp)
oL o(u"Fp) e B
5ie = gna =0 Fs=F, a=1,...,m.

]
O conceito de auto-adjunticidade nao-linear elaborado por Ibragimov é apresentado a seguir.

Definicao 2.8. O sistema (2.20) é ndo-linearmente auto-adjunto se existirem substitui¢oes

30:(9017"'7S0m)7 SOQEA, azl,...,m
do tipo
p = p(r,u) #0 (2.23)
tais que
Fflamg= N2Fs a=1,...,m. (2.24)

Novamente A2 € A é um conjunto de coeficientes a ser determinado. Se ¢ = p(u), dizemos que
(2.20) é quase auto-adjunto. Se ¢ = u, dizemos que (2.20) é estritamente auto-adjunto.

Das condigoes (2.24), podemos ver que ¢(x,u) é uma solugdo nao-trivial das equagoes adjun-
tas sempre que u for solu¢do do sistema original. Logo, em (2.23), estao todas as substituigoes
que tornam (2.20) e (2.21) sistemas equivalentes.

Exemplo 2.9. Ainda no Exemplo 2.3, fazendo (a',u?, u3) = (u,v,w), a Lagrangiana formal
do sistema (2.7) é

L =uF, +vF, +wF;
= L = ufu + a(uv + €uyy)s + b(uw + euyy), ] + v(ug + Koy) + w(uy, + owy).

Obtidas as equacoes adjuntas

oL 0 0 0 0 0 0 0
~-=\—-—-D,—-D,—-D,—+D*~—+D,D,—— +D;,D)y—— + - -
ou <8u té?ut Oy yauy + M O * Oy + 5 y@uty + ) £
oL oL oL oL oL oL
_ — = D _ D _ D o D3 o D3
ou You, T Oy Y Ou, T N Y Oy,

= u(av, + bwy) — Dyt — Dy(atw 4 0) — Dy (buw + ) — e(aD}u + bD}u)

= F} = + avii, + bwitiy + (0 + aetly,), + (W0 + bettyy), = 0,



oL 0 0 0 0 0 0 0
—=|=——-Di=——-D,——D, D? DD, D,D
v (81} "ov, v, (9 5 Ovy L v + 5 y(‘?vty
oL oL oL
- = _ D= _pD =
ov * v, Yov,
= aluu, — D, (uu)] — kD,
= F; = auu, + kv, = 0,
oL 0 0 0 0 0 0 0
% n <aUJ B Dtawlg B Dz 3wx B Dyaw + Dt 8wtt * DtD 3wt * DtDy@wty
oL oL oL
= - D - D
ow *ow, y@wy
= bluu, — Dy(ut)] — oD,w

= Fy = buuy, + ow, =0,

exigimos que

F*‘ﬂf)ﬂ) ()= MFL+ ATy + A Fs,
Ela MNFL+ NP 4 A3 F,
F3|

0,0)=(p,p,%) ™
5 | =(opa= A3 F1 + A5 F2 + A3F,
onde
(p:(p(t7x7y7u7v7w)7 p:p(t7x7y7u7v7w)7 w:w<t7x7y7u7v7w)'
Como

FY | @,.m)=(0.000=
(%Pﬂ/’): G’UDl'SO + ’%Dyp,
F3 |(ﬁ,@,@)=(gp7p7w): bU;DySO —|— O'qu/]7

com

Dy = 01 + @iy + QU + Wi, Dy = 0 + Oully + QU + PuWe,
Dy = oy + putiy + uvy + uwy, . ..
Dyp = pe + puliz + Pz + pule, Dyp = py + pully + puvy + puwy,
Dytp = Yy + Yyl + YuVe + Ypwe, Dyt = by + hyuy + hyvy + pwy,

Do + cwago +bwDyp + D.(p + aeD2p) + Dy (v + bengo),

19

+...),;

(2.25a)
(2.25b)
(2.25¢)

(2.26)
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equacionando os coeficientes de uy, vy, Wy, Uz, Vgy Wy, . .. em (2.25), obtemos
Uyexx; Uyyy )\1 Dus )\é = )\é =0; (2.27a)
Vxxxs Vyyy & @v = 0; (2.27b)
Wixxx, Wyyy & @y = 0; (2.27¢)
W, Uy Pou = Pyu = Puu = 0; (2.27d)

ut,ux,uy )\ = Du, )\ = AUP,, )\ = 0y,

2.27
— Py A= Rpuy A = bugp; (2:27¢)
Vi, Vx, Vy I Py = AUPy, ¢v = O,
2.27f
)\2 )\2 — O /\2 = pu; ( )
Wi, Wi, Wy © ww = busau; Pw = 07
2.27
A= X =0, A = (2:27¢)
1: @+ avp, + bwpy, + (pr + a€py) + (Vy + bepyy,) =0, (2.27h)

Qg + kpy = bup, + oty = 0,
As equagdes (2.27), apds pequenas manipulagoes, podem ser reduzidas a
o =Py = Pu=Pp = Pu =0,
py_pu_pv:pw:07

¢x:wu:wv:¢w:07
wt+p$+¢y20a

um sistema de EDPs cuja solucao ¢ imediata. Dele decorre que o sistema BKP-NNV ¢é nao-
linearmente auto-adjunto com substituigoes (2.26) dadas por

p=[f1), p=g)z+h(t), ¢=—[ft)+g®)]y+it).

Proposigao 2.10 (NTC de Ibragimov). Se o sistema (2.20) admite simetrias de Lie geradas
por

o, 0 . .
X = glawi + 770‘%, & =& x,u), n*=n%(x,u), (2.28)
entao o vetor
C=(C...,.Cc", C'=N'L, i=1,...,n, (2.29)
onde N = (N',... N™) é o operador de Noether associado a (2.28), fornece uma lei de conser-

vagao para o sistema ampliado (2.20)-(2.21).
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Demonstragio. Por hipétese,
XF,=XF;, McA a=1,....m. (2.30)

Dessa maneira, partindo de (2.30), construimos um operador de Lie-Backlund auxiliar dado
por

@ a « ~Byo e’ )
X*:XJ“”*iaaa’ nd = —(u’X§ + u*D;¢).
Pela identidade de Noether, sabemos que

) ) ) )
(X, + D)L (WC“(S W >£ + Di(NL). (2.31)

Em (2.31), temos

com

Porém, como

X.L = X, (0’ Fp) = (X.0")Fs + 0’ (X Fy) = n{0Fs + u’\jF, =
= (1 + @A) Fo = —u*(Dig") Fo = —(Di&") L

= (X.+Dig")L =0, (2.32)
ol + W — 0 L=WF:+W-F, (2.33)
Sue T due )T o e ‘
(§]
NL=N'L, (2.34)

da substituigao de (2.32), (2.33) e (2.34) em (2.31), obtemos
Di(N'L) = —(WFr + WF,),

donde concluimos que

[Di(N*L)](2.20)~ (2.21) = 0.
]

Assim como no teorema de Noether, a demostracao acima leva em conta a estrutura varia-
cional do sistema ampliado e, por isso, o NTC de Ibragimov fornece, num primeiro momento,
leis de conservacao nao-locais (que dependem nao apenas das varidveis u do sistema original
mas também das varidveis u das equagoes adjuntas). Essa dificuldade pode ser superada para
sistemas nao-linearmente auto-adjuntos. De fato, se o sistema (2.20) possuir essa propriedade
adicional, as variaveis nao-locais dos vetores conservados podem ser eliminadas através das
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substituigoes p(x, u) estabelecidas na Defini¢ao 2.8. Explicitamente, as componentes dadas em
(2.29) podem ser escritas como

OZ’:N%:{"L+W&[8£ — D, <M>+DjDk< (%)—...1 +

«

ou? ougy Uy
+D;we aL—Dk oL\, .. + D;DyW® or +..., L=¢F, i=1,...,n
Oug; uy, Quyy

(2.35)

Observagio 2.11. Em (2.35), podemos omitir o termo £'L sempre que for conveniente ja que
L se anula sobre todas as solugdes do sistema original.

Exemplo 2.12. As componentes do vetor conservado C' = (C*, C* CY) associado a X, um
gerador infinitesimal admitido pelo sistema (2.7), sdo, de acordo com (2.35),

oL
t __ (il
=W o,
= C'= pW", (2.36)
x u aﬁ v aﬁ w a£ u M2 u 2 u aﬁ
C* = (W 9a + W a—%JrW aw) + (W"D; — D,W"D, + D;W )aUW,
= [(avp + p)W*" + aupW" + oy W*] + ae(W"D? — D,W"D, + D2W")p
= C% = [ap(v + eD2) + p]W*" + aupW"’ + oy W (2.37)
e
oL oL oL oL
Yy u v w uD2 - D up D2 u
C <W Pu, +W o, +W awy> + (W"D? - D,W"D, + D2W )auyyy

= [(bwp + VYW + kpW" + bupW "] + be(W" D, — D,W"D, + D2W" )¢

= CY = [bp(w + €D2) + P]W" + kpW" + bupW", (2.38)

com W* W@ e W" como em (2.14). Determinadas as simetrias de Lie do sistema BKP-NNV,
levando em conta o Exemplo 2.9, as correspondentes leis de conservacao podem ser construidas.

i) Dado
Y LAy LAY (PR | BTIRY A e
Xa= BA(t)@ + 4 lx&c * yay 2 (uﬁu * Yov * w@w)] 4 (t)<a ov * b 8w>’
temos que
W = =2A4"(t)u — 3A(t)uy — A'(t)xu, — A'(t)yu,, (2.39a)
W — [zA”(t) - 2A’(t)v} _3A(8) — A'(t)zus — A(Hyu,, (2.39h)

W — [zA”(t) _ 2A’(t)w} —3A()wr — A()zws — A(H)yw,. (2.39¢)
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Substituindo (2.39) em (2.36), (2.37) e (2.38):

i.a) para
p=f@1t), p=0, v=—f(t)y,
obtemos
C' = 3A(t) f'(t)u,
C* = 3aA(t) f'(t)(uv + euy,) — 30[A(t) f'(1)]'yw,
CY = 3bA(t) f'(t) (uw + euyy) — 3[A() f'(1)] yu,

ou equivalentemente,

C' = f(t)u,
C* = af(t)(uv + euy,) — o f'(t)yw,
CY =bf(t)(uw + euyy) — f'(t)yu,
onde 3A() f'(t) = f(t);

i.b) para

obtemos

ou equivalentemente,
Ct =0,
C* = g(t)(ru — oyw),
CY = —g(t)(yu — Kav),
onde 3[A(t)g(t)] = g(1);

i.c) para

obtemos
Ct =0,

C* = [2A'(t)h(t) + 3A(t)R' (t)]u,
CY = k[2A'(t)h(t) + 3A)R (t)]v,
ou equivalentemente,
C'=0, C* = h(t)u, C¥ = kh(t)v,
onde [2A'(t)h(t) + 3A(t)K ()] = h(1);

i.d) para

obtemos

C'=0,
C* = o[2A'(t)i(t) + 3A(t)i'(t)]w,
CY = [2A'(t)i(t) + 3A() (t)]u,



ou equivalentemente,
C'=0, C*" =gi(t)w, CY =i(t)u,
onde [2A'(t)i(t) + 3A(t)!(t)] = i(t).

ii) Dado
o 1 0
Xp=B({t)—+ -B'(t)=—
B ( )8:13 + a ( )8’0’
temos que
1
W* = —B(tju,, W'==B(t)— Bt)v,, W"=—B(t)w,.
a

Substituindo (2.40) em (2.36), (2.37) e (2.38):

ii.a) para
=0, p=g(t)z, v =—g(t)y,
obtemos
C'=0, C* = B(t)g(t)u, CY = kB(t)g(t)v,

ou equivalentemente,

C'=0, C* = g(t)u, CY = rkg(t)v,
onde B(t)g(t) = g(t);
ii.b) nos demais casos,
C'=C"=0Y=0.
iii) Dado
0 1 9,

Xo = O(t)@ + EC (75)%,

temos que
1
W =-C(t)u,, W'=-C(t)v,, W"= EC/(t) — C(t)wy.
Substituindo (2.41) em (2.36), (2.37) e (2.38):

iii.a) para

obtemos
C'=0, C"=oCH)[f'(t) + g®)]w, C¥=COf' )+ g(t)]u,
ou equivalentemente,
C'=0, C* =of(t)w, CY = f(t)u,
onde C(£)[f'(t) + g(t)] = f(t);

iii.b) nos demais casos,
C'=C"=0Y=0.

24

(2.40)

(2.41)

Resumidamente, as leis de conservacao nao-triviais encontradas nesse exemplo estao suma-
rizadas na Tabela 2.1. Duas delas (terceira e quarta linhas da tabela) sdo 6bvias e podem ser
obtidas diretamente do sistema (2.7) por simples integracao, sem auxilio do NTC de Ibragimov.
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Gerador | C" C* cY
F(tu af(t)(uv + eugy )+ | Of (1) (vw + euyy)+
X4 —of'(t)yw —f(t)yu
0 f)(zu —oyw) | —f{)(yu — Kxv)
Xa,Xp 0 f)u kf(t)v
Xa,Xe | 0 of(t)w f()u

Tabela 2.1: Vetores conservados para o sistema BKP-NNV.

Apresentado o método de Ibragimov sobre leis de conservacgao, os proximos capitulos contém
os demais resultados originais desta tese. E sobre eles que passamos a discorrer. Enfatizamos
aqui que, conforme critério demonstrado em [12, Theorem 5.68], todos os modelos com os quais
trabalhamos nao possuem Lagrangiana (veja Apéndice A). O capitulo seguinte é dedicado ao
sistema de Hunter-Saxton generalizado.
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Capitulo 3

O Sistema de Hunter-Saxton
(Generalizado

Nosso propoésito aqui é investigar, do ponto de vista da grupo-analise, o sistema de Hunter-
Saxton generalizado, composto pelas EDPs

Fi = Uy + OUUzpp + KUpUyy — VU, + €ty = 0, (3.1a)
F = v + (wv), =0, (3.1b)

onde o, k, € € R sdo constantes arbitrarias. Aparecendo em diferentes contextos, o sistema
(3.1) pode ser considerado, quando o = 2k, como o limite assintético, em altas frequéncias,

(t,x) = (§t,6x), £ =0,
do também generalizado sistema de Camassa-Holm [31]

Up — Uzz — O (UWlhgy + 2Uglszy) + V0 + (3u — €)u, = 0, (3.2a)
v + (uv), = 0. (3.2b)

Este ultimo é derivado pela aplicagao do método de R. Ivanov para a obtencao de modelos
hidrodindmicos com vorticidade constante [32]. A motivacao para estudar (3.1) e (3.2) estd na
possibilidade de capturar fendmenos nao-lineares, tais como wave-breaking, que nao podem ser
descritos por outros modelos.

Em (3.1), as varidveis t e x adquirem o significado fisico usual: tempo transcorrido e distancia
percorrida, respectivamente. A quantidade u = u(t, x) estd relacionada a velocidade horizontal
do fluido enquanto v = v(t,z), a densidade escalar, a elevagdo da superficie livre do fluido a
partir de seu nivel de equilibrio. Se (o, k,€) = (1,2,0), o sistema (3.1) se reduz ao sistema de
Hunter-Saxton, uma extensao a duas componentes da equacao de mesmo nome,

Utz + 2uxu:m: + Ulgze = 07

que governa a propagacao de ondas nao-lineares em cristais liquidos nematicos. Nao entramos
em mais detalhes sobre a importancia dos modelos mencionados. Para varios resultados rela-
cionados a equacao de Hunter-Saxton e suas generalizagoes, direcionamos o leitor interessado
a [31] e suas referéncias.

Conforme critério fornecido em [12, Theorem 5.68], o sistema de Hunter-Saxton generali-
zado ndo possui Lagrangiana (veja Apéndice A). Portanto, este capitulo estd organizado da
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seguinte maneira: na Secao 3.1, obtemos as simetrias de Lie do sistema (3.1); na Segao 3.2,
estabelecemos sua auto-adjunticidade nao-linear; na Secao 3.3, construimos, para cada simetria
de Lie encontrada, as correspondentes leis de conservagao via o NTC de Ibragimov. Naquilo
que se segue, a menos de mengao contraria, todas as constantes ¢;’s sao arbitrarias e todas as
fungoes suaves.

3.1 Simetrias de Lie

Pela Defini¢ao 2.2, um operador de Lie-Backlund

X = T(t,x,u,v)aat + X(t,x,u,v)aax —|—L{(t,x,u,v)8au +V(t,m,u,v)aav

gera as simetrias de Lie do sistema (3.1) se as condigoes de invaridncia
XFy=MF,+ NF,, XF,=PF, +QF, (3.3)

forem satisfeitas (em todas as varidveis wu;, vy, Uz, v;, etc) para algum conjunto de coeficientes
M, N, P, Q a ser determinado. Sabendo que

— Vv, + (D W + Ty + Xvge)] + (DWW + Tty + Xtigy)

XF2 == (Dth + Tvtt + thm) + [Vux + U(meu + Tutﬂ? + Xumﬁ?)] +
+ [L{vx + U<Da:WU + Tvt;r + vaz)L

onde
W' =U—Tu; — Xug, W'=YV —Tuv, — X,

de (3.3) as equagOes determinantes podem ser escritas como

T+ X)) =(c—1)X = (k—2)T; =0, (3.4Db)
7;t — th = XICE = O7 (34C)
U+ (Ti— X )u=X, V+Tw=0. (3.4d)

A solugao de (3.4), um sistema de EDPs lineares, é facilmente obtida. De fato,
T = A(t), X =[A(t) + c1]x + B(t), (3.5a)
U=cru+A"(t)x+ B'(t), V=—-A(t)v (3.5b)

com

e2A'(t) + 1] = (0 —1)B'(t) = 0, (3.6a)
(o —1)A"(t) = (k —2)A"(t) = 0. 3.6b)

O resultado a seguir decorre imediatamente de (3.5) e (3.6).
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Proposicao 3.1. i) Sejae=0e 0 = 1.
i.a) Se k = 2, as simetrias de Lie do sistema (3.1) sdo geradas por

0

Xp = B(t) 5+ B/(1)

i.b) Caso contrario, se k # 2, por Xpg, Xj,

x, =9 .9 9 0
2=t "0 Yo

ii) Seja € # 0.

ii.a) Se 0 = 1, as simetrias de Lie do sistema (3.1) sdo geradas por Xp, X5 ¢

(iii) Finalmente, se ¢ = 0 e 0 # 1, as simetrias de Lie do sistema (3.1) sdo geradas por
X1, X5, X3 € Xs.

3.2 Auto-adjunticidade Nao-linear

A Lagrangiana formal do sistema (3.1) é

ﬁI'L_LFl‘i‘T_]FQ

= L = U(Utzy + OUUpzy + KlUzpUyy — VU, + €Uy) + U]vy + (uv) ).

Aqui u e v sdo as novas variaveis dependentes. Obtidas as equagoes adjuntas

5L (0 0 o, 0 o ., 0
o oL ., o , 0L ., 0L
- Ou De ou,, + D, OUgy DiD; OUpye Da Oy

= (CUUgyy + VV3) — Dy(Klitlgy + 00 + €tt) + kD2 (tiuy) — DyD*u — o D3 (uu)

= F| = Uy + 0UULee + (30 — K)(Uplly), + 00, + €ty = 0,
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oL 0 0 0 0 0 0

(2 -p - p >y Y yppD, 2+ L ..

ov (81} Lov, O, + " vy + 5 T Oy * T O ) £
_ oL _Dtac _Dwaﬁ

ov 8Ut 371)33
= (Vu, — uv,) — Dy — Dy (vu — uw)
= Fy = v — v, + uv, =0,

onde §/du e §/dv sao operadores de Euler-Lagrange, impomos que

Ff|(a7@):(%¢): MF; + NF;, F;’(a@):(%w): PF, + QFs. (3.7)
Novamente M, N, P e () é um conjunto de coeficientes a ser determinado e
0 = @(t,z,u,v), =1t x,u,v) (3.8)

duas fungoes tais que pelo menos uma nao é identicamente nula. Como

FYa0)=(p)= DeDip + ouD2p + (30 — k) Dy (uy Dyp) + vDyth + €Dyip

Y @n=ew)= Dep +uDyp — vDyp,
de (3.7) é possivel obter M = ¢,, N=P =0,Q =1, ¢

o =ty =Py =0, (3.92)

P + Ptu = Qu+ 1y =0, (3.9b)

Uy — v =0, (3.9¢)

€y = (0 —1)p, = (kK —20)p, =0. (3.9d)

O sistema (3.9) pode ser prontamente resolvido. Logo,

p=ftu—f(x+glt), ¢¥=c—f(t),
(k= 20)f(t) = (o = )f'(t) = ef'(t) = 0.

Combinando os valores que as constantes em (3.1) admitem, chegamos & conclusao:

Proposicao 3.2. O sistema (3.1) é nao-linearmente auto-adjunto. Ele é quase auto-adjunto
se, e somente se, kK = 20. As substituigoes (3.8) sdo como seguem.

i) Seja k = 20.
i.a) See=0e o0 =1, temos

p=fWu—f(t)z+gl), ¢=c—[f(t)o

i.b) Caso contrario, se € # 0 ou 0 # 1,

p=cu+g(t), U=c —cu.

ii) Seja k # 20. Entao, temos
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3.3 Leis de Conservacgao

Conforme Ibragimov [5,13,28-30], seja

—i—L[(t,x,u,v)aau +V(t,a;,u,v)aav

um gerador infinitesimal de simetrias de Lie do sistema (3.1). As componentes do vetor con-
servado C' = (C', C*) associado a X sdo dadas por

X = T(t,a;,u,v)gt -+ X(t,x,u,v);x

oL oL
C'= (W"D? - D,W"D, + D*W*") + W=
8ut:m: avt
e
oL oL oL
C* = W'—= — (W"D, — D,W")—— + (W"D,D, — DyW"D, + D,D,W")—— +
(WEDuD, — DaWD, + DD 25 1 (wrep? — powep, + D)5 e O
auxmt auxm an
ou ainda,
oL oL
C'=w"= -3D,W"D, —— 3.10
E)Ut autmz ( )
e
oL oL oL
% = W'+ WP — (W'D, — D,W")——
0ux 8UJ; aux:v
or or (3.11)
+3(W" D, Ds + DDW*") 5=+ (W'D = D,W" D, + DIW*") 5=
trx TTT

Construimos as leis de conservagao para cada gerador contido na Proposicdo 3.1. Para
tanto, inicialmente utilizamos as substituicoes

{1_1, =cu -+ Co, (3 12)

V= C3 — C10,

com ¢; = 0 quando K # 20.

Observamos que em todos os casos, as simetrias X3 (translagoes em t) e X5 (translagoes em
x) determinam vetores nulos e, portanto, leis de conservagao triviais. De fato, ndo raramente,
as simetrias do sistema (3.1) nos levam, ap6s algum trabalho tedioso, a leis de conservacao
triviais ou a leis de conservacao Obvias associadas aos vetores

C'=0, C" = A(t)[uty + outlyy + (5 — 0)u? /2 — v?/2 + eu] (3.13)

C'=v, C* = uw. (3.14)

Na verdade, (3.13) e (3.14) sdo obtidos diretamente do sistema (3.1), cujas equagoes sdo elas
proprias leis de conservacao.

A situacgao realmente interessante corresponde a k = 20 e esta explicitada no resultado a
seguir. De (3.12), é suficiente considerar as substitui¢oes

u=1u, V=—-0,



que reduzem (3.10) e (3.11) a

C' = —(vW" + u,D,W")

C* = [(uge + 20Uty — v + eu) + u(Dy + ouDy) D JW" — 2uvW".

Proposicao 3.3. Seja k = 20.

(i) O gerador X4 fornece o vetor de componentes

AW

t __
¢ = 2

(v* 4+ u?)

C® = A (H)u(wge + Utgy — v?) + A" ()| + vty — 2(Ugy + Utlgy + u2 /2 — v?/2)]

paraocaso e =0e o = 1.

(ii) Os geradores X, Xy e X, fornecem o vetor de componentes
t L 5 2

C* = u(Upy + oUUg, — V* + €u/2)

para os casos € # 0 ou o # 1.

O préximo capitulo é dedicado a uma classe de sistemas BBM-KdV.
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Capitulo 4

Uma Classe de Sistemas BBM-KdV

Motivados pelos trabalhos [33,34], introduzimos aqui a classe de sistemas

Fi =u + (a+ b)vug + (au + ¢)vg + €Uypy + KUzze = 0, (4.1a)
Fy =v 4+ (bu+ c)ug + (a4 b)vvg + Miggr + 00 = 0, (4.1b)

doravante simplesmente referida como sistema BBM-KdV, uma generalizacao a duas compo-
nentes' das classicas equagoes [35]

BBM (Benjamin-Bona-Mahony):  u; + (v + 1)uy — tggy =0 (4.2)

KdV (Korteweg-de Vries): w4+ (u + 1)uy + tgge = 0, (4.3)

com o objetivo de estuda-lo do ponto de vista da grupo-analise.

Em (4.1), as constantes sao tais que (a + b)c # 0 e {e,x,\,0} # {0}. Sea=c=1¢
b = 0, obtemos de (4.1) os ja amplamente investigados sistemas de Boussinesq (¢ = k = A =0,
a——1/3) Kaup (e = A =0 =0, £ =1/3) e Bona-Smith (e =0 = A/2 - 1/6, K =0, A <0),
todos eles aproximagoes de primeira ordem das equagoes de Euler para a hidrodinamica. Uteis
em situagoes onde efeitos dissipativos nao sao significativos, esses modelos fornecem uma boa
descricao para o movimento bidimensional de ondas longas de pequena amplitude sobre a
superficie de um fluido ideal. Nesse contexto, a variavel independente x representa a distancia
percorrida ao longo de um canal de profundidade fixada e ¢ o tempo. As quantidades u(t, )
e v(t,x) estdo relacionadas ao desvio da superficie de seu nivel de equilibrio e a velocidade
horizontal do fluido, respectivamente. Para mais informagoes, veja [33,34] e suas referéncias.
Resultados relevantes, incluindo solugoes exatas, podem ser encontradas em [36-38].

Conforme critério fornecido em [12, Theorem 5.68], o sistema (4.1) nao possui Lagrangi-
ana (veja Apéndice A). Portanto, este capitulo estd assim estruturado: primeiramente de-
terminamos as simetrias de Lie (Sec¢ao 4.1) do sistema BBM-KdV e estabelecemos sua auto-
adjunticidade nao-linear (Segao 4.2); construimos entao leis de conservagao via o NTC de
Ibragimov (Segao 4.3). Naquilo que se segue, a menos de mengao contréria, todas as constantes
¢;’s sao arbitrarias e todas as func¢oes suaves.

1Se u = v, o sistema (4.1) é reduzido as equagdes u; + [(2a + b)u + cJuy + Uze + Klzze = 0 € us + [(a +
2b)u + c|uy + OUtzpy + Mgz, = 0. Ambas contém (4.2) e (4.3) como casos especiais.
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4.1 Simetrias de Lie

Pela Defini¢ao 2.2, um operador de Lie-Backlund

X = T(t,x,u,v)aat + X(t,x,u,v)aﬁx —i—Z/{(t,:L’,u,v)((iL +V(t,a:,u,v)aav

gera as simetrias de Lie do sistema (4.1) se as condigoes de invaridncia
XFy=MF,+ NF,, XF,=PF, +QF, (4.4)

forem satisfeitas (em todas as varidveis wu;, vy, U, v;, etc) para algum conjunto de coeficientes
M, N, P, Q a ser determinado. Sabendo que

XF, = (DWW + Tuy + Xuge) + (a4 0)[Vuy + v(D WV + Ty + Xigy)| + aldv, +
+ (au + ) (DWW + T + Xvge) + €(DyDIW™ + Tgrpe + Xtizpe) +
+ /{(Diwv + Tvtx:ca: + vax:caz)

e
XFy = (DW? + Ty + Xvig) + Uy + (bu + ¢) (D W 4+ Tuge + Xugy) +
+ (a4 b)[Vvy + v(DWY + T + Xvge)] + MD3WY + Ttgae + Xtgpes) +
+ O'(DtDiWU + Tvttxa: + th:cxa:)a
onde

W=U—Tu — Xug, W’ =V —Tuv, — X,

de (4.4) as equagdes determinantes podem ser escritas como

To=To=T,=X, =X, =0, (4.5)
X, =eX, =0X, =0X, =0, (4.5b)
U=U=U=V,=V,=ald — (au+ c)U, =0, (4.5¢)
bU + (bu + c)[U, + 2(T; — X,)] = 0, (4.5d)
KUy +2X,) = NUy, + 2(T; — 2X,)] = 0, (4.5e)
(a+b)V+ (T — X)v] — &, = 0. (4.5f)

A solucao de (4.5), um sistema de EDPs lineares, é facilmente obtida. De fato,
T =(a+becit + co, X = (a+b)(c3x + cut) + cs, (4.6a)
U=2(c3—c1)lau+c), V=_(a+b)(cs—c1)v+ ¢y (4.6b)

com

bla—0b)(c1 —c3) =0, ecs = ecy = Klac; — (2a + b)cs] =0, (4.7a)
/\[bCl — ((Z + 2b)63] = 0C3 = 0Cq4 = 0. (47b)

O resultado a seguir decorre imediatamente de (4.6) e (4.7).
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Proposicao 4.1. As simetrias de Lie do sistema BBM-KdV estdo organizadas na Tabela 4.1,

onde

0 0
X2 a, X3 (a—l—b) (l’ax _'_anj) +2(CLU+C)67,
0 0 0
Xy (a—i—b)t%jL%, 5= 5
b= a=1b b(a—b) #0
Xl (K): O)
3X; + X
{e,0} = {0} | 2X, + X3 (A=0) N 1X+ 3 Xo, Xu, X5
XQ, X4, X5 2 4, 5
o} #{0} | X (h=0), X0, X; | 0 E=A=0 1
XQ; X5

Tabela 4.1: Geradores infinitesimais admitidos pelo sistema BBM-KdV.

4.2 Auto-adjunticidade Nao-linear

Para comegar, sejam u e v as novas variaveis dependentes. A Lagrangiana formal do sistema

(4.1) 6
L=uF, +vF,

= L = ufu; + (a+ b)vu, + (au + ¢)vy + €Uy + KUzey] +
+0[v + (bu + c)ug + (@ + 0)vvy + AMigar + TV

Obtidas as equagbes adjuntas

552<a Dti—D 0 + D? 0 + DD, 0 + D? 0 —---)E

ou ou 'ou, Ou, b Oy gy T OUgy
oL oL oL 5 OL 3 oL

= (ativ, + bou,) — Dyt — Dy[(a + b)av + (bu + ¢)v] — €D Dt — AD3v

= Fl* = ﬂt + (a + b)Ul_Lx -+ (bu -+ C)'Dz + bﬂ’l}z + Eﬂtmx + )\Q_szx = O:

5L 0 0 0 0 0 0
—=(=-D D,— + D? D,D, D? — -
ov <8U tavt a + ta Vgt i a UVt * Iavmc > £
oL oL oL oL oL
=——-Dy— — D,— — D,D? - D3
ov K a"Ut * avx e avtmx * 8Uxxx

= (a + b)(uuy + vv,) — Dy — Dy[(au + )i + (a + b)vv] — oD, D2 — kD21

= Fy =0+ (au + )ty + (@ + b)vv, — buu, + Ky, + 00, = 0,
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onde 0/du and §/év sdo operadores de Euler-Lagrange, impomos que
Ff|(ﬁ7ﬁ):(%w): MF, + NFy, F2*|(17,,17):(<p,1/1): PF, 4+ QF5. (4.8)
Aqui M, N, P e () é novamente um conjunto de coeficientes a ser determinado e
v =op(t,z,uuv), =1tz u0v) (4.9)
duas fungoes tais que pelo menos uma nao é identicamente nula. Como

Ff @) =(ow)= Dip + (a + b)vDyo + (bu + ¢) Dyip + bov, + €Dy D2p + AD3y)

F | @n)=ean= Dy + (au + ¢) Dyp + (a + bJvDytp — bpu, + 6Dg + 0 D D),
de (4.8) é possivel obter M = p,, N = @,, P =1, Q =1, ¢

or + (a4 bvp, = ep, =0, (4.10a)

e+ (au + ¢)pg = ¥y =0, (4.10b)

by = (au + )y, — (bu + )iy, (4.10¢)

v = by = (€ = 0)py = Kpu — Mpy = 0, (4.10d)
€Pun = Pup = Puw = 0. (4.10¢)

O sistema (4.10) pode ser prontamente resolvido. Logo,

o = (1t + co)av + f(u) — 1z,
Y = c3v + (1t + co)au + cict + ¢y

com
bey =bey = €c; = ocp = (6 — 0)cg = 0,

ef"(u) = kf'(u) — ez = 0,
bf(u) = (au+c)f'(u) — (bu + ¢)es.

Combinando os valores que as constantes em (4.1) admitem, chegamos & conclusao:

Proposicao 4.2. O sistema BBM-KdV é nao-linearmente auto-adjunto. As substitui¢oes (4.9)
Sa0 como seguem.

i) Se b =0, temos
v = (et + c2)av + cseln(au + ¢) — 1@ + ¢4,
Y = csav + (c1t + ¢2)(au + ¢) + c5,

onde

C1 = 07 para {670} 7£ {0}7

co =0, para € # o,

C3 = 07 para {67 K, )‘} 7£ {0}
ii) Se a = b, temos

o = (au + c)[c; In(au + ¢) + 2],

Y = ciav + c3,
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onde
1 = 07 para {67 R, )\} 7£ {0}7
co =0, para k # 0.

iii) Seja b(a — b) # 0.

iii.a) Se a = 0, temos
© = 1™ — ¢y (bu + 2¢),
) = cobv + c3,

onde
¢1 =0, para {e,x} # {0},
co =0, para k # —\.

iii.b) Caso contrario, se a # 0,

¢ = ci(au + )" 4 cyb*u + (2b — a)d],
¥ = ca(a — b)bv + cs,
onde

¢1 =0, para {¢, s} # {0},
co =0, para Aa # (k + A)b.

Note que, na verdade, o sistema (4.1) é quase auto-adjunto. Em particular, ele é estritamente
auto-adjunto em somente duas circunstancias: a =2bex =X ;oub=0ee=o0.

4.3 Leis de Conservacao

Tendo em vista a Proposigao 4.2, as componentes do vetor conservado C' = (C*, C*) associ-
ado a X, uma simetria de Lie do sistema (4.1), sdo, de acordo com o NTC de Ibragimov, dadas
por

C' = (¢ — €DypD)W" + (¢p — 0 D) D, )W?

C* = [(a+ b)vg + (bu + ) + €(pDy Dy + Dy Do) + ANy D2 — Dty D, + D)) |[W +
+ [(au + ¢)p + (a + b)vy + o (Y Dy D, + Dy Dyp) + /{(g@Di — D,pD, + Dicp)]W”.

Encontramos as leis de conservagao correspondentes a cada gerador da Tabela 4.1. Na
maioria dos casos, entretanto, somos levados a vetores triviais (C* = C* = () ou aos vetores

C' =u+ ey, C%=(au-+c)v+ Ky,

C' =20+ 0v4), C% = (a+b)v* + (bu + 2¢)u + 2 Uy,

que podem ser obtidos da primeira (quando b = 0) e da segunda equagao do sistema BBM-KdV
por simples integragao (leis de conservagao 6bvias). Os casos realmente interessantes listamos
a seguir.
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Proposicao 4.3. i) Seja b = 0.
i.a) De X1, 2X; + X3 e X5, obtemos

C' = 2(uv — euyv,),
C* = cu® + (2au + c)v? — (M2 + kv2) + 2[u( Ay + €y + v(eus + Kvy) )

quando € = 0.

i.b) Para ¢ = k = 0, X; também fornece

1
C'= ~(au+ c¢)In(au + c) + QE("U2 — ov?),
a c

2
C* = (au + ¢)[In(au + ¢) + 1]v + % (ag + avm>

quando A =0¢e

C" = 2[t(au + ¢)v — zul,
C* = t[e(au + 2c)u — aduZ] + 2(au + ¢)[(atv — 2)v + Mug,]

quando o = 0.
ii) Seja a = b.
ii.a) De X; e 3X; + X3, obtemos

C" = (au + 2¢)u — aeu?,
C* = 2(au + ¢)[(au + c)v + €ug,)

quando k = 0.

ii.b) X; também fornece

1
C' = ~(au + ¢)*In(au + ¢) + a(v® — ov?),
a

v 9 2av?
C* = (au+ ¢)*[2In(au + ¢) + 1]v + 2av 3 + oV

quando €e = Kk = XA = 0.

O proximo capitulo é dedicado a um sistema tipo Gardner.
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Capitulo 5

Um Sistema tipo (Gardner

As bem conhecidas equagoes KAV, mKdV e de Gardner [39-41], dadas respectivamente por

2
Up + aulUy + ClUgry = 0,  up + bu“uy 4+ Clgyy =0

wy + (au + bu®)uy + Clige, = 0,

sao casos especiais de
ug + (auf + bu*P)uy + Clpey =0, a,b,c€R, pEZ, (5.1)

uma recorrente equacao evolutiva nao-linear que, na hidrodindmica, modela ondas de origem
gravitacional no interior de oceanos de densidade estratificada [42]. De grande importéncia por
também descrever uma variedade de fenomenos ondulatérios em plasma, em fisica do estado
solido e em mecanica quantica, sua integrabilidade tem sido investigada por varios autores sob
diferentes abordagens. Solugbes explicitas (incluindo sdlitons) e uma discussao detalhada de
suas propriedades (como estabilidade) podem ser encontradas em [43-45] e suas referéncias.
As situagoes cobertas pelas equagoes acima tendem a ser idealizadas. Isto ocorre, entre
outras razoes, porque tais modelos sdo derivados sem considerar os eventuais efeitos que uma
onda exerce sobre outra. Entretanto, desde os trabalhos pioneiros de Hirota e Satsuma [46,
47], onde eles apresentam um sistema para estudar a interagdo de duas ondas longas com
relacoes de dispersao distintas, um ntmero cada vez maior de equacoes KdV acopladas tém
sido introduzidas na literatura com um espectro substancialmente maior e mais realistico de
aplicacoes. Veja por exemplo [23,48,49]. Em particular, partindo dos mobelos [50,51]

uy + af(u® + v ulp + Ugee = 0,
vy + af(u? + v*)v], + Vage = 0

U + (upvp+1)$ + Ugze = 07

(e (uerlvp)x + Vpge = 07

propomos neste capitulo a nova classe de sistemas sem Lagrangiana (veja Apéndice A)

Fi = u + af(u? + vP)u], + b[(uv)Pv]s + ctiger = 0, (5.2a)
Fy = v+ af(u? + vP)v], + b[(uwv)Pul, + cvger = 0, (5.2b)
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uma generalizacio a duas componentes' da equacio (5.1), com o objetivo de determinar as
simetrias de Lie (Se¢ao 5.1). Estabelecida sua auto-adjunticidade nao-linear (Segao 5.2), cons-
truimos entao leis de conservagao via o NTC de Ibragimov (Sec¢ao 5.3). Naquilo que se segue,
admitimos que {ac,bc} # {0} e p > 1. Ademais, a menos de mengdo contraria, todas as
constantes ¢;’s sao arbitrarias e todas as fungoes suaves.

5.1 Simetrias de Lie

Para comecar, denotamos

flu,v) = a(u? +vP)u + b(uv)Pv,
g(u,v) = a(u? + vP)v + b(uv)Pu.

Pela Definigao 2.2, um operador de Lie-Backlund

X = T(t,a:,u,v)st + X(t,x,u,v)sx —i—Z/l(t,:t:,u,v)ai +V(t,a:,u,v)aav

gera as simetrias de Lie do sistema (5.2) se as condigoes de invaridncia

(thu + Tutt + Xutr) + fu(DrWu + Tutr + Xuzrx) + fU(Dva + Tvtm + vam) +

5.3

(DtWU + Tvtt + tha:) + gu(Dqu + Tutcc + Xua:w) + gv(Da:WU + T'Utx + vax) +

5.4
+ guuuuaj + guv(Vux + uvm) + gvvvvm + C(Diwy + Tvtmzm + XUmmzm) = PFI + QF27 ( )

onde
We=U—-Tu — Xu,, W'=YV —Tuv — Xy,

forem satisfeitas (em todas as varidveis wu;, vy, U, v,, etc) para algum conjunto de coeficientes
M, N, P e @ aser determinado. De (5.3) e (5.4), as equagoes determinantes podem ser escritas
como

To=Ty=To =T — 3, =0, (5.50)
X=X, =4X,=0, (5.5b)
U =U, =Uy =U — (Uyu + U,v) =0, (5.5¢)
Vi=Ve=Vu=V—-Vu+V,v)=0, (5.5d)
al2X, + pU, + (2 —p)Vu] =0, (5.5e)
b(X, + ph,) = U, = bV, =0, (5.5f)
(1=p)(Us +Vu) = (1 —p)(2—pUy =0, (5.5g)
U, —Vy=(2—p) U, — V). (5.5h)
A solugao de (5.5), um sistema de EDPs lineares, ¢é facilmente obtida. De fato,
T =3cit +cy, X =cix+ cs, (5.6a)
U=rcw+[cs+ (2—p)ealu, V =cs+ (2—p)csv+ csu (5.6Db)

1Se u = v, o sistema (5.2) é reduzido & equacdo (5.1).
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com

CL(201 + Cy + Cx + pcﬁ) = 0, (57&)
bey = bes = b(ey + peg) = 0, (5.7b)
(1=p)(2—=plea=(1—p)lca+c5)=0. (5.7¢)

O resultado a seguir decorre imediatamente de (5.6) e (5.7).

Proposicao 5.1. As simetrias de Lie do sistema (5.2) estao organizadas na Tabela 5.1, onde

0 o 1( 0 0
Xi=3—+x—— (uau +vav>,

ot or p
Y—3t§f+x§lj—2<i+v§> XQZ;S,X;;:;C,
X4—v<ai—§v>,Y4 v(,fu—u;} X5:u<£L—8i>.

a=0 b=0 ab # 0

X17 X2 }/17 X27 X37 X4 (p = 1) )(2 X3
X3 Yi(p=2), X5 (p=1) ’

Tabela 5.1: Geradores infinitesimais admitidos pelo sistema (5.2).

5.2 Auto-adjunticidade Nao-linear

Para o sistema (5.2), a Lagrangiana formal é
L =uF, +oF,
= L= a(ut + fuuz + fvvz + cua::m:) + @(Ut + Guly + Gu Uz + Cvzaxv)-

Aqui u e v sdo as novas variaveis dependentes. Obtidas as equagoes adjuntas

e [0 ) ) 0 0 , 0
Su " (au ~ Digy = Dagy + Diguy + Dilag—+ Dig = ) £
oL oL oL oL

- % _p% p Y% _p
ou t aut auz * auxmm
v) — cD3u

(fuuuac + fuvvx)u + (guuuﬂc + guvvm) Dtu - :E(fua + Gu )

= Fl* =u + fuﬂzr + GuUs + Clgyr = O’

oL 0 0 ) 0 0 0
= = D D, D? D,D, D? —
v <8v You,  Ttow, * vy T+ v + T Mg ) £
e oL oL oL
— — Dy~ —Dy— — D?
O Lov, O, T Mg
(fuvux + fvvvz>u + (guvu:p + gvvvx) Dtv :E(f'uﬂ + gv@) -

3 —
cD3v
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= F} =0+ foly + 9oz + CUzpe = 0,
onde 0/du e §/dv sdao operadores de Euler-Lagrange, impomos que
Fl@o=e)= MF1+ NFz,  Fjl@w)=puw= PF1 + QF. (5.8)

Novamente M, N, P e () é um conjunto de coeficientes a ser determinado e

o=t z,u,v), =1tz uv) (5.9)

duas fungoes tais que pelo menos uma nao ¢é identicamente nula.
Como
F{ | ap)=(p)= Dip + fuDzo + gu Do) + cD?p

F;|(ﬁ,ﬁ)=(ap,w): th + va;L’SO + g’UD$¢ + CD2¢7
de (5.8) é possivel obter M = ¢,, N = ¢,, P =1,, Q =1, e

Ot — Y = o — e = Py — Py = Py — by =0, (5.10a)
@+ 2a(u 4 v)p, = bp, = (p — 1), = 0, (5.10b)
a(p = 2)(pu — ) = by = (p — 1)y =0, (5.10¢)
Ozz = Pou = Pav = Puu = Puv = Poo = 0. (5.10d)

O sistema (5.10) pode ser prontamente resolvido. Logo

v = (2ac1t + c2)v + (2acit + c3)u — 1 + cy,
¥ = (2acit + c3)v + (2acit + co)u — c1x + ¢35

com
(p—1)c; =bey = (p—1)cg = bey =0,

a(p—2)(ca —c3) = 0.

Combinando os valores que as constantes em (5.2) admitem, chegamos a conclusao:

Proposicao 5.2. O sistema (5.2) é ndo-linearmente auto-adjunto. As substitui¢oes (5.9) sao
como seguem.

i) Se a =0 ou p = 2, temos

Y =c3u+cy, Y =30+ Cs;

ii) se b=0ep=1, temos

o= (2acit +c2)(v+u) —cax + g, Y= (2ac1t + e2)(v+u) — a1z + c5;

iii) nos demais casos,
p=ci, P=cs.
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Note que, na verdade, o sistema (5.2) é quase auto-adjunto. Em particular, ele é estritamente
auto-adjunto se, e somente se, a = 0 ou p = 2. Ainda mais, qualquer sistema da forma

Uy + 72 (U, ) + Clgye =0,

vy + Sp(U, V) 4+ Uz = 0

é estritamente auto-adjunto sempre que r, = s,.

5.3 Leis de Conservacao

De acordo com o NTC de Ibragimov [13], as componentes do vetor conservado C' = (C*, C*)
associado a X, uma simetria de Lie do sistema (5.2), sdo dadas por

C'=pW" +ypW" (5.11)

C* = p(fuW" + fW') + c(¢ D — DopD, + Dyp) W'+
+ V(g W" + g, W) + c(v D2 — D3y D, + D2p)W".
Tendo em vista a Proposicao 5.2, o préximo resultado leva em conta todos os geradores da

Tabela 5.1. Na maioria dos casos, entretanto, as expressoes (5.11) e (5.12) nos conduzem a leis
de conservagao triviais ou aos vetores

C'=u, C%= f(u,v)+ Clge

(5.12)

C'=v, C%=g(u,v)+ cv

que podem ser prontamente obtidos do sistema (5.2) por integracao direta. A seguir, apresen-
tamos apenas 0s casos nao-Obvios.

Proposicao 5.3. i) Seja a = 0. Para

(p = u’ w - U’
X, fornece
C' = (p+1)(u” +v7),
C" = 2b(2p + 1) (wv)?™ + e(p + D[(v® + v*) g — 3(u2 + v2)).
ii) Seja b = 0.

ii.a) Tomando
p=v=u+v

para Y; e
=1 =2at(u+v) —x

para X5, obtemos
C' = 3(u+v)?,
C* = da(u+v)* + 3c{[(u + )} — 3(us + v2)?}



quando p = 1.

ii.b) Além do mais, para

Y] também fornece

C' = 2(u* +v?),
C* = 3a(u® +v*)? + 2c[(u® + v?) e — 3(u2 + v?)]

quando p = 2.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta tese, determinamos com sucesso as simetrias de Lie de alguns sistemas de EDPs pro-
venientes da hidrodinamica. Em comum entre eles, o fato de ndo possuirem Lagrangiana. Sem
estrutura variacional (condi¢ao sem a qual o teorema de Noether se torna invidvel), estabele-
cemos, para cada sistema, sua auto-adjunticidade nao-linear, para entao construirmos leis de
conservagao (nao-triviais) via o NTC de Ibragimov. Nossos resultados contidos no trabalho [15]
foram expostos ao longo do Capitulo 2, onde procuramos ilustrar com exemplos préprios cada
conceito apresentado. Os trabalhos [14,16,17], também de nossa autoria, foram reproduzidos,
em ordem de submissao e com pequemas adaptacoes, nos Capitulos 3, 4 e 5.

Originalmente, Ibragimov introduziu o conceito de auto-adjunticidade estrita. Em trabalhos
posteriores, essa nocao foi sendo gradativamente generalizada para ampliar as possibilidades
de calculo do NTC. Passando pela quase auto-adjunticidade, a auto-adjunticidade nao-linear
engloba as defini¢oes anteriores e permite a aplicagdo do método de Ibragimov a um ntmero
maior de sistemas de EDPs. Obviamente, o conceito de auto-adjunticidade nao-linear pode
ser ele proprio generalizado. De fato, podemos considerar substitui¢oes ¢ que dependam nao
apenas das variaveis x e u, como ainda das derivadas de u até uma certa ordem finita r. Ou
seja,

© = o(x, U, uqy, . .., Ury)-

Em trabalhos futuros, pretendemos explorar tal possibilidade.
Como continuidade natural desta tese, pretendemos explorar também o uso de leis de con-
servagao para a obtengao de solugoes exatas. Umas dessas técnicas estd descrita em [5].
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Apéndice A

Derivadas de Fréchet

Seja
F=(F,....,F,), F,€A (A.1)

um m-upla de funcoes diferenciais. A derivada de Fréchet de F', e sua derivada adjunta, sao
dadas pelos operadores Dy e D}, definidos por

0F, O0F, oF,,
— D, D;D; + - -
ouf * Gu’f * u;BJ it

(Dr)ag

oF, oF, oF,
D* = o N adaiic] Ztan.
= 56 -2 (5) 5]

7

DD, (aFB) +on, (W) D, + mDZ.DJ] L
0

i 8ufj 8ufj

onde o, = 1,...,m. Conforme critério fornecido em [12, Theorem 5.68|, um sistema de
equacoes diferenciais

Fo(z,u,uny, ... umy) =0, F,e A a=1,...,m

possui Lagrangiana se, e somente se, sua derivada de Fréchet Dy for auto-adjunta: Dp = Dj..

A.1 O Sistema do Capitulo 3

No Capitulo 3, trabalhamos com o sistema

Fi = Uy + OUUzpp + KUpUpy — VU, + €ty = 0, (A.2a)
Fy=v + (uv), =0, (A.2Db)

onde u = u(t,r) e v =v(t,x). Tomando (u,v) = (u',v!), como

(Dp)11 = DyD? + 0(uD? + tppe) + k(g Dy + Uge) Dy + €Dy, (A.3a)
(Dp)iz = —(vD; + vy), (A.3Db)

(Dp)a1 = vDy + v, (A.3c)

(Dr)o2 = Dy +uD, + uy (A.3d)



(D3)11 = —DyD? — o[uD? + 3(uy Dy + gy )| Dy + K (g Dy + tpye) Dy —

(D)2 = —vDy,
(Dy)a1 = vDy,
(D)2 = —(Dy +uDy),

20

eD,,

de (A.3) e (A.4), segue que Dp # D3. Portanto, o sistema (A.2) nao possui Lagrangiana.

A.2 O Sistema do Capitulo 4

No Capitulo 4, trabalhamos com o sistema

Fy = u + (a+ b)vu, + (au + ¢)vg + €Uygy + KUzgy = 0,
Fy=v + (bu + ¢)u, + (a + b)vvg + AMiger + 0V = 0,

onde u = u(t,r) e v =v(t,x). Tomando (u,v) = (u',v!), como

(Dp)1y = (1 +€D?)D; + (a + b)vD, + av,,
(Dp)12 = [(au + ¢) + kDD, + (a + b)uy,
(Dp)o1 = [(bu + ¢) + AD?]D, + bu,,
(Dp)ys = (1 +aD?)D; + (a + b)vD, + (a+ b)v,

(Dp)in = —[(1 4 €D2) Dy + (a + b)vDy + buy),
(D)2 = —[(bu + ¢) + AD?] D,
(DF)a1 = —[(au + ¢) + D7Dy + bu,,
(D3)os = —[(1 4+ 0 D2)D; + (a + b)vD,),

de (A.6) e (A.7), segue que Dp # D3. Portanto, o sistema (A.5) ndo possui Lagrangiana.

A.3 O Sistema do Capitulo 5

No Capitulo 5, trabalhamos com o sistema
Fy = u + af(uP 4 vP)u), + b[(uv)Pv], + ctiger = 0,
Fy = v+ af(uP + vP)v], + b[(uv)Pul, + cvgee =0,

onde u = u(t,x) e v =v(t,x). Tomando (u,v) = (u',v!) e

f(u,v) = a(u? 4+ vP)u + b(uv)Pu,
g(u,v) = a(u? +vP)v + b(uv)’u,

(A.8b

~—



como

(Dp)11 = Dy + (fu +eD?)Dy + fuutie + funVe,
(Dr)iz = foDz + fuvta + fouts,
(Dr)21 = guDs + Guullz + GuvVa,

(Dp)as = Dy + (gy + ¢D*) Dy + guntiz + Gun¥e

(Dj)22 = —[Dy + (g0 + ¢D2) Dy,

o1

de (A.9) e (A.10), segue que D # D3.. Portanto, o sistema (A.8) nao possui Lagrangiana.





