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Resumo

Nesta tese, determinamos as simetrias de Lie de alguns sistemas de equações diferenciais
parciais (EDPs) sem Lagrangiana provenientes da hidrodinâmica. Por não possuírem estrutura
variacional, depois de ter estabelecido sua auto-adjunticidade não-linear, construímos então leis
de conservação via o recente teorema de Ibragimov.

Palavras-chave: Sistemas de EDPs sem Lagrangiana, simetrias de Lie, leis de conservação,
auto-adjunticidade não-linear, teorema de Ibragimov.



Abstract

In this thesis, we determine the Lie point symmetries of some systems of partial differential
equations (PDEs) without Lagrangian coming from hydrodynamics. Since they do not have a
variational structure, after having established their nonlinear self-adjointness, we then construct
conservation laws via the recent Ibragimov’s theorem.

Keywords: Systems of PDEs without Lagrangian, Lie point symmetries, conservation laws,
nonlinear self-adjointness, Ibragimov’s theorem.
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Capítulo 1

Introdução

Inspirado pela teoria de Galois (1811-1832) sobre equações algébricas, Sophus Lie (1842-
1899) introduziu, nas últimas décadas do século XIX, a noção de grupos de simetrias com
o intuito de unificar as várias técnicas de se obter as soluções de uma equação diferencial.
Lidando sobretudo com equações diferenciais ordinárias (EDOs), ele percebeu que a maioria
dos métodos de integração até então desenvolvidos não eram senão casos particulares de um
único procedimento baseado nas propriedades de invariância das equações. Suas ideias, que são
facilmente estendidas a equações diferenciais parciais (EDPs) e, de maneira ainda mais geral,
a sistemas tanto de EDOs como EDPs, culminaram com o surgimento de uma nova vertente
na matemática: a grupo-análise. Em [1,2], mostramos como utilizar a teoria de Lie para obter
soluções exatas de EDOs de primeira e segunda ordens, respectivamente.

Segundo Bluman et al. [3], uma simetria é uma transformação que leva qualquer solução de
um sistema em outra solução do mesmo sistema, deixando-o, portanto, invariante. Lie, em seus
trabalhos, considerou de início somente transformações pontuais e uniparamétricas. Identifica-
das por seus geradores infinitesimais, as assim conhecidas simetrias de Lie, que compreendem as
translações, as rotações e as dilatações como exemplos elementares, constituem uma poderosa
ferramenta para o obtenção de leis de conservação.

O interesse sobre leis de conservação remonta, segundo Khamitova [4], ao século XVIII com
as buscas de Daniel Bernoulli (1700-1782) e Leonhard Euler (1707-1783) por constantes do mo-
vimento em sistemas mecânicos1. Grandezas físicas que se mantêm inalteradas em cada ponto
da trajetória de um corpo, tais constantes são, em essência, vínculos que restringem os graus
de liberdade do movimento. Desempenham, por isso, um papel de destaque na análise da inte-
grabilidade de um dado problema, bem como das características básicas de suas soluções (por
vezes, antes até de as próprias soluções serem calculadas!). Além do mais, leis de conservação
podem ser empregadas de forma direta no cálculo de soluções exatas particulares [5]. Essas
soluções são úteis notadamente em situações para as quais a solução-geral não está disponí-
vel. Para diversas aplicações de quantidades conservadas no estudo de equações diferenciais,
sugerimos [6–10].

Encontrar leis de conservação não-triviais é, por regra, uma tarefa complicada. Contudo,
para sistemas oriundos de um princípio variacional, Emmy Noether (1882-1935), em seu cele-
brado artigo de 1918, demonstrou uma conexão fundamental entre as simetrias de uma integral
de ação, que são também simetrias de Lie das correspondentes equações de Euler-Lagrange,

1Em carta datada de 1774, Bernoulli propõe a Euler a conservação do momento angular no problema de dois
corpos [11] e sua equivalência com a segunda lei de Kepler.
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e quantidades conservadas. É possível, pois, relacionar conservação de momento angular à
invariância por rotações. Na prática, o teorema de Noether consiste em um algoritmo para a
construção, a partir da teoria de Lie, de leis de conservação.

Como é sabido, um sistema de equações diferenciais possui estrutura variacional se, e so-
mente se, a derivada de Fréchet das funções diferenciais associadas coincidir com o seu operador
adjunto [12, Theorem 5.68]. Fora do formalismo lagrangiano, o método concebido por Noether
não é aplicável. A fim de superar essa limitação, algumas generalizações têm sido propos-
tas. Dentre elas, o novo teorema de conservação (NTC) de Nail Ibragimov [13], um resultado
bastante abrangente envolvendo o conceito de auto-adjunticidade não-linear (que amplia para
equações não necessariamente lineares a definição canônica de equações adjuntas), cujos deta-
lhes abordamos no Capítulo 2.

A ênfase da presente tese está no emprego do NTC em sistemas de EDPs que descrevem
fenômenos hidrodinâmicos. Os modelos escolhidos não possuem Lagrangiana. Nossos resul-
tados principais constam nos trabalhos [14–17], três dos quais, a saber [14–16], já aceitos ou
publicados. O trabalho [15] é exposto ao longo do Capítulo 2 nos exemplos que ilustram os
conceitos apresentados. Os demais são reproduzidos, em ordem de submissão e com pequenas
adaptações, nos Capítulos 3, 4 e 5. No Capítulo 6, trazemos as considerações finais.



11

Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo, discutimos de forma concisa os aspectos mais relevantes do método de Ibra-
gimov sobre leis de conservação. Nossa abordagem está centrada nos operadores. As próximas
seções, longe de exaustivas, contêm os elementos estritamente necessários para a compreensão
dos Capítulos 3, 4 e 5.

2.1 Notação
Sejam 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) as variáveis independentes. Consideramos, para começar, as seguin-

tes variáveis dependentes
𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)

e denotamos por
𝑢(𝑟) = {𝑢𝛼𝑖1...𝑖𝑟}, 𝑢𝛼𝑖1...𝑖𝑟 = 𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑟𝑢

𝛼, 𝑟 ≥ 1 (2.1)

suas derivadas parciais. Em (2.1), 𝐷𝑖 é o operador de diferenciação total com respeito a 𝑥𝑖, isto
é,1

𝐷𝑖 = 𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑢𝛼𝑖

𝜕

𝜕𝑢𝛼
+ 𝑢𝛼𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑢𝛼𝑗
+ · · · .

Na grupo-análise, todas as variáveis 𝑥, 𝑢, 𝑢(1), . . . são tratadas como funcionalmente indepen-
dentes.

Outro operador importante, o de Euler-Lagrange (também conhecido como derivada varia-
cional),

𝛿

𝛿𝑢𝛼
= 𝜕

𝜕𝑢𝛼
+

∞∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠

𝜕

𝜕𝑢𝛼𝑖1...𝑖𝑠
,

satisfaz à relação
𝛿

𝛿𝑤
+𝐷𝑖

𝛿

𝛿𝑤𝑖
= 𝜕

𝜕𝑤
, 𝑤 ∈ 𝑢(𝑟), 𝑟 ≥ 0, (2.2)

onde 𝑢(0) ≡ 𝑢. De fato, basta observar que

𝐷𝑖

[︃
𝜕

𝜕𝑤𝑖
+

∞∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠

𝜕

𝜕𝑤𝑖𝑖1...𝑖𝑠

]︃
= −

∞∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠

𝜕

𝜕𝑤𝑖1...𝑖𝑠
.

1Adotamos, neste texto, a convenção de soma de Einstein. Sobre índices repetidos de cada operador, existe
um somatório implícito. Para os índices latinos, o somatório se estende de 1 até 𝑛. Para os gregos, de 1 até 𝑚.
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Conforme [5], denotamos por 𝒜 o espaço, fechado sob 𝐷𝑖, de todas as funções localmente
analíticas

𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑟))
de qualquer ordem finita (𝑟 < ∞), as assim denominadas funções diferenciais.

2.2 Identidade de Noether
Introduzimos aqui o operador de Lie-Backlund,

𝑋 = 𝜉𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜂𝛼

𝜕

𝜕𝑢𝛼
+

∞∑︁
𝑠=1

(𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠𝑊
𝛼 + 𝜉𝑖𝑢𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑠)

𝜕

𝜕𝑢𝛼𝑖1...𝑖𝑠
, (2.3)

onde 𝜉𝑖, 𝜂𝛼 ∈ 𝒜 são funções diferenciais arbitrárias e

𝑊𝛼 = 𝜂𝛼 − 𝜉𝑖𝑢𝛼𝑖

as funções características de Lie. Escrito usualmente de forma abreviada,

𝑋 = 𝜉𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜂𝛼

𝜕

𝜕𝑢𝛼
,

na qual os demais termos da prolongação estão subentendidos, a ele associamos o operador de
Noether 𝑁 = (𝑁1, . . . , 𝑁𝑛), com

𝑁 𝑖 = 𝜉𝑖 +𝑊𝛼 𝛿

𝛿𝑢𝛼𝑖
+

∞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠𝑊
𝛼 𝛿

𝛿𝑢𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑠
. (2.4)

Demonstramos agora a identidade de Noether, uma relação crucial conectando os operadores
𝛿/𝛿𝑢𝛼, 𝑋 e 𝑁 . Através dela, o NTC de Ibragimov é obtido como simples corolário (Seção 2.5).
Nossa demonstração é direta. Outra demonstração, por indução finita, é fornecida em [18].

Proposição 2.1 (Identidade de Noether). Os operadores de Euler-Lagrange, Lie-Backlund e
Noether estão conectados pela identidade

(𝑋 +𝐷𝑖𝜉
𝑖)𝐹 = 𝑊𝛼 𝛿𝐹

𝛿𝑢𝛼
+𝐷𝑖(𝑁 𝑖𝐹 ), ∀𝐹 ∈ 𝒜.

Demonstração. De (2.3), é fácil ver que

𝑋 = 𝜉𝑖𝐷𝑖 +𝑊𝛼 𝜕

𝜕𝑢𝛼
+

∞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠𝑊
𝛼 𝜕

𝜕𝑢𝛼𝑖1...𝑖𝑠
.

Portanto,

(𝑋 +𝐷𝑖𝜉
𝑖)𝐹 = 𝐷𝑖(𝜉𝑖𝐹 ) +

(︃
𝑊𝛼 𝜕

𝜕𝑢𝛼
+

∞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠𝑊
𝛼 𝜕

𝜕𝑢𝛼𝑖1...𝑖𝑠

)︃
𝐹. (2.5)

Em contrapartida, como

𝐷𝑖𝑊
𝛼 𝛿

𝛿𝑢𝛼𝑖
+

∞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑖𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠𝑊
𝛼 𝛿

𝛿𝑢𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑠
=

∞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠𝑊
𝛼 𝛿

𝛿𝑢𝛼𝑖1...𝑖𝑠
,



13

de (2.4) decorre que

𝑊𝛼 𝛿𝐹

𝛿𝑢𝛼
+𝐷𝑖(𝑁 𝑖𝐹 ) = 𝐷𝑖(𝜉𝑖𝐹 ) +𝑊𝛼

(︃
𝛿

𝛿𝑢𝛼
+𝐷𝑖

𝛿

𝛿𝑢𝛼𝑖

)︃
𝐹+

+
∞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠𝑊
𝛼

(︃
𝛿

𝛿𝑢𝛼𝑖1...𝑖𝑠
+𝐷𝑖

𝛿

𝛿𝑢𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑠

)︃
𝐹.

(2.6)

Comparando (2.5) e (2.6), da relação (2.2), obtemos

(𝑋 +𝐷𝑖𝜉
𝑖)𝐹 = 𝑊𝛼 𝛿𝐹

𝛿𝑢𝛼
+𝐷𝑖(𝑁 𝑖𝐹 ), ∀𝐹 ∈ 𝒜.

2.3 Simetrias de Lie
Embora não seja a forma mais natural e intuitiva de fazê-lo, para os nossos objetivos, é

suficiente definir simetrias de Lie por meio de seus geradores infinitesimais. Exposições mais
minuciosas sobre o tema, incluindo interpretações geométricas, podem ser encontradas nas
referências [3, 12, 19–23].

Definição 2.2. Um operador de Lie-Backlund 𝑋, de componentes 𝜉𝑖 = 𝜉𝑖(𝑥, 𝑢) e 𝜂𝛼 = 𝜂𝛼(𝑥, 𝑢),
gera as simetrias de Lie de um sistema de equações diferenciais

𝐹𝛼(𝑥, 𝑢, 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑟)) = 0, 𝐹𝛼 ∈ 𝒜, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚

se as condições de invariância

𝑋𝐹𝛼 = 𝜆𝛽𝛼𝐹𝛽, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚

forem satisfeitas para algum conjunto de coeficientes 𝜆𝛽𝛼 ∈ 𝒜 a ser determinado.

A definição anterior é puramente algébrica. É a partir das condições de invariância que
as simetrias de Lie são calculadas. No exemplo a seguir, mostramos que esse cálculo passa
obrigatoriamente por resolver um sistema de EDPs lineares (as equações determinantes) para
as componentes do gerador infinitesimal.

Exemplo 2.3. Em [15], propusemos o sistema

𝐹1 ≡ 𝑢𝑡 + 𝑎(𝑢𝑣 + 𝜖𝑢𝑥𝑥)𝑥 + 𝑏(𝑢𝑤 + 𝜖𝑢𝑦𝑦)𝑦 = 0, (2.7a)
𝐹2 ≡ 𝑢𝑥 + 𝜅𝑣𝑦 = 0, 𝐹3 ≡ 𝑢𝑦 + 𝜎𝑤𝑥 = 0, (2.7b)

onde 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦) e 𝑤 = 𝑤(𝑡, 𝑥, 𝑦), com o propósito de estudá-lo do ponto de
vista da grupo-análise. Em (2.7), as constantes 𝑎, 𝑏, 𝜖, 𝜅, 𝜎 ∈ R* são arbitrárias. Em particular,
quando 𝜅 = 𝜎 = −1, reduzimos (2.7) à equação de Kadomtsev-Petviashvili do tipo B (ou
sistema BKP)

𝑢𝑡 = 6(𝑢𝑣)𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 6(𝑢𝑤)𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦, (2.8a)
𝑢𝑥 = 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 = 𝑤𝑥, (2.8b)
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se 𝑎 = 𝑏 = −6 e 𝜖 = 1/6, e à equação de Nizhnik-Novikov-Veselov (ou sistema NNV)

𝑢𝑡 = 3(𝑢𝑣)𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 3(𝑢𝑤)𝑥 + 𝑢𝑦𝑦𝑦, (2.9a)
𝑢𝑥 = 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 = 𝑤𝑥, (2.9b)

se 𝑎 = 𝑏 = −3 e 𝜖 = 1/3, ambas uma generalização simétrica, a (2 + 1) dimensões, da equação
de Korteweg-de Vries (KdV)

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑢𝑥 + 𝑏𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0.

De grande interesse físico, especialmente na hidrodinâmica por descrever a interação de
ondas não-lineares (nesse contexto, 𝑢, 𝑣 e 𝑤 representam perfis de ondas), os modelos (2.8) e
(2.9), que são também conhecidos por serem completamente integráveis, têm sido investigados
por vários autores sob diferentes abordagens. Para mais detalhes, veja [24,25] e suas referências.

Tomando (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑡, 𝑥, 𝑦) e (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (𝑢, 𝑣, 𝑤), pela Definição 2.2, dado

𝑋 = 𝒯 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝒳 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤) 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝒴(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤) 𝜕
𝜕𝑦

+

+ 𝒰(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤) 𝜕
𝜕𝑢

+ 𝒱(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤) 𝜕
𝜕𝑣

+ 𝒲(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤) 𝜕
𝜕𝑤

um operador de Lie-Backlund, impomos que

𝑋𝐹1 = 𝜆1
1𝐹1 + 𝜆2

1𝐹2 + 𝜆3
1𝐹3, (2.10a)

𝑋𝐹2 = 𝜆1
2𝐹1 + 𝜆2

2𝐹2 + 𝜆3
2𝐹3, (2.10b)

𝑋𝐹3 = 𝜆1
3𝐹1 + 𝜆2

3𝐹2 + 𝜆3
3𝐹3. (2.10c)

As condições de invariância (2.10) devem ser satisfeitas em todas as variáveis 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑤𝑡, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥,
𝑤𝑥, etc. Sabendo que

𝑋𝐹1 = (𝐷𝑡𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑡 + 𝒳𝑢𝑡𝑥 + 𝒴𝑢𝑡𝑦) + 𝑎𝑢(𝐷𝑥𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥 + 𝒴𝑣𝑥𝑦) +
+ 𝑎[(𝒱𝑢𝑥 + 𝒰𝑣𝑥) + 𝑣(𝐷𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥 + 𝒴𝑢𝑥𝑦)] +
+ 𝑎𝜖(𝐷3

𝑥𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝒴𝑢𝑥𝑥𝑥𝑦) + 𝑏(𝒲𝑢𝑦 + 𝒰𝑤𝑦) +

+ 𝑏[𝑢(𝐷𝑦𝑊
𝑤 + 𝒯 𝑤𝑡𝑦 + 𝒳𝑤𝑥𝑦 + 𝒴𝑤𝑦𝑦) + 𝑤(𝐷𝑦𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑦 + 𝒳𝑢𝑥𝑦 + 𝒴𝑢𝑦𝑦)] +
+ 𝑏𝜖(𝐷3

𝑦𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑦𝑦𝑦 + 𝒳𝑢𝑥𝑦𝑦𝑦 + 𝒴𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦),

(2.11)

𝑋𝐹2 = (𝐷𝑥𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥 + 𝒴𝑢𝑥𝑦) + 𝜅(𝐷𝑦𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑦 + 𝒳 𝑣𝑥𝑦 + 𝒴𝑣𝑦𝑦) (2.12)

e

𝑋𝐹3 = (𝐷𝑦𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑦 + 𝒳𝑢𝑥𝑦 + 𝒴𝑢𝑦𝑦) + 𝜎(𝐷𝑥𝑊

𝑤 + 𝒯 𝑤𝑡𝑥 + 𝒳𝑤𝑥𝑥 + 𝒴𝑤𝑥𝑦), (2.13)

onde

𝑊 𝑢 = 𝒰 − 𝒯 𝑢𝑡 − 𝒳𝑢𝑥 − 𝒴𝑢𝑦, (2.14a)
𝑊 𝑣 = 𝒱 − 𝒯 𝑣𝑡 − 𝒳 𝑣𝑥 − 𝒴𝑣𝑦, (2.14b)
𝑊𝑤 = 𝒲 − 𝒯 𝑤𝑡 − 𝒳𝑤𝑥 − 𝒴𝑤𝑦, (2.14c)
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da substituição de (2.11), (2.12) e (2.13) em (2.10), obtemos

utxx,utyy : 𝒯𝑥 = 𝒯𝑦 = 𝒯𝑢 = 𝒯𝑣 = 𝒯𝑤 = 0; (2.15a)

uxxx,uyyy : 𝒳𝑢 = 𝒳𝑣 = 𝒳𝑤 = 0, 𝒴𝑢 = 0,
𝜆1

1 = 𝒰𝑢 − 3𝑋𝑥 = 𝒰𝑢 − 3𝒴𝑦, 𝜆
1
2 = 𝜆1

3 = 0;
(2.15b)

uxxy,uxyy : 𝒳𝑦 = 𝒴𝑥 = 0; (2.15c)

vxxx,wxxx : 𝒴𝑣 = 𝒴𝑤 = 0, 𝒰𝑣 = 𝒰𝑤 = 0; (2.15d)

uxx,uyy : 𝒰𝑢𝑢 = 𝒰𝑥𝑢 − 𝒳𝑥𝑥 = 𝒰𝑦𝑢 − 𝒴𝑦𝑦 = 0; (2.15e)

ut,ux,uy : 𝑎(𝒱 + 2𝑣𝒳𝑥) = 𝒳𝑡, 𝑏(𝒲 + 2𝑤𝒴𝑦) = 𝒴𝑡,

𝒱𝑢 = 𝒲𝑢 = 0,
𝜆1

1 = 𝒰𝑢 − 𝒯𝑡, 𝜆2
2 = 𝒰𝑢 − 𝒳𝑥, 𝜆

3
3 = 𝒰𝑢 − 𝒴𝑦;

(2.15f)

vx,vy : 𝒰 + (𝒱𝑣 − 𝒰𝑢 + 2𝒳𝑥)𝑢 = 0, 𝒲𝑣 = 0,
𝜆2

1 = 𝜆2
3 = 0, 𝜆2

2 = 𝒱𝑣 − 𝒴𝑦;
(2.15g)

wx,wy : 𝒰 + (𝒲𝑤 − 𝒰𝑢 + 2𝒴𝑦)𝑢 = 0, 𝒱𝑤 = 0,
𝜆3

1 = 𝜆3
2 = 0, 𝜆3

3 = 𝒲𝑤 − 𝒳𝑥;
(2.15h)

1 : 𝒰𝑡 + 𝑎(𝑣𝒰𝑥 + 𝑢𝒱𝑥 + 𝜖𝒰𝑥𝑥𝑥) + 𝑏(𝑤𝒰𝑦 + 𝑢𝒲𝑦 + 𝜖𝒰𝑦𝑦𝑦) = 0,
𝒰𝑥 + 𝜅𝒱𝑦 = 𝒰𝑦 + 𝜎𝒲𝑥 = 0.

(2.15i)

Após algumas simplificações, as equações determinantes (2.15) podem ser escritas como

𝒯𝑥 = 𝒯𝑦 = 𝒯𝑢 = 𝒯𝑣 = 𝒯𝑤 = 0, (2.16a)
𝒳𝑦 = 𝒳𝑢 = 𝒳𝑣 = 𝒳𝑤 = 0, (2.16b)
𝒴𝑥 = 𝒴𝑢 = 𝒴𝑣 = 𝒴𝑤 = 0, (2.16c)

𝒳𝑥 − 𝒴𝑦 = 𝒰𝑢 − 𝒱𝑣 = 𝒰𝑢 − 𝒲𝑤 = 0, (2.16d)
𝒰 + (𝒯𝑡 − 𝒳𝑥)𝑢 = 0, (2.16e)

𝑎(𝒱 + 2𝑣𝒳𝑥) − 𝒳𝑡 = 𝑏(𝒲 + 2𝑤𝒴𝑦) − 𝒴𝑡 = 0. (2.16f)

A solução de (2.16), um sistema de EDPs lineares, é facilmente obtida. De fato,

𝒯 = 3𝐴(𝑡), 𝒳 = 𝐴′(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡), 𝒴 = 𝐴′(𝑡)𝑦 +𝐷(𝑡), 𝒰 = −2𝐴′(𝑡)𝑢, (2.17a)

𝒱 = −2𝐴′(𝑡)𝑣 + 1
𝑎

[𝐴′′(𝑡)𝑥+𝐵′(𝑡)], 𝒲 = −2𝐴′(𝑡)𝑤 + 1
𝑏
[𝐴′′(𝑡)𝑦 +𝐷′(𝑡)]. (2.17b)
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Concluímos, portanto, a partir de (2.17), que os geradores infinitesimais admitidos pelo
sistema BKP-NNV são dados por

𝑋𝐴 = 3𝐴(𝑡) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝐴′(𝑡)
[︃
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 2

(︃
𝑢
𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑣
+ 𝑤

𝜕

𝜕𝑤

)︃]︃
+ 𝐴′′(𝑡)

(︃
𝑥

𝑎

𝜕

𝜕𝑣
+ 𝑦

𝑏

𝜕

𝜕𝑤

)︃
,

𝑋𝐵 = 𝐵(𝑡) 𝜕
𝜕𝑥

+ 1
𝑎
𝐵′(𝑡) 𝜕

𝜕𝑣
, 𝑋𝐶 = 𝐶(𝑡) 𝜕

𝜕𝑦
+ 1
𝑏
𝐶 ′(𝑡) 𝜕

𝜕𝑤
.

Uma vez que estamos em posição de calculá-las metodicamente, no restante do capítulo
mostramos como utilizar simetrias de Lie para construir leis de conservação.

2.4 Leis de Conservação
Em se tratando de equações diferenciais, leis de conservação, que são uma formulação ma-

temática de princípios físicos bastante familiares, configuram frequentemente como peça chave
na análise da integrabilidade de um sistema e das propriedades básicas de suas soluções [26].
Não apenas isso. Muitas técnicas de integração pressupõem a existência de quantidades con-
servadas. Leis de conservação são, nesse sentido, o primeiro passo na ressolução de diversos
problemas [20]. Doravante, seguimos de perto as referências [5, 13,27–30].

Definição 2.4. Uma lei de conservação para um sistema de equações diferenciais

𝐹𝛼(𝑥, 𝑢, 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑟)) = 0, 𝐹𝛼 ∈ 𝒜, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚 (2.18)

é uma expressão na forma de divergência total, 𝐷𝑖𝐶
𝑖, para algum vetor

𝐶 = (𝐶1, . . . , 𝐶𝑛), 𝐶𝑖 ∈ 𝒜,

dito conservado, que se anula sobre todas as soluções de (2.18). Ou seja,

[𝐷𝑖𝐶
𝑖](2.18) = 0.

Se uma das variáveis independentes for o tempo (suponhamos que 𝑥1 = 𝑡), então a quan-
tidade 𝐶1, que passamos a denotar por 𝐶𝑡, é chamada de densidade do vetor conservado.
Fisicamente, uma lei de conservação expressa que a taxa de mudança de 𝐶𝑡 no interior de um
certo domínio limitado 𝒟 é igual ao fluxo das demais componentes 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 pela superfície
de 𝒟 (equação de continuidade). Para sistemas mecânicos, nos quais 𝑡 é a única variável in-
dependente, uma lei de conservação é dada simplesmente por 𝐷𝑡𝐶

𝑡 e 𝐶𝑡 é, em verdade, uma
constante do movimento.

Exemplo 2.5. Retornemos ao Exemplo 2.3.

i) Segue imediatamente da Definição 2.4 que cada uma das equações em (2.7) são, por si
mesmas, leis de conservação para o sistema (2.7). Os respectivos vetores conservados são
dados por

𝐶𝑡
1 = 𝑢, 𝐶𝑥

1 = 𝑎(𝑢𝑣 + 𝜖𝑢𝑥𝑥), 𝐶𝑦
1 = 𝑏(𝑢𝑤 + 𝜖𝑢𝑦𝑦);

𝐶𝑡
2 = 0, 𝐶𝑥

2 = 𝑢, 𝐶𝑦
2 = 𝜅𝑣;

𝐶𝑡
3 = 0, 𝐶𝑥

3 = 𝜎𝑤, 𝐶𝑦
3 = 𝑢.



17

ii) Consideremos agora o vetor

𝐶𝑡 = 0, 𝐶𝑥 = 𝑥𝑢− 𝜎𝑦𝑤, 𝐶𝑦 = −(𝑦𝑢− 𝜅𝑥𝑣). (2.19)

Como

𝐷𝑡𝐶
𝑡 = 0, 𝐷𝑥𝐶

𝑥 = (𝑢+ 𝑥𝑢𝑥) − 𝜎𝑦𝑤𝑥, 𝐷𝑦𝐶
𝑦 = −(𝑢+ 𝑦𝑢𝑦) + 𝜅𝑥𝑣𝑦,

temos que
𝐷𝑡𝐶

𝑡 +𝐷𝑥𝐶
𝑥 +𝐷𝑦𝐶

𝑦 = 𝑥 (𝑢𝑥 + 𝜅𝑣𝑦)⏟  ⏞  
=𝐹2

−𝑦 (𝑢𝑦 + 𝜎𝑤𝑥)⏟  ⏞  
=𝐹3

.

Logo, (2.19) é um vetor conservado para o sistema (2.7).

Encontrar leis de conservação não-triviais2 é, por regra, uma tarefa complicada. O teorema
de Noether, apesar de útil, não é válido para sistemas sem Lagrangiana. Dentre as generaliza-
ções disponíveis na literatura, é no NTC de Ibragimov que estamos interessados.

2.5 Método de Ibragimov
Sejam 𝑢̄ = (𝑢̄1, . . . , 𝑢̄𝑚) as novas variáveis dependentes (as variáveis adjuntas ou não-locais)

e
𝑢̄(𝑟) = {𝑢̄𝛼𝑖1...𝑖𝑟}, 𝑢̄𝛼𝑖1...𝑖𝑟 = 𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑟 𝑢̄

𝛼, 𝑟 ≥ 1

suas derivadas parciais. Nesta seção,

𝐷𝑖 = 𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑢𝛼𝑖

𝜕

𝜕𝑢𝛼
+ 𝑢̄𝛼𝑖

𝜕

𝜕𝑢̄𝛼
+ 𝑢𝛼𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑢𝛼𝑗
+ 𝑢̄𝛼𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑢̄𝛼𝑗
+ · · · .

Definição 2.6. As equações adjuntas de um sistema de equações diferenciais

𝐹𝛼(𝑥, 𝑢, 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑟)) = 0, 𝐹𝛼 ∈ 𝒜, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚 (2.20)

são dadas por

𝐹 *
𝛼(𝑥, 𝑢, 𝑢̄, 𝑢(1), 𝑢̄(1), . . . , 𝑢(𝑟), 𝑢̄(𝑟)) ≡ 𝛿ℒ

𝛿𝑢𝛼
= 0, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚, (2.21)

onde
ℒ = 𝑢̄𝛽𝐹𝛽 (2.22)

é a Lagrangiana formal.

O nome “Lagrangiana formal” é justificado pela proposição:
2Uma lei de conservação 𝐷𝑖𝐶

𝑖 é trivial quando 𝐷𝑖𝐶
𝑖 ≡ 0. Um exemplo é fornecido pelo vetor de componentes

𝐶𝑡 = 𝑤𝑥 − 𝑣𝑦, 𝐶𝑥 = 𝑢𝑦 − 𝑤𝑡 e 𝐶𝑦 = 𝑣𝑡 − 𝑢𝑥. De fato, todo vetor obtido a partir de um “rotacional”, isto é,

𝐶𝑖 = 𝐷𝑗𝑄𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

com 𝑄𝑖𝑗 = −𝑄𝑗𝑖, onde 𝑄𝑖𝑗 ∈ 𝒜, resulta numa lei de conservação trivial. Leis desse tipo não contêm nenhuma
informação sobre a natureza intrínseca de nenhum sistema.



18

Proposição 2.7. Qualquer sistema, tomado simultaneamente com suas equações adjuntas,
possui Lagrangiana. Com efeito, o sistema ampliado (2.20)-(2.21) corresponde às equações de
Euler-Lagrange da Lagrangiana formal (2.22).

Demonstração. A demonstração é imediata. De fato, basta observar que as derivadas variaci-
onais de ℒ com respeito às variáveis 𝑢 e 𝑣 são dadas respectivamente por

𝛿ℒ
𝛿𝑢𝛼

≡ 𝐹 *
𝛼, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚

e
𝛿ℒ
𝛿𝑢̄𝛼

= 𝛿(𝑢̄𝛽𝐹𝛽)
𝛿𝑢̄𝛼

= 𝛿𝛽𝛼𝐹𝛽 = 𝐹𝛼, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚.

O conceito de auto-adjunticidade não-linear elaborado por Ibragimov é apresentado a seguir.

Definição 2.8. O sistema (2.20) é não-linearmente auto-adjunto se existirem substituições

𝜙 = (𝜙1, . . . , 𝜙𝑚), 𝜙𝛼 ∈ 𝒜, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚

do tipo
𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑢) ̸= 0 (2.23)

tais que
𝐹 *
𝛼|𝑢̄=𝜙= 𝜆𝛽𝛼𝐹𝛽, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚. (2.24)

Novamente 𝜆𝛽𝛼 ∈ 𝒜 é um conjunto de coeficientes a ser determinado. Se 𝜙 = 𝜙(𝑢), dizemos que
(2.20) é quase auto-adjunto. Se 𝜙 = 𝑢, dizemos que (2.20) é estritamente auto-adjunto.

Das condições (2.24), podemos ver que 𝜙(𝑥, 𝑢) é uma solução não-trivial das equações adjun-
tas sempre que 𝑢 for solução do sistema original. Logo, em (2.23), estão todas as substituições
que tornam (2.20) e (2.21) sistemas equivalentes.

Exemplo 2.9. Ainda no Exemplo 2.3, fazendo (𝑢̄1, 𝑢̄2, 𝑢̄3) = (𝑢̄, 𝑣, 𝑤̄), a Lagrangiana formal
do sistema (2.7) é

ℒ = 𝑢̄𝐹1 + 𝑣𝐹2 + 𝑤̄𝐹3

⇒ ℒ = 𝑢̄[𝑢𝑡 + 𝑎(𝑢𝑣 + 𝜖𝑢𝑥𝑥)𝑥 + 𝑏(𝑢𝑤 + 𝜖𝑢𝑦𝑦)𝑦] + 𝑣(𝑢𝑥 + 𝜅𝑣𝑦) + 𝑤̄(𝑢𝑦 + 𝜎𝑤𝑥).

Obtidas as equações adjuntas

𝛿ℒ
𝛿𝑢

=
(︃
𝜕

𝜕𝑢
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥
−𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑢𝑦
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑥
+𝐷𝑡𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑦
+ · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑢

−𝐷𝑡
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥

−𝐷𝑦
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑦

−𝐷3
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥𝑥

−𝐷3
𝑦

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑦𝑦𝑦

= 𝑢̄(𝑎𝑣𝑥 + 𝑏𝑤𝑦) −𝐷𝑡𝑢̄−𝐷𝑥(𝑎𝑢̄𝑣 + 𝑣) −𝐷𝑦(𝑏𝑢̄𝑤 + 𝑤̄) − 𝜖(𝑎𝐷3
𝑥𝑢̄+ 𝑏𝐷3

𝑦𝑢̄)

⇒ 𝐹 *
1 ≡ 𝑢̄𝑡 + 𝑎𝑣𝑢̄𝑥 + 𝑏𝑤𝑢̄𝑦 + (𝑣 + 𝑎𝜖𝑢̄𝑥𝑥)𝑥 + (𝑤̄ + 𝑏𝜖𝑢̄𝑦𝑦)𝑦 = 0,
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𝛿ℒ
𝛿𝑣

=
(︃
𝜕

𝜕𝑣
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑣𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑥
−𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑣𝑦
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑥
+𝐷𝑡𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑦
+ · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑣

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑥

−𝐷𝑦
𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑦

= 𝑎[𝑢̄𝑢𝑥 −𝐷𝑥(𝑢𝑢̄)] − 𝜅𝐷𝑦𝑣

⇒ 𝐹 *
2 ≡ 𝑎𝑢𝑢̄𝑥 + 𝜅𝑣𝑦 = 0,

𝛿ℒ
𝛿𝑤

=
(︃
𝜕

𝜕𝑤
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑤𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑤𝑥
−𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑤𝑦
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑤𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑤𝑡𝑥
+𝐷𝑡𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑤𝑡𝑦
+ · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑤

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑤𝑥

−𝐷𝑦
𝜕ℒ
𝜕𝑤𝑦

= 𝑏[𝑢̄𝑢𝑦 −𝐷𝑦(𝑢𝑢̄)] − 𝜎𝐷𝑥𝑤̄

⇒ 𝐹 *
3 ≡ 𝑏𝑢𝑢̄𝑦 + 𝜎𝑤̄𝑥 = 0,

exigimos que

𝐹 *
1 |(𝑢̄,𝑣,𝑤̄)=(𝜙,𝜌,𝜓)= 𝜆1

1𝐹1 + 𝜆2
1𝐹2 + 𝜆3

1𝐹3, (2.25a)
𝐹 *

2 |(𝑢̄,𝑣,𝑤̄)=(𝜙,𝜌,𝜓)= 𝜆1
2𝐹1 + 𝜆2

2𝐹2 + 𝜆3
2𝐹3, (2.25b)

𝐹 *
3 |(𝑢̄,𝑣,𝑤̄)=(𝜙,𝜌,𝜓)= 𝜆1

3𝐹1 + 𝜆2
3𝐹2 + 𝜆3

3𝐹3, (2.25c)

onde

𝜙 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜓 = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤). (2.26)

Como

𝐹 *
1 |(𝑢̄,𝑣,𝑤̄)=(𝜙,𝜌,𝜓)= 𝐷𝑡𝜙+ 𝑎𝑣𝐷𝑥𝜙+ 𝑏𝑤𝐷𝑦𝜙+𝐷𝑥(𝜌+ 𝑎𝜖𝐷2

𝑥𝜙) +𝐷𝑦(𝜓 + 𝑏𝜖𝐷2
𝑦𝜙),

𝐹 *
2 |(𝑢̄,𝑣,𝑤̄)=(𝜙,𝜌,𝜓)= 𝑎𝑢𝐷𝑥𝜙+ 𝜅𝐷𝑦𝜌,

𝐹 *
3 |(𝑢̄,𝑣,𝑤̄)=(𝜙,𝜌,𝜓)= 𝑏𝑢𝐷𝑦𝜙+ 𝜎𝐷𝑥𝜓,

com
𝐷𝑡𝜙 = 𝜙𝑡 + 𝜙𝑢𝑢𝑡 + 𝜙𝑣𝑣𝑡 + 𝜙𝑤𝑤𝑡, 𝐷𝑥𝜙 = 𝜙𝑥 + 𝜙𝑢𝑢𝑥 + 𝜙𝑣𝑣𝑥 + 𝜙𝑤𝑤𝑥,

𝐷𝑦𝜙 = 𝜙𝑦 + 𝜙𝑢𝑢𝑦 + 𝜙𝑣𝑣𝑦 + 𝜙𝑤𝑤𝑦, . . .

𝐷𝑥𝜌 = 𝜌𝑥 + 𝜌𝑢𝑢𝑥 + 𝜌𝑣𝑣𝑥 + 𝜌𝑤𝑤𝑥, 𝐷𝑦𝜌 = 𝜌𝑦 + 𝜌𝑢𝑢𝑦 + 𝜌𝑣𝑣𝑦 + 𝜌𝑤𝑤𝑦,

𝐷𝑥𝜓 = 𝜓𝑥 + 𝜓𝑢𝑢𝑥 + 𝜓𝑣𝑣𝑥 + 𝜓𝑤𝑤𝑥, 𝐷𝑦𝜓 = 𝜓𝑦 + 𝜓𝑢𝑢𝑦 + 𝜓𝑣𝑣𝑦 + 𝜓𝑤𝑤𝑦,
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equacionando os coeficientes de 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑤𝑡, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥, . . . em (2.25), obtemos

uxxx,uyyy : 𝜆1
1 = 𝜙𝑢, 𝜆

1
2 = 𝜆1

3 = 0; (2.27a)

vxxx,vyyy : 𝜙𝑣 = 0; (2.27b)

wxxx,wyyy : 𝜙𝑤 = 0; (2.27c)

uxx,uyy : 𝜙𝑥𝑢 = 𝜙𝑦𝑢 = 𝜙𝑢𝑢 = 0; (2.27d)

ut,ux,uy : 𝜆2
1 = 𝜌𝑢, 𝜆

2
2 = 𝑎𝑢𝜙𝑢, 𝜆

2
3 = 𝜎𝜓𝑢,

𝜆3
1 = 𝜓𝑢, 𝜆

3
2 = 𝜅𝜌𝑢, 𝜆

3
3 = 𝑏𝑢𝜙𝑢;

(2.27e)

vt,vx,vy : 𝜌𝑣 = 𝑎𝑢𝜙𝑢, 𝜓𝑣 = 0,
𝜆2

1 = 𝜆2
3 = 0, 𝜆2

2 = 𝜌𝑣;
(2.27f)

wt,wx,wy : 𝜓𝑤 = 𝑏𝑢𝜙𝑢, 𝜌𝑤 = 0,
𝜆3

1 = 𝜆3
2 = 0, 𝜆3

3 = 𝜓𝑤;
(2.27g)

1 : 𝜙𝑡 + 𝑎𝑣𝜙𝑥 + 𝑏𝑤𝜙𝑦 + (𝜌𝑥 + 𝑎𝜖𝜙𝑥𝑥𝑥) + (𝜓𝑦 + 𝑏𝜖𝜙𝑦𝑦𝑦) = 0,
𝑎𝑢𝜙𝑥 + 𝜅𝜌𝑦 = 𝑏𝑢𝜙𝑦 + 𝜎𝜓𝑥 = 0.

(2.27h)

As equações (2.27), após pequenas manipulações, podem ser reduzidas a

𝜙𝑥 = 𝜙𝑦 = 𝜙𝑢 = 𝜙𝑣 = 𝜙𝑤 = 0,
𝜌𝑦 = 𝜌𝑢 = 𝜌𝑣 = 𝜌𝑤 = 0,
𝜓𝑥 = 𝜓𝑢 = 𝜓𝑣 = 𝜓𝑤 = 0,

𝜙𝑡 + 𝜌𝑥 + 𝜓𝑦 = 0,

um sistema de EDPs cuja solução é imediata. Dele decorre que o sistema BKP-NNV é não-
linearmente auto-adjunto com substituições (2.26) dadas por

𝜙 = 𝑓(𝑡), 𝜌 = 𝑔(𝑡)𝑥+ ℎ(𝑡), 𝜓 = −[𝑓 ′(𝑡) + 𝑔(𝑡)]𝑦 + 𝑖(𝑡).

Proposição 2.10 (NTC de Ibragimov). Se o sistema (2.20) admite simetrias de Lie geradas
por

𝑋 = 𝜉𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜂𝛼

𝜕

𝜕𝑢𝛼
, 𝜉𝑖 = 𝜉𝑖(𝑥, 𝑢), 𝜂𝛼 = 𝜂𝛼(𝑥, 𝑢), (2.28)

então o vetor
𝐶 = (𝐶1, . . . , 𝐶𝑛), 𝐶𝑖 = 𝑁 𝑖ℒ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (2.29)

onde 𝑁 = (𝑁1, . . . , 𝑁𝑛) é o operador de Noether associado a (2.28), fornece uma lei de conser-
vação para o sistema ampliado (2.20)-(2.21).
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Demonstração. Por hipótese,

𝑋𝐹𝛼 = 𝜆𝛽𝛼𝐹𝛽, 𝜆𝛽𝛼 ∈ 𝒜, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚. (2.30)

Dessa maneira, partindo de (2.30), construímos um operador de Lie-Backlund auxiliar dado
por

𝑋* = 𝑋 + 𝜂𝛼*
𝜕

𝜕𝑢̄𝛼
, 𝜂𝛼* = −(𝑢̄𝛽𝜆𝛼𝛽 + 𝑢̄𝛼𝐷𝑖𝜉

𝑖).

Pela identidade de Noether, sabemos que

(𝑋* +𝐷𝑖𝜉
𝑖)ℒ =

(︃
𝑊𝛼 𝛿

𝛿𝑢𝛼
+𝑊𝛼

*
𝛿

𝛿𝑢̄𝛼

)︃
ℒ +𝐷𝑖(𝑁 𝑖

*ℒ). (2.31)

Em (2.31), temos

𝑁 𝑖
* = 𝑁 𝑖 +

(︃
𝑊𝛼

*
𝛿

𝛿𝑢̄𝛼𝑖
+

∞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑖1 . . . 𝐷𝑖𝑠𝑊
𝛼
*

𝛿

𝛿𝑢̄𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑠

)︃
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

com
𝑊𝛼

* = 𝜂𝛼* − 𝜉𝑖𝑢̄𝛼𝑖 .

Porém, como

𝑋*ℒ = 𝑋*(𝑢̄𝛽𝐹𝛽) = (𝑋*𝑢̄
𝛽)𝐹𝛽 + 𝑢̄𝛽(𝑋𝐹𝛽) = 𝜂𝛼* 𝛿

𝛽
𝛼𝐹𝛽 + 𝑢̄𝛽𝜆𝛼𝛽𝐹𝛼 =

= (𝜂𝛼* + 𝑢̄𝛽𝜆𝛼𝛽)𝐹𝛼 = −𝑢̄𝛼(𝐷𝑖𝜉
𝑖)𝐹𝛼 = −(𝐷𝑖𝜉

𝑖)ℒ

⇒ (𝑋* +𝐷𝑖𝜉
𝑖)ℒ = 0, (2.32)

(︃
𝑊𝛼 𝛿

𝛿𝑢𝛼
+𝑊𝛼

*
𝛿

𝛿𝑢̄𝛼

)︃
ℒ = 𝑊𝛼𝐹 *

𝛼 +𝑊𝛼
* 𝐹𝛼 (2.33)

e
𝑁 𝑖

*ℒ = 𝑁 𝑖ℒ, (2.34)

da substituição de (2.32), (2.33) e (2.34) em (2.31), obtemos

𝐷𝑖(𝑁 𝑖ℒ) = −(𝑊𝛼𝐹 *
𝛼 +𝑊𝛼

* 𝐹𝛼),

donde concluímos que
[𝐷𝑖(𝑁 𝑖ℒ)](2.20)−(2.21) = 0.

Assim como no teorema de Noether, a demostração acima leva em conta a estrutura varia-
cional do sistema ampliado e, por isso, o NTC de Ibragimov fornece, num primeiro momento,
leis de conservação não-locais (que dependem não apenas das variáveis 𝑢 do sistema original
mas também das variáveis 𝑢̄ das equações adjuntas). Essa dificuldade pode ser superada para
sistemas não-linearmente auto-adjuntos. De fato, se o sistema (2.20) possuir essa propriedade
adicional, as variáveis não-locais dos vetores conservados podem ser eliminadas através das
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substituições 𝜙(𝑥, 𝑢) estabelecidas na Definição 2.8. Explicitamente, as componentes dadas em
(2.29) podem ser escritas como

𝐶𝑖 = 𝑁 𝑖ℒ = 𝜉𝑖ℒ +𝑊𝛼

[︃
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝛼𝑖

−𝐷𝑗

(︃
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝛼𝑖𝑗

)︃
+𝐷𝑗𝐷𝑘

(︃
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝛼𝑖𝑗𝑘

)︃
− . . .

]︃
+

+𝐷𝑗𝑊
𝛼

[︃
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝛼𝑖𝑗

−𝐷𝑘

(︃
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝛼𝑖𝑗𝑘

)︃
+ . . .

]︃
+𝐷𝑗𝐷𝑘𝑊

𝛼

[︃
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝛼𝑖𝑗𝑘

− . . .

]︃
+ . . . , ℒ = 𝜙𝛼𝐹𝛼, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(2.35)

Observação 2.11. Em (2.35), podemos omitir o termo 𝜉𝑖ℒ sempre que for conveniente já que
ℒ se anula sobre todas as soluções do sistema original.

Exemplo 2.12. As componentes do vetor conservado 𝐶 = (𝐶𝑡, 𝐶𝑥, 𝐶𝑦) associado a X, um
gerador infinitesimal admitido pelo sistema (2.7), são, de acordo com (2.35),

𝐶𝑡 = 𝑊 𝑢 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡

⇒ 𝐶𝑡 = 𝜙𝑊 𝑢, (2.36)

𝐶𝑥 =
(︃
𝑊 𝑢 𝜕ℒ

𝜕𝑢𝑥
+𝑊 𝑣 𝜕ℒ

𝜕𝑣𝑥
+𝑊𝑤 𝜕ℒ

𝜕𝑤𝑥

)︃
+ (𝑊 𝑢𝐷2

𝑥 −𝐷𝑥𝑊
𝑢𝐷𝑥 +𝐷2

𝑥𝑊
𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥𝑥

,

= [(𝑎𝑣𝜙+ 𝜌)𝑊 𝑢 + 𝑎𝑢𝜙𝑊 𝑣 + 𝜎𝜓𝑊𝑤] + 𝑎𝜖(𝑊 𝑢𝐷2
𝑥 −𝐷𝑥𝑊

𝑢𝐷𝑥 +𝐷2
𝑥𝑊

𝑢)𝜙

⇒ 𝐶𝑥 = [𝑎𝜙(𝑣 + 𝜖𝐷2
𝑥) + 𝜌]𝑊 𝑢 + 𝑎𝑢𝜙𝑊 𝑣 + 𝜎𝜓𝑊𝑤 (2.37)

e
𝐶𝑦 =

(︃
𝑊 𝑢 𝜕ℒ

𝜕𝑢𝑦
+𝑊 𝑣 𝜕ℒ

𝜕𝑣𝑦
+𝑊𝑤 𝜕ℒ

𝜕𝑤𝑦

)︃
+ (𝑊 𝑢𝐷2

𝑦 −𝐷𝑦𝑊
𝑢𝐷𝑦 +𝐷2

𝑦𝑊
𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑦𝑦𝑦

= [(𝑏𝑤𝜙+ 𝜓)𝑊 𝑢 + 𝜅𝜌𝑊 𝑣 + 𝑏𝑢𝜙𝑊𝑤] + 𝑏𝜖(𝑊 𝑢𝐷2
𝑦 −𝐷𝑦𝑊

𝑢𝐷𝑦 +𝐷2
𝑦𝑊

𝑢)𝜙

⇒ 𝐶𝑦 = [𝑏𝜙(𝑤 + 𝜖𝐷2
𝑦) + 𝜓]𝑊 𝑢 + 𝜅𝜌𝑊 𝑣 + 𝑏𝑢𝜙𝑊𝑤, (2.38)

com 𝑊 𝑢, 𝑊 𝑣 e 𝑊𝑤 como em (2.14). Determinadas as simetrias de Lie do sistema BKP-NNV,
levando em conta o Exemplo 2.9, as correspondentes leis de conservação podem ser construídas.

i) Dado

𝑋𝐴 = 3𝐴(𝑡) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝐴′(𝑡)
[︃
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 2

(︃
𝑢
𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑣
+ 𝑤

𝜕

𝜕𝑤

)︃]︃
+ 𝐴′′(𝑡)

(︃
𝑥

𝑎

𝜕

𝜕𝑣
+ 𝑦

𝑏

𝜕

𝜕𝑤

)︃
,

temos que

𝑊 𝑢 = −2𝐴′(𝑡)𝑢− 3𝐴(𝑡)𝑢𝑡 − 𝐴′(𝑡)𝑥𝑢𝑥 − 𝐴′(𝑡)𝑦𝑢𝑦, (2.39a)

𝑊 𝑣 =
[︂
𝑥

𝑎
𝐴′′(𝑡) − 2𝐴′(𝑡)𝑣

]︂
− 3𝐴(𝑡)𝑣𝑡 − 𝐴′(𝑡)𝑥𝑣𝑥 − 𝐴′(𝑡)𝑦𝑣𝑦, (2.39b)

𝑊𝑤 =
[︂
𝑦

𝑏
𝐴′′(𝑡) − 2𝐴′(𝑡)𝑤

]︂
− 3𝐴(𝑡)𝑤𝑡 − 𝐴′(𝑡)𝑥𝑤𝑥 − 𝐴′(𝑡)𝑦𝑤𝑦. (2.39c)
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Substituindo (2.39) em (2.36), (2.37) e (2.38):

i.a) para
𝜙 = 𝑓(𝑡), 𝜌 = 0, 𝜓 = −𝑓 ′(𝑡)𝑦,

obtemos
𝐶𝑡 = 3𝐴(𝑡)𝑓 ′(𝑡)𝑢,

𝐶𝑥 = 3𝑎𝐴(𝑡)𝑓 ′(𝑡)(𝑢𝑣 + 𝜖𝑢𝑥𝑥) − 3𝜎[𝐴(𝑡)𝑓 ′(𝑡)]′𝑦𝑤,
𝐶𝑦 = 3𝑏𝐴(𝑡)𝑓 ′(𝑡)(𝑢𝑤 + 𝜖𝑢𝑦𝑦) − 3[𝐴(𝑡)𝑓 ′(𝑡)]′𝑦𝑢,

ou equivalentemente,
𝐶𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢,

𝐶𝑥 = 𝑎𝑓(𝑡)(𝑢𝑣 + 𝜖𝑢𝑥𝑥) − 𝜎𝑓 ′(𝑡)𝑦𝑤,
𝐶𝑦 = 𝑏𝑓(𝑡)(𝑢𝑤 + 𝜖𝑢𝑦𝑦) − 𝑓 ′(𝑡)𝑦𝑢,

onde 3𝐴(𝑡)𝑓 ′(𝑡) ≡ 𝑓(𝑡);

i.b) para
𝜙 = 0, 𝜌 = 𝑔(𝑡)𝑥, 𝜓 = −𝑔(𝑡)𝑦,

obtemos
𝐶𝑡 = 0,

𝐶𝑥 = 3[𝐴(𝑡)𝑔(𝑡)]′(𝑥𝑢− 𝜎𝑦𝑤),
𝐶𝑦 = −3[𝐴(𝑡)𝑔(𝑡)]′(𝑦𝑢− 𝜅𝑥𝑣),

ou equivalentemente,
𝐶𝑡 = 0,

𝐶𝑥 = 𝑔(𝑡)(𝑥𝑢− 𝜎𝑦𝑤),
𝐶𝑦 = −𝑔(𝑡)(𝑦𝑢− 𝜅𝑥𝑣),

onde 3[𝐴(𝑡)𝑔(𝑡)]′ ≡ 𝑔(𝑡);

i.c) para
𝜙 = 0, 𝜌 = ℎ(𝑡), 𝜓 = 0,

obtemos
𝐶𝑡 = 0,

𝐶𝑥 = [2𝐴′(𝑡)ℎ(𝑡) + 3𝐴(𝑡)ℎ′(𝑡)]𝑢,
𝐶𝑦 = 𝜅[2𝐴′(𝑡)ℎ(𝑡) + 3𝐴(𝑡)ℎ′(𝑡)]𝑣,

ou equivalentemente,
𝐶𝑡 = 0, 𝐶𝑥 = ℎ(𝑡)𝑢, 𝐶𝑦 = 𝜅ℎ(𝑡)𝑣,

onde [2𝐴′(𝑡)ℎ(𝑡) + 3𝐴(𝑡)ℎ′(𝑡)] ≡ ℎ(𝑡);

i.d) para
𝜙 = 0, 𝜌 = 0, 𝜓 = 𝑖(𝑡),

obtemos
𝐶𝑡 = 0,

𝐶𝑥 = 𝜎[2𝐴′(𝑡)𝑖(𝑡) + 3𝐴(𝑡)𝑖′(𝑡)]𝑤,
𝐶𝑦 = [2𝐴′(𝑡)𝑖(𝑡) + 3𝐴(𝑡)𝑖′(𝑡)]𝑢,
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ou equivalentemente,
𝐶𝑡 = 0, 𝐶𝑥 = 𝜎𝑖(𝑡)𝑤, 𝐶𝑦 = 𝑖(𝑡)𝑢,

onde [2𝐴′(𝑡)𝑖(𝑡) + 3𝐴(𝑡)𝑖′(𝑡)] ≡ 𝑖(𝑡).

ii) Dado
𝑋𝐵 = 𝐵(𝑡) 𝜕

𝜕𝑥
+ 1
𝑎
𝐵′(𝑡) 𝜕

𝜕𝑣
,

temos que
𝑊 𝑢 = −𝐵(𝑡)𝑢𝑥, 𝑊 𝑣 = 1

𝑎
𝐵′(𝑡) −𝐵(𝑡)𝑣𝑥, 𝑊𝑤 = −𝐵(𝑡)𝑤𝑥. (2.40)

Substituindo (2.40) em (2.36), (2.37) e (2.38):

ii.a) para
𝜙 = 0, 𝜌 = 𝑔(𝑡)𝑥, 𝜓 = −𝑔(𝑡)𝑦,

obtemos
𝐶𝑡 = 0, 𝐶𝑥 = 𝐵(𝑡)𝑔(𝑡)𝑢, 𝐶𝑦 = 𝜅𝐵(𝑡)𝑔(𝑡)𝑣,

ou equivalentemente,
𝐶𝑡 = 0, 𝐶𝑥 = 𝑔(𝑡)𝑢, 𝐶𝑦 = 𝜅𝑔(𝑡)𝑣,

onde 𝐵(𝑡)𝑔(𝑡) ≡ 𝑔(𝑡);

ii.b) nos demais casos,
𝐶𝑡 = 𝐶𝑥 = 𝐶𝑦 = 0.

iii) Dado
𝑋𝐶 = 𝐶(𝑡) 𝜕

𝜕𝑦
+ 1
𝑏
𝐶 ′(𝑡) 𝜕

𝜕𝑤
,

temos que
𝑊 𝑢 = −𝐶(𝑡)𝑢𝑦, 𝑊 𝑣 = −𝐶(𝑡)𝑣𝑦, 𝑊𝑤 = 1

𝑏
𝐶 ′(𝑡) − 𝐶(𝑡)𝑤𝑦. (2.41)

Substituindo (2.41) em (2.36), (2.37) e (2.38):

iii.a) para
𝜙 = 𝑓(𝑡), 𝜌 = 𝑔(𝑡)𝑥, 𝜓 = −[𝑓 ′(𝑡) + 𝑔(𝑡)]𝑦,

obtemos

𝐶𝑡 = 0, 𝐶𝑥 = 𝜎𝐶(𝑡)[𝑓 ′(𝑡) + 𝑔(𝑡)]𝑤, 𝐶𝑦 = 𝐶(𝑡)[𝑓 ′(𝑡) + 𝑔(𝑡)]𝑢,

ou equivalentemente,

𝐶𝑡 = 0, 𝐶𝑥 = 𝜎𝑓(𝑡)𝑤, 𝐶𝑦 = 𝑓(𝑡)𝑢,

onde 𝐶(𝑡)[𝑓 ′(𝑡) + 𝑔(𝑡)] ≡ 𝑓(𝑡);

iii.b) nos demais casos,
𝐶𝑡 = 𝐶𝑥 = 𝐶𝑦 = 0.

Resumidamente, as leis de conservação não-triviais encontradas nesse exemplo estão suma-
rizadas na Tabela 2.1. Duas delas (terceira e quarta linhas da tabela) são óbvias e podem ser
obtidas diretamente do sistema (2.7) por simples integração, sem auxílio do NTC de Ibragimov.
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Gerador 𝐶𝑡 𝐶𝑥 𝐶𝑦

𝑋𝐴
𝑓(𝑡)𝑢 𝑎𝑓(𝑡)(𝑢𝑣 + 𝜖𝑢𝑥𝑥)+

−𝜎𝑓 ′(𝑡)𝑦𝑤
𝑏𝑓(𝑡)(𝑢𝑤 + 𝜖𝑢𝑦𝑦)+

−𝑓 ′(𝑡)𝑦𝑢
0 𝑓(𝑡)(𝑥𝑢− 𝜎𝑦𝑤) −𝑓(𝑡)(𝑦𝑢− 𝜅𝑥𝑣)

𝑋𝐴, 𝑋𝐵 0 𝑓(𝑡)𝑢 𝜅𝑓(𝑡)𝑣
𝑋𝐴, 𝑋𝐶 0 𝜎𝑓(𝑡)𝑤 𝑓(𝑡)𝑢

Tabela 2.1: Vetores conservados para o sistema BKP-NNV.

Apresentado o método de Ibragimov sobre leis de conservação, os próximos capítulos contêm
os demais resultados originais desta tese. É sobre eles que passamos a discorrer. Enfatizamos
aqui que, conforme critério demonstrado em [12, Theorem 5.68], todos os modelos com os quais
trabalhamos não possuem Lagrangiana (veja Apêndice A). O capítulo seguinte é dedicado ao
sistema de Hunter-Saxton generalizado.
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Capítulo 3

O Sistema de Hunter-Saxton
Generalizado

Nosso propósito aqui é investigar, do ponto de vista da grupo-análise, o sistema de Hunter-
Saxton generalizado, composto pelas EDPs

𝐹1 ≡ 𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝜎𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜅𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑥 + 𝜖𝑢𝑥 = 0, (3.1a)
𝐹2 ≡ 𝑣𝑡 + (𝑢𝑣)𝑥 = 0, (3.1b)

onde 𝜎, 𝜅, 𝜖 ∈ R são constantes arbitrárias. Aparecendo em diferentes contextos, o sistema
(3.1) pode ser considerado, quando 𝜎 = 2𝜅, como o limite assintótico, em altas frequências,

(𝑡, 𝑥) ↦→ (𝜉𝑡, 𝜉𝑥), 𝜉 → 0,

do também generalizado sistema de Camassa-Holm [31]

𝑢𝑡 − 𝑢𝑡𝑥𝑥 − 𝜎(𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥) + 𝑣𝑣𝑥 + (3𝑢− 𝜖)𝑢𝑥 = 0, (3.2a)
𝑣𝑡 + (𝑢𝑣)𝑥 = 0. (3.2b)

Este último é derivado pela aplicação do método de R. Ivanov para a obtenção de modelos
hidrodinâmicos com vorticidade constante [32]. A motivação para estudar (3.1) e (3.2) está na
possibilidade de capturar fenômenos não-lineares, tais como wave-breaking, que não podem ser
descritos por outros modelos.

Em (3.1), as variáveis 𝑡 e 𝑥 adquirem o significado físico usual: tempo transcorrido e distância
percorrida, respectivamente. A quantidade 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) está relacionada à velocidade horizontal
do fluido enquanto 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥), a densidade escalar, à elevação da superfície livre do fluido a
partir de seu nível de equilíbrio. Se (𝜎, 𝜅, 𝜖) = (1, 2, 0), o sistema (3.1) se reduz ao sistema de
Hunter-Saxton, uma extensão a duas componentes da equação de mesmo nome,

𝑢𝑡𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

que governa a propagação de ondas não-lineares em cristais líquidos nemáticos. Não entramos
em mais detalhes sobre a importância dos modelos mencionados. Para vários resultados rela-
cionados a equação de Hunter-Saxton e suas generalizações, direcionamos o leitor interessado
a [31] e suas referências.

Conforme critério fornecido em [12, Theorem 5.68], o sistema de Hunter-Saxton generali-
zado não possui Lagrangiana (veja Apêndice A). Portanto, este capítulo está organizado da
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seguinte maneira: na Seção 3.1, obtemos as simetrias de Lie do sistema (3.1); na Seção 3.2,
estabelecemos sua auto-adjunticidade não-linear; na Seção 3.3, construímos, para cada simetria
de Lie encontrada, as correspondentes leis de conservação via o NTC de Ibragimov. Naquilo
que se segue, a menos de menção contrária, todas as constantes 𝑐𝑖’s são arbitrárias e todas as
funções suaves.

3.1 Simetrias de Lie
Pela Definição 2.2, um operador de Lie-Backlund

𝑋 = 𝒯 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝒳 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝒰(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑢

+ 𝒱(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑣

gera as simetrias de Lie do sistema (3.1) se as condições de invariância

𝑋𝐹1 = 𝑀𝐹1 +𝑁𝐹2, 𝑋𝐹2 = 𝑃𝐹1 +𝑄𝐹2 (3.3)

forem satisfeitas (em todas as variáveis 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, etc) para algum conjunto de coeficientes
𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄 a ser determinado. Sabendo que

𝑋𝐹1 = (𝐷𝑡𝐷
2
𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 + 𝒳𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥) + 𝜎[𝒰𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑢(𝐷3
𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥)] +
+𝜅[(𝐷𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑥𝑥 + (𝐷2
𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑢𝑥] +
− [𝒱𝑣𝑥 + 𝑣(𝐷𝑥𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥)] + 𝜖(𝐷𝑥𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥)

e
𝑋𝐹2 = (𝐷𝑡𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑡 + 𝒳 𝑣𝑡𝑥) + [𝒱𝑢𝑥 + 𝑣(𝐷𝑥𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥)] +

+ [𝒰𝑣𝑥 + 𝑢(𝐷𝑥𝑊
𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥)],

onde
𝑊 𝑢 = 𝒰 − 𝒯 𝑢𝑡 − 𝒳𝑢𝑥, 𝑊 𝑣 = 𝒱 − 𝒯 𝑣𝑡 − 𝒳 𝑣𝑥,

de (3.3) as equações determinantes podem ser escritas como

𝒯𝑥 = 𝒯𝑢 = 𝒯𝑣 = 𝒳𝑢 = 𝒳𝑣 = 0, (3.4a)
𝜖(𝒯𝑡 + 𝒳𝑥) = (𝜎 − 1)𝒳𝑡 = (𝜅− 2)𝒯𝑡𝑡 = 0, (3.4b)

𝒯𝑡𝑡 − 𝒳𝑡𝑥 = 𝒳𝑥𝑥 = 0, (3.4c)
𝒰 + (𝒯𝑡 − 𝒳𝑥)𝑢 = 𝒳𝑡, 𝒱 + 𝒯𝑡𝑣 = 0. (3.4d)

A solução de (3.4), um sistema de EDPs lineares, é facilmente obtida. De fato,

𝒯 = 𝐴(𝑡), 𝒳 = [𝐴′(𝑡) + 𝑐1]𝑥+𝐵(𝑡), (3.5a)
𝒰 = 𝑐1𝑢+ 𝐴′′(𝑡)𝑥+𝐵′(𝑡), 𝒱 = −𝐴′(𝑡)𝑣 (3.5b)

com

𝜖[2𝐴′(𝑡) + 𝑐1] = (𝜎 − 1)𝐵′(𝑡) = 0, (3.6a)
(𝜎 − 1)𝐴′′(𝑡) = (𝜅− 2)𝐴′′(𝑡) = 0. (3.6b)

O resultado a seguir decorre imediatamente de (3.5) e (3.6).
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Proposição 3.1. i) Seja 𝜖 = 0 e 𝜎 = 1.

i.a) Se 𝜅 = 2, as simetrias de Lie do sistema (3.1) são geradas por

𝑋𝐴 = 𝐴(𝑡) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝐴′(𝑡)
(︃
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕

𝜕𝑣

)︃
+ 𝐴′′(𝑡)𝑥 𝜕

𝜕𝑢
,

𝑋𝐵 = 𝐵(𝑡) 𝜕
𝜕𝑥

+𝐵′(𝑡) 𝜕
𝜕𝑢
, 𝑋1 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

i.b) Caso contrário, se 𝜅 ̸= 2, por 𝑋𝐵, 𝑋1,

𝑋2 = 𝑡
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕

𝜕𝑣
, 𝑋3 = 𝜕

𝜕𝑡
.

ii) Seja 𝜖 ̸= 0.

ii.a) Se 𝜎 = 1, as simetrias de Lie do sistema (3.1) são geradas por 𝑋𝐵, 𝑋3 e

𝑋4 = 𝑡
𝜕

𝜕𝑡
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
− 2𝑢 𝜕

𝜕𝑢
− 𝑣

𝜕

𝜕𝑣
.

ii.b) Caso contrário, se 𝜎 ̸= 1, por 𝑋3, 𝑋4 e

𝑋5 = 𝜕

𝜕𝑥
.

(iii) Finalmente, se 𝜖 = 0 e 𝜎 ̸= 1, as simetrias de Lie do sistema (3.1) são geradas por
𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 e 𝑋5.

3.2 Auto-adjunticidade Não-linear
A Lagrangiana formal do sistema (3.1) é

ℒ = 𝑢̄𝐹1 + 𝑣𝐹2

⇒ ℒ = 𝑢̄(𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝜎𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜅𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑥 + 𝜖𝑢𝑥) + 𝑣[𝑣𝑡 + (𝑢𝑣)𝑥].

Aqui 𝑢̄ e 𝑣 são as novas variáveis dependentes. Obtidas as equações adjuntas

𝛿ℒ
𝛿𝑢

=
(︃
𝜕

𝜕𝑢
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑥
+𝐷2

𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
− · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑢

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥

+𝐷2
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥

−𝐷𝑡𝐷
2
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡𝑥𝑥

−𝐷3
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥𝑥

= (𝜎𝑢̄𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑣𝑣𝑥) −𝐷𝑥(𝜅𝑢̄𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑣 + 𝜖𝑢̄) + 𝜅𝐷2
𝑥(𝑢̄𝑢𝑥) −𝐷𝑡𝐷

2
𝑥𝑢̄− 𝜎𝐷3

𝑥(𝑢̄𝑢)

⇒ 𝐹 *
1 ≡ 𝑢̄𝑡𝑥𝑥 + 𝜎𝑢𝑢̄𝑥𝑥𝑥 + (3𝜎 − 𝜅)(𝑢𝑥𝑢̄𝑥)𝑥 + 𝑣𝑣𝑥 + 𝜖𝑢̄𝑥 = 0,
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𝛿ℒ
𝛿𝑣

=
(︃
𝜕

𝜕𝑣
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑣𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑥
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑥
+𝐷2

𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑥𝑥
− · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑣

−𝐷𝑡
𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑡

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑥

= (𝑣𝑢𝑥 − 𝑢̄𝑣𝑥) −𝐷𝑡𝑣 −𝐷𝑥(𝑣𝑢− 𝑢̄𝑣)

⇒ 𝐹 *
2 ≡ 𝑣𝑡 − 𝑣𝑢̄𝑥 + 𝑢𝑣𝑥 = 0,

onde 𝛿/𝛿𝑢 e 𝛿/𝛿𝑣 são operadores de Euler-Lagrange, impomos que
𝐹 *

1 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝑀𝐹1 +𝑁𝐹2, 𝐹 *
2 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝑃𝐹1 +𝑄𝐹2. (3.7)

Novamente 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 e 𝑄 é um conjunto de coeficientes a ser determinado e
𝜙 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣), 𝜓 = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) (3.8)

duas funções tais que pelo menos uma não é identicamente nula. Como
𝐹 *

1 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝐷𝑡𝐷
2
𝑥𝜙+ 𝜎𝑢𝐷3

𝑥𝜙+ (3𝜎 − 𝜅)𝐷𝑥(𝑢𝑥𝐷𝑥𝜙) + 𝑣𝐷𝑥𝜓 + 𝜖𝐷𝑥𝜙

e
𝐹 *

2 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝐷𝑡𝜓 + 𝑢𝐷𝑥𝜓 − 𝑣𝐷𝑥𝜙,

de (3.7) é possível obter 𝑀 = 𝜙𝑢, 𝑁 = 𝑃 = 0, 𝑄 = 𝜓𝑣 e
𝜙𝑣 = 𝜓𝑥 = 𝜓𝑢 = 0, (3.9a)

𝜙𝑥 + 𝜙𝑡𝑢 = 𝜙𝑢 + 𝜓𝑣 = 0, (3.9b)
𝜓𝑡 − 𝜙𝑥𝑣 = 0, (3.9c)

𝜖𝜙𝑥 = (𝜎 − 1)𝜙𝑥 = (𝜅− 2𝜎)𝜙𝑢 = 0. (3.9d)
O sistema (3.9) pode ser prontamente resolvido. Logo,

𝜙 = 𝑓(𝑡)𝑢− 𝑓 ′(𝑡)𝑥+ 𝑔(𝑡), 𝜓 = 𝑐1 − 𝑓(𝑡)𝑣,
com

(𝜅− 2𝜎)𝑓(𝑡) = (𝜎 − 1)𝑓 ′(𝑡) = 𝜖𝑓 ′(𝑡) = 0.
Combinando os valores que as constantes em (3.1) admitem, chegamos à conclusão:

Proposição 3.2. O sistema (3.1) é não-linearmente auto-adjunto. Ele é quase auto-adjunto
se, e somente se, 𝜅 = 2𝜎. As substituições (3.8) são como seguem.

i) Seja 𝜅 = 2𝜎.

i.a) Se 𝜖 = 0 e 𝜎 = 1, temos
𝜙 = 𝑓(𝑡)𝑢− 𝑓 ′(𝑡)𝑥+ 𝑔(𝑡), 𝜓 = 𝑐1 − 𝑓(𝑡)𝑣.

i.b) Caso contrário, se 𝜖 ̸= 0 ou 𝜎 ̸= 1,
𝜙 = 𝑐2𝑢+ 𝑔(𝑡), 𝜓 = 𝑐1 − 𝑐2𝑣.

ii) Seja 𝜅 ̸= 2𝜎. Então, temos
𝜙 = 𝑔(𝑡), 𝜓 = 𝑐1.
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3.3 Leis de Conservação
Conforme Ibragimov [5, 13,28–30], seja

𝑋 = 𝒯 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝒳 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝒰(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑢

+ 𝒱(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑣

um gerador infinitesimal de simetrias de Lie do sistema (3.1). As componentes do vetor con-
servado 𝐶 = (𝐶𝑡, 𝐶𝑥) associado a 𝑋 são dadas por

𝐶𝑡 = (𝑊 𝑢𝐷2
𝑥 −𝐷𝑥𝑊

𝑢𝐷𝑥 +𝐷2
𝑥𝑊

𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡𝑥𝑥

+𝑊 𝑣 𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑡

e

𝐶𝑥 = 𝑊 𝑢 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥

− (𝑊 𝑢𝐷𝑥 −𝐷𝑥𝑊
𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥

+ (𝑊 𝑢𝐷𝑡𝐷𝑥 −𝐷𝑡𝑊
𝑢𝐷𝑥 +𝐷𝑡𝐷𝑥𝑊

𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑡𝑥

+

+ (𝑊 𝑢𝐷𝑡𝐷𝑥 −𝐷𝑥𝑊
𝑢𝐷𝑡 +𝐷𝑡𝐷𝑥𝑊

𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥𝑡

+ (𝑊 𝑢𝐷2
𝑥 −𝐷𝑥𝑊

𝑢𝐷𝑥 +𝐷2
𝑥𝑊

𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥𝑥

+𝑊 𝑣 𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑥

,

ou ainda,
𝐶𝑡 = 𝑊 𝑣 𝜕ℒ

𝜕𝑣𝑡
− 3𝐷𝑥𝑊

𝑢𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡𝑥𝑥

(3.10)

e
𝐶𝑥 = 𝑊 𝑢 𝜕ℒ

𝜕𝑢𝑥
+𝑊 𝑣 𝜕ℒ

𝜕𝑣𝑥
− (𝑊 𝑢𝐷𝑥 −𝐷𝑥𝑊

𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥

+

+3(𝑊 𝑢𝐷𝑡𝐷𝑥 +𝐷𝑡𝐷𝑥𝑊
𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡𝑥𝑥

+ (𝑊 𝑢𝐷2
𝑥 −𝐷𝑥𝑊

𝑢𝐷𝑥 +𝐷2
𝑥𝑊

𝑢) 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥𝑥

.

(3.11)

Construímos as leis de conservação para cada gerador contido na Proposição 3.1. Para
tanto, inicialmente utilizamos as substituições{︃

𝑢̄ = 𝑐1𝑢+ 𝑐2,

𝑣 = 𝑐3 − 𝑐1𝑣,
(3.12)

com 𝑐1 = 0 quando 𝜅 ̸= 2𝜎.
Observamos que em todos os casos, as simetrias 𝑋3 (translações em 𝑡) e 𝑋5 (translações em

𝑥) determinam vetores nulos e, portanto, leis de conservação triviais. De fato, não raramente,
as simetrias do sistema (3.1) nos levam, após algum trabalho tedioso, a leis de conservação
triviais ou a leis de conservação óbvias associadas aos vetores

𝐶𝑡 = 0, 𝐶𝑥 = 𝐴(𝑡)[𝑢𝑡𝑥 + 𝜎𝑢𝑢𝑥𝑥 + (𝜅− 𝜎)𝑢2
𝑥/2 − 𝑣2/2 + 𝜖𝑢] (3.13)

e
𝐶𝑡 = 𝑣, 𝐶𝑥 = 𝑢𝑣. (3.14)

Na verdade, (3.13) e (3.14) são obtidos diretamente do sistema (3.1), cujas equações são elas
próprias leis de conservação.

A situação realmente interessante corresponde a 𝜅 = 2𝜎 e está explicitada no resultado a
seguir. De (3.12), é suficiente considerar as substituições

𝑢̄ = 𝑢, 𝑣 = −𝑣,
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que reduzem (3.10) e (3.11) a

𝐶𝑡 = −(𝑣𝑊 𝑣 + 𝑢𝑥𝐷𝑥𝑊
𝑢)

e
𝐶𝑥 = [(𝑢𝑡𝑥 + 2𝜎𝑢𝑢𝑥𝑥 − 𝑣2 + 𝜖𝑢) + 𝑢(𝐷𝑡 + 𝜎𝑢𝐷𝑥)𝐷𝑥]𝑊 𝑢 − 2𝑢𝑣𝑊 𝑣.

Proposição 3.3. Seja 𝜅 = 2𝜎.

(i) O gerador 𝑋𝐴 fornece o vetor de componentes

𝐶𝑡 = −𝐴′(𝑡)
2 (𝑣2 + 𝑢2

𝑥)

e
𝐶𝑥 = 𝐴′(𝑡)𝑢(𝑢𝑡𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥 − 𝑣2) + 𝐴′′(𝑡)[𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝑥(𝑢𝑡𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑢2

𝑥/2 − 𝑣2/2)]

para o caso 𝜖 = 0 e 𝜎 = 1.

(ii) Os geradores 𝑋1, 𝑋2 e 𝑋4 fornecem o vetor de componentes

𝐶𝑡 = −1
2(𝑣2 + 𝑢2

𝑥)

e
𝐶𝑥 = 𝑢(𝑢𝑡𝑥 + 𝜎𝑢𝑢𝑥𝑥 − 𝑣2 + 𝜖𝑢/2)

para os casos 𝜖 ̸= 0 ou 𝜎 ̸= 1.

O próximo capítulo é dedicado a uma classe de sistemas BBM-KdV.
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Capítulo 4

Uma Classe de Sistemas BBM-KdV

Motivados pelos trabalhos [33,34], introduzimos aqui a classe de sistemas

𝐹1 ≡ 𝑢𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑢𝑥 + (𝑎𝑢+ 𝑐)𝑣𝑥 + 𝜖𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝜅𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0, (4.1a)
𝐹2 ≡ 𝑣𝑡 + (𝑏𝑢+ 𝑐)𝑢𝑥 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑣𝑥 + 𝜆𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝑣𝑡𝑥𝑥 = 0, (4.1b)

doravante simplesmente referida como sistema BBM-KdV, uma generalização a duas compo-
nentes1 das clássicas equações [35]

BBM (Benjamin-Bona-Mahony): 𝑢𝑡 + (𝑢+ 1)𝑢𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑥 = 0 (4.2)

e
KdV (Korteweg-de Vries): 𝑢𝑡 + (𝑢+ 1)𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (4.3)

com o objetivo de estudá-lo do ponto de vista da grupo-análise.
Em (4.1), as constantes são tais que (𝑎 + 𝑏)𝑐 ̸= 0 e {𝜖, 𝜅, 𝜆, 𝜎} ̸= {0}. Se 𝑎 = 𝑐 = 1 e

𝑏 = 0, obtemos de (4.1) os já amplamente investigados sistemas de Boussinesq (𝜖 = 𝜅 = 𝜆 = 0,
𝜎 = −1/3), Kaup (𝜖 = 𝜆 = 𝜎 = 0, 𝜅 = 1/3) e Bona-Smith (𝜖 = 𝜎 = 𝜆/2 − 1/6, 𝜅 = 0, 𝜆 < 0),
todos eles aproximações de primeira ordem das equações de Euler para a hidrodinâmica. Úteis
em situações onde efeitos dissipativos não são significativos, esses modelos fornecem uma boa
descrição para o movimento bidimensional de ondas longas de pequena amplitude sobre a
superfície de um fluido ideal. Nesse contexto, a variável independente 𝑥 representa a distância
percorrida ao longo de um canal de profundidade fixada e 𝑡 o tempo. As quantidades 𝑢(𝑡, 𝑥)
e 𝑣(𝑡, 𝑥) estão relacionadas ao desvio da superfície de seu nível de equilíbrio e à velocidade
horizontal do fluido, respectivamente. Para mais informações, veja [33, 34] e suas referências.
Resultados relevantes, incluindo soluções exatas, podem ser encontradas em [36–38].

Conforme critério fornecido em [12, Theorem 5.68], o sistema (4.1) não possui Lagrangi-
ana (veja Apêndice A). Portanto, este capítulo está assim estruturado: primeiramente de-
terminamos as simetrias de Lie (Seção 4.1) do sistema BBM-KdV e estabelecemos sua auto-
adjunticidade não-linear (Seção 4.2); construímos então leis de conservação via o NTC de
Ibragimov (Seção 4.3). Naquilo que se segue, a menos de menção contrária, todas as constantes
𝑐𝑖’s são arbitrárias e todas as funções suaves.

1Se 𝑢 = 𝑣, o sistema (4.1) é reduzido às equações 𝑢𝑡 + [(2𝑎 + 𝑏)𝑢 + 𝑐]𝑢𝑥 + 𝜖𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝜅𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 e 𝑢𝑡 + [(𝑎 +
2𝑏)𝑢 + 𝑐]𝑢𝑥 + 𝜎𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝜆𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0. Ambas contêm (4.2) e (4.3) como casos especiais.
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4.1 Simetrias de Lie
Pela Definição 2.2, um operador de Lie-Backlund

𝑋 = 𝒯 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝒳 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝒰(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑢

+ 𝒱(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑣

gera as simetrias de Lie do sistema (4.1) se as condições de invariância

𝑋𝐹1 = 𝑀𝐹1 +𝑁𝐹2, 𝑋𝐹2 = 𝑃𝐹1 +𝑄𝐹2 (4.4)

forem satisfeitas (em todas as variáveis 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, etc) para algum conjunto de coeficientes
𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄 a ser determinado. Sabendo que

𝑋𝐹1 = (𝐷𝑡𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑡 + 𝒳𝑢𝑡𝑥) + (𝑎+ 𝑏)[𝒱𝑢𝑥 + 𝑣(𝐷𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥)] + 𝑎𝒰𝑣𝑥 +
+ (𝑎𝑢+ 𝑐)(𝐷𝑥𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥) + 𝜖(𝐷𝑡𝐷
2
𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 + 𝒳𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥) +
+𝜅(𝐷3

𝑥𝑊
𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥𝑥𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥)

e
𝑋𝐹2 = (𝐷𝑡𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑡 + 𝒳 𝑣𝑡𝑥) + 𝑏𝒰𝑢𝑥 + (𝑏𝑢+ 𝑐)(𝐷𝑥𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥) +

+ (𝑎+ 𝑏)[𝒱𝑣𝑥 + 𝑣(𝐷𝑥𝑊
𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥)] + 𝜆(𝐷3

𝑥𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥) +

+𝜎(𝐷𝑡𝐷
2
𝑥𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑡𝑥𝑥 + 𝒳 𝑣𝑡𝑥𝑥𝑥),

onde
𝑊 𝑢 = 𝒰 − 𝒯 𝑢𝑡 − 𝒳𝑢𝑥, 𝑊 𝑣 = 𝒱 − 𝒯 𝑣𝑡 − 𝒳 𝑣𝑥,

de (4.4) as equações determinantes podem ser escritas como

𝒯𝑥 = 𝒯𝑢 = 𝒯𝑣 = 𝒳𝑢 = 𝒳𝑣 = 0, (4.5a)
𝜖𝒳𝑡 = 𝜖𝒳𝑥 = 𝜎𝒳𝑡 = 𝜎𝒳𝑥 = 0, (4.5b)

𝒰𝑡 = 𝒰𝑥 = 𝒰𝑣 = 𝒱𝑡 = 𝒱𝑥 = 𝑎𝒰 − (𝑎𝑢+ 𝑐)𝒰𝑢 = 0, (4.5c)
𝑏𝒰 + (𝑏𝑢+ 𝑐)[𝒰𝑢 + 2(𝒯𝑡 − 𝒳𝑥)] = 0, (4.5d)

𝜅(𝒰𝑢 + 2𝒳𝑥) = 𝜆[𝒰𝑢 + 2(𝒯𝑡 − 2𝒳𝑥)] = 0, (4.5e)
(𝑎+ 𝑏)[𝒱 + (𝒯𝑡 − 𝒳𝑥)𝑣] − 𝒳𝑡 = 0. (4.5f)

A solução de (4.5), um sistema de EDPs lineares, é facilmente obtida. De fato,

𝒯 = (𝑎+ 𝑏)𝑐1𝑡+ 𝑐2, 𝒳 = (𝑎+ 𝑏)(𝑐3𝑥+ 𝑐4𝑡) + 𝑐5, (4.6a)
𝒰 = 2(𝑐3 − 𝑐1)(𝑎𝑢+ 𝑐), 𝒱 = (𝑎+ 𝑏)(𝑐3 − 𝑐1)𝑣 + 𝑐4 (4.6b)

com

𝑏(𝑎− 𝑏)(𝑐1 − 𝑐3) = 0, 𝜖𝑐3 = 𝜖𝑐4 = 𝜅[𝑎𝑐1 − (2𝑎+ 𝑏)𝑐3] = 0, (4.7a)
𝜆[𝑏𝑐1 − (𝑎+ 2𝑏)𝑐3] = 𝜎𝑐3 = 𝜎𝑐4 = 0. (4.7b)

O resultado a seguir decorre imediatamente de (4.6) e (4.7).
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Proposição 4.1. As simetrias de Lie do sistema BBM-KdV estão organizadas na Tabela 4.1,
onde

𝑋1 = (𝑎+ 𝑏)
(︃
𝑡
𝜕

𝜕𝑡
− 𝑣

𝜕

𝜕𝑣

)︃
− 2(𝑎𝑢+ 𝑐) 𝜕

𝜕𝑢
,

𝑋2 = 𝜕

𝜕𝑡
, 𝑋3 = (𝑎+ 𝑏)

(︃
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑣

)︃
+ 2(𝑎𝑢+ 𝑐) 𝜕

𝜕𝑢
,

𝑋4 = (𝑎+ 𝑏)𝑡 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝜕

𝜕𝑣
, 𝑋5 = 𝜕

𝜕𝑥
.

𝑏 = 0 𝑎 = 𝑏 𝑏(𝑎− 𝑏) ̸= 0

{𝜖, 𝜎} = {0}
𝑋1 (𝜅 = 0)

2𝑋1 +𝑋3 (𝜆 = 0)
𝑋2, 𝑋4, 𝑋5

3𝑋1 +𝑋3
𝑋2, 𝑋4, 𝑋5

𝑋2, 𝑋4, 𝑋5

{𝜖, 𝜎} ≠ {0} 𝑋1 (𝜅 = 0), 𝑋2, 𝑋5
𝑋1 (𝜅 = 𝜆 = 0)

𝑋2, 𝑋5
𝑋2, 𝑋5

Tabela 4.1: Geradores infinitesimais admitidos pelo sistema BBM-KdV.

4.2 Auto-adjunticidade Não-linear
Para começar, sejam 𝑢̄ e 𝑣 as novas variáveis dependentes. A Lagrangiana formal do sistema

(4.1) é
ℒ = 𝑢̄𝐹1 + 𝑣𝐹2

⇒ ℒ = 𝑢̄[𝑢𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑢𝑥 + (𝑎𝑢+ 𝑐)𝑣𝑥 + 𝜖𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝜅𝑣𝑥𝑥𝑥] +
+ 𝑣[𝑣𝑡 + (𝑏𝑢+ 𝑐)𝑢𝑥 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑣𝑥 + 𝜆𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝑣𝑡𝑥𝑥].

Obtidas as equações adjuntas

𝛿ℒ
𝛿𝑢

=
(︃
𝜕

𝜕𝑢
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑥
+𝐷2

𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
− · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑢

−𝐷𝑡
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥

−𝐷𝑡𝐷
2
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡𝑥𝑥

−𝐷3
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥𝑥

= (𝑎𝑢̄𝑣𝑥 + 𝑏𝑣𝑢𝑥) −𝐷𝑡𝑢̄−𝐷𝑥[(𝑎+ 𝑏)𝑢̄𝑣 + (𝑏𝑢+ 𝑐)𝑣] − 𝜖𝐷𝑡𝐷
2
𝑥𝑢̄− 𝜆𝐷3

𝑥𝑣

⇒ 𝐹 *
1 ≡ 𝑢̄𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑢̄𝑥 + (𝑏𝑢+ 𝑐)𝑣𝑥 + 𝑏𝑢̄𝑣𝑥 + 𝜖𝑢̄𝑡𝑥𝑥 + 𝜆𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝛿ℒ
𝛿𝑣

=
(︃
𝜕

𝜕𝑣
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑣𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑥
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑥
+𝐷2

𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑥𝑥
− · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑣

−𝐷𝑡
𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑡

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑥

−𝐷𝑡𝐷
2
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑡𝑥𝑥

−𝐷3
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑥𝑥𝑥

= (𝑎+ 𝑏)(𝑢̄𝑢𝑥 + 𝑣𝑣𝑥) −𝐷𝑡𝑣 −𝐷𝑥[(𝑎𝑢+ 𝑐)𝑢̄+ (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑣] − 𝜎𝐷𝑡𝐷
2
𝑥𝑣 − 𝜅𝐷3

𝑥𝑢̄

⇒ 𝐹 *
2 ≡ 𝑣𝑡 + (𝑎𝑢+ 𝑐)𝑢̄𝑥 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑣𝑥 − 𝑏𝑢̄𝑢𝑥 + 𝜅𝑢̄𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝑣𝑡𝑥𝑥 = 0,
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onde 𝛿/𝛿𝑢 and 𝛿/𝛿𝑣 são operadores de Euler-Lagrange, impomos que

𝐹 *
1 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝑀𝐹1 +𝑁𝐹2, 𝐹

*
2 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝑃𝐹1 +𝑄𝐹2. (4.8)

Aqui 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 e 𝑄 é novamente um conjunto de coeficientes a ser determinado e

𝜙 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣), 𝜓 = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) (4.9)

duas funções tais que pelo menos uma não é identicamente nula. Como

𝐹 *
1 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝐷𝑡𝜙+ (𝑎+ 𝑏)𝑣𝐷𝑥𝜙+ (𝑏𝑢+ 𝑐)𝐷𝑥𝜓 + 𝑏𝜙𝑣𝑥 + 𝜖𝐷𝑡𝐷

2
𝑥𝜙+ 𝜆𝐷3

𝑥𝜓

e
𝐹 *

2 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝐷𝑡𝜓 + (𝑎𝑢+ 𝑐)𝐷𝑥𝜙+ (𝑎+ 𝑏)𝑣𝐷𝑥𝜓 − 𝑏𝜙𝑢𝑥 + 𝜅𝐷3
𝑥𝜙+ 𝜎𝐷𝑡𝐷

2
𝑥𝜓,

de (4.8) é possível obter 𝑀 = 𝜙𝑢, 𝑁 = 𝜙𝑣, 𝑃 = 𝜓𝑢, 𝑄 = 𝜓𝑣 e

𝜙𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝜙𝑥 = 𝜖𝜙𝑥 = 0, (4.10a)
𝜓𝑡 + (𝑎𝑢+ 𝑐)𝜙𝑥 = 𝜓𝑥 = 0, (4.10b)

𝑏𝜙 = (𝑎𝑢+ 𝑐)𝜙𝑢 − (𝑏𝑢+ 𝑐)𝜓𝑣, (4.10c)
𝜙𝑣 − 𝜓𝑢 = (𝜖− 𝜎)𝜙𝑣 = 𝜅𝜙𝑢 − 𝜆𝜓𝑣 = 0, (4.10d)

𝜖𝜙𝑢𝑢 = 𝜙𝑢𝑣 = 𝜙𝑣𝑣 = 0. (4.10e)

O sistema (4.10) pode ser prontamente resolvido. Logo,

𝜙 = (𝑐1𝑡+ 𝑐2)𝑎𝑣 + 𝑓(𝑢) − 𝑐1𝑥,

𝜓 = 𝑐3𝑣 + (𝑐1𝑡+ 𝑐2)𝑎𝑢+ 𝑐1𝑐𝑡+ 𝑐4

com
𝑏𝑐1 = 𝑏𝑐2 = 𝜖𝑐1 = 𝜎𝑐1 = (𝜖− 𝜎)𝑐2 = 0,

𝜖𝑓 ′′(𝑢) = 𝜅𝑓 ′(𝑢) − 𝜆𝑐3 = 0,
𝑏𝑓(𝑢) = (𝑎𝑢+ 𝑐)𝑓 ′(𝑢) − (𝑏𝑢+ 𝑐)𝑐3.

Combinando os valores que as constantes em (4.1) admitem, chegamos à conclusão:

Proposição 4.2. O sistema BBM-KdV é não-linearmente auto-adjunto. As substituições (4.9)
são como seguem.

i) Se 𝑏 = 0, temos
𝜙 = (𝑐1𝑡+ 𝑐2)𝑎𝑣 + 𝑐3𝑐 ln(𝑎𝑢+ 𝑐) − 𝑐1𝑥+ 𝑐4,

𝜓 = 𝑐3𝑎𝑣 + (𝑐1𝑡+ 𝑐2)(𝑎𝑢+ 𝑐) + 𝑐5,

onde ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑐1 = 0, para {𝜖, 𝜎} ≠ {0},
𝑐2 = 0, para 𝜖 ̸= 𝜎,

𝑐3 = 0, para {𝜖, 𝜅, 𝜆} ≠ {0}.

ii) Se 𝑎 = 𝑏, temos
𝜙 = (𝑎𝑢+ 𝑐)[𝑐1 ln(𝑎𝑢+ 𝑐) + 𝑐2],

𝜓 = 𝑐1𝑎𝑣 + 𝑐3,



36

onde {︃
𝑐1 = 0, para {𝜖, 𝜅, 𝜆} ≠ {0},
𝑐2 = 0, para 𝜅 ̸= 0.

iii) Seja 𝑏(𝑎− 𝑏) ̸= 0.

iii.a) Se 𝑎 = 0, temos
𝜙 = 𝑐1𝑒

𝑏𝑢/𝑐 − 𝑐2(𝑏𝑢+ 2𝑐),
𝜓 = 𝑐2𝑏𝑣 + 𝑐3,

onde {︃
𝑐1 = 0, para {𝜖, 𝜅} ≠ {0},
𝑐2 = 0, para 𝜅 ̸= −𝜆.

iii.b) Caso contrário, se 𝑎 ̸= 0,

𝜙 = 𝑐1(𝑎𝑢+ 𝑐)𝑏/𝑎 + 𝑐2[𝑏2𝑢+ (2𝑏− 𝑎)𝑐],
𝜓 = 𝑐2(𝑎− 𝑏)𝑏𝑣 + 𝑐3,

onde {︃
𝑐1 = 0, para {𝜖, 𝜅} ≠ {0},
𝑐2 = 0, para 𝜆𝑎 ̸= (𝜅+ 𝜆)𝑏.

Note que, na verdade, o sistema (4.1) é quase auto-adjunto. Em particular, ele é estritamente
auto-adjunto em somente duas circunstâncias: 𝑎 = 2𝑏 e 𝜅 = 𝜆; ou 𝑏 = 0 e 𝜖 = 𝜎.

4.3 Leis de Conservação
Tendo em vista a Proposição 4.2, as componentes do vetor conservado 𝐶 = (𝐶𝑡, 𝐶𝑥) associ-

ado a 𝑋, uma simetria de Lie do sistema (4.1), são, de acordo com o NTC de Ibragimov, dadas
por

𝐶𝑡 = (𝜙− 𝜖𝐷𝑥𝜙𝐷𝑥)𝑊 𝑢 + (𝜓 − 𝜎𝐷𝑥𝜓𝐷𝑥)𝑊 𝑣

e

𝐶𝑥 = [(𝑎+ 𝑏)𝑣𝜙+ (𝑏𝑢+ 𝑐)𝜓 + 𝜖(𝜙𝐷𝑡𝐷𝑥 +𝐷𝑡𝐷𝑥𝜙) + 𝜆(𝜓𝐷2
𝑥 −𝐷𝑥𝜓𝐷𝑥 +𝐷2

𝑥𝜓)]𝑊 𝑢+
+ [(𝑎𝑢+ 𝑐)𝜙+ (𝑎+ 𝑏)𝑣𝜓 + 𝜎(𝜓𝐷𝑡𝐷𝑥 +𝐷𝑡𝐷𝑥𝜓) + 𝜅(𝜙𝐷2

𝑥 −𝐷𝑥𝜙𝐷𝑥 +𝐷2
𝑥𝜙)]𝑊 𝑣.

Encontramos as leis de conservação correspondentes a cada gerador da Tabela 4.1. Na
maioria dos casos, entretanto, somos levados a vetores triviais (𝐶𝑡 = 𝐶𝑥 = 0) ou aos vetores

𝐶𝑡 = 𝑢+ 𝜖𝑢𝑥𝑥, 𝐶𝑥 = (𝑎𝑢+ 𝑐)𝑣 + 𝜅𝑣𝑥𝑥

e
𝐶𝑡 = 2(𝑣 + 𝜎𝑣𝑥𝑥), 𝐶𝑥 = (𝑎+ 𝑏)𝑣2 + (𝑏𝑢+ 2𝑐)𝑢+ 2𝜆𝑢𝑥𝑥,

que podem ser obtidos da primeira (quando 𝑏 = 0) e da segunda equação do sistema BBM-KdV
por simples integração (leis de conservação óbvias). Os casos realmente interessantes listamos
a seguir.
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Proposição 4.3. i) Seja 𝑏 = 0.

i.a) De 𝑋1, 2𝑋1 +𝑋3 e 𝑋2, obtemos

𝐶𝑡 = 2(𝑢𝑣 − 𝜖𝑢𝑥𝑣𝑥),
𝐶𝑥 = 𝑐𝑢2 + (2𝑎𝑢+ 𝑐)𝑣2 − (𝜆𝑢2

𝑥 + 𝜅𝑣2
𝑥) + 2[𝑢(𝜆𝑢𝑥 + 𝜖𝑣𝑡)𝑥 + 𝑣(𝜖𝑢𝑡 + 𝜅𝑣𝑥)𝑥]

quando 𝜖 = 𝜎.

i.b) Para 𝜖 = 𝜅 = 0, 𝑋1 também fornece

𝐶𝑡 = 1
𝑎

(𝑎𝑢+ 𝑐) ln(𝑎𝑢+ 𝑐) + 𝑎

2𝑐(𝑣2 − 𝜎𝑣2
𝑥),

𝐶𝑥 = (𝑎𝑢+ 𝑐)[ln(𝑎𝑢+ 𝑐) + 1]𝑣 + 𝑎𝑣

𝑐

(︃
𝑎𝑣2

3 + 𝜎𝑣𝑡𝑥

)︃

quando 𝜆 = 0 e

𝐶𝑡 = 2[𝑡(𝑎𝑢+ 𝑐)𝑣 − 𝑥𝑢],
𝐶𝑥 = 𝑡[𝑐(𝑎𝑢+ 2𝑐)𝑢− 𝑎𝜆𝑢2

𝑥] + 2(𝑎𝑢+ 𝑐)[(𝑎𝑡𝑣 − 𝑥)𝑣 + 𝜆𝑡𝑢𝑥𝑥]

quando 𝜎 = 0.

ii) Seja 𝑎 = 𝑏.

ii.a) De 𝑋1 e 3𝑋1 +𝑋3, obtemos

𝐶𝑡 = (𝑎𝑢+ 2𝑐)𝑢− 𝑎𝜖𝑢2
𝑥,

𝐶𝑥 = 2(𝑎𝑢+ 𝑐)[(𝑎𝑢+ 𝑐)𝑣 + 𝜖𝑢𝑡𝑥]

quando 𝜅 = 0.

ii.b) 𝑋1 também fornece

𝐶𝑡 = 1
𝑎

(𝑎𝑢+ 𝑐)2 ln(𝑎𝑢+ 𝑐) + 𝑎(𝑣2 − 𝜎𝑣2
𝑥),

𝐶𝑥 = (𝑎𝑢+ 𝑐)2[2 ln(𝑎𝑢+ 𝑐) + 1]𝑣 + 2𝑎𝑣
(︃

2𝑎𝑣2

3 + 𝜎𝑣𝑡𝑥

)︃

quando 𝜖 = 𝜅 = 𝜆 = 0.

O próximo capítulo é dedicado a um sistema tipo Gardner.
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Capítulo 5

Um Sistema tipo Gardner

As bem conhecidas equações KdV, mKdV e de Gardner [39–41], dadas respectivamente por

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑢𝑥 + 𝑐𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑢𝑡 + 𝑏𝑢2𝑢𝑥 + 𝑐𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

e
𝑢𝑡 + (𝑎𝑢+ 𝑏𝑢2)𝑢𝑥 + 𝑐𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

são casos especiais de

𝑢𝑡 + (𝑎𝑢𝑝 + 𝑏𝑢2𝑝)𝑢𝑥 + 𝑐𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R, 𝑝 ∈ Z, (5.1)

uma recorrente equação evolutiva não-linear que, na hidrodinâmica, modela ondas de origem
gravitacional no interior de oceanos de densidade estratificada [42]. De grande importância por
também descrever uma variedade de fenômenos ondulatórios em plasma, em física do estado
sólido e em mecânica quântica, sua integrabilidade tem sido investigada por vários autores sob
diferentes abordagens. Soluções explícitas (incluindo sólitons) e uma discussão detalhada de
suas propriedades (como estabilidade) podem ser encontradas em [43–45] e suas referências.

As situações cobertas pelas equações acima tendem a ser idealizadas. Isto ocorre, entre
outras razões, porque tais modelos são derivados sem considerar os eventuais efeitos que uma
onda exerce sobre outra. Entretanto, desde os trabalhos pioneiros de Hirota e Satsuma [46,
47], onde eles apresentam um sistema para estudar a interação de duas ondas longas com
relações de dispersão distintas, um número cada vez maior de equações KdV acopladas têm
sido introduzidas na literatura com um espectro substancialmente maior e mais realístico de
aplicações. Veja por exemplo [23,48,49]. Em particular, partindo dos mobelos [50,51]

𝑢𝑡 + 𝑎[(𝑢2 + 𝑣2)𝑢]𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,
𝑣𝑡 + 𝑎[(𝑢2 + 𝑣2)𝑣]𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0

e
𝑢𝑡 + (𝑢𝑝𝑣𝑝+1)𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,
𝑣𝑡 + (𝑢𝑝+1𝑣𝑝)𝑥 + 𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0,

propomos neste capítulo a nova classe de sistemas sem Lagrangiana (veja Apêndice A)

𝐹1 ≡ 𝑢𝑡 + 𝑎[(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝)𝑢]𝑥 + 𝑏[(𝑢𝑣)𝑝𝑣]𝑥 + 𝑐𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (5.2a)
𝐹2 ≡ 𝑣𝑡 + 𝑎[(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝)𝑣]𝑥 + 𝑏[(𝑢𝑣)𝑝𝑢]𝑥 + 𝑐𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0, (5.2b)
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uma generalização a duas componentes1 da equação (5.1), com o objetivo de determinar as
simetrias de Lie (Seção 5.1). Estabelecida sua auto-adjunticidade não-linear (Seção 5.2), cons-
truímos então leis de conservação via o NTC de Ibragimov (Seção 5.3). Naquilo que se segue,
admitimos que {𝑎𝑐, 𝑏𝑐} ̸= {0} e 𝑝 ≥ 1. Ademais, a menos de menção contrária, todas as
constantes 𝑐𝑖’s são arbitrárias e todas as funções suaves.

5.1 Simetrias de Lie
Para começar, denotamos

𝑓(𝑢, 𝑣) ≡ 𝑎(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝)𝑢+ 𝑏(𝑢𝑣)𝑝𝑣,
𝑔(𝑢, 𝑣) ≡ 𝑎(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝)𝑣 + 𝑏(𝑢𝑣)𝑝𝑢.

Pela Definição 2.2, um operador de Lie-Backlund

𝑋 = 𝒯 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝒳 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝒰(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑢

+ 𝒱(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) 𝜕
𝜕𝑣

gera as simetrias de Lie do sistema (5.2) se as condições de invariância

(𝐷𝑡𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑡 + 𝒳𝑢𝑡𝑥) + 𝑓𝑢(𝐷𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥) + 𝑓𝑣(𝐷𝑥𝑊
𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥) +

+ 𝑓𝑢𝑢𝒰𝑢𝑥 + 𝑓𝑢𝑣(𝒱𝑢𝑥 + 𝒰𝑣𝑥) + 𝑓𝑣𝑣𝒱𝑣𝑥 + 𝑐(𝐷3
𝑥𝑊

𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥𝑥𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑀𝐹1 +𝑁𝐹2
(5.3)

e
(𝐷𝑡𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑡 + 𝒳 𝑣𝑡𝑥) + 𝑔𝑢(𝐷𝑥𝑊
𝑢 + 𝒯 𝑢𝑡𝑥 + 𝒳𝑢𝑥𝑥) + 𝑔𝑣(𝐷𝑥𝑊

𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥) +
+ 𝑔𝑢𝑢𝒰𝑢𝑥 + 𝑔𝑢𝑣(𝒱𝑢𝑥 + 𝒰𝑣𝑥) + 𝑔𝑣𝑣𝒱𝑣𝑥 + 𝑐(𝐷3

𝑥𝑊
𝑣 + 𝒯 𝑣𝑡𝑥𝑥𝑥 + 𝒳 𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝐹1 +𝑄𝐹2,

(5.4)

onde
𝑊 𝑢 = 𝒰 − 𝒯 𝑢𝑡 − 𝒳𝑢𝑥, 𝑊 𝑣 = 𝒱 − 𝒯 𝑣𝑡 − 𝒳 𝑣𝑥,

forem satisfeitas (em todas as variáveis 𝑢𝑡, 𝑣𝑡, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, etc) para algum conjunto de coeficientes
𝑀 , 𝑁 , 𝑃 e 𝑄 a ser determinado. De (5.3) e (5.4), as equações determinantes podem ser escritas
como

𝒯𝑥 = 𝒯𝑢 = 𝒯𝑣 = 𝒯𝑡 − 3𝒳𝑥 = 0, (5.5a)
𝒳𝑡 = 𝒳𝑢 = 𝒳𝑣 = 0, (5.5b)

𝒰𝑡 = 𝒰𝑥 = 𝒰𝑢𝑣 = 𝒰 − (𝒰𝑢𝑢+ 𝒰𝑣𝑣) = 0, (5.5c)
𝒱𝑡 = 𝒱𝑥 = 𝒱𝑢𝑣 = 𝒱 − (𝒱𝑢𝑢+ 𝒱𝑣𝑣) = 0, (5.5d)

𝑎[2𝒳𝑥 + 𝑝𝒰𝑢 + (2 − 𝑝)𝒱𝑢] = 0, (5.5e)
𝑏(𝒳𝑥 + 𝑝𝒰𝑢) = 𝑏𝒰𝑣 = 𝑏𝒱𝑢 = 0, (5.5f)

(1 − 𝑝)(𝒰𝑣 + 𝒱𝑢) = (1 − 𝑝)(2 − 𝑝)𝒰𝑣 = 0, (5.5g)
𝒰𝑢 − 𝒱𝑣 = (2 − 𝑝)(𝒰𝑣 − 𝒱𝑢). (5.5h)

A solução de (5.5), um sistema de EDPs lineares, é facilmente obtida. De fato,

𝒯 = 3𝑐1𝑡+ 𝑐2, 𝒳 = 𝑐1𝑥+ 𝑐3, (5.6a)
𝒰 = 𝑐4𝑣 + [𝑐6 + (2 − 𝑝)𝑐4]𝑢, 𝒱 = [𝑐6 + (2 − 𝑝)𝑐5]𝑣 + 𝑐5𝑢 (5.6b)

1Se 𝑢 = 𝑣, o sistema (5.2) é reduzido à equação (5.1).



40

com

𝑎(2𝑐1 + 𝑐4 + 𝑐5 + 𝑝𝑐6) = 0, (5.7a)
𝑏𝑐4 = 𝑏𝑐5 = 𝑏(𝑐1 + 𝑝𝑐6) = 0, (5.7b)

(1 − 𝑝)(2 − 𝑝)𝑐4 = (1 − 𝑝)(𝑐4 + 𝑐5) = 0. (5.7c)

O resultado a seguir decorre imediatamente de (5.6) e (5.7).

Proposição 5.1. As simetrias de Lie do sistema (5.2) estão organizadas na Tabela 5.1, onde

𝑋1 = 3𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
− 1
𝑝

(︃
𝑢
𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑣

)︃
,

𝑌1 = 3𝑡 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
− 2
𝑝

(︃
𝑢
𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑣

)︃
, 𝑋2 = 𝜕

𝜕𝑡
, 𝑋3 = 𝜕

𝜕𝑥
,

𝑋4 = 𝑣

(︃
𝜕

𝜕𝑢
− 𝜕

𝜕𝑣

)︃
, 𝑌4 = 𝑣

𝜕

𝜕𝑢
− 𝑢

𝜕

𝜕𝑣
, 𝑋5 = 𝑢

(︃
𝜕

𝜕𝑢
− 𝜕

𝜕𝑣

)︃
.

𝑎 = 0 𝑏 = 0 𝑎𝑏 ̸= 0
𝑋1, 𝑋2
𝑋3

𝑌1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4 (𝑝 = 1)
𝑌4 (𝑝 = 2), 𝑋5 (𝑝 = 1) 𝑋2, 𝑋3

Tabela 5.1: Geradores infinitesimais admitidos pelo sistema (5.2).

5.2 Auto-adjunticidade Não-linear
Para o sistema (5.2), a Lagrangiana formal é

ℒ = 𝑢̄𝐹1 + 𝑣𝐹2

⇒ ℒ = 𝑢̄(𝑢𝑡 + 𝑓𝑢𝑢𝑥 + 𝑓𝑣𝑣𝑥 + 𝑐𝑢𝑥𝑥𝑥) + 𝑣(𝑣𝑡 + 𝑔𝑢𝑢𝑥 + 𝑔𝑣𝑣𝑥 + 𝑐𝑣𝑥𝑥𝑥).

Aqui 𝑢̄ e 𝑣 são as novas variáveis dependentes. Obtidas as equações adjuntas

𝛿ℒ
𝛿𝑢

=
(︃
𝜕

𝜕𝑢
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑥
+𝐷2

𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
− · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑢

−𝐷𝑡
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥

−𝐷3
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑥𝑥𝑥

= (𝑓𝑢𝑢𝑢𝑥 + 𝑓𝑢𝑣𝑣𝑥)𝑢̄+ (𝑔𝑢𝑢𝑢𝑥 + 𝑔𝑢𝑣𝑣𝑥)𝑣 −𝐷𝑡𝑢̄−𝐷𝑥(𝑓𝑢𝑢̄+ 𝑔𝑢𝑣) − 𝑐𝐷3
𝑥𝑢̄

⇒ 𝐹 *
1 ≡ 𝑢̄𝑡 + 𝑓𝑢𝑢̄𝑥 + 𝑔𝑢𝑣𝑥 + 𝑐𝑢̄𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝛿ℒ
𝛿𝑣

=
(︃
𝜕

𝜕𝑣
−𝐷𝑡

𝜕

𝜕𝑣𝑡
−𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑥
+𝐷2

𝑡

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑡
+𝐷𝑡𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑡𝑥
+𝐷2

𝑥

𝜕

𝜕𝑣𝑥𝑥
− · · ·

)︃
ℒ

= 𝜕ℒ
𝜕𝑣

−𝐷𝑡
𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑡

−𝐷𝑥
𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑥

−𝐷3
𝑥

𝜕ℒ
𝜕𝑣𝑥𝑥𝑥

= (𝑓𝑢𝑣𝑢𝑥 + 𝑓𝑣𝑣𝑣𝑥)𝑢̄+ (𝑔𝑢𝑣𝑢𝑥 + 𝑔𝑣𝑣𝑣𝑥)𝑣 −𝐷𝑡𝑣 −𝐷𝑥(𝑓𝑣𝑢̄+ 𝑔𝑣𝑣) − 𝑐𝐷3
𝑥𝑣
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⇒ 𝐹 *
2 ≡ 𝑣𝑡 + 𝑓𝑣𝑢̄𝑥 + 𝑔𝑣𝑣𝑥 + 𝑐𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0,

onde 𝛿/𝛿𝑢 e 𝛿/𝛿𝑣 são operadores de Euler-Lagrange, impomos que

𝐹 *
1 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝑀𝐹1 +𝑁𝐹2, 𝐹 *

2 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝑃𝐹1 +𝑄𝐹2. (5.8)

Novamente 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 e 𝑄 é um conjunto de coeficientes a ser determinado e

𝜙 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣), 𝜓 = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) (5.9)

duas funções tais que pelo menos uma não é identicamente nula.
Como

𝐹 *
1 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝐷𝑡𝜙+ 𝑓𝑢𝐷𝑥𝜙+ 𝑔𝑢𝐷𝑥𝜓 + 𝑐𝐷3

𝑥𝜙

e
𝐹 *

2 |(𝑢̄,𝑣)=(𝜙,𝜓)= 𝐷𝑡𝜓 + 𝑓𝑣𝐷𝑥𝜙+ 𝑔𝑣𝐷𝑥𝜓 + 𝑐𝐷3
𝑥𝜓,

de (5.8) é possível obter 𝑀 = 𝜙𝑢, 𝑁 = 𝜙𝑣, 𝑃 = 𝜓𝑢, 𝑄 = 𝜓𝑣 e

𝜙𝑡 − 𝜓𝑡 = 𝜙𝑥 − 𝜓𝑥 = 𝜙𝑢 − 𝜓𝑣 = 𝜙𝑣 − 𝜓𝑢 = 0, (5.10a)
𝜙𝑡 + 2𝑎(𝑢+ 𝑣)𝜙𝑥 = 𝑏𝜙𝑥 = (𝑝− 1)𝜙𝑥 = 0, (5.10b)
𝑎(𝑝− 2)(𝜙𝑢 − 𝜙𝑣) = 𝑏𝜙𝑣 = (𝑝− 1)𝜙𝑣 = 0, (5.10c)
𝜙𝑥𝑥 = 𝜙𝑥𝑢 = 𝜙𝑥𝑣 = 𝜙𝑢𝑢 = 𝜙𝑢𝑣 = 𝜙𝑣𝑣 = 0. (5.10d)

O sistema (5.10) pode ser prontamente resolvido. Logo

𝜙 = (2𝑎𝑐1𝑡+ 𝑐2)𝑣 + (2𝑎𝑐1𝑡+ 𝑐3)𝑢− 𝑐1𝑥+ 𝑐4,

𝜓 = (2𝑎𝑐1𝑡+ 𝑐3)𝑣 + (2𝑎𝑐1𝑡+ 𝑐2)𝑢− 𝑐1𝑥+ 𝑐5

com
(𝑝− 1)𝑐1 = 𝑏𝑐1 = (𝑝− 1)𝑐2 = 𝑏𝑐2 = 0,

𝑎(𝑝− 2)(𝑐2 − 𝑐3) = 0.
Combinando os valores que as constantes em (5.2) admitem, chegamos à conclusão:

Proposição 5.2. O sistema (5.2) é não-linearmente auto-adjunto. As substituições (5.9) são
como seguem.

i) Se 𝑎 = 0 ou 𝑝 = 2, temos

𝜙 = 𝑐3𝑢+ 𝑐4, 𝜓 = 𝑐3𝑣 + 𝑐5;

ii) se 𝑏 = 0 e 𝑝 = 1, temos

𝜙 = (2𝑎𝑐1𝑡+ 𝑐2)(𝑣 + 𝑢) − 𝑐1𝑥+ 𝑐4, 𝜓 = (2𝑎𝑐1𝑡+ 𝑐2)(𝑣 + 𝑢) − 𝑐1𝑥+ 𝑐5;

iii) nos demais casos,
𝜙 = 𝑐4, 𝜓 = 𝑐5.
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Note que, na verdade, o sistema (5.2) é quase auto-adjunto. Em particular, ele é estritamente
auto-adjunto se, e somente se, 𝑎 = 0 ou 𝑝 = 2. Ainda mais, qualquer sistema da forma

𝑢𝑡 + 𝑟𝑥(𝑢, 𝑣) + 𝑐𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,
𝑣𝑡 + 𝑠𝑥(𝑢, 𝑣) + 𝑐𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0

é estritamente auto-adjunto sempre que 𝑟𝑣 = 𝑠𝑢.

5.3 Leis de Conservação
De acordo com o NTC de Ibragimov [13], as componentes do vetor conservado 𝐶 = (𝐶𝑡, 𝐶𝑥)

associado a 𝑋, uma simetria de Lie do sistema (5.2), são dadas por

𝐶𝑡 = 𝜙𝑊 𝑢 + 𝜓𝑊 𝑣 (5.11)

e
𝐶𝑥 = 𝜙(𝑓𝑢𝑊 𝑢 + 𝑓𝑣𝑊

𝑣) + 𝑐(𝜙𝐷2
𝑥 −𝐷𝑥𝜙𝐷𝑥 +𝐷2

𝑥𝜙)𝑊 𝑢+
+ 𝜓(𝑔𝑢𝑊 𝑢 + 𝑔𝑣𝑊

𝑣) + 𝑐(𝜓𝐷2
𝑥 −𝐷𝑥𝜓𝐷𝑥 +𝐷2

𝑥𝜓)𝑊 𝑣.
(5.12)

Tendo em vista a Proposição 5.2, o próximo resultado leva em conta todos os geradores da
Tabela 5.1. Na maioria dos casos, entretanto, as expressões (5.11) e (5.12) nos conduzem a leis
de conservação triviais ou aos vetores

𝐶𝑡 = 𝑢, 𝐶𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑣) + 𝑐𝑢𝑥𝑥

e
𝐶𝑡 = 𝑣, 𝐶𝑥 = 𝑔(𝑢, 𝑣) + 𝑐𝑣𝑥𝑥

que podem ser prontamente obtidos do sistema (5.2) por integração direta. A seguir, apresen-
tamos apenas os casos não-óbvios.

Proposição 5.3. i) Seja 𝑎 = 0. Para

𝜙 = 𝑢, 𝜓 = 𝑣,

𝑋1 fornece
𝐶𝑡 = (𝑝+ 1)(𝑢2 + 𝑣2),

𝐶𝑥 = 2𝑏(2𝑝+ 1)(𝑢𝑣)𝑝+1 + 𝑐(𝑝+ 1)[(𝑢2 + 𝑣2)𝑥𝑥 − 3(𝑢2
𝑥 + 𝑣2

𝑥)].

ii) Seja 𝑏 = 0.

ii.a) Tomando
𝜙 = 𝜓 = 𝑢+ 𝑣

para 𝑌1 e
𝜙 = 𝜓 = 2𝑎𝑡(𝑢+ 𝑣) − 𝑥

para 𝑋2, obtemos

𝐶𝑡 = 3(𝑢+ 𝑣)2,

𝐶𝑥 = 4𝑎(𝑢+ 𝑣)3 + 3𝑐{[(𝑢+ 𝑣)2]𝑥𝑥 − 3(𝑢𝑥 + 𝑣𝑥)2}
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quando 𝑝 = 1.

ii.b) Além do mais, para
𝜙 = 𝑢, 𝜓 = 𝑣,

𝑌1 também fornece

𝐶𝑡 = 2(𝑢2 + 𝑣2),
𝐶𝑥 = 3𝑎(𝑢2 + 𝑣2)2 + 2𝑐[(𝑢2 + 𝑣2)𝑥𝑥 − 3(𝑢2

𝑥 + 𝑣2
𝑥)]

quando 𝑝 = 2.
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Capítulo 6

Considerações Finais

Nesta tese, determinamos com sucesso as simetrias de Lie de alguns sistemas de EDPs pro-
venientes da hidrodinâmica. Em comum entre eles, o fato de não possuírem Lagrangiana. Sem
estrutura variacional (condição sem a qual o teorema de Noether se torna inviável), estabele-
cemos, para cada sistema, sua auto-adjunticidade não-linear, para então construirmos leis de
conservação (não-triviais) via o NTC de Ibragimov. Nossos resultados contidos no trabalho [15]
foram expostos ao longo do Capítulo 2, onde procuramos ilustrar com exemplos próprios cada
conceito apresentado. Os trabalhos [14, 16, 17], também de nossa autoria, foram reproduzidos,
em ordem de submissão e com pequemas adaptações, nos Capítulos 3, 4 e 5.

Originalmente, Ibragimov introduziu o conceito de auto-adjunticidade estrita. Em trabalhos
posteriores, essa noção foi sendo gradativamente generalizada para ampliar as possibilidades
de cálculo do NTC. Passando pela quase auto-adjunticidade, a auto-adjunticidade não-linear
engloba as definições anteriores e permite a aplicação do método de Ibragimov a um número
maior de sistemas de EDPs. Obviamente, o conceito de auto-adjunticidade não-linear pode
ser ele próprio generalizado. De fato, podemos considerar substituições 𝜙 que dependam não
apenas das variáveis 𝑥 e 𝑢, como ainda das derivadas de 𝑢 até uma certa ordem finita 𝑟. Ou
seja,

𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑢, 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑟)).

Em trabalhos futuros, pretendemos explorar tal possibilidade.
Como continuidade natural desta tese, pretendemos explorar também o uso de leis de con-

servação para a obtenção de soluções exatas. Umas dessas técnicas está descrita em [5].
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Apêndice A

Derivadas de Fréchet

Seja
𝐹 = (𝐹1, . . . , 𝐹𝑚), 𝐹𝛼 ∈ 𝒜, (A.1)

um m-upla de funções diferenciais. A derivada de Fréchet de 𝐹 , e sua derivada adjunta, são
dadas pelos operadores 𝐷𝐹 e 𝐷*

𝐹 definidos por

(𝐷𝐹 )𝛼𝛽 = 𝜕𝐹𝛼
𝜕𝑢𝛽

+ 𝜕𝐹𝛼

𝜕𝑢𝛽𝑖
𝐷𝑖 + 𝜕𝐹𝛼

𝜕𝑢𝛽𝑖𝑗
𝐷𝑖𝐷𝑗 + · · ·

e

(𝐷*
𝐹 )𝛽𝛼 = 𝜕𝐹𝛼

𝜕𝑢𝛽
−
[︃
𝐷𝑖

(︃
𝜕𝐹𝛼

𝜕𝑢𝛽𝑖

)︃
+ 𝜕𝐹𝛼

𝜕𝑢𝛽𝑖
𝐷𝑖

]︃
+
⎡⎣𝐷𝑖𝐷𝑗

⎛⎝𝜕𝐹𝛼
𝜕𝑢𝛽𝑖𝑗

⎞⎠+ 2𝐷𝑖

⎛⎝𝜕𝐹𝛼
𝜕𝑢𝛽𝑖𝑗

⎞⎠𝐷𝑗 + 𝜕𝐹𝛼

𝜕𝑢𝛽𝑖𝑗
𝐷𝑖𝐷𝑗

⎤⎦− · · · ,

onde 𝛼, 𝛽 = 1, . . . ,𝑚. Conforme critério fornecido em [12, Theorem 5.68], um sistema de
equações diferenciais

𝐹𝛼(𝑥, 𝑢, 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑟)) = 0, 𝐹𝛼 ∈ 𝒜, 𝛼 = 1, . . . ,𝑚

possui Lagrangiana se, e somente se, sua derivada de Fréchet 𝐷𝐹 for auto-adjunta: 𝐷𝐹 = 𝐷*
𝐹 .

A.1 O Sistema do Capítulo 3
No Capítulo 3, trabalhamos com o sistema

𝐹1 ≡ 𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝜎𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜅𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑥 + 𝜖𝑢𝑥 = 0, (A.2a)
𝐹2 ≡ 𝑣𝑡 + (𝑢𝑣)𝑥 = 0, (A.2b)

onde 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) e 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥). Tomando (𝑢, 𝑣) = (𝑢1, 𝑣1), como

(𝐷𝐹 )11 = 𝐷𝑡𝐷
2
𝑥 + 𝜎(𝑢𝐷3

𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥) + 𝜅(𝑢𝑥𝐷𝑥 + 𝑢𝑥𝑥)𝐷𝑥 + 𝜖𝐷𝑥, (A.3a)
(𝐷𝐹 )12 = −(𝑣𝐷𝑥 + 𝑣𝑥), (A.3b)

(𝐷𝐹 )21 = 𝑣𝐷𝑥 + 𝑣𝑥, (A.3c)
(𝐷𝐹 )22 = 𝐷𝑡 + 𝑢𝐷𝑥 + 𝑢𝑥 (A.3d)
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e

(𝐷*
𝐹 )11 = −𝐷𝑡𝐷

2
𝑥 − 𝜎[𝑢𝐷2

𝑥 + 3(𝑢𝑥𝐷𝑥 + 𝑢𝑥𝑥)]𝐷𝑥 + 𝜅(𝑢𝑥𝐷𝑥 + 𝑢𝑥𝑥)𝐷𝑥 − 𝜖𝐷𝑥, (A.4a)
(𝐷*

𝐹 )12 = −𝑣𝐷𝑥, (A.4b)
(𝐷*

𝐹 )21 = 𝑣𝐷𝑥, (A.4c)
(𝐷*

𝐹 )22 = −(𝐷𝑡 + 𝑢𝐷𝑥), (A.4d)

de (A.3) e (A.4), segue que 𝐷𝐹 ̸= 𝐷*
𝐹 . Portanto, o sistema (A.2) não possui Lagrangiana.

A.2 O Sistema do Capítulo 4
No Capítulo 4, trabalhamos com o sistema

𝐹1 ≡ 𝑢𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑢𝑥 + (𝑎𝑢+ 𝑐)𝑣𝑥 + 𝜖𝑢𝑡𝑥𝑥 + 𝜅𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0, (A.5a)
𝐹2 ≡ 𝑣𝑡 + (𝑏𝑢+ 𝑐)𝑢𝑥 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑣𝑥 + 𝜆𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝑣𝑡𝑥𝑥 = 0, (A.5b)

onde 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) e 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥). Tomando (𝑢, 𝑣) = (𝑢1, 𝑣1), como

(𝐷𝐹 )11 = (1 + 𝜖𝐷2
𝑥)𝐷𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝐷𝑥 + 𝑎𝑣𝑥, (A.6a)

(𝐷𝐹 )12 = [(𝑎𝑢+ 𝑐) + 𝜅𝐷2
𝑥]𝐷𝑥 + (𝑎+ 𝑏)𝑢𝑥, (A.6b)

(𝐷𝐹 )21 = [(𝑏𝑢+ 𝑐) + 𝜆𝐷2
𝑥]𝐷𝑥 + 𝑏𝑢𝑥, (A.6c)

(𝐷𝐹 )22 = (1 + 𝜎𝐷2
𝑥)𝐷𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝐷𝑥 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝑥 (A.6d)

e

(𝐷*
𝐹 )11 = −[(1 + 𝜖𝐷2

𝑥)𝐷𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝐷𝑥 + 𝑏𝑣𝑥], (A.7a)
(𝐷*

𝐹 )12 = −[(𝑏𝑢+ 𝑐) + 𝜆𝐷2
𝑥]𝐷𝑥, (A.7b)

(𝐷*
𝐹 )21 = −[(𝑎𝑢+ 𝑐) + 𝜅𝐷2

𝑥]𝐷𝑥 + 𝑏𝑢𝑥, (A.7c)
(𝐷*

𝐹 )22 = −[(1 + 𝜎𝐷2
𝑥)𝐷𝑡 + (𝑎+ 𝑏)𝑣𝐷𝑥], (A.7d)

de (A.6) e (A.7), segue que 𝐷𝐹 ̸= 𝐷*
𝐹 . Portanto, o sistema (A.5) não possui Lagrangiana.

A.3 O Sistema do Capítulo 5
No Capítulo 5, trabalhamos com o sistema

𝐹1 ≡ 𝑢𝑡 + 𝑎[(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝)𝑢]𝑥 + 𝑏[(𝑢𝑣)𝑝𝑣]𝑥 + 𝑐𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (A.8a)
𝐹2 ≡ 𝑣𝑡 + 𝑎[(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝)𝑣]𝑥 + 𝑏[(𝑢𝑣)𝑝𝑢]𝑥 + 𝑐𝑣𝑥𝑥𝑥 = 0, (A.8b)

onde 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) e 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥). Tomando (𝑢, 𝑣) = (𝑢1, 𝑣1) e

𝑓(𝑢, 𝑣) ≡ 𝑎(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝)𝑢+ 𝑏(𝑢𝑣)𝑝𝑣,
𝑔(𝑢, 𝑣) ≡ 𝑎(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝)𝑣 + 𝑏(𝑢𝑣)𝑝𝑢,
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como

(𝐷𝐹 )11 = 𝐷𝑡 + (𝑓𝑢 + 𝑐𝐷2
𝑥)𝐷𝑥 + 𝑓𝑢𝑢𝑢𝑥 + 𝑓𝑢𝑣𝑣𝑥, (A.9a)

(𝐷𝐹 )12 = 𝑓𝑣𝐷𝑥 + 𝑓𝑢𝑣𝑢𝑥 + 𝑓𝑣𝑣𝑣𝑥, (A.9b)
(𝐷𝐹 )21 = 𝑔𝑢𝐷𝑥 + 𝑔𝑢𝑢𝑢𝑥 + 𝑔𝑢𝑣𝑣𝑥, (A.9c)

(𝐷𝐹 )22 = 𝐷𝑡 + (𝑔𝑣 + 𝑐𝐷2
𝑥)𝐷𝑥 + 𝑔𝑢𝑣𝑢𝑥 + 𝑔𝑣𝑣𝑣𝑥 (A.9d)

e

(𝐷*
𝐹 )11 = −[𝐷𝑡 + (𝑓𝑢 + 𝑐𝐷2

𝑥)𝐷𝑥], (A.10a)
(𝐷*

𝐹 )12 = −𝑔𝑢𝐷𝑥, (A.10b)
(𝐷*

𝐹 )21 = −𝑓𝑣𝐷𝑥, (A.10c)
(𝐷*

𝐹 )22 = −[𝐷𝑡 + (𝑔𝑣 + 𝑐𝐷2
𝑥)𝐷𝑥], (A.10d)

de (A.9) e (A.10), segue que 𝐷𝐹 ̸= 𝐷*
𝐹 . Portanto, o sistema (A.8) não possui Lagrangiana.




