PIYSIQUE MATHEMATIQUE,

Axiome des conditions initiales et légalité en mécanique
quantigue,
par M. RENE DUGAS, Ingénicur au Corps des Mines (7).

Enoncer des prévisions & partir d’une observation ini-
tiale est objet de toute mécanique. La nature méme de
ces prévisions — certitude ou probabilite ~— ¢t celle des
conditions initiales caractérisent unc mécanique donnée.

Nous nous efforcerons de préciser & ce point de vue les
caracleéres de la mécanique quantique, en situant celle-ci
dans lc¢ cadre de la mécanique générale construile par
M. J.-L. Destouches. Ceci nous conduira a 'étude des
divers aspects de la 1égalité particlle gqui subsiste en méca-
nique quanligque et nous permettra d’apercevoir la nature
des novations que cette doctrine nouvelle impose aux idées
classiques,

1. Observation maximum,

Nous appellerons observation maximum celle qu'il est
nécessaire et suffisant d’effectuer pour spéeifier I'état d'un
svsttme mécanique a un instant donné, état qui servira de
base aux prévisions effectucées. Cesl cetfe observation qui
intervient dans I'énoncé de l'axiome des conditions ini-
tiales.

En mécanique classique, la mesure simultanée des diffé-
rentes grandeurs (ou observables) atlachées & un sysi¢me
ne se heurte a aucune limitation. C’est en vertn d’un choix
dicté par 1'expérience macroscopique que 'on considére
I'état d’un systéme comme précisé par la détermination
des positions el des vitesses & nn instant donné (axiome
copernicien des conditions initiales).

(") Présenté par M. Th. De Donder.
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R. Dugas. — Axziome des conditions initiales, elc.

En mécanique quantique, 'observation maximum est
la mesure simultanée du plus grand nombre possible d'ob-
servables attachées au systéme. Or, deux observables ne
sont simultanément mesurables que si elles commutent;
cette condition ne peut étre remplie, en particulier, par
une coordonnée x et par le moment conjugué p qui lui
correspond. L'obscrvation maximum quantique est donc
incompléte au sens copernicien.

Pour une particule & un degré de liberté ('), I'observa-
tion maximum quantique sera la mesure, soit de x (axiome
scolastique des conditions initiales), soit de p, soit d'une
seule grandeur F (z, p), la fonction F étant d'ailleurs arbi-
traire. Dans ces trois cas les incerlitudes sur @ et p sont
liées par la relation d’'Heisenberg : Ap Az > h, la détermi-
nation exacle de x {ou de p) entrainant ainsi la tlotale indé-
termination de p (ou de ).

2. Postulat de prévisibitité,

A parlir de I'observation maximum spécifiant 1'état X,
du systeme & l'instant {,, il doit étre possible — et ceci en
toute mécanique — d’effectuer, a I'égard de ce systéme,
a I'instant ¢, des prévisions que I'on notera X (1).

M. J.-L. Destouches éerit cetle condition (*)

(1) X(t)-=%u() X,
(e désignant un opdraleur appliqué a X).

I1 fait, en outre, les hypothéses suivantes :

a) Homogénéité du temps, en 'absence d’actions exté-
ricures dépendant du temps;

b) Propriété pour les @ de former un groupe.

(1) Duns toute cette étnie, nous bornerons nos exemples 4 des syste-
mes n'ayant quun degré de liberté. La simpliflcation formelle qui en
résulte n'entache pas la généralité des résaltats, car la détermination
simultanée de plusieurs grandeurs indépendantes et cominutables peut
étre traitée comme une seule et méme observation.

(2) Bulletin de Udcad. roy. de Belgique, t. 22, 1936, p. 525.
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La condition (1) a pour nous le caractére d'un postulat.
Remarquons qu’elle traduit la science d'un observateur
unique. Si des observateurs différents peuvent vérifier la
méme loi, il y aura un principe de relativité traduisant
I'invariance des opérateurs @f pour l'ensemble des repé-
rages correspondants, :

3. Postulat de stabilité.

Dans toute mécanique douée de sens physique, de faibles
erreurs de mesure traduites par une incertitude banale sur
X, ne doivent entrainer que de faibles oscillations de X (1).

La nécessité de cette condition a été formulée par Duhem
de la maniére suivante :

« Une déduction mathématique est inutile au physicien,
tant qu'elle se borne a affirmer que telle proposition,
rigoureusement vraie, a pour conséquence l'exactilude
rigoureuse de telle autre proposition. Pour étre utile au
physicien, il lui faut encore prouver que la seconde pro-
position est & peu prés exacte lorsque la premiére est @ peu
prés vraie, Et cela ne suffit pas encore : il lui faut déli-
miter 'amplitude de ces deux a peu prés; il lui faut fixer
les bornes de I'erreur qui peut étre commise sur le résultat,
lorsqu’on connait le degré de précision des méthodes qui
ont servi a mesurer les données; il lui faut définir le degré
’incertitude que 'on pourra accorder aux données lors-
qu’on voudra connaitre le résultat avec unc approximation
déterminée » ().

M. Bouligand a défini (*) et M. J.-L. Destouches a géné-
ralisé (") les conditions qui permettent de juger de la sta-
bilité -— ou de l'instabilité — des propositions mathéma-
tiques. -

(Y La Théorie physique, Paris, 1506, p. 231.

(2} Bulletin de U'Acad. roy. de Belgique, 1935, pp. 277 et Compies ren-
dus de 'Acad. des Sciences, t. 200, 1935, p. 1509,

{3) Bulletin de VAcad. roy. de Belgique, 1935, p. 780.
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et légalité en mécanique guantique.

‘L’existence de voisinages dans l'ensemble des X, — ou
des X en vertu de I'équation (1) — fait de cet ensemble un
espace abstrait(9€). X doit étre stable dans cet espace par
rapport & X,. En outre, le parameire ¢ étant I'un des élé-
ments de toule observation, 2 (f) doit étre une fonction
continue de f.

M. J.-L. Destouches parvient ainsi, en supposant, en
outre, que® () est différentiable par rapport a ¢, au type
suivant d’équations : '

) — —aX {l%z —naL,

olt It est un nouvel opérateur dont le domaine opérable
comprend 'ensemble des X.

- En n’invoquant que les deux postulats ci-dessus (prévi-
sibilité et stabilité) on retrouve ainsi, condensées en (2),
Péquation de Jacobi de la mécanique classique, I'équation
de Schriodinger de la mécanique ondulatoire et celle qui
leur correspond dans la mécanique ponctuelle absiraite
plus générale de l'espace (£X)

4. Semi-légalité des observables en mécanigue quantique (1).

Dans les mécaniques anciennes, la possibilité de prévoir
avec certitude, a partir de X,, la valeur a tout instant des
différentes observables aitachées au systéme correspond #
ce que j'appellerai légalité.

En mécanique gquantique, 'observateur a le libre choix
de mesurer a I'instant initial, soit #, soit p, soit une gran-
deur arbitraire F (z, p). L'une de ces déterminations suffit
a définir un mouvement du systéme; les différents mou-
vemends ainsi construits ne peuvent avoir simultanément
de sens expérimental. Cette circonstance esl lide au carac-
tére incomplet (au sens copernicien) de 'observation maxi-
mum quantique.

(1) RENE Ducas, Comples rendus de 'Ae. des Scietices, t. 203, 1936, p. 41
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En outre, hormis le cas des intégrales premieres, X (f)
ne sera presque jamais une fonction propre de l'obser-
vable «, objel de la mesure initiale, dont X, est fonction
propre, Le développement en série de X (1) suivant les
fonctions propres de a permettra seulement de prévoir
a tout instant les probabilités des différentes valeurs pos-
sibles de a. Nous dirons que pour 'observable «, & partir
d’une mesure initiale de celle-ci, il y a sculement semi-
Iégalité, ceci par opposition & la légalité qui régle, en
vertu de 'équation (2), I'évolution de U'état du systéeme.

Remarque sur une analogie scolastique. — Nous avons
vu que l'axiome quantique des conditions initiales com-
prend comme cas particulier I'axiome scolastique corres-
pondant. Apres une mesure eracte de la coordonnée x
d’une particule, le point abstrait qui figure I'état de celle-ci
obé¢il bien i une loi de type scolastique, mais cette analo-
gic purement formelle ne s’étend pas aux observables lides
& la particule (*). )

Au surplus, on ne doit pas considérer que des mesures
exactes, ceci méme en raison des nécessités qui dictent le
postulat de stabilité; or, si 'on tient comple de l'incerti-
tude 7, qui affecte la mesure de & & Uinstant initial, il faut,
h
-
pres, ce qui dearte immédiatement du cas scolastique.
Bien plus, dans des exemples qui ont pu ére étudiés d'une
nrnicre coneréte, comme cclui de la parficule soumise a
un champ uniforme et constant, l'ineertitude ¢ sur z croit
trés rapidement au cours du lemps, & P'avantage de p, dont

pour achever de délerminer 1'état initial, mesurer p a

s . h
Iincertitude est =,
-3

5. Légalité des intégrales premiéres.

Reprenons le cas des intégrales premicres, écarté dans
ce qui précede. D'apres Dirac, la condition nécessaire et

{1} Toujours hormis le cas des intégrales premiéres.
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el légalité en mécanique quantique.

suffisanle pour qu'une grandeur A (z, p, {) soil intégrale
premicre du systéme — conservatil ou non — caractérisé
par 'hamiltonicn H s'écrit immédialement

2A 2w
5 pu— — — LA =0,
(3) — 4+ 5 [AE—1A]=0

cecl par analogic avec la condilion correspondante en
mécanique ordinaire, en subslituant le crochet quantique
au crochet de Poisson.
L. de Broglie () énonce une condition équivalente a (3)
sous la forme suivanic : soit
h oW
(1)

b 2 o Pl
2wi 9t
I'équation des ondes du systéme. Appelons W, (2, o) la
fonction propre normée de hamiltonien H a I'instant t=0
et considérons la solulion w, (z, ) de I'équation (4), qui se
réduit & ¥, (x, 0) a 'instant t=0. Les lonctions m, lorment
a Pinstant { un systeme complet, orthogonal ¢t normé
(différent en général de celui des fonclions propres de H).
La grandeur A (x, p, t) est intégrale premiére lorsque
les éléments de la matrice qui la reprisente dans le systéme
de base w, (x, t) sont indépendants du temnps.
A Taide de cette nouvelle définition, on démontre (si A
est un opdrateur complet) que

1 les valeurs propres de A sont indépendantes du
lemps;

2° les probabilités |¢|* des différenles valeurs propres
de A, fixées & Forigine par le développement V', =X ¢, o,
de I'état initial suivant les fonctions propres de A\, ne se
modifient pas lorsque I'dlat V=2V, du systeme évolue au
cours du temps suivant 'équation (4).

En particalicr :
Si P'état initial ¥, est un état propre de A correspondant
a la valeur propre a, 'état ' =2, du svstéme & I'instant ¢

(1) Théorie de la quantification dans la nouvelle mécanique, p. 227,
Hermann, éd., 1932,
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R. Dugas. — Axiome des conditions initiales

est encore un élat propre de A correspondant & la méme
valenr a (). Il v a légalité pour la grandeur A au cours du
mouvement, et cette légalilé s'explique par une inva-
riance.

6. Prévision d’une certitude isolée pour une ohservahle quelcongue :
théoréme de Fermi.

La semi-légalité des observables, gui constitue le cas
général, ct la Iégalité des intégrales premieres se conju-
guent en donnant un théoréme de Fermi, relatit & la pré-
vision, i parlir d’'une mesure convenable, d'une certitude
isolée pour une observable quelcongne,

Considérons, avee L. de Broglie (), 1'égquation
A Wi, 0)

5) AP =y,
exprimant que la matrice représentant lintégrale pre-
micre A i Uinstant £ dans le systéme de base p, (&, 8) défini
au § 5 a les mémes élémenls que 1 matrice représeniant A
A I'instant zéro dans le sysléme de base P, (¢, 0) des fone-
tions propres initiales de I'hamilionien. Comme ®, (x, 1)
st la solution de I'équation des ondes {4) qui se réduit &
Y, (x, 0) pour t=90, on a

(65) ®, (&, ) = AW, (., 0);

d’ou, par un changement de systéme de base,

© AT@ D) e g T 0) gy

d’on, en verln de (5),
®) A @0 _ ap g W@ 0) g

Cette dernicre équation permet de construire Uintéarale
premicre qui se réduit pour t=0 & une grandeur A,=
F (x, p), laquelle peut étre arbitrairement choisie,

(1} Cette dernitre proposition peut se vérifier immédiatement i l'aide
de (3) et des propriétés de l'opérateur &f. Mais il semble préférabla
de la situer comme un cas particulier de la permanence des probabi-
lités |c,|? énoncée sous 2e.

() Comples rendus de U'Académie des Sciences, t. 194, 1932, p. 693.
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et légalité en mécanique quantigue.

Plus généralement, F (z, p) étanl une lonction arbi-
{raire définie 4 Uinstant £, il existe une intégrale premicre
A[F (w, pi), 1, £, se réduisant & F (@, p) pour £ == ¢,

Supposons qu’l Pinstant ¢, antéricur & £ nous mesu-
rions cette intégrate premiére el que nous trouvions la
valeur a. En vertn de la légalit¢ de cette intégrale pre-
micre et de son invariance, nous pourrons annoncer avee
cerlitude que la grandeur F (z, p) aura la valeur ¢ & Uin-
stant t;. En d’autres termes

Etant donnée une grandeur physique quelconguce
F (x, p), il est toujours possible de connaitre la valeur
qu'elle aura & un moment quelconque £, >>4,, grdce a une
exrpérience convenable exécutée au temps {,.

Tel est le théoreme dont Fermi a donné une démonsira-
tion directe (7).

Je dois insister sur le fait que la cerlitude que 'on peul
annoncer ainsi a I'égard d'une grandeor queleconque est
une certitude isolée, faute de quoi, d'ailleurs, il v aurait
dérogation a la semi-légalité qui constitue la regle génd-
rale.

Montronz-le sur Pexemple méme étudié par Fermi.

Soit une particule libre assujettie & déerire 'axe des x.
La quanlité de mouvement p et 'hamiltonien

o B

2w 2m\2wi/ dut
sont ici des intégrales premiéres. En revanche, & ne peut
I'étre, puisqu’il ne commule pas avec H. Comme en méca-
nique ordinaire, I'opérateur
Wt —1,) 2
2mim dw

2
Mmp—L—t)y=a+
n

('} Le mémoire original de FERMI a paru au Nuove Cimento, 1930,
p. 36l. Ce mémoire a fait 'objet, sous le titre Mécanique gquantique et
causalité, d’'une analyse de M. ANDRE GEORGE, avec remarques de M. L. DE
BrocLIE (Hermann, é&d. 1932).
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est intégrale premicve et se réduit a x pour t=4¢,. Si donc
nous mesurons A, i Uinstant £=0 et que nous trouvions le
résultat a,, nous pouvons prédire avee certitude gue x anra
celle méme valeur pour {4,

De mémne

ry
A=u—={—1)
S ?H( 2

est intégrale premiére. Si nous mesurons A, & linstant
f=0 ¢l que nous trouvions le résullal ., nous pourrens
prédire avee cerlitude que > aura celte méme valenr pour
b=ty

Maig, circonslance cssenficlle, 1la mesure simullande de
A et A, est impossible. Tn effet, on vérific immdédiate-
ment que

h
Ad— AN = 2";"‘;;; (./e_ /1)7

¢ est-ii-dive que A, et A, ne sont commutables pour aucune
valeur de £, L'observateur anra le libre choix de mesurer,
soft Ay, soit A,, ete.; mais il ne saurait acquérir qu'une
coertitude isolée sur Pan de ces opérateurs et par suite sur
Ta valeur de @ & un instanl ultéricur choisi. Tl est bien évi-
dent que ceci sauvegarde la semi-l1égalité de'r.

7. Légalité et causalité.

Je dois m'expliguer ict sur une question qui n'est pas
de simple terminologie.

Pour beaucoup de physiciens, le mot causalité sentend
au sens restreint de détermination des événements futuars.
(est ainsi, par exemple, que pour M. André George, le
théoréme de Fermi, rencontréd au § 6 et exprimant gue
« I'indéterminalion n’angmente pas au cours du lemps »,
serait un des éléments essentiels du « bilan causal » de la
mécanique quanlique.

Painlevé insisle, au contfraire, sur la néeessité de ne pas
confondre causalilé et hypothése déterministe. Pour lui, le
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el légalité en mécanique quantique.

principe de causalité de la mécanique réside dans la pos-
sibilité¢ d’un certain transfert des mouvements dans 1'es-
pace ct le temps; ni 'espace ni le temps ne peuvent étre
des causcs efficientes.

Le terme « causalilé » a encore acquis droil de cilé en
mathématiques, grace & M. Bouligand (') : une démonstra-
tion sera dile causale si elle rénssit a saffranchir de toule
hypothése parasite, da genre de celles qu’entraine néces-
saircment le recours i certains algorithmes. De plus, a
chaque groupe correspond un domaine de causalité, les
hypothéses invariantes par les transformations du groupe
enlrainant des conclusions invarianles dans les mémes
conditions.

Revenant i mon sujet, je me bornerai a souligner que
la causalité au sens de M. Bouligand apparait une notion
forl ulile a considérer en dehors de la légalité propre &
chaque mécanique. En voieci un exemple : la dynamique
de la relativité vestreinte et la dynamique ordinaire —-
dans un systeme de référence donné — sont indiscerna-
bles au regard de l'analyse géndrale des 8§ 1 4 4 @ méme
observation maximum, méme caraclére de 1égalité des
observables, méme science de lobservateur unique.
Cependant, le domaine de causalité de Pune se tradunit par
le groupe de Lorentz, celni de Tanlre par le groupe de
Galilée, et ceci suffil i les différencier.

8. Novations quantiques aux idées classiques.

La mécanique quantique oblige tout d’abord a renoncer
a Vaxiome copernicien des eonditions initialex,

Rappelons & ce sujet que Painlevé (*) =onligne que rien,
au point de vue logique, n'impose le choix copernicien.
I’axiome scolastique, caraclérisant P'état inilial d'un sys-
téme par les seules positions de ses ¢léments, on I'axiome

(V) La causalité des théories muathématiques. Hermann, éd., 1934,
() Axiomes de la Mécanigue, p. 56. Gauthier-Villars, éd., 1922,
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qui consislerait & partir de la connaissance de Vétal du
systéme pendant un intervalle de temps di seraient a pre-
micre vue plus naturels que I'axiome copernicien. Celui-ci,
indépendant du « principe de causalité », n’est, dans le
domaine macroscopique, que « le fruit d’observations
innombrables ». Aucune objection théorique ne peut donc
étre dlevée a Fabandon de cet axiome dans le domaine
microscopique.

L'axiome scolastique réapparait en mécanique quan-
ligue comme cas particulier, mais sculement pour une
mesure exacte de r a l'instant initial.

L'axiome quantique des conditions initiales permet de
spéeilier d'une infinité de manicres 1état initial, par le
choix d'une fonction arbitraire F (x, p).

Les novations a la légalité classique des observables se
situent sur un autre plan. Certaines interprétations de la
niécanique quantigue y voient Ja « faillite du détermi-
nisme ». I1'y a Id une exagération certaine. Dans I'analyse
générale exposée plus haut, 'appel & un postulat de pré-
visibilité s’oppose & ce que la légalité soit intégralement
mise en vacances. Les condilions de stabilité, joinles a ce
premier postulal, entrainent au contraire une 1égalité com-
plete dans 'évolution de I'état du systéme (sauf perturba-
tion).

Si l'on considere, non plus 'étal, mais les dil{érentles
observables attachées au systéme, la légalité de slyle clas-
sique ne subsiste que pour les scules intégrales premicres.
Pour les observables quelconques, la mécanique quantique
n'offre plus en général qu'une semi-légalité (prévision a
loul instant de la distribution des probabilités des diffé-
rentes valeurs possibles). Toutefois, grice & une mesure
convenable, ou peut prédire la valeur d’une observable
quelconque 4 un instant ultérieur isolé, arbitrairement
choisi.

Toul ce qui précéde cst vrai dans le détail. La légalité
copernicienne peut, en outre, réapparaitre, par voic de
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compensation statistique, sur un ensemble d'individus
x el p dont les incertitudes sont liées par la relation d’Hei-
senberg (théoréme d'Ehrenfest).

La mécanique quantique conserve par ailleurs les carac-
leres de stabililé el de relativité de la mécanique ordinaire:
le premier doit s’entendre de la stabilité d'une distribution
de probabilités, dans tous les cas de semi-légalité.

1936. SCIENCES, - 1329 — 8%



