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Ueber die Theorie der Elektrodynamik.
Dritte Abhandlung.
Die elektrodynamischen Kréfte in bewegten Leitern.
(Von Herrn H. Helmholtz.)

Meine Abhandlung im 72. Bande dieses Journals behandelt die elektro-
dynamischen Wirkungen nur in ruhenden leitenden Korpern; in solchen beschrianken
sich die genannten Wirkungen auf die Induction elekiromotorischer Kritfte.
Dieser Fall erschien als der verhiltnissmissig einfachste fir die theoretische
Behandlung, weil die bestehende elektrische Bewegung irgend einen Arbeits~
werth, das heisst ein Pofential, nothwendig haben muss, und der Werth
desselben fir geschlossene Stromleiter als wohlbekannt angesehen werden
durfte. Der Zweck jener Arbeit war ein wesentlich praktischer; es handelte
sich darum zu untersuchen, welche verschiedenen Formen der Werth der
elektrodynamischen Energie fiir ungeschlossene Strome etwa noch haben konnte,
wenn man ihn fir geschlossene Strome durch die von F. E. Neumann dem
Vater (beziehlich durch Gauss*)) gegebenen Ausdriicke als bekannt ansiéht;
ferner bei welcher Art von Versuchen sich moglicher Weise Unterschiede
zeigen konnten, welche von den noch unbestimmten Theilen des Ausdrucks
herriihrten. Hielt man an der Wahrscheinlichkeit fest, dass gewisse allge-
meinste Eigenschaften der bekannten Theile der gesuchten Ausdricke auch
den noch unbekannten zukommen wiirden, so liess sich das, was zweifelhaft
blieb, auf den unbekannt bleibenden Werth einer Constanten % zurickfihren,
welche in der Lehre von der Elektrodynamik etwa dieselbe Rolle spielt, wie
in der Lehre von der Elasticitit diejenige Constante, welche das Verhiliniss
zwischen dem Widerstande gegen Compression und dem gegen Schiebung der
Schichten angiebt. Ueber diese Constante ergab die Untersuchung nur soviel,
dass sie nicht negativ sein diirfe (ebenso wenig, wie die genannte Constante
der Elasticitat), weil sonst das Gleichgewicht der ruhenden Elektricitat in einem
ruhenden Leiter labil wiirde, und sich dann die Moglichkeit elektrischer Be~.

*) Gauss Werke, Bd. V., 8. 610 u. 613. Die nachgelassenen Papiere aus dem
Jahre 1835 enthalten den Werth des elektrodynamischen Potentials.

Journal fiir Mathematik Bd. LXXVIIL Heft 4. 35
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wegungen ergeben hitte, deren Arbeitswerth geringer gewesen wire als der
des Ruhezustandes.

Ich habe in jener Arbeit die von Herrn F. E. Neumann in die Wissen-
schaft einmal eingcfihrten Bezeichnungen beibehalten. Die Grosse, die in dem-
selben Sinnc wie die lebendige Kraft ponderabler bewegter Massen das der
elektrischen Bewegung entsprechende Quantum von Energie angiebt, und die
man deshalb mit Cl. Maxwell auch passend die actuelle Energie der elek-
trischen Bewegung nennen kann, ist gleich dem negativen Werthe des von
Neumann serior deﬁnirtek elektrodynamischen Potentials, und nur in diesem Sinne
ist letzterer Ausdruck an den meisten Stellen jener Arbeit beibehalten worden.

Der genannte Begriff wird also daselbst ohne jede Beziehung auf die
bei Bewegungen von Leitern eintretenden elektrodynamischen Erscheinungen
gebraucht, und seine Anwendung bleibt unberiihrt durch die Einwinde, welche
seitdem von mehreren Physikern und Mathematikern gegen eine erweiterte An-
wendung desselben auf die von Leitern elektrischer Strome gegen einander aus—
geiibten Bewegungskrifte (ponderomotorische Krdifte nach Herrn C. Neumann
juniors zweckmassiger Nomenclatur) erhoben worden sind. Letzteres entspricht
einer anderen Bedeutung des elekirodynamischen Potentials, die mit der erst
erwihnten nicht nothwendig verbunden ist, sich aber historisch zuerst entwickelt
und die Termindlogie bestimmt hat. Danach spielt das elekirodynamische
Potential den ponderomotorischen Kriften zweier linearer Stromleiter gegen-
iber dieselbe Rolle, wie das magnetische oder elektrostatische Potential den
magnetischen oder elektrischen Anziehungskriften gegeniiber. Es giebt in
diesem Sinne die potentielle Energie der ponderomotorischen Krifte elektro-
dynamischen Ursprungs an, welche, wenn die Stromstirken in den leitenden
Faden unverdndert bleiben, bei den Bewegungen der Leiter in mechanische
Arbeit verwandelt werden kann. Und zwar ist die bei einer bestimmten Ver—
schiebung der Leiter und bei unverindert gebliebenen Stromintensitiiten von
den ponderomotorischen Kriften elektrodynamischen Ursprungs geleistete Arbeit
gleich zu setzen der Differens, um welche der Werth des elekirodynamischer
Potentials wihrend dieser Verschiebung kleiner geworden ist. Bei diesem Ge-
brauche des Potentialbegriffs ist also die Rede von einer besonderen Art von
Arbeit (der mechanischen bei Bewegung der Leiter geleisteten), welche unter
besonderen beschriankenden Bedingungen (Constanz der Stromintensititen) ge-
leistet werden kann. Wenn wir in dem Sinne meiner friheren Arbeit das
negativ genommene elektrodynamische Potential gleich der actuellen Energie
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der elekirischen Bewegung setzen, so ist dabei keine Beschrinkung weder
der einen noch der andern Art zu machen nothig. Der Beweis, dass das
elektrodynamische Potential negativ genommen das Arbeitséquivalent der elek-
trischen Bewegung ausdriicke, ist allerdings dort nur gefiihrt worden unter
der Voraussetzung, dass die elekirischen Strome ohne Bewegung der Leiter
verlaufen und erloschen. Die Wirme, welche dabei in den durchstromten
Leitern entwickelt wird, ergiebt sich als das Aequivalent jenes Arbeitswerthes.
Dadurch ist aber die Bedeutung jener Grosse als eines Arbeitsiquivalents ein
fir- alle Mal festgestellt.

Die Aufgabe des vorliegenden Aufsatzes ist nun, den Umfang festzu-
stellen, in welchem die andere und urspriinglichere Bedeutung des elektrody-
namischen Potentials als eines Potentials der ponderomotorischen Krifte den
vorhandenen Thatsachen gegeniiber zuléssig erscheint.

Die Hypothese, dass die ponderomotorischen Krifte elektrodynamischen
Ursprungs, wenn die Intensitit simmtlicher elektrischer Stromungen in deren
materiellen leitenden Fiden constant bleibt, ein Potential haben, konnen wir
mit dem von Herrn C. Neumanr angewendeten Namen kurz das Potential-
gesels der ponderomotorischen elektrodynamischen Krifte nennen. Ist der
Werth des Potentials gegeben, und wird ferner die Hypothese gemacht, dass
die Grosse und Richtung der genannten ponderomotorischen Krifte unabhangig
von den gleichzeitig erfolgenden virtuellen oder actuellen Verschiebungen der
Leiterelemente sei, so ist dadurch die Grosse dieser Krafte vollsténdig bestimmt.

Thatséchlich bekannt ist die Grosse der ponderomotorischen Krifte
bisher erst fir die Wirkungen von je zwei oder mehreren geschlossenen
Stromen auf einander, und fir die Wirkungen eines geschlossenen Stroms auf
seine einzelnen Theile. Wir dirfen das Ampéresche Gesetz als einen thatsich—
lich richtigen gesetzlichen Ausdruck dieses bis jelzt bekannten Bereichs von
Erscheinungen ansehen.

Wir werden also zunichst nachzuweisen haben, dass fiir geschlossene
Strome bei beliebiger Biegsamkeit, Dehnbarkeit und Verschiebbarkeit der Leiter~
sticke die Berechnung der ponderomotorischen Krifte aus dem Potentialgesetze
genau dieselben Werthe giebt, wie die aus dem Ampéreschen Gesetze.

Dieser Nachweis ist von Herrn F. E. Neumann*) selbst nur gegeben

*) Ueber ein allgemeines Prinzip der mathematischen Theorie inducirter elektrischer
Strome. Berlin 1848. — Abhandl. d. Berliner Akademie 1847.

35 *
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worden fir den Fall, dass die betreffenden Stromleiter linear sind, und jeder
von ihnen unverinderliche Form und Grosse hat. Vergegenwiirtigt man sich
den Zustand der mathematischen Theorie der elektrischen Vorginge zur Zeit
der Veroffentlichung dieses Beweises, so ist leicht zu verstehen, warum der
Autor desselben in seiner vorsichtigen, an wohlbestatigien Thatsachen streng
festhaltenden Weise sich jene Beschrinkungen auferlegte, und die Tragweite
seines wichtigen und fruchtbaren Gesetzes, welches die ganze Elektrodynamik
zu umfassen fahig war, zunédchst noch so eng abgrenzte. Zu jener Zeit war
niamlich die Theorie der Vertheilung-elektrischer Strome in Leitern von drei
Dimensionen noch nicht durchgearbeitet, also konnien auch die Wirkungen
der elekirodynamischen Induction auf nicht lineare Leiter noch nicht behandelt
werden. Das Potential eines Leiters auf sich selbst wird aber unendlich
gross, wenn man ihn als eine Linie im strengen Sinne des Worts betrachtet,
und die Krafte, welche die Theile eines seine Form verindernden Leiters auf
einander ausiben, lassen sich nicht behandeln, ehe der Werth des Potentials,
welches er auf sich selbst ausiibt, sicher berechnet werden kann.

Was im Jahre 1847 mangelte, ist jetzt geleistet, ist theoretisch und
experimentell durchgearbeitet zum grossen Theil durch Herrn Neumann senior
selbst und seine Schiler, so dass, was an dem damals gegebenen Beweise
fehlte, jetzt verhilinissmissig leicht zu ergénzen ist. Die mathematischen Me~
thoden dafir waren durch die friheren Arbeiten gegeben, und ich wiirde kaum
gewagt haben fir eine solche Arbeit den Platz in diesem Journale in An-
spruch zu nehmen, wenn nicht die Schwierigkeiten, auf welche die Herren
J. Bertrand *), C. Neumann**) und Riecke ***) bei der Anwendung des Po-
tentialgesetzes gestossen sind, und die Einwinde, die sie daraus hernehmen zu
diirfen glaubten, mir gezeigt hitten, dass eine methodische Durchfihrung des
Beweises mit Beseitigung der fritheren Dbeschrinkenden Annahmen wiinschens—
werth und niitzlich sein wiirde.

Die Einwinde der leiztgenannten beiden Herren beziehen sich auf die
Erscheinungen an Stromkreisen mit Gleitstellen. Eine vollstindig geniigende
Behandlung dieser Faille ist nur zu geben, wenn man die Werthe der Krifte

*) Comptes Rendus de l’Acad d. Sec. 1872, 14 Octobre; 1873 3 et 10 Novembre.

##) Berichte der Konigl. Sﬁchs Ges. d. Wiss. 1872, 3. August. — Mathematische
Annalen Bd. V, 602.

##%) Gottinger Nachrichten. 1872, 24. August.
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in Leitern von drei Dimensionen schon bestimmt hat. Bei den wirklich aus-
fiihrbaren Versuchen mit Gleitstellen haben wir immer eine flissige Schicht
(Quecksilber, elektrolytische Fliissigheiten oder auch wohl elektrische Funken
und Lichtbogen) zwischen den Leitern, welche einen continuirlichen Ueber-
gang der Bewegung vom einen zum anderen Leiter herstellen, so dass auch
an der Gleitstelle die Componenten der Geschwindigkeit continuirliche Functionen
der Coordinaten bleiben. Dies letztere muss vorausgesetzt werden, wenn das
Potentialgesetz iiberhaupt anwendbar sein soll. Nun lésst sich aber zeigen,
dass die Wirkung einer sehr dinnen Uebergangsschicht dieser Art von ihrer
Dicke unabhiingig ist, und sich auch nicht éndert, wenn letztere verschwindend
klein wird, so dass die Componenten der Geschwindigkeit an der Gleitfldche dis—
continuirlich werden. Daraus ergiebt sich dann, wie man die Sache zu behandeln
hat, wenn man zur Vereinfachung der Rechnung die mathematische Fiction
einer absoluten Discontinuitdt der Bewegung einfihren will. Wenn man diese
Discontinuitét analytisch richtig behandelt, als Grenze eines continuirlichen
Ueberganges, so ergiebt das Potentialgesetz genau dieselben Folgerungen wie
das Amperesche, die auch in guter Uebereinstimmung mit den bekannten That-
sachen sind. :

Wihrend fiir geschlossene Stromkreise die genannten beiden Gesetze
die vollkommenste Uebereinstimmung zeigen bei ganz beliebigen Formver-
dnderungen der Leiter, so unterscheiden sie sich von einander in Bezug auf
die ponderomotorischen Wirkungen an ungeschlossenen Leitern. Ungeschlossene
Leiter haben Enden, und diese Enden sind dadurch charakterisirt, dass an
ihnen freie positive oder negative Elektricitat auftritt oder verschwindet. Das
Ampéresche Gesetz reducirt alle ponderomotorischen Wirkungen auf anziehende
oder abstossende Krifte zwischen Stromelementen. Ist das Potentialgesetz
auch fiir ungeschlossene Strome giltig, so miissen ausser 1) den Ampéreschen
Kraften zwischen Stromelementen, auch noch 2) anziehende oder abstossende
Krafte zwischen Stromelementen und Stromenden und 3) eben solche zwischen
Stromenden existiren. Die Art des Stromendes charakterisirt man am zweck-

missigsten durch den Werth von —%—, wo e die freie positive Elektricitit an

der betreffenden Stelle bezeichnet. Die Krifte ad 2) sind proportional %i—-
und der auf das Stromende e hin gerichteten Componente der Stromung in dem

. . di .
wirkenden Stromelemente, abstossend, wenn diese Componente und —a—j— gleiches
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Zeichen haben, iibrigens umgekehrt proportional der Entfernung beider und unab-
héngig von der Constante &, also jeder Form des Potentialgesetzes in gleicher Stirke
zukommend. Die Krafte ad 3) fir zwei Stromenden mit den freien Elektri-

de de P
Tt'—Et—'(H_k); sie sind an-

ziehend, wenn die beiden Differentialquotienten gleiches Zeichen haben, und

cititen e und & sind proportional dem Product

" unabhéngig von der Entfernung. Sie konnten nur bei dem unzulissigen Werthe

k= —1 wegfallen.
An den Umstand, dass hier Krafte aufgefiihrt werden, deren Intensitit

- von der Entfernung unabhangig ist, hat Herr Bertrand *) Einwendungen ge-

knuipft, welche berechtigt sein wirden, wenn es sich um unabhingig von
einander bestehende Elementarkrifle handelte. Das Potentialgesetz in seiner
urspriinglichen Form kennt ebenso gut, wie das Ampéresche nur Fernwir-
kungen, die mit wachsender Entfernung abnehmen. Wenn man aber die
Differenz zwischen den von beiden Gesetzen angezeigten Wirkungen nimmt,
und diese Differenz nach Art der von Ampére gewihlten Darstellung in ein—
fache anziehende Krifte auflost, die von Punkt zu Punkt wirken, so kommg
man auf Krifte, die von der Entfernung unabhingig sind. Da aber jede un-
geschlossene Linie zwei Enden hat, und von beiden Enden gleich grosse und
entgegengesetzte Krifte dieser Art ausgehen, diese sich auch der Natur der
Sache nach nothwendig noch mit anderen von den Elementen der Stromcurve
herriihrenden Summanden verbinden, so kommi es nicht darauf an, ob die zu
einem bestimmten Zwecke ausgesonderten Theile einzeln, sondern nur darauf,
ob ihre Summe physikalisch unzulissige Folgerungen giebt. Das letztere aber
ist nicht der Fall.

Diese Verhiltnisse sind in §. 15 dieser Arbeit fiir unverzweigte lineare
Leiter auseinandergesetzt, in §. 16 fiir korperliche Leiter, in §. 17 ist die
Behandlung der analytischen Ausdricke fiir Gleitstellen besprochen.

Da directe Versuche iber die ponderomotorischen Krifte elektrodyna-
mischen Ursprungs an Stromenden noch nicht vorliegen, so blieb zunéchst nur
noch nachzuweisen ibrig, dass das Potentialgeseiz in seiner Anwendung auf
ungeschlossene Leiter von beliebig veranderlicher Form dem Gesetz von der
Constanz der Energie genige. Zu dem Ende sind in §. 18 die analytischen

1

#) Comptes Rendus de I'Acad. d. Se. T.LXXVII p. 1054. — Die Einwénde be-
ziehen sich auf einen vorliufigen Auszug der vorliegenden Arbeit in den Sitzungs-
berichten der Berliner Akademie vom Februar 1873. ‘
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Ausdriicke fir die elektrodynamische Induction durch Bewegung korperlicher
Leiter entwickelt, und ist in §. 19 mit deren Hilfe die Constanz der Energie
nachgewiesen.

Nachdem auf diese Weise der Nachweis vervollstindigt war, dass das
Potentialgesetz in seiner verallgemeinerten Fassung in allen Fillen den an ein
solches Gesetz nach dem jetzigen Stande unserer physikalischen Kenntnisse
zu stellenden Anforderungen entspreche, habe ich noch die Frage zu beant-
worten gesucht, ob und welche Abweichungen in den Werthen der pondero-
motorischen und durch Bewegung inducirten elektromotorischen Krifte von
dem Potentialgeselze etwa stattfinden konnten, ohne das Gesetz von der Er-
haltung der Kraft zu verletzen, und ohne die ponderomotorischen Wirkungen
geschlossener Strome gegen einander zu veréndern.

Die Untersuchung hieriiber ist in §. 20 gefihrt worden; da die all-
gemeineren Formen der durch Aenderungen der Stromstirken inducirten Krifte
von mir schon friher discutirt sind, so konnie ich mich hier auf die durch
Bewegung der Leiter zu inducirenden beschrianken. Es ist dabei die An-
nahme fesigehalten worden, 1) dass die zu den elektromotorischen Kriften
vielleicht hinzuzufiigenden Zusatzkrifte im Leiterelement Ds unabhéngig von
der Stromstarke ¢ in Ds, aber proportional der Stromstirke j in dem indu-
cirenden Elemente Do zu setzen, und dass die ponderomotorische Arbeit,
welche sie bei einer kleinen Verschiebung leisten, proportional mit 4.5 ist;
2) dass die Analogie zwischen der Wirkung geschlossener Strome und der von
Magneten auch in diesen Fillen bestehe, 3) dass die elekiromotorischen und
ponderomotorischen Wirkungen der einzelnen wirkenden Elemente Do auf das
Element Ds sich einfach summiren.

Diese Annahmen fithren zu den in den Gleichungen (7%) und (7°.) aufge-
stellten Werthen der Zusitze, welche zu den elekiromotorischen Kraften jr auf
Ds, ir, auf Do ausgeibt, und zu der ponderomotorischen Arbeit ij.dw gemacht
werden konnten. Darin kommen sechs unbekannte Functionen der Enifernung r
beider Elemente vor, namlich ¢, v, x und ¢,, ¥,, x,, von denen die drei ersteren

d . . .
auch noch von d—; und die drei letzteren auch noch von ‘;L: abhéngen konnen.

Nimmt man an, wie es Herr Newmann gethan, dass nur die Ampéreschen
ponderomotorischen Krafte existiren, und keine anderen, so bestimmen sich die
genannten Functionen, wie es in den Gleichungen (8.) angegeben ist, und der
Werth der durch Bewegung der Leiter inducirten elekiromotorischen Kraft
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wird in Gleichung (8°.) gegeben. Dieser Werth unterscheidet- sich von dem,
den Herr C. Neumann®) bei Losung einer sehr dhnlichen Aufgabe ‘gefunden
hat, dadurch dass er die unbestimmt bleibende Constante & enthalt, welche
nach der Neumannschen Deduction den bestimmten Werth k= —1 annehmen
miisste. Der von mir gefundene allgemeinere Werth entspricht aber allen den-
Jjenigen Forderungen, welche Herr C. Neumann als die Grundlagen seiner Rech-
nung vorangestellt hat (l..c. S. 419—420 und 468—470).

Der Unterschied ist dadurch bedingt, dass der genannte Autor im
Laufe der Rechnung (l. c¢. S.481—482) noch eine weitere beschrankende
Hypothese gleichsam als selbstverstindlich einfiihrt, die dies aber, wie mir
scheint, durchaus nicht ist, Er nimmt namlich an, dass bei einer durch Be-
wegung erzeugten Verlangerung eines Stromelements dasselbe inducirend so
wirke, als ob in dem hinzugekommenen Theile seiner Linge ein neuer Strom
entstinde, und wendet auf diesen Vorgang das Gesetz der Induction durch In~
tensititsinderung an, welches, wenn man das Potehtialgesetz verldsst, von dem
der Induction durch Lageniinderung verschieden ist. Man konnte aber eine
Dehnung eines Stromelements ebenso gut als eine Entfaltung vorher einge-
falteter Theile desselben ansehen, und miisste dann offenbar das Gesetz der
Induction durch Lagenénderung anwenden. Da ich keine solche beschrankende
Hypothese gemacht habe, ist der von mir gefundene Ausdruck allgemeiner,
indem er eine Constante & mehr enthilt.

Dieser Unterschied ist aber von grosser Wichtigkeit. Herrn C. Neu-
manns Deduction zeigt namlich, dass wenn man von seinen Voraussetzungen
ausgeht, die Constante & einen negativen Werth erhilt, und das Gleichgewicht
der Elektricitat in den Leitern labil wird. Wie ich in meinen fritheren beiden
Arheiten gezeigt habe, sind berhaupt negative Werthe von £ nicht zu-
lassig. Waéren Herrn C. Neumanns Voraussetzungen unanfechtbar, so wiirde
durch seine sorgfiltige und scharfsinnige Untersuchung meines Erachtens nach
der Beweis gefiihrt gewesen sein, dass das Ampéresche Geselz, als aus-
schliessliches Gesetz der ponderomotorischen Krifte betrachtet, mit dem Gesetz
von der Erhaltung der Kraft unvereinbar sei **). Da aber die bezeichnete,

#) Ueber die den Kriften elektromotorischen Ursprungs zuzuschreibenden Elemen-
targesetze. Abhandl. d. Konigl. Stichs. Akademie d. Wiss. Math. Phys. Klasse Bd.X. —Die
elektrischen Kriifte. Leipzig, 1873. Aus der ersteren Abhandlung ist oben citirt.

#%) Von dieser Meinung ausgehend habe ich einen Bericht fir die englische Zeit-
schrift ,the Academy® (March 14, 1874) geschrieben, und erst spdter gesehen, dass
gegen Herrn C. Neumanns Deduction Einwendungen zu machen seien.
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nachirdglich gemachte Hypothese iiber die Induction durch Dehnung der Leiter-
elemente keineswegs als unumginglich erscheint, ist, so weit ich sehe, aus
rein theoretischen Griinden iiber die an den Enden ungeschlossener Leiter wir- -
kenden ponderomotorischen Krafte keine Entscheidung zu gewinnen, und muss
an das Experiment appellirt werden.

Ich habe schon in der der Berliner Akademie gemachten Mltthellung
(Februar 1873) kurz angedeutet, wie solche Versuche gemacht werden konnten.

Die dort geplanten Versuche .werden aber nur bei Anwendung sehr
grosser Drahtmassen und Batterien Erfolg gewiahren konnen. Leichter aus-
fithrbar ist vielleicht eine andere Classe von Versuchen, bei deren Erfolg freilich
noch eine andere Frage in Betracht kommt, welche zwischen den verschie-
denen Theorien streilig ist. Herrn W. Webers Theorie setzt namlich voraus,
dass elekirische Quanla, welche irgend wie ihre relative Lage zu einander
andern, elektrodynamische Wirkungen hervorbringen miissen, einerlei ob ihre
ponderablen Tréger sich mit ihnen bewegen oder nicht. Das Pofentialgesetz
dagegen kennt nur Wirkungen, welche die stromende Elektricitat hervorbringt,
wenn sie sich in ihren Leitern und relativ zu diesen bewegt. Letzterer An-
nahme entsprechend wiirden Spitzen, durch welche Elektricitdt ausstromt oder
einstromt, sei es gegen die Scheibe einer Elekirisirmaschine, sei es um von
der bewegten Luft fortgetragen zu werden, als Stromenden zu betrachten sein,
und wiirden die elektrodynamischen Eigenschaften von solchen zeigen kionnen.

Einstweilen, ehe solche Versuche ausgefihrt sind, bleiben wir auf die
-Wahrscheinlichkeit beschriankt, welche die grossere oder geringere Einfach-
heit und Symmetrie der Geselze, die mehr oder weniger gut bewahrte Ana-
logie der wesentlichen Eigenschaften der wirksamen Krifte in den verschie-
denen Fillen darbietet. Solche Betrachtungen geben allerdings keine definitive
Entscheidung, aber sie geben doch immerhin den verhaltnissméssig besten
Leitfaden in die Hand, um den richtigen Weg zu finden.

In dieser Beziehung ist zu bemerken, dass das Potentialgesetz unter
denselben analytischen Ausdruck, der namentlich bei der Annahme /=1
ausserordentlich einfach wird, die sammtlichen Erscheinungen 1) der pondero-
motorischen Krifte, 2) der Induction durch Stromesénderung, 3) der Induction
durch Bewegung vereinigt, also iberhaupt das ganze Gebiet der bisher be-
kannten Thatsachen der Elektrodynamik. Die Auffindung des Potentialgesetzes
durch Gauss und Neumann senior kann in der That als eine der gliicklichsten

und glinzendsten Errungenschaften der mathematischen Physik angesehen
Journal fiir Mathematik Bd. LXXVIIL Heft 4. 36
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werden. Weichen wir dagegen ab vom Potentialgesetze, so brauchen wir
fir jedes der genannten Gebiete besondere Gesetze, wobei das fir 2) mit
dem Potentialgesetze ibereinstimmt, die beiden anderen complicirter sind,
als jenes. .

An geschlossenen Stromkreisen finden wir thatsichlich folgende all-
gemeine Eigenthimlichkeiten der elekirodynamischen Wirkungen:

1) Die ponderomotorischen Krifte geschlossener Stromkreise haben ein
Potential. Das heisst: die mechanische Arbeit der ponderomotorischen Krifte
beider Kreise bei comstant bleibenden Stromintensititen*) ist nur von der
Anfangs- und Endlage beider Kreise, nicht von der Art des Uebergangs
abhéngig.

~ 2) Die ponderomotorischen Krifte, welche ein geschlossener Stromkreis
auf ein lineares Stromelement ohne freie Enden ausiibt, stehen auf der Rich-
tung des letzteren senkrecht.

3) Die gesammle elekiromotorische Kraft, welche ein geschlossener
Stromkreis wihrend einer endlichen Verschiebung und Aenderung seiner
Stromstérke in einem anderen hervorbringt, ist nur abhiingig von der an-
fanglichen und endlichen relativen Lage beider. Kreise zu einander, so wie
von der anfinglichen und endlichen Stromstirke des Inducenten, nicht von
den Zwischenzustinden.

Diese drei Eigenschaften der elektirodynamischen Krifte ubertrigt das
Potentialgesetz hypothetisch auch auf ungeschlossene Strome. Wird eine von
ihnen abertragen, so werden nothwendig auch die anderen itbertragen.

Wenn wir dagegen das Amperesche Gesetz als den vollstandigen Aus-
druck fir die porideromotorischen Krafte annehmen, so ibertrigt sich keine
von diesen allgemeinen Eigenschaften der Wirkungen geschlossener Strome
auf die ungeschlossenen. Es wird in diesem Falle nur eine mogliche, aber
nicht nothwendige Zerlegungsweise der ponderomotorischen Krifte geschlossener
Stromkreise in Elemente, die physikalisch nicht direct nachweisbar sind, auf die
ungeschlossenen Kreise iibertragen. '

Ich muss gestehen, dass es mir im hochsten Grade unwahrscheinlich
diinkt, dass Eigenschaften, wie 1) und 3), die am entscheidendsten fiir den Cha-
rakter der Naturkrafte sind, bei den uns bekannten elektrodynamischen Wir-

*) Gleitstellen sind dabei zu behandeln als sich entfaltende Falten, oder man
muss die neuen Leiterstiicke durch Dehnung entwickelt denken.
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kungen nur durch einen gleichsam zufilligen Einfluss der Summirung iiber
eine geschlossene Linie entstanden sein sollten, wihrend sie den einzelnen
Summanden an und fir sich nicht zukédmen.

§. 15. Die ponderomotorischen Krifte nach dem Potentialgesetze.

Das Potentialgesetz giebt unmittelbar nur den Werth der mechanischen
Arbeit, welche von den ponderomotorischen Kraften elektrodynamischen Ur-
sprungs geleistet wird, wenn zwei. lineare Stromleiter eine Aenderung ihrer
relativen Lage erleiden, wihrend die Intensitit des elektrischen Stromes in
beiden constant bleibt. " Die letstere Bedingung, namlich Constanz der Strom-
stirke, wird im Folgenden immer als erfillt vorausgesetzt, wo nicht ausdriick-
lich das Gegentheil gesagt ist. Der Ausdruck, den das genannte Gesetz fiir
den Werth der genannten Arbeit giebt, lisst sich auf ganz beliebige Verschie-
bungen der einzelnen Punkte der Leiter anwenden, wie sie durch beliebige andere
gleichzeitig einwirkende mechanische Krifte hervorgebracht werden konnen,
wobei nur zu bemerken ist, dass iberall, wo die Stromung fortbestehen soll,
die Componenten der Verschiebungen continuirliche Functionen der Coordi-
naten sein miissen, da discontinuirliche Verschiebungen die Continuitit der
Leitung aufheben wiirden. Unter diesen Umstinden geniigt der Ausdruck fir
den Werth der Arbeit, um die elektrodynamischen Krifte vollstindig zu be-
stimmen, welche auf die einzelnen Punkte des Leiters wirken, wenn wir vor—
aussetzen, dass die elektrodynamische Kraft, welche auf jeden Punkt des Leiters
wirkt, unabhdngig ist von den Geschwindigkeiten dieses Punktes und unabhdingig
von den gleichzeitigen Verschiebungen der dbrigen Punkie des Leiters. Die
Aufgabe *) dieses Paragraphen ist, zu zeigen, dass ein eindeulig bestimmtes
System von solchen Kriften angegeben werden kann, welches die durch den
Werth des Potentials angezeigte Arbeit in jedem Falle hervorzubringen ge-
eignet ist; und ferner werden wir die Werthe dieser durch das Polentialgesetz
angezeigten Krifte zu vergleichen haben mit denen, welche Ampére ange-
nommen hat.

Das Léngenelement des einen Leiters s sei Ds, und die Strominlensitét
in demselben 4, wihrend wir dieselben Grossen fir den anderen Leiter o mit
Do und j bezeichnen. Die Entfernung zwischen Ds und Do bezeichnen wir
mit r. Fir den Werth des Polentials DP der ponderomotorischen Krifte,

#) Diese Formulirung der -Aufgabe ist gewshlt, um die von Herrn Bertrand

(Comptes Rendus T. LXXVIL, p. 1049—1034) begangenen Missverstindnisse bestimmter
auszuschliessen.

36 *
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welches die beiden Elemente Ds und Do gegen einander hervorbringen, nehme
ich aus den in meiner- ersten Abhandlung auseinander gesetzten Griinden
wieder den allgemeineren Ausdruck

(1) DP = —3 AL [(14k) cos (Ds, D)+(1—k) cos (r, Ds) cos (r, Do)] Ds. Do.

- . 1 .
Darin ist A die von Herrn W. Weber gemessene Constante, oder — eine

der Lichtgeschwindigkeit nahehin gleiche Geschwindigkeit, & eine vorldufig noch
unbekannt bleibende Constante, welche nicht negativ sein kann, und (Ds, Do),
- (r,Ds, (r, Do) sind die Winkel zwischen den Richtungen der bezeichneten
Linien, wohei Ds und Do als positiv wachsend zu nehmen sind nach der
Richtung, in welcher die positive Elekiricitét fliesst, » aber positiv wiichst von
Do nach Ds. Als Einheit der Stromstirke ist, wie friiher, diejenige genommen,
bei welcher die algebraische Summe der durch einen Querschnitt in be-
stimmiem Sinne fliessenden Eleklricitit gleich der elekirostatischen Maassein-
heit ist. '

Das ganze Potential der beiden Leiter s und ¢ aufeinander wiirde sein

/

P ://bp.

Das Potentialgesetz sagt aus, dass wenn die beiden Stromleiter s und o aus
einer ersten Lage mit dem Potentialwerth P, in eine zweite mit dem Poten—
tialwerthe P, bewegt werden, und die Strome i und j dabei constante Inten-
sitat behalten, die wdihrend der Bewegung von der elekirodynamischen Be-
wegungskrdiften, welche jeder Leiter auf den andern ausibt, geleistete Arbeit
gleich P,— P, sei.

Es wird in diesem Paragraphen also vorlaufig noch abgesehen von den
Kriften, welche jedes Element des Leiters s von saimmtlichen iibrigen desselben
Leiters erleidet. Diese Krifte konnen nur bei Beriicksichtigung der drei
Dimensionen der Leiter berechnet werden, da, wie schon bemerkt, das elek—
trodynamische Potential fiir lineare Leiter mit endlicher Stromung unend-
lich wird. ‘

Wir bezeichnen die rechtwinkeligen Coordinaten des Linienelements
Ds mit ©, y, 5, die des Elements Do mit & 7, {. Wihrend einer unend-
lich kleinen Lageninderung mogen die ersteren zunehmen um dz, Jy, s,
die zweilen um J§, Jy, JC, der Potentialwerth P um JP. Dabei seien X.Ds,
Y.Ds, Z.Ds die Componenten der elekirodynamischen Krifte, welche ¢ auf
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Ds ausiibt, und Z Do, YDo, ZDo seien dieselben fir die Wirkung von s anf
Do. Ferner seien X, Y, Z und =, Y, Z die Componenten der Krafte, welche
auf die Enden der beiden Stromleiter einwirken, und =, y, =, sowie &, 7, C
die zugehorigen Coordinaten. Nach dem Potentialgesetz ist alsdann

§JP+ (X 0+ Ydy+205) Ds+ Z[X 0o+ ¥ 0y + Z0)
|+ /(2054 Y0+ 20) Do+ [F0F + Yo + 9] = .

Die Variationen der Coordinaten sind hierbei ganz beliebig zu nehmen, nur
miissen, wie oben bemerkt, dz, dy und Js continuirliche Functionen der Linge
s, und 0§, On und I der Linge ¢ sein, wenn wir mit s und ¢ die lings des
Leiters gemessenen Abstinde der Elemente Ds und Do von zwei beliebig ge~
wihlten festen Anfangspunkten verstehen. Wire diese Bedingung an irgend
einer Stelle nicht erfiillt, so wiirde die Continuitat der Leitung daselbst unter-
brochen werden. In diesem Falle wire eine solche Stelle als ein Paar von
Endpunkten der sich trennenden beiden Leitersticke zu betrachten. Welche
Krifte auf solche wirken, wird sich im Folgenden ergeben. Wie die Fille
discontinuirlicher Lageninderungen in Gleitstellen zu behandeln sind, in denen
die Leitung des Stroms nicht aufhort, werde ich in §. 17 auseinandersetzen.

Zur bequemeren Berechnung von JP wollen wir P zunichst in zwei
Theile zerlegen

(1)

. P = P(J‘I'Pu
DP, = — 4% cos(Ds, Do). Ds. Do,

DP, = — 34" (1— ) [cos (r, Ds) cos (r, Do)—cos(Ds, Do)]. Ds. Do
oder .-
DP, = —}4%j.(1— k). Ds. Do,
Wenn wir durch Integration nach s und o aus der letzteren Gleichung den

Werth von P, bilden, und die an den Enden von s und o angesammelte freie
Elektricitit beziehlich mit e und & bezeichnen, konnen wir schreiben

1—k de ds
@) b=z g,

wo sich das Summenzeichen auf alle aus je einem Endpunkt von s und je
einem Endpunkt von ¢ zu bildenden Combinationen bezieht. Der Werth von
P, ist also nur von der Lage der Endpunkte der beiden Leiter abhiingig, und
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ergiebt also auch nur Krifte, welche auf diese wirken, deren Grosse wir
weiter unten bestimmen werden. ,

Der andere Theil des Potentials P, hat die urspriingliche von Herrn
F. E. Neumann in der oben citirten Abhandlung gewihlte Form, abgesehen
von einer anderen Wahl der Stromeinheit. Er kann im Allgemeinen von dem
Integralzeichen nicht befreit. werden. Da nun bei der Ausfihrung der Va-
riationen dz, dy, Js auch die Langen der Elemente Ds variiren werden, so
wollen wir unter dem Integrationszeichen stait s und ¢ zwei andere Variabele
p und @ einfihren, deren Werthe fir jeden einzelnen materiellen Punkt des
Leiters bei der Bewegung unverindert bleiben sollen, und die so gewdhlt
sind, dass s eine continuirliche Function von p, ¢ eine eben solche von @
ist. Dann ist also

PU — _AQ‘Q'M/M’DU) ._df_.___.dp dw

oder
1 [de d§ | dy dn dz dg _
c — A et SR atediihes
GO Af"?//)‘ dp dw T dp dm ' dp dm]dp qa.
Da die Variationen der Coordinaten keiner anderen einschrinkenden Bedingung
unterliegen, als der, dass sie continuirliche Functionen der Coordinaten sind,
so kann man die Variation fir jede derselben einzeln berechnen, indem man die

Variationen der anderen Coordinaten gleich Null setzt. Variiren wir nur ,
so wird

Py = — A ’Q//d ( > [dp TiEs‘+ Z;; ZZJF d;"“]'dp 4@

P AN

Schaffen wir aus dem letzten Gliede den Factor 1;{— durch partielle Inte-

gration nach p fort, so erhalten wir ein Integral, welches in allen seinen
Gliedern den Factor dz hat, und da dz eine willkirliche continuirliche Function
von p ist, so kann Gleichung (1°.) die in diesem Falle

()‘P(,-}—(YPl-l—fXJa:.ds-}-f.c)‘; =0

wird, bei der im Anfange dieses Paragraphen ausgesprochenen Annahme, dass
der Werth von X, wie der der iibrigen Kraftcomponenten unabhangig von
dz, dy, Js sei, nur dann erfllt sein, wenn die mit dz multiplicirte Grosse
fir jeden Punkt von s gleich Null ist. Fiir innere Punkte giebt dies:



Helmholtz, iber die Theorie der Elekirodynamik. 287
ds 2./‘1!_1 dwdE dy dny dz d¢
X =44 dx(‘r‘> I LI P e el ]dw

—AQ“’ffdip(%h; @

und fir die Erdpunkie von s ergiebt sich mit Berﬁcksichtigung von (1%.)

. /0a 1 de dr
(@) X=Ajw [l gyt pde [ o 0]

Da bei der weiteren Berechnung dleser Werthe Verschlebungen nicht mehr

zu beriicksichtigen sind, konnen wir als unabhingige Variable unter dem In-
.tegrahonszewhen wieder s und o anwenden, und erhalten

X = a5 [ [0—mg— =93t Jao
vt AT ’=’>—*~<@‘-§>§§]dﬂ

und entsprechend:

(2.)

@) (Y= A.ij g f 5 (a5 S~ (g —m) 5 Jdo

9 .. d 1 .
+A’-¢J'%/;?[(zfC)—gZ—~(y—n)75—J do,
z = £ 2 [@—9 —(s—1) 5 ]do

.. d i
+ 40 g% _(s—p) D
Daraus ergiebt sich leicht

de—l—Y +Z 0,

dn

do.

das heisst: Nach dem Potentialgesets ist die Resultante der elekirodynamischen
Bewegungskrifte, welche ein linearer Stromleiter auf eirn Stromelement im Innern
einer linearen Leitung ausiibt, jedesmal senkrecht auf die Richtung der Stromung.
Dies ist in Uebereinstimmung mit Herrn Grassmanns *) Elementargesetz, stimmt
aber mit Ampéres Gesetz nur, wenn o ein geschlossener Leiter ist. Von dem
Grassmannschen Gesetze unterscheidet sich das Potentialgesetz dadurch, dass
jenes die in Gleichung (2°.) gegebenen, auf die Endpunkte der Leitung und

die dort frei werdende Elektricitit —g; wirkenden Krafte nicht kennt. Wenn

*) Poggendorff Annalen LXIV. 1845,
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man die in den Gleichungen (2°.) vor Ausfihrung der Integration mit do
multiplicirten Werthe mit r, § und j; bezeichnet, so dass

X = ./i‘d(],
Y =/‘9d0,

Z =/éd0,

so sind diese Grossen x, y und 3 die Cdmponente}n der Wirkung, welche das
Stromelement do auf die inneren Punkie von ds ausiibt. In der That reducirt
sich der Werth von X, Y, Z auf r, y, 3, wenn man den Stromleiter o auf
das Element do reducirt. Bezeichnen wir nun mit o, 3, » die Cosinus der
Winkel, welche die Coordinatenaxen mit derjenigen Richtung machen, die
zugleich senkrecht gegen r und gegen Do ist, so ist leicht einzusehen, dass
ax+p.9+y.5 =0,

das heisst, dass die Richtung der vom Elemente Do auf die inneren Punkte
von Ds ausgeiibten Kraft auch senkrecht zu der Richtung ist, deren Pro-
jectionen e, (3, ¥ sind, oder dass die Richtung der Kraft in der durch r und
" Do gelegten Ebene liegt, wie es dem von Herrn Grassmann aufgestellten Ge-
setze entspricht.

Fir ein einzelnes lineares Element Ds bleiben also stehen, ebenso wie
fir ein langeres Stick von s, erstens die Krafte, welche auf simmtliche Punkte
der Linge von Ds senkrecht zu Ds wirken, und zweitens zwei Krifte (2),
welche auf die Endpunkte von Ds wirken. Ist das Linienelement Ds als ein
fester Korper anzusehen, so lassen sich diese Krifte im Allgemeinen auf zwei
einzelne Krifte als Resultanten reduciren ) oder, wenn man lieber will, auf
eine Kraft und ein Kraftepaar, wie ich dies in meiner zweiten Abhandlung
(Bd. 75 dieses Journals) schon angegeben habe.

Einen linearen Leiter kann man in jedem Punkie sich getheilt denken,
also jeden Punkt desselben als die zusammenfallenden Endpunkte zweier Leiter-

*) Es wirde unstatthaft sein, zueist, wie es Herr Bertrand in Comptes Rendus
T. LXXVIL, p. 1052—1053 verlangt, fiir jedes Element diese Reduction der Krifte
auf eine Kraft und ein Kriftepaar ausfiiliren zu wollen, um dann die aus dieser Re-
duction sich ergebenden Resultanten zur weiteren Berechnung der Wirkungen .auf die
einzelnen Punkte eines vollkommen beweglichen Leiters zu benutzen. Denn jene Re-
duction ist nur zulissig fir Stticke Ds, welche als absolut feste Korper-zu betrachten
sind, wihrend die Anwendung, auf die es hier ankommt, an die Voraussetzung ge-
bunden ist, dass die Theile des Leiters im Gegentheil nachgiéhig seien. -
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sticke betrachten. Dann wiirde diesem Paar von Endpunkien von der einen
Seite her eben so viel frei werdende positive Elektricitét zustromen, als von
der andern Seite negative. Die Summe der frei werdenden Elekiricitat wirde
also doch wieder gleich Null sein. Dem entsprechend wiirde Gleichung (2°.)
anzeigen, dass zwei gleich grosse und entgegengesetzt gerichtete Krifte auf
den betreffenden Punkt wirkien, die eine, insofern er oberes Ende des einen
Leitersticks ist, und in ihm positive Elektricitat frei wird, die andere, insofern
er unteres Ende des andern Leiterstiicks ist, und in ihm negative Elektricitit
frei wird. Da beide Krifte genau denselben Punkt mit genau gleicher Grosse
und genau entgegengesetzier Richtung angreifen, so werden sie sich gegen-
seitig vollkommen aufheben, so lange nicht der Zusammenhang des Leiters
an dieser Stelle zerrissen wird; die Summe ihrer virtuellen Momente oder ihrer
Arbeit fir irgend eine denkbare oder wirkliche Verschiebung des Leiters ohne
Aufhebung der Continuitit der Stromungslinie Wil‘_‘(‘i immer gleich Null sein¥).
Dagegen ist dies nicht mehr der Fall, so wie der Leiter an dieser Stelle zer-
reisst, und seine Verschiebungen discontinuirliche Functionen der Coordinaten
werden. Es werden also die Krifte der Gleichung (2%), welche auf die
Stromenden wirken, in der That auch im Innern des Leiters bei geeigneter
Richtung des Stromes j ein Zerreissen des Leiters s und eine Aufhebung
seines Zusammenhanges befordern konnen. Zugleich zeigt aber auch die
Gleichung (2“), dass bei endlichen Stromstirken und endlicher Lénge der
Stromleiter die beiden Krifte, welche in jedem einzelnen Querschnitt des
Leiters den Molecularkriften, welche den Zusammenhang zu bewahren streben,
enlgegenwirken, von endlicher Grosse sind **).

Die bis hierher ausgefiihrte Zerlegung der ponderomotorischen Krifte
in diejenigen Krifte, welche auf die einzelnen Punkte des Innern und der
Oberfliche des hewegten Leiters wirken, hat ihre bhestimmte physikalische Be-
deutung, da im Falle der Bewegung die Beschleunigung jedes einzelnen Leiter-
punktes nur von den auf ihn selbst wirkenden Kraften mechanischen und
elektrodynamischen Ursprungs abhingt. Die weitere Zerlegung der elektro-

*) Herr Bertrand (l. c. p. 1053) behauptet, diese Endkrifte, welche nicht die
Richtung der Tangente des Leiters s hiitten, mtissten den Leiter verschieben. Er hat
dabei nicht beachtet, dass jeder innere Punkt des Leiters von zwei gleich grossen und
cotgegengesetzten Kriften dieser Art angegriffen wird, die sich genau aufheben, so
lange der Leiter nicht zerreisst.

##) Finen hierauf beztiglichen Einwand von Herrn Bertrand will ich am Ende
des Paragraphen besprechen. ‘
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dynamischen Kraft, welche der Leiter o auf einen jeden der Punkie von s
ausiibt, in Theile, welche den einzelnen Theilen von ¢ entsprechen, hat etwas
Willkiirliches, da die Art, wie wir o theilen, willkiirlich ist. Bisher haben
wir es in Lingenelemente getheilt. Indessen konnen wir auch bis auf Krifte,
die von den Punkten von o ausgehen, zuriickgehen, da ja andererseits bei
der Bewegung von o die Beschleunigungen seiner einzelnen Punkte auf Krifte
zuriickfiihren, welche vom ganzen Leiter s auf die einzelnen Punkte von ¢
ausgeiibt werden.

- Eine solche Zerlegung ist nun in unserem Falle namentlich vortheil-
haft, um den Unterschied der von dem Potentialgeseize angezeigten Wir-
kungen von denen des Ampéreschen Gesetzes moglichst einfach heraustreten
zu lassen. Ausserdem ist zu bemerken, dass die von dem Grassmannschen
Gesetze angezeigten Elementarkrifte zwischen Stromelement und Siromelement
dem Gesetz der Gleichheit der Action und Reaction nicht genigen, obgleich
dieses Gesetz bei der Zusaz’ﬁmenfassung der gleichzeitig auf Stromelemente und
Stromenden stattfindenden Wirkungen gewahrt bleibt. Die Zerlegung in Punki-
krifte fibrt dagegen auf Elementarwirkungen, die dem Gesetz von der Action
und Reaction geniigen.

Um elementare Krifte der letzteren Art zu erhalien, muss man eine
nochmalige partielle Integration.des letzten Gliedes der Gleichung (2.) aus-
fihren, was bei gleichzeitiger Einfiihrung von s und ¢ an Stelle der Va-
riablen p und @, das Resultat giebt:

)
—A%ij -9 22 (£ )+“ S .cos(ds, do) ] do,
V= s[aigy-ng (7]
| —aiif [y-n ds.da<7)+ rh
z = E[A’»'-ﬁ-w-@%(i)]
%4 [ (5875 (1) + 255 cos (ds, do) | do.

Es sind dies die Componenten einer Summe von Abstossungskriften, welche
theils von den Enden, theils von den linearen Stromelementen der Leitung o
auf das Stromelement ds ausgeﬁbt werden. Die Werthe sind folgende:

-cos (ds, do)] do,



Helmholts, iiber die Theorie der Elcktrodynamik. 201

1) Abstossende Kraft eines Endes von o auf ein Stromelement ds

de d r1 . de 1 dr
2 — A%,
+ 4% _s_>— T

%) Abstossende Kraft der Stromelemente von o auf die von s

—Aij. [r- le.:g (-1—>+ —:T-cos(ds, d«r)] .

Da nun
2
und ferner
-%— = cos(r, ds),
’ %— = —cos(r, do),
%&— = -;'— [cos (r, ds).cos (r, do) — cos (ds, do)],

so wird der Werth der Abstossungskraft:
A%ij
-5

-[2cos(ds, do) — 3 cos (r, ds) .cos (r, do)],

was die bekannte Form von Ampére ist.

Die auf die Enden von s wirkenden Krifte bringen wir auf die ent-
sprechende Form, indem wir in (2%) das % durch partielle Integration fort-
schaffen '

X____i_i’f_Azdez[dem E]+A2 f( §)‘a%(—1;)do,

und ebenso
Y = 1+k Az—- [ —"7]+ o ]/&y——n rr )d(i

Z = ”2”" a g =g il a i) oo (e
Dies sind die Componenten von Abstossungskriften, welche theils von den
Enden der Leitung o, theils von deren inneren Elementen auf die Enden der
Leitung s ausgeibt werden. Und zwar ist die Grosse der Abstossung

3) zwischen den Enden der Leitungen

14k de de ‘
- A

unabhéngig von der Entfernung,

37*
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4) swischen den inneren Elementen von ¢ und den Enden vonr s
1 dr

,de . d i _ ,de .
A -37-‘7.1“33(7)(10 = —A a7 -doda,

welcher Ausdruck dem vorher fiir die Abstossung zwischen den Enden von
o und den inneren Elementen von s gefundenen genau entspricht.

Die Ergebnisse der bisher angestellten Untersuchung sind also folgende:

Fir die Krifte, welche die inneren Ldingenelemente zweier linearen,
unverzweigten, in beliebigem Grade biegsamen und dehnsamen Leiter auf ein-
ander ausiiben , ergiebt das Potentialgesetsz genau dieselben Werthe, wie das
Gesetz von Ampére. Der Werth der Constanten k£ in der von mir ge-
wahlten allgemeineren Form des Potentialgesetzes hat darauf keinen Einfluss.

Unterschieden ist das Potentialgesetz von dem von Ampére nur durch
die Krifte, welche auf die Enden der Leitungen nicht geschlossener Strome
wirken, an denen sich Elektricitit ansammelt. Dergleichen Krifte kennt
Ampéres Gesetz nicht. Das Potentialgesetz dagegen ergiebt, wenn man alle,
Krifte in anziehende und abstossende zerlegt, eine in Richtung der Verbin-
dungslinie wirkende Kraft sowohl zwischen Stromelementen und Stromenden,
wie zwischen je zwei Stromenden. Die Kraft zwischen Stromelementen und
Stromenden (1 und 3 oben) ist eine ansziehende, wenn die an dem Stromende
sich sammelnde Art der Elektricitat gleichnamig ist mit derjenigen, welche in
dem Stromelemente sich vorn dem Siromende entfernt. Die Grosse dieser Kraft
ist proportional der Geschwindigkeit der Ansammlung der beireffenden Elek-
tricitit an dem Stromende, ferner proportional der Geschwindigkeit, mit der
die Entfernung zwischen beiden wichst, endlich umgekehrt proportional der
ersten Potenz der Entfernung, ibrigens unabhingig von der Constante k. Sie
ist also ein nothwendiges Ergebniss jeder Form des Potentialgesetzes. Im
Gegensatz zu Herrn WW. Webers Hypolhese ist es hier nicht die schon ange-
sammelte freie, sondern die ebeén aus Bewegung in Ruhe iibergehende sich
ansammelnde Elektricitdt, welche die Wirkung ausiibt, und die Wirkung selbst

nicht dem Quadrate, sondern der ersten Potenz von % proportional.

Es sirebt also hiernach bewegte Elektricitat die eben frei werdende
Elektricitdt derselben Art in derselben Bewegung nachzuziehen, in welcher
erstere relativ zu letaterer begriffen ist.

Die Kraft zwischen Stromenden endlich ist eine anziehende, wenn sich
Elektricitit gleicher Art an beiden Siromenden sammelt. Dass in der Unab-
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hingigkeit dieser Kraft von der Entfernung keine physikalische Schwierigkeit
liegt, ist schon in der Einleitung erortert worden.

In den Comptes Rendus vom 14. October 1872 hat Herr Bertrand der Aca-
démie des Sciences eine Betrachtung mitgetheilt, durch welche er beweisen zu konnen
glaubt, dass die durch das Potentialgesetz gegebenen Krifte, die, wenn man sich die
einzelnen Lingenelemente des Leiters als feste Stibe denkt, fiir jedes derselben auf
eine Einzelkraft und ein Kriftepaar zuriickgefiibrt werden kionnten, nothwendig den
festesten Leiter zertrtimmern nfissten, wenn sie existirten. Ich habe in der vorliufigen
Zusammenfassung der hier vorgetragenen Resultate, die ich der Berliner Akademie
(Februar 1873) gab, diesen Einwurf erwihnt und kurz bezeichnet, was mir die wahr-
scheinlichste Quelle des Irrthums in Herrn Berfrands Raisonnemeént zu sein schien.
Meine dort gegebene Interpretation seiner Meinung hat mein Gegner aber in dem
Compte Rendu vom 10. November 1873 als unrichtig bezeichnet, und eine Ausein-
andersetzung wiederholt, welche ich vorher nur flir eine nicht sehr gliicklich gewihlte
und leicht misszuverstehende Form der Darstellung gehalten und deshalb tibergangen
hatte. Bei der hervorragenden Stellung, welche Herr Bertrand unter den franzosischen
Mathematikern einnimmt, muss ich hier auf die Sache zurtickkommen. Um meinem
Gegner nichts unterzuschieben, was er nicht selbst gesagt hat, citire ich aus C. R. LXXV
p. 863 die Stelle, wo derselbe die Sache in moglichst drastischer Anschaulichkeit
beschreibt: N ‘
»,Lassen Sie uns einen geradlinigen horizontalen Draht annehmen, der ein
Meter lang und in 100 Milliarden gleicher Theile getheilt ist, welche die Stelle der
unendlich kleinen Elemente in der Formel (niimlich des Potentialgesetzes) vertreten;
nehmen wir weiter an, jedes derselben werde durch ein Kriftepaar von zwei verti-
calen Kriiften angegriffen, deren jede dem Gewicht von 1 Milligramm gleich ist. Es
kommt hier nicht darauf an, dass solche Krifte, wenn sie auf einen als absolut fest
betrachteten Stab einwirken, sich nach den Regeln der Statik in ein Kriftepaar von
sehr kleinem Moment zusammensetzen wiirden, welches, ohne Zweifel, unfihig sein
wiirde, einen Spinnenfaden zu zerreissen; muss der Kupferdraht, welcher nach oben
gezogen wird durch 100 Milliarden Milligramm, das heisst durch 100000 Kilogramm,
und nach unten durch e¢ine gleiche Kraft, nicht augenblicklich zerrissen werden? Und
man bemerke wohl, es handelt sich nicht nur um sehr kleine, sondern um unendlich
kleine Elemente; man muss also die Existenz nicht nur von 100 Milliarden solcher
Krifte voraussetzen, sondern von einer unendlichen Zabl, und wie klein auch der
Werth jeder einzelnen derselben wire, der Faden miisste einen unendlich grossen
Widerstand entwickeln konnen, um fest zu bleiben.“

Im C. R. T. LXXVII p. 1050—10561, wo mich Herr Bertrand dariiber tadelt,
dass ich so entscheidender Auseinandersetzungen gar nicht Erwihnung gethan hitte,
fasst er dies Beispiel noch einmal zusammen: , Betrachten wir einen geradlinigen Stab,
der an seinen Enden von gleichen und entgegengesetzten Kriiften von unendlicher In-
tensitit gezogen wird“ u.s. w. Hier sind die Krifte, die ein Jahr friher wenigstens
noch tiber den ganzen Stab vertheilt waren, jetzt ganz an die Enden verlegt.
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Wenn Herr Berirand Recht hat, so werden wir uns hiiten miissen, einen
stahlernen Magnetstab je von Osten nach Westen zu richten, denn dann miisste der-
selbe in Staub zerfallen. An einem solchen konnen wir uns durch den Versuch tiber-
zeugen, dass jedes durch zwei zur magnetischen Axe senkrechte Querschnitte aus dem
Stabe herausgetrennte Stiick, so klein und kurz es auch sein mag, noch immer seine
zwei Pole hat, und wenn die Magnetisirung des Stabes in seiner ganzen Linge gleich-
missig gewesen ist, so ist die Anziehungskraft des Erdmagnetismus auf jeden Pol
jedes kleinsten Stiickes gleich gross. Jedes von ihnen wird also vor der Trennung,
wie nach der Trennung, vom Erdmagnetismus gerichtet durch ein Kriftepaar, dessen
zwei Krifte endliche Grdsse behalten, so klein auch die der magnetischen Axe parallele
Linge des betreffenden Stlicks sein mag. Nehmen wir an, diese Kraft sei gleich der
Schwere von einem Milligramm. Theilen wir die Linge des Magnetstabes in
100 Milliarden Theile u. s. w., so ergiebt sich bei ostwestlicher Richtung des Stabes,
dass 100000 Kilogramm den Magneten nach Norden reissen, andere 100000 Kilogramm
nach Stiden. Mtissen wir nun wirklich mit Herrn Bertrand schliessen, dass der Magnet
unter solchen Umstinden zerrissen wird? Die Natur entscheidet gegen die Meinung
des berithmten Akademikers, und Alle, die sich bisher mit mathematischer Mechanik
beschiftigt haben, nicht blos ich "allein, haben in diesem, wie allen #hnlichen Fillen
geglaubt, die mechanische Theorie sei hier vollstindig im Einklang mit dem, was in
Wirklichkeit geschieht.

Man denke sich zwei Lingenelemente eines Stabes ab und bc in Richtung
der z. Es sei ab afficirt von den beiden, ein Paar bildenden, Kriften —¥ in a und
4 Y in b. Ein gleiches Paar wirke auf be, niimlich eine Kraft —Y in b und 4 ¥
in ¢. Die Summe der virtuellen Momente der beiden Kriifte +¥ und —¥, welche die
beiden Seiten eines und desselben Querschnitts b des Stabes angreifen, bleibt Null bei
allen Bewegungen aller Theile des Stabes, ausser bei solchen, welche den Stab im
Querschnitt b zerreissen. Also auf Trennung der beiden Seiten eines Querschnitts
wirken immer nur die beiden endlichen Krifte hin, die ihn direct angreifen. Die Co-
hiision des Leiters braucht folglich in jedem Querschnitte nur zwei endlichen Kriften
zu widerstehen. Bei allen anderen Bewegungen werden die beiden Kriifte, welche
jeden einzelnen Querschnitt angreifen, sich aufheben, und so bleibt schliesslich nichts
von allen diesen Kriften tibrig als die erste am Anfang des ersten und die letzte am
Ende des letzten Lingenelements dr, also zwei endliche Krifte, welche ein endliches
Moment hervorbringen.

Ich muss gestehen, Herrn Bertrands Rechnung scheint mir allen wohlbew&hrten
Principien der Mechanik und der Differentialrechnung zu widersprechen; ich ziehe
desshalb vor zu glauben, dass ich seine wahre Meinung nicht gefunden und nicht
verstanden habe. Wenn er seine Ansicht dartiber auseinandersetzen will, warum ein
von Osten nach Westen gerichteter Magnetstab nicht zertrimmert wird, trotzdem er
sich, so weit ich sehe, genau unter derselben Art von Kraftwirkung befindet, wie ein von
einem elektrischen Strome durchflossener Draht nach den von mir aus dem Potential-
gesetze gezogenen Folgerungen, so werde ich vielleicht verstehen konnen, welchen
Sinn die von ihm angestellte Betrachtung haben soll.
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§ 16. Die elektrodynamischen Kridfte in korperlichen Leitern.

_ Der von Herrn F. E. Neumann aufgestellte Werth des elektrodyna-
mischen Potentials soll die durch die elektrodynamischen Krifie bei Bewe-
gungen der ponderablen Leiter zu leistende ponderomotorische Arbeit geben
unter der Voraussetzung, dass die Intensitat der Stromungen in jedem linearen
Leiter wihrend der Bewegung ungeindert bleibt. Die Aenderungen des Po-
tentials, welche von Aenderungen in der Intensitit der Stromungen abhangen,
seien diese nun durch Aenderungen des Widerstandes oder der elektromoto-
rischen Krifte hervorgebracht, haben keinen Einfluss auf den ponderomotorischen
Theil der geleisteten Arbeit.

Die ponderomotorischen Krifte hingen eben nur ab von den Strom-
starken, wie sie zur Zeit der Wirkung hestehen, nicht von deren Verinde-
rungen. Die Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen fiir unverzweigte
Leiter lassen sich ohne Schwierigkeit aul zwei beliebig verzweigte Systeme
linearer Leiter iibertragen. An jedem Verzweigungspunkte ist

de
dt
wenn man mit ¢ die Intensititen der Stromung in den einzelnen von dort aus-
gehenden Zweigen bezeichnet, und das — Zeichen fir die Stromungen benutzt,
deren positive Richtung von dem genannten Punkte ausgeht, das 4 Zeichen

=2[j—_i] =0,

fir die, deren positive Richiung auf den Punkt hingeht. Wenn aber —Z%:O

ist, so ist auch die Summe der elekirodynamischen Wirkungen gleich Null,
welche von dem besprochenen Verzweigungspunkte als Endpunkte mehrerer
Stromungen ausgehen, oder auf ihn einwirken. Wenn durch die Bewegung
einzelne Fiaden des Netzes gedehnt, andere verkiirzt-werden, und die Strom-
vertheilung wegen verinderten Widerstandes solcher Zweige sich éndert, so
wird dies ebenso wenig, wie bei einfachen unveraweigten Leitungen auf die
ponderomotorischen Krifte Einfluss haben.

Von dem Falle eines verzweigten Leiters kann man durch immer stei-
gende Anzahl der Verzweigungspunkte dbergehen zu einem im Raume aus-
gedehnlen Leiter von drei Dimensionen. Wenn man sich einen solchen in
Faden abgetheilt denkt, welche iiberall den Stromlinien parallel gerichtet sind,
so dass von keinem dieser Faden zu seinen Nachbarn Elektricitat bei der
bestehenden Stromvertheilung uberfliesst, so wird die elekirodynamische Wir-
kung dieselbe sein missen, als waren dieselben Stromfaden als lineare Leiter
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vorhanden und von einander durch nichtleitende Zwischenrdume isolirt. Will
man den Neumannschen Bégrz‘/f des elekirodynamischen Potentials auf kirper-
lich ausgedehnte Leiter ibertragen, so wird man bei der Variation des Po-
tentials fir die Berechnung der geleisteten mechanischen Arbeit die Strom-
starke in jedem, aus denselben materiellen Theilen gebildeten Stromfaden als
unverdnderlich betrachten miissen. '

Wir wollen die Stromcomponenten der elektrischen Stromung im Punkte
x, y, 5 mit u, o, w bezeichnen, die Componenten. der Geschwindigkeit des
materiellen Leiters dagegen mit «, 3, ¥. Das Linienelement Ds wu'd die
Richtung der elektrischen Stromung haben, wenn

Dz:Dy:D3s:Ds = u:o:w: yu'+o*+w
Wenn wir nun unter ¢ den Querschnitt eines unendlich dinnen Stromfadens
verstehen, dessen Axe ds ist, und von dem das unendlich kleine Stick ds als
cylindrisch betrachtet werden kann, so ist gyu’+o’+ " die Stromintensitat in
diesem Stromfaden, und gqds sein Volumen, welches wir mit Dw bezeichnen
wollen, also die Stromintensitét

Do ————= u ) w
= V02 2= —_ =
i=gpoVutotw = 4o Dw Dy Dw r Dw.

Wenn also fiir das betreffende Stick des Stromfadens bei der Variation der
Grﬁssen x, y, 5 das ¢ unverandert bleiben soll, so haben wir:

0= [ Do) = a[-—p | =0[ 4= Do)
Die erste dieser Gleichungen giebt: ‘

’ Dw u o
0 =’77—;()‘u+—D-;()‘Dw——D?,~Dw.d‘Da:

oder
J302_ 200,

Dx Dw ]
Das zweite Glied rechts in dieser Gleichung ist die relative Volumvergrosse-
rung in der Umgebung des Punktes =, y, z, und diese ist nach bekannten
Satzen, wenn dz, dy, Js continuirliche Functionen der Coordinaten sind:

(8.) Jdu=

0Dw d61: dﬁy dos
| Do~ & Ty T
Ferner ist ,
doz d(h d6x
0Dz = -H-;'D T+ —— D + — s D z,
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also

. oDx ddx dox dozx
(3w = wgr e g tw o,

und die Gleichung fiir du ergiebt:
dér . d§y d&z . 4dz

Z
dem entsprechend .

(3.) ( d5y - dJm)+< d&y i;:z)

_ (u_d6~5_ d6x)+< d&z dc?y).
dr

Der von den beiden Elementen Ds und Ds’' abhéingige Theil des Neumannschen
Potentials P,, wie es oben in (10) gegeben ist, erhil} dann den Werth

P O R RN
oder da

Dz u

5 = e
u. 8. W. ‘

!
DP, = —Azg—ai;j])l[uu'+vv'+ww’].
Wenn man hier nach den Volumenelementen Dw und Dw' integrirt, erhalt man

P, = — 344/ Do. Dot LTI

Der Factor } ist hier eingetreten, da bei der Ausdehnung der sechs Inte-
grationen iber simmtliche Punkte des gesammtien Leitersystems jede Combi-
nation zweier Elemente Dw und Dw' zweimal vorkommt. Wiren Dw und
Dw' Volumenelemente zweier getrennter Leiter S und S’ und die Integration
iber z, y, s nur auf S, die nach &', y', ' nur dber S’ auszudehnen, so
wiirde der Faclor } wegzulassen sein. Dass diejenigen Elemente des In-
tegrals P,, welche wegen r =0 unendlich werden, das Integral nicht unend-
lich machen, so lange w», v, w daselbst endlich sind, ist aus der Theorie der
Potentialfunctionen bekannt.

Beschréinken wir uns zunichst darauf, den hier gegebenen Theil P,
des Potentials zu variiren und die davon abhingigen Krafte zu suchen, die
wir mit X,, Y,, Z, bezeichnen wollen, so haben wir

Journal fiir Mathematik Bd. LXXVIIL, Heft 4. 38
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(3%) 0P+ f(x,aw+yooy+zodz)pw = 0.

Wir setzen wieder die Theilchen des Korpers als frei verschieblich voraus,
so dass dxz, dy und Jz von einander ganz unabhingige, aber continuirliche
Functionen der Coordinaten sind. Beschrédnken wir uns zunichst auf Variation
der x, so dass vorldufig dy = Jz =0 gesetzt wird, so erhalten wir

0P, = = & [ (1)oz (wuct oot ww,) Do. Do

— &2 (1,0 wDw) + 0,0 (0 Dw) + 1,0 (10 Dw)] D
Setzt man nun, nach Gleichung (3.) und (3%)

3 (u.Dw) = uDw. 222

_ Dw[ d3a: ddf;v . dj::]

und entsprechende Werthe fiir J (v.Dw) und J(w.Dw), so wird:
; d r1 dd do do.
()‘P(,=-—A?// [TE<T)&B (uul-i-vvl—l—ww‘)-{-% _—a’+ dy"’.|_ d:) Dw.Dw'.

Setzt man nun statt Dw seinen Werth

Dw = dz.dy.ds,
so kann man durch partielle Integration die Differentialquotienten von Jdz fort-
schaffen, vorausgesetzt, dass Jx eine continuirliche Function der Coordinaten
ist, oder dass keine Gleitstellen mit absoluter Discontinuitdt der Bewegung
vorkommen. In dem resultirenden Ausdrucke ist die mit dz multiplicirte Grosse
nach (3%) gleich —X,Dw zu setzen. Fiithren wir die Grossen ein:

U = [ Do,
e
- W = f —u;—'Dw',

und bericksichtigen wir die Gleichung

de d
I TR " i e

worin e die Dichtigkeit der freien Elekiricitat ist, so erhalien wir

@) %= 4T (- ) e )0 $],
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und fir die auf die Flicheneinheit der Oberfliche des Leiters wirkende Kraft,
wenn ¢ die Menge freier Elekiricitat an dieser Flacheneinheit ist:

< , de
(3/.) XU == U ‘d—t"

Dazu kommt nun noch die von dem Theile. P, des Potentials herriihrende
Kraft. Ehe man hier variirt, kann man seine Integration vornehmen, wie in
(1%.), und man erhalt, wie dort

P, = —lz—'iAf’f/%-%er.Dwa

Die Integrationen sind beide iiber die simmtlichen vorhandenen Volumenelemente
auszudehnen, und da sich dabei die Combination jeder zwei Elemente zweimal

wiederholt, so ist vorn der Factor } hinzugefiigt. Dabei ist aber zu be-

merken, dass unter diesem % und g—; auch die Werthe der frei werdenden

elektrischen Massen an den vorhandenen Grenzflichen der Leiter mitzube~
fassen sind.
Da das P, eine dhnliche Form, wie die Potentiale anziehender Massen

de

i und %‘:— hat, so ergiebt sich in bekannter Weise daraus die Kraft

_ A=k de fde z—& o
(39.) X1 = ——2——A Tl? d_t ‘—-;‘—Dw.

Oder wenn man die in Gleichung (2°.) meiner ersten Abhandlung gebrauchte
Bezeichnung *) beibehilt
S /r.—g%.pw',

. 1—kN\ ,, de d¥
@) X=(F)4% %

Fihrt man ferner die anderen ebenda gebrauchten Functionen ein, namlich

so ist

U=1U +i_—_k__‘?2

2 dz?

- g1 A—k AW
V=V+=5"%"
g, A=k dW
W= Wt——%

, *) In dieser Gleichung ist ein Druckfehler. Der Factor 4z im Nenner muss ge-
tilgt werden, da A¢@ = —4me ist. In den daraus abgeleiteten Gleichungen ist dieser
. Fehler nicht gemacht worden.

38*
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so werden die Ausdriicke der elektrodynamischen Bewegungskrﬁﬂe einfach

folgende:
X = #[o(Sr—g+e(G -3+ U5,

@) (¥ = 4 [u(G g+ -+ VE]

! o A (A ]

Dabei ist unter e alle an Flachen und in korperlichen Réumen angesammelte
freie Elektricitﬁt zu verstehen, ebenso wie dies bei der Bildung der Function

¥ mit — geschehen ist. Dass die mit o, v, w multiplicirten Factoren den

Componenten der magnetischen Kraft, welche durch die Strome erzeugt wird,
proportional sind, ist in Gleichung (19°.), meiner ersten Abhandlung nach-
gewiesen.

Die in (3') gegebenen Werthe der elektrodynamischen Krifte haben
die Grassmannsche Form, nur dass in dieser letztern die auf die freiwerdende

Elektricitat -gti wirkenden Krifte fehlen. Es bleibt noch ibrig den von %:—

unabhéingigen Theil auf die Ampéresche Form zu bringen.
Zu dem Ende filhre man in dem Ausdrucke
av av’
'(3k) KK—' dac+ 717_'_ ds
' ? _fffu lre=brtou— D0G=0] 4 dn. dt

eine partielle Integration nach § aus, welche ergiebt
= +ﬁ1 (wh_g) [n(z—5 +°(?/; n+wiE—0)] cosa.dw

+/f/($—§)[ulu -3 (w"‘§>2u+(?/""7)(w';§)v+(z_;)(w—§)w] d§.d1].dC '

r

//f(w §) [“(m’5)+”(y—ﬂ)+w<5 Q] di. d’? dC

rd

Mittels der Glexchung
’ de _ dv  do | dw
@ T wtmtE
. . du' do' dw'
lasst sich aus dem letzten Integral zuerst das = und dann - und X3

durch partiélle Integration beseitigen. Das giebt
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d —_ — - "
K =/f _‘%(x_g)[u(‘” ‘§)+”(?] - n) +w(z—0)] dE.dn.d¢

r
Q' av' AW’
L d

“3/ / / (ng) [(z-8)u+(y-n)o+(z-L)w][(x-§)u'+(y-n)v'+(5-C)w']d&.dn.dC.

Wenn man nun zur ersten der Gleichungen (3'.) hinzuaddirt die aus (8*)
folgende Gleichung:

0 = #[-Ktull+olto

so erhilt man
X = £V -4 // b 22E (a=8)+o(y—n)+ 0 (s—L)]d5. dn. T
— A& [ T=5 [2¢08 i, )~ 3c0s i, 1) cos (j, r)] dé. dn. L.

Das letzte Glied dieses Ausdrucks ist die Ampéresche Kraft zwischen zwei -
Stromelementen. Das erste Glied rihrt her von den Wirkungen auf die frei-
werdende Elektricitit in «, y, 5. Das zweite giebt die Wirkung der ander-
wirts frei werdenden Elektricitat auf die Stromung im Punkte z, y, 5. Wird
nirgend Elektricitiat frei, das heisst, sind alle Strome, die auf einander wirken,
geschlossene, so bleibt die Ampéresche Kraft allein ibrig.

' Dadurch ist auch fiir Leiter von drei Dimensionen, bei denen die Be-
wegungen der einzelnen Volumenelemente in ganz beliebiger Weise geschehen
konnen, vorausgesetzt nur, dass sie continuirlich fir benachbarte Theilchen
geschehen und die Stromfiaden nicht zerreissen, erwiesen, dass fiir geschlossene
Stromungen das Potentialgesets genau dieselben elektrodynamischer Bewegungs—
krifte ergiebt, wie Ampeéres Gesels.

Der zweite Theil des Werthes von X in (3.) ist die x-Componente
einer anziehenden Kraft

1 de I R 5—¢
T ar 95 dn d§[ T te—; ]a

(3%)

welche die frei werdende Elektricitat %;- im Volumenelemente d&.dn.dl auf

die von ihr weg in Richtung von r fliessende elekirische Siromung im Punkte
x, y, 5 ausibt. :

Der erste Theil jenes Werthes von « endlich entspricht der auf die
im Punkte «, y, 5 frei werdende Elektricitit ausgeibten Kraft.

-
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§.17. Die Anwendung des Potentialgesetzes auf Gleitstellen.

Die in §. 15 angestellten Betrachtungen setzten voraus, dass ‘entweder
die Variationen Jx, dy, dz conlinuirliche Functionen der Coordinaten sind,
wobei dann die Continuitit der Stromleitung erhalten bleibt, oder dass die
Stromleitung abbricht, wo die Variationen discontinuirlich werden. Nun konnen
aber auch Fille vorkommen, in denen man die Bewegung der leitenden Metall-
stiicke als discontinuirlich betrachten kann, und doch die Stromleitung erhalten
bleibt. Ein solcher Fall wire zunichst der, wo die zwei Metallstiicke sich
trennen, und der Strom zwischen ihnen einen leitenden Bogen von glihendem
Metalldampf erzeugt. Hier besteht weiter keine analytische Schwierigkeit in
der Anwendung unseres Gesetzes, da das materielle leitende Verbindungsglied
sich durch Dehnung aus den vorher an der Beriihrungsstelle liegenden Metall-
theilchen gebildet hat. Hier ist und bleibt das neue Leiterelement, welches
die Liicke ausfillt, fir sich bestehend, so lange iiberhaupt Leitung besteht,
und an diesen Fall kann sich also kein Zweifel ankniipfen.

Weniger augenfillig wird das Verhaltniss, wenn der Draht, welcher
sich von seiner bisherigen Beriihrungsstelle mit dem anderen Leiter trennt,
sogleich wieder mit anderen Stellen des letzteren Leiters in Beriihrung kommt,
so dass sich immer wieder neue Stromfiden ankniipfen, und deshalb der
Funkenbogen zwischen beiden Leitern gar nicht oder nur in unterbrochener
Weise zur Erscheinung kommt. Dieser Fall wiirde dem Bestehen einer Gleit-
stelle zwischen den beiden Leitern entsprechen.

-Denkt man sich .die Stromfiden construirt, welche durch die Gleitstelle
hindurchgehen, und nehmen wir einen absoluten Sprung in den Werthen der
Geschwindigkeiten diesseits und jenseits der Gleitfliche an, so wiirde aus einer
solchen Annahme folgen, dass in der Gleitstelle jeder der zur Zeit bestehenden
Stromfiden immer und immer wieder zerrissen wird. Die Berechnung der
ponderomotorischen Krifte aus dem Potentialgesetz kann aber nur unter der
Voraussetzung geschehen, dass die Stromung in jedem aus denselben materiellen
Theilen besiehenden Stromfaden ungeindert bleibt. Wie sich die maleriellen
Theile des Leiters dabei in dem Faden verschieben, hat keinen Einfluss auf
die ‘geleistete Arbeit, da nach der Linge des Leiters keine elekirodynamischen

- Bewegungskrifte wirken. Man- wiirde also auch in diesem Falle bei der Be-
rechnung der Variationen voraussetzen missen, dass die abreissenden Sirom-
faden noch durch ein leitendes Linienelement fir einen Augenblick verbunden
bleiben. Diese Vorstellung kenn unnatirlich oder willkirlich erscheinen, sie
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ist es aber nicht, wenn wir beachten, dass bei wirklich ausfihrbaren Ver-
suchen eine absolute Discontinuitit der Bewegung gar nicht eintritt, und wenn
man von den wirklich vorkommenden Verhiltnissen den Uebergang zur Grenze
einer theoretisch discontinuirlichen Bewegung der beiden Leiter macht.

Bei der Schwiiche der elektrodynamischen Kréfte, welche auf einen
einzelnen Leitungsdraht wirken, miissen wir den Draht sehr leicht beweglich
machen und doch dafiir sorgen, dass an der Gleitstelle sehr gute Leitung des
Stromes stattfindet. Um beide Bedingungen gleichzeitig zu erfillen, kennen
wir bisher keine andere Methode, als die, an der Gleitstelle flissige Leiter,
entweder Quecksilber oder Elektrolyten, einzuschalten, deren Grenzschichten
an den beiden metallischen Elekiroden festhaften, und deren innere Schichten
sich so bewegen, dads sie einen continuirlichen Uebergang von der Bewegung
der einen zu der der anderen Elektrode herstellen. Hierbei ist von einer
wirklichen Discontinuitit der Bewegung also gar keine Rede, und auf der-
gleichen Versuche bleibt die bisher gegebene Beweisfihrung, dass fir ge-
schlossene Strome das Ampéresche und Neumannsche Gesetz dieselben Resultate
geben, vollsommen anwendbar.

Denkt man sich die flissige Schicht immer dinner werdend, so kann
man die besprochene continuirliche Bewegung einer discontinuirlichen bis zu
jedem Grade der Anndherung #hnlicher machen, ohne dass die bisher ange-
stellten Betrachtungen ihre Anwendbarkeit verlieren.

Solche Fiille treten ein, wenn wir zwei harte Metalle auf einander
schleifen lassen. Es ist bekannt, dass dies unter ziemlich starkem Druck ge-
schehen muss, wenn eine gute Stromleitung erreicht werden soll; dabei ver-
dndern sich die oberflichlichen Schichten der Metalle sehr merklich und reiben
sich ab, woraus wir schliessen miissen, dass ihre oberflichlichen Schichten
der Bewegung des andern Sticks zum Theile folgen. Bei leicht entziind—
lichen Metallen, wie Eisen, sprithen dabei Funken auf, welche zeigen, dass
der Uebergang der Elekiricitat zum Theil auch durch kurze Dampfbogen unter-
halten wird. Fir dergleichen Falle hat man die elektrodynamischen Be-
wegungskrifte der Gleitstelle allerdings noch nicht direct beobachtet, doch hat
Herr F. E. Neumann durch den Versuch gezeigi, dass die inducirten elektro—-
motorischen Krifte auch in diesen Fillen seinem Potentialgesetze folgen, und
daraus folgt nach dem Gesetze von der Erhaltung der Kraft, dass es auch
die elektrodynamischen Krifte thun miissen (s. unten §. 20).

Die Annahme einer Gleitung mit discontinuirlicher Verschiebung ist
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also den bisher beobachteten Thatsachen gegeniiber nur eine Grenze, der die
wirklichen Verhéltnisse sehr nahe kommen kéonnen, und die deshalb analytisch
als vereinfachende Darstellung derselben gebraucht werden mag, vorausgesetat
dass man in der Rechnung das richtige Anniherungsverfahren anwendet.
Aehnliche Grenzbegriffe haben wir in der mathematischen Physik viele, wie
den des absolut festen Korpers, der incompressiblen Flissigkeit u. s. w., deren
Eigenschaften sich aus den allgemeinen Principien der Mechanik (Newtons
Axiomen) auch nur dann herleiten lassen, wenn man sie als die Grenze der
elastischen Korper von grossem Elasticitatscoefficienten ansieht. Thut man-
dies nicht, so muss man bei ihrer Behandlung noch besondere Hypothesen zu
Hilfe nehmen, welche dié besondere Art und Weise definiren, wie Krifte,
~ gegen feste Korper wirkend, zu zerlegen sind. .

In unserem Falle ergeben sich also richtige Folgerungen aus dem
Neumannschen Gesetze, wenn man eine Gleitung mit discontinuirlicher Ver-
schiebung als den Grenzfall continuirlicher Verschiebung ansieht, welche nur
auf eine immer dinner werdende Schicht zusammengedriangt wird. Man kann
nun entweder so verfahren, dass man aus dem Potentialausdrucke die
Ampéreschen Krifte herleitet, ehe man die Uebergangsschicht als unendlich
dinn gesetzt hat; oder wenn man auf diese unmittelbar den Potentialausdruck
anwenden will, das Potential von verschwindend kleinen Stromfadenelementen
mitherechnet, welche die gleitenden Flichen verbinden.

Nehmen wir an, dass an der negativen Seite der yz-Fliche die leitende
Masse in Ruhe sei, dass zwischen £ =0 und =1 deren Geschwindigkeit
in Richtung der y sei

of
Y=

2
dagegen fir 2>2

, v = f3.
Die elekirische Stromung sei senkrecht zur Gleitfliche parallel = und von dem
constanten Werthe u,, so wiirden in den Schichten zwischen ¢ =0 und = =34,
wenn jeder materielle .leitende Faden seine Stromintensitit behielte, nach dem
Zeittheilchen dt die Stromcomponenten sein ‘

. U= Uy,
v = uo—gdt,

w = 0.
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Betrachten wir die Dicke 4 als verschwindend klein und vernachldssigen wir
die Glieder, welche i in hoherer als der ersien Potenz ‘enthalten, so wird
der Werth des elekirodynamischen Potentials fir das Flachenstick Q dieser
verschiebbaren Schicht sein

P = —(Uu+ Vu(,i;idt)gl,

und wenn wir die gesammie Intensitit des durch Q gehenden Stromes mit J
bezeichnen,

J = Qu,
so ist
dpP

also unabhingig von der Dicke i der verschiebbaren Schicht. Eine Kraft
Y, welche an der Ebene x =1 angebracht dieselbe Arbeit leisten wiirde,
miisste sein

dpP
woraus folgt
Y =JV.

Es ist dies einfach der Werth der Kraft, welche auf die Endfliche der ver-
schiebbaren Schicht wirken wirde, wenn sie eine Endfliche des Stromes
wire. Auf diese Endkraft reducirt sich die ganze elekirodynamische Wirkung,
welche die ibrigen vorhandenen Stromungen auf die verschiebbare Schicht
ausiiben, sobald diese verschwindend kleine Dicke hat.

Da aber die Fliche o =4 in Wahrheit keine Endfliche des durch-
stromten Leiters ist, sondern an den gleitenden fesien Leiter sich anschliesst,
so begegnet die Endkraft der sich verschiebenden Schicht der enigegengesetzt
gerichteten gleich grossen Endkraft an der Endfliche des festen Leiters, und
beide heben sich gegenseitig auf.

Der ganze Einfluss einer solchen unendlich diinnen Uebergangsschicht,
wie wir sie angenommen haben, besteht also darin, dass die beiden Endkrifte
wegfallen, welche auf die Grenzfliche der beiden Leiter wirken wirden, wenn
stalt der leitenden Uebergangsschicht eine isolirende Zwischenschicht besténde.
Das heisst also, es wirken diesseits und jenseits der Gleitfliche nur die
Ampéreschen (oder Grassmannschen) Krifte. Diejenigen Theile dieser Krafte,

Journal fiir Mathematik Bd. LXXVIIL Heft 4. 39
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welche auf die leitenden Elemente der Uebergangsschicht selbst wirken, sind
verschwindend klein, wenn die Dicke der Schicht verschwindend klein ist.

Will man also die elekirodynamische Arbeit direct aus dem Werthe
des Potentials berechnen, und dabei die Existenz der Uebergangsschicht ver-
nachlassigen, so muss man an Stelle dieser Schicht zwei Endkrifte an die
Grenzflichen der gleitenden Leiter hinzugefigt denken, welche denjenigen ge-
rade enigegengesetzt sind, die ebenda auf Endflichen der Stromung wirken
wirden. Denn die genannten Grenzflichen sind eben keine Endflichen der
Stromung. Diese Art der Darstellung vereinfacht die Berechnung der Wir-
kung oft in hohem Grade. Nehmen wir zum Beispiel das von Herrn Riecke
angefiihrte Beispiel, wo der bewegliche Theil des Leiters der Radius eines
Kreises ist, der an der leitenden Peripherie des Kreises gleitet, und die Zu-
leitung des Stromes zum Centrum des Kreises, die Ableitung von der Pe-
ripherie symmetrisch zur Axe geschieht, wihrend die elekirodynamische Wir—
kung von starken Kreisstromen ausgeht, die concentrisch mit dem Gleitkreise
angebracht sind. In einem solchen Falle rotirt bekanntlich der Radius ent-
gegengesetzt der posiliven Eleklricitit in den Kreisstromen. Herr Riecke hat
Recht, dass in diesem Falle das Potential, welches die Kreisstrome auf den
Radius ausiiben, sich bei dessen Bewegung nicht édndert, weil er immerfort
in symmetrischer Lage zu ihnen bleibt. Aber die Stromfiden in der Gleit-
stelle gehen fortdauernd aus der radialen in die tangentiale Richtung iber,
und deren Potential gegen- die Kreisstrome ist in erster Lage Null, in zweiter
Lage hat es einen von Null verschiedenen Werth. Die Vorginge in der
Gleitstelle allein sind in diesem Falle das Treibende, und aus unserer Dar-
stellung ergiebt sich, dass der Werth der drehenden Kraft einfach zu finden
ist, indem man die Endkreft fir die gleitende Spitze berechnet, und diese
negativ nimmt. : '

An ahnlichen Beispielen hat Herr C. Newmann Anstoss genommen *)
und leugnet deshalb die Anwendbarkeit des von seinem Vater aufgestellten
Potentialgeselzes auf Stromelemente. Die absolute Discontinuitit der Bewegung
in der Gleitstelle, welche die Schwierigkeit (das Zerreissen der Stromfiden)
herbeifihrt, ist aber nur eine mathematische Fiction. Nimmt man sie streng,
so giebt das Potentialgesetz, welches Fortdauer des Stroms in denselben ma-
teriellen Stromfiden voraussetzt, keine falsche, sondern tberhaupt gar keine

#) Die elektrischen Krifte. ‘‘Leipzig 1873, 8. 77=79.
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Auskunft fir die Stellen, wo die Faden zerreissen. Den richtigen Werth
findet man auf dem von uns eingeschlagenen Wege, welcher die den wirk-
lichen Verhiltnissen entsprechende Art der Anndherung an die Discontinuitat
analytisch ausdrickt.

§ 18. Die elektrodynamische Induction.

Herr F. E. Neumarn hat das von ihm aufgestellte Gesetz der In-
duction- im Anfange der oben citirten Abhandlung auch nur fir geschlossene
lineare Strome erwiesen. In der ersten meiner elektrodynamischen Ab-
handlungen (Bd. 72 dieses Journals) habe ich seine Anwendung ausgedehnt
auf die durch Aenderung der Stromstérke hervorgerufene Induction in ruhenden
Leitern von drei Dimensionen mit ungeschlossenen Stromungen. Dasselbe ist
hier noch zu thun fiir die allgemeinsten Falle der Induction, bei denen gleich-
zeitig Aenderungen der Stromintensitdt und der Lage der Leiter vorkommen.

Die elekiromotorische Kraft, welche auf das Element Ds eines Strom-
fadens einwirkt, ist, wenn wir die bisher gewihlten Maasseinheiten beibehalten
und die Neumannschen Sitze, welche zunichst nur fir Leiter von endlicher
Linge aufgestellt sind, auf deren einzelne Lingenelemente iibertragen, unab-
hingig von der Stromstirke in Ds selbst, und gleich der Geschwindigkeit der

Aenderung des Potentials —%:—)—, welches sdmmiliche vorhandenen Strome auf

das von der Einheit der Stromstirke durchflossene materielle leitende Element
Ds hervorbringen.

Fir zwei lineare Stromelemente Ds und Do mit den Stromstérken ¢
und j konnen wir selzen

1 d 14k
(4) DP = ijoAa [+ 4TIk 4] py. s,
oder wie in (1.) ‘
DP = — 4% 2. [(14 k) cos(Ds, Do)+ (1= k) cos(r, Ds). cos (r, Do)]. Ds. Do

Die inducirte Kraft R fir die Léngeneinheit der Stromleiter s und ¢ wire
nach dem eben ausgesprochenen Principe durch folgende Beziehung gegeben

IR T A

oder

R.Ds.Do = - 2‘3” ) { [(1+k)éos(.Ds,Do) + (1—k)cos(r,Ds).cos(r,Da)] .Ds.D6§ .
39 *
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Bezeichnen wir mit R, die entsprechende inducirte Kraft, die im Stromleiter
o wirkt, so ist

R,.Ds. Do = ot g [1 Z;' W 1_*Z-k ds. da]D DG}

und die Arbeit JW, welche die ponderomotorischen Kraﬂe an den Langen-
einheiten der Stromlelter verrichten,

_ i . dr dr 1+k
(4’) 0BW.Ds.Do = —Arigof[ L. dr | Atk _dv ], Ds. Do}.

Daraus folgt ‘
(4°) J(DP) = [(R.i+R,.5)0t+0W]. Ds. Do.

Diese letztere Gleichung ist, wie wir spiter sehen werden, der Ausdruck des
Gesetzes von der Erhaltung der Kraft.

Wenn wir diese Ausdricke auf Leiter von dre1 Dimensionen iiher-
tragen wollen, so miissen wir die Aenderung des Potentials P suchen fiir ein
Stiick Ds eines aus denselben materiellen Theilchen bestehenden, und von der
Stromstirke J=1 durchstrémten Stromfadens. Sind Dz, Dy, Dz die Pro-
jectionen von Ds auf die Coordinatenaxen, so ist der Theil von P, der sich
auf Ds bezieht, mit Benutzung der schon friher gebrauchien Zeichen

(5.) PDs = —JA[U.Dz+ V.Dy+ W.Ds].

Dieser Ausdruck bleibt nach bekannten Siizen endlich, auch wenn das Element
Ds des Stromfadens innerhalb desselben Raumes liegt, der die Elemente fiir
die Integrale U, V, W liefert. Ich werde im Folgenden diese Grossen als
Functionen der Zeit und der Coordinaten x, y, 5 des im Raume festen Punktes
betrachten, auf den sie sich beziehen. Die Variationen dU, dV, W sollen
also die Veriinderungen bezeichnen, welche U, V, W in dem festen Raum-
punkle «, y, 5 durch Aenderungen der Stromstirke und Bewegungen der
iibrigen Stromelemente erleiden. Dagegen wollen wir d(U), Jd(V), d(W)
gebrauchen, um die Aenderungen in dem bewegten materiellen Punkte zu be-
zeichnen, der zu Anfang der Zeit J¢ im Punkte =z, y, s sich befindet. Es
ist also

oU) = JU+—-<¥ +d -dy + c)‘
wenn dz, dy und s die Verschlebungen bezeichnen, welche jener materielle

Punkt im Zeittheilchen J¢ erlitten hat. Die Veriinderung von D ist, wie
sich leicht ergiebt, ' '
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SDx = % d3£ .Dx +d6£D +d5’c' Da.

Mit Beriicksichtigung dieser Werthe erglebt Gleichung (5.), da J=1,
(5%) R.Ds.dt=J(P.Ds)= (X.Dx+Y.Dy+3.Ds)dt,
worin gesetzt ist

. dé ds 5
£.0t = —4[oU) + U2V 2y w2
5%) (9.0t = —a[a(¥) +U- @+V d"y+W ‘”‘]

Setzen wir statt der Verschiebungen Jz, d‘y und dJz die entsprechenden Com-
ponenten der Geschwindigkeit

oz = a.dt,
()‘y = ﬁ'd\t’
dz = y.d¢,

so ergeben sich die Werthe der Grossen X, ?J, 3, welche, wie Gleichung (5¢.)
zeigt, die den Coordinatenaxen parallelen Componenten der inducirten elekiro-
motorischen Kraft R sind, wie folgt:

o[ OU dU aUu dﬂ d
¥ = —A|grte Bty dz+U otV Wi,

. . N4 .ﬂ’_ _cﬂ’_ av dﬂ d
60 (9= —A[G e g Bty UGk VA W],
, . OW aw .., dW aw da dag d
3 =4 W+a--ﬁ-+ﬂ'@~_+7'7+v'm—f V'q;*l- W—d':—
Dlese Werthe lassen sich auch schreiben:
U aw d
¥ =5+ dy )+ (5L~ + 1 (Ut VB+ W),
wa dwy | d
(54) (P=—A[S+e (2L —)+ (=) + 3 (et VB+ W),
dW au av
8=—a[ G ta(Gr— ) HB(S — )+ (Uat VB+ W),
U oV

ow e
S 5 nd —;- geben die inducirlen

Krifte, denen das Leiterelement ausgesetzt sein wirde, auch wenn es nicht
selbst bewegt wirde. Wenn wir die in Gleichung (19’.) meiner Abhand-

Die ersten Theile dieser Ausdricke
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lung im 72. Bande eingefihrten Werthe der magnetlschen Kraftcomponenten
g, M, N anwenden

rdV dW:
t=AlG )

. . [aw  du
(5 (=4[ —F]

[ dU dyv
N=Al5—wlh

so erhalten die zweiten in (5%) mit «, 3, # multiplicirten Theile der obigen
Krafte, die wir mit X,, ¥,, 3, bezeichnen wollen, die Werthe

X = —A[BNR—yM],

Y = —A[yﬂ—-a Rl

31 = —dA[eM-73 ],

woraus folgt s
(57.) X, Dx+-Y,Dy+ 3,05 = —A[(yDy—Dz)4+M(eDzs—y Dx)+N(ADx—aDy)].
Das ist die durch Bewegung des Leiterelements Ds quer durch die Richtung
der magnetischen Kraftlinien erzeugte inducirende Kraft.

Endlich der letzte Theil der Werthe von ¥, 9, 3, der die Differential-
quotienten von (Uc - V3+ Wy) enthélt, und den wir beziehlich mit X,, ¥,
3, bezeichnen wollen, giebt fiir einen lmearen Leiter, dessen Langenelemente
Ds sind,

(50) f&.De+.0y+3.Dz) = —(Tat VB W),

wo der Ausdruck rechts die Differenz. der den Grenzen der Integration an-
gehorigen Werthe bezeichnet. ‘Er wird gleich Null, wenn die Integration iiber
eine geschlossene Curve ausgedehnt wird.

Ich will hier nur noch an die seit Ampére bekannten Beziehungen
zwischen &, M, N und U, V, W erinmern. Es sei dw das Fliachenelement
einer einfach zusammenhingenden Fliche, und es seien a, b, ¢ die Winkel,
welche die Normale dieses Elements mit den Coordinalenaxen macht, ds aber
das Linienelement der Grenzcurve, so ergiebt sich mit Benulzung der in (5°.)
gegebenen Werlhe, wenn £, M, N und U, V, Win der Flache iiberall stetig
und endlich sind, \

/]EE cosa-+n. cosb+ 9. cosc)dw _//EQ dy. ds+ 9. dz. dz-l—?)? dx.dy)
__/Udm-}—V dy+Wdz)——/Uu+Vv+Ww)ds, o
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worin die ersten beiden Integrale iiber die ganze Flache, das letzte uber die
ganze Umfangslinie auszudehnen sind. Das elektrodynamische Potential fir
die vom Strome ¢ durchflossene Umfangslinie findet sich gleich dem magne-
tischen Potential fir die Fliche, wenn deren Flicheneinheit das magnetische
Moment ¢ in Richtung ihrer Normale .hat. Es entspricht dies dem von Ampeére
anfgestellten Satze, wonach die ponderomotorische Einwirkung eines ge-
schlossenen Stromes auf andere Strome oder Magneten, gleich der magnetischen
Einwirkung einer in der angegebenen Art magnelisirten und von der Strom-
linie begrenzten Fliche ist. :

Daraus ergiebt sich weiler, dass die induciric elekiromotorische Kraft
in der ganzen Linge der Grenzcurve gleich ist der Grosse

i‘/ [L.cosa+ M.cosb-+ N.cosc]dw.

Die unter dem Integralzeichen stehende Grosse ist die in Richtung der Nor-
male von dw wirkende magnetische Elchtkraft multlpllclrt mit dw. Nennen
wir diese B, und beschrinkt sich die Flache auf ihr eines Element dw, so
ist die lings des ganzen Umfangs von dw inducirte elektromotorische Kraft
dt (R dw).
§. 19. Die Erhaltung der Energie.

Wir haben noch zu untersuchen, in wiefern die gefundenen pondero-
motorischen Krifte X, Y, Z der Gleichung (3'.) und die elekiromotorischen
X, 9, 3 der Gleichungen (5.) die Forderungen des Gesetzes von der Er-
haltung der Energie erfillen. Wir wollen zunichst die Werlhe beider Arten
von Kriften als unbekannt betrachten und aus der Constanz der Energie den
Zusammenhang herleiten, der zwischen beiden besteh.

Wenn wir den Leitungswiderstand der Volumeneinheit eines korperlich
ausgedehnten Leiters, nach denselben Einheitcn gemessen wie in den Glei-
chungen (3’.) meiner ersten Abhandlung, mit » bezeichnen, so sind die Glei-
chungen der elektrischen Stromung:

zu = ‘“d%'}'x +U,
e . d¢

(6.) %o = —-3—!/——&-@—{-8,
e =,."‘%%+3+@'
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Darin ist ¢ die elektrostatische Potentialfunction, und %, B, € sind die ander-
weitigen elektromotorischen Krifte hydroelektrischen oder thermoelektrischen
Ursprungs, welche etwa mitwirken.

~ Multipliciren wir die erste dieser Gleichungen mit udf, die zweite mit
vdt, die dritte mit wdf, addiren und integriren die ganze Summe iiber den
ganzen Raum, so erhalten wir

()‘t/“/‘/:z(uQ—}-o?-{—w?) dz.dy.ds = d‘{//]t?lu—[—%v—}—@w] de.dy.ds,
(6%) — ot/ [u-22 w—j%%—w-%]dx.dy.dz,

+c)‘f/]f[&u+2jw+3w]dx.dy.dz.

Das Integral links ist das Arbeitsiquivalent der in den Stromleitern wahrend
des Zeittheilchens J¢ entwickelten Wirme. Das erste Integral rechts ist das
Arbeitséquivalent der bei der Stromung aufgebrauchten chemischen Krifte in
hydroelektrischen Erregern, beziehlich der durch das Peltiersche Phinomen
aufgebrauchten Wérme in thermoelektrischen Erregern, wie ich dies schon in
meinem Bichlein iber die Erhaltung der Kraft entwickelt habe. Das zweite
Integral links ist das durch die elekirischen Stromungen verloren gegangene
Arbeitsdquivalent elektrostatischer Krifte, wie die zur Gleichung (5°) meiner
Abhandlung im 72. Bande dieses Journals gegebenen Erliuterungen mit Be-
riicksichtigung von (4°.) ebendaselbst zeigen. :

Daraus folgt, dass das dritte Integral der rechten Seite, welches wir
mit Q J¢ bezeichnen wollen, -

6.) 0 ///Xu-l—?)v—i—f’,w)dw dy . ds

dasjenige Arbeitsdquivalent darstellt, welches die inducirten elekiromotorischen
Krafte zur Wiarmeentwickelung in der Leitung beigetragen haben. Ausser—
dem haben die ponderomotorischen Krifte der elekirischen Strome mechanische
Arbeit erzeugt, deren Betrag WJt ist,

_///Xa+Yﬂ4 Zy)dw dy . dz,

worin ¢, (3, v, wie im vorigen Paragraphen, die Geschwindigkeitscomponenten
des materiellen Volumenelements dx.dy.ds in Richtung der a:, y und z be~
zeichnen. :

Diese letzten beiden Arbeitsiquivalente QJ¢ und It sind nun zu
leisten auf Kosten des Arbeitswerthes der elektrischen Stromungen, den wir
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in Gleichung (4“.) meiner ersten Abhandlung mit &, bezeichnet haben:

(6%) b, = %Aj//(U.qu V.o W.w)de.dy. ds;
und wir haben also
do
(68‘) 0 +B = '—_Eila
als Ausdruck des Gesetzes von der Erhaltung der Kraft.
Wenn wir in den Werth von 2B der Gleichung (6°.) die von uns aus
dem Potentialgesetz hergeleiteten Werthe der Krifte X, Y, Z der Gleichung

(3.) setzen, darin aber die Grosse de

o durch ihren Werth ersetzen, namlich

in Volumenelementen
de du do dw

dt —  dz  dy ds’
und in Flichenelementen an der Grenze der Leiter

de
= #.cosa-+o.cosb+w.cosc,

endlich die Differentialquotienten von u, o, w durch partielle Integration besei-
tigen, so erhalten wir einen Ausdruck von der Form

(67) B = af[/1P.u+D.0+R w]dr.dy.ds,

worin

au  dv au dw d
B =8 ———)+7<““7;)+7;[U1“+ V.B+W.gl,
dV aw d
6) (D =a(2- )+ e~ gy ) Ty et VB W.p,

R = (22— "’U)+/3( I U et V.4 W),

Damit die hier vorgenommene partielle Integration ausfithrbar sei, muss wieder
vorausgesetzt werden, dass die Grossen Uc, V3 und Wy continuirliche
Functionen der Coordinaten seien. In dieser Beziehung miissen also Gleit-
stellen bei Berechnung der elekiromotorischen Krifte ebenso behandelt werden,
wie bei Berechnung der ponderomotorischen Krifte in §. 17 geschehen ist.
Die Grosse &, ist (wie die in (1) und (1°.) des §. 2 meiner ersten Ab-
handlung fir U, V, W gegebenen Ausdrﬁcke zeigen,

v 2//f{% k [ " s d§+v‘ dz?dn—}_w' iz, dg :d§ di.dg,

wo u,, v,, w; die Werthe von u, v, w im Punkte & 7, { sind) eine voll-
Journal fiir Mathematik Bd. LXXVIIL. Heft 4. 40
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kommen symmetrisch gebaute Function der Werthe u, v, w in «, y, 5 und
der Werthe #,, o,, w, in &, 7, {, und jedes Raumelement kommt darin einmal
als influirtes in dr.dy.ds und einmal als influirendes in d&.dn.dC vor; da
demnach jedes Paar doppelt vorkommt, so ist der Factor } vorgeseizt. Die Aen-
derung von &, wird also ganz gefunden, wenn wir jedes Leiterelement, so-
fern es als influirendes in &, 7,  vorkommt, sich nach Lage und Strominten-
sitit dndern, sofern es als influirtes in «, y, 5 vorkommt, [unverdndert be-
harren lassen und den Factor } beseitigen. Dies giebt

(6™) -‘—l;;"— = AT//‘/ u-%—l—v-%tz—l-w'%‘[]dw.dy.dz.

Setzt man in Gleichung (6°) die Werthe aus (6°.), (67.), (6°) und (6.), so
erhilt man -

0 = [ff lu[2+ a9+ 4 2] 1o [y+a2.0+4.2

+w.[3+A2.§R+‘42-7t—]}odx.dy.dz.

Diese Gleichung ist durch die oben in (5%) gegebenen Werthe von X, 9J, 3
wirklich erfiillt, und somit den Forderungen des Geseizes von der Erhaltung
der Energie Geniige geleistet.

(6%)

Wir haben noch den Fall zu besprechen, dass ein Magnet sich relativ
zum Strome bewege, sei es ein permanenter, sei es einer der durch die Ein-
wirkung elektromagnetischer Krifte aus einer magnetisirbaren Substanz erst
gebildet wird. Wir wollen der einfacheren Darstellung wegen annehmen,
die magnetische Substanz selbst sei nichtleitend fir die Elekiricitat. Die Falle
der Anwendung werden dadurch nicht eingeschrinkt. Denn in leitenden
magnetischen Substanzen wiirde man .sich die Elementarmagnete nur mit
leitenden Hillen umgeben zu denken und die in diesen inducirten Strome
dem System der iibrigen vorhandenen elektrischen Strome zuzurechnen brau-
chen. Nun ist bekannt, dass die ponderomotorischen und inducirenden Fern-
wirkungen eines jeden Elementarmagneten in der magnetisirten Masse genau
dieselben sein wiirden, wenn an Stelle des kleinen Magneten ein elekirischer
Kreisstrom gesetzt wiirde, dessen Intensitat multiplicirt mit der Flache, die
er umfliesst, gleich dem magnetjschen Momente des Elementarmagneten ist.

Nehmen wir an, dass diese Kreisstrome existirten an Stelle der
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Elementarmagneten, und dass in jedem von ihnen fortdauernd eine elekiro-
motorische (etwa hydroelektrische) Kraft wirksam gehalten wirde, welche
genau der zu der betreffenden Zeit und an dem betreffenden Orte ein-
iretenden Magnetisirung entspriche, so wiirden die simmtlichen Theile der
ponderomotorischen Arbeit genau dieselben sein, wie fir die magnetische
Substanz, und die inducirenden Wirkungen in den sdmmtlichen elektrischen
Leitern ebenfalls. Dagegen wirde in den hypothetischen Kreisstromen noch
hinzukommen die chemische und thermische Arbeit dieser Strome selbst und
die inducirten elektromotorischen Krifte in ihren Bahnen; wegfallen wiirde
die Arbeit der Magnetisirung der Elementarmagnete. In dem hypothetischen
Systeme, welches statt der Magnete nur Strome enthilt, ware nach dem von
uns gefiihrten Beweise das Gesetz von der Constanz der Energie giltig. Es
fragt sich also nur, ob diejenigen Antheile der hier betrachieten Arbeitsgrossen,
die auf die Kreisstrome fallen, durch die auf die Elementarmagnete fallenden
ersetzt werden konnen. Wenn in einem solchen Kreisstrom zur Zeit keine
inducirte elektromotorische Kraft wirkt, so wird die in ihm geleistete ther-
mische Arbeit ein genaues Aequivalent der in ihm verbrauchten chemischen
Energie sein, und beide sich gegenseitig in der Berechnung aufheben. Wenn
aber die elektromotorische Kraft R inducirt wird, und die Stromstérke ¢ herrscht,
so wird die Wirmeentwickelung iRdt wihrend des Zeittheilchens df statt-
finden, welche nicht durch die in dem Kreisstrome selbst wirkenden Arbeits—
dquivalente gedeckt wird. Nennen wir andererseits die zur eutsprechenden

Magnetisirung erforderliche Arbeit S, so wirde %-dt die in demselben Theil-

chen aufgewendete Arbeit sein, wenn der Kreisstrom durch den Elementar-
magneten ersetzt wirde. Wir wirden also fir jeden einzelnen Kreisstrom
haben miissen

da jeder einzelne Kreisstrom durch seinen Elementarmagneten misste ersetzt
werden konnen. Nun ist aber ¢ dem magnetischen Momente proportional, und
dieses ist eine Function der magnetisirenden Kraft, die wir mit ¢ bezeichnen
wollen. Das magnetische Moment des betreffenden Elementarmagneten sei
¢,, und dw die Fliche des Kreisstroms, so ist

i.dw = (Pa;
Andererseits ist die inducirte Kraft & nach dem am Schluss von §. 18 ge~
40%
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gebenen Nachweise bestimmt durch die Gleichung

do
m = -—dt—'dw.

Die obige Bedingungsgleichung wird also
do _ dS
$olar T @
Da wir nun iber S im Allgemeinen nichts weiter wissen, als dass es eine

Function der Magnelisirungsstirke ¢,, also auch eine Function von ¢ ist, so
entspricht die letzte Gleichung dieser Anforderung, wenn wir setzen

-8 =‘/7v(p.d0.
0

Bei permanenten Magneten wiirden S, o und ¢ gleich Constanten zu setzen sein.

Bei magnetischen Substanzen mit Coércitivkraft geht beim Magnetisiren
und Entmagnetisiren Arbeit verloren, deren Aequivalent sich wahrscheinlich
als neu entwickelte Wiarme in den Magneten vorfinden wird.

§. 20. Das Inductionsgesetz unter Voraussetzung ausschliesslicher
Glltigkeit des Ampéreschen Gesetzes.

Es bleibt noch die Frage iibrig, ob nicht noch andere Gesetze der
ponderomotorischen und durch Bewegung inducirten elektromotorischen Krifte
bestehen konnten, welche dem Gesetz von der Erhaltung der Kraft geniigen,
ohne dass dabei die Wirkung geschlossener Strome auf geschlossene, deren
Uebereinstimmung mit dem Potentialgesetz durch die Versuche geniigend fest-
gestellt erscheint, verandert wirde, und ohne dass die Analogie zwischen
permanenten Magneten und geschlossenen Siromen in Bezug auf ihre elektro-
dynamische Wirkung dabei aufgehoben wiirde.

Die Gleichung (6°.), welche das Gesetz von der Erhaltung der Kraft
ausdriickt, reducirt sich fir zwei lineare Leitersticke offenbar auf die Glei-
chung (4°.).

Bezeichnen wir also wie dort die inducirte  elektromotorische Kraft,
welche das Leiterstick Do in Ds hervorbringt, mit R.Ds. Do, diejenige da-
gegen, welche Ds in Do hervorbringt, mit R,.Do.Ds und die Arbeit, welche
bei der Bewegung beider geleistet wird, mit 028.Ds. Do, die actuelle Energie
der elekirischen Bewegungen mit P.Ds. Do, so muss sein :
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(4°) OP = i.R.0t+j.R,.0+0W. -

Der Werth von P ist bestimmt durch die Energie, welche die in Ds und
Do bestehenden Stromstirken durch die beim Schwinden ihrer Stromungen
inducirten Strome bei gegenseitiger Einwirkung noch hervorbringen konnen.
Die allgemeine Form von P ist schon in meinem ersten Aufsatze (Bd. 72)
discutirt worden. Zu P haben wir also keine Zusitze mehr zu machen; es
enthilt schon die bis jetzt unbestimmte Constante k. Die Zusatze zu R, R, und
W, wollen wir beziehlich mit jv, ir, und ij.1 bezeichnen. Unsere Gleichung
(4°.) ergiebt alsdann

(7) 0 = v.0t+1,.0t+0w.

Diese Gleichung muss ungestort bleiben, wenn der Leiter s eine geschlossene
Curve bildet, und seine Fernwirkung durch einen permanenten Magneten er-
setzt wird. In einem solchen fallt die elekiromotorische Kraft v fort, wihrend
1, und Y unveréndert bleiben. Daraus ergiebt sich, dass

rl..Ds == O,

so oft es iiher einen geschlossenen Stromkreis genommen wird.

Einen solchen stellen wir her, wenn wir irgend zwei lineare Leiter
s, und s, so zusammenlegen, dass ihre Endpunkie ¢ und b zusammenfallen,
und ein Sirom von derselben Intensitdt ¢ in s, von @ nach b, in s, von b
nach a fliesst.

b
Daraus folgt, dass die elekiromotorische Zusatzkraft / t.Ds in der

Richtung von e nach b wirkend fiir beide die gleiche sein muss, wenn ihre
Endpunkte zusammenfallen, wie ‘auch ibrigens der Verlauf der beiden Curven
s, und s, sein mag, und dass also die Grosse dieser Zusatzkraft in einem
ungeschlossenen linearen Leiter allein von der Lage und den Bewegungen
seiner Endpunkte abhéngt. Ferner, dass sie gleich Null ist, wenn diese End-
punkte unverinderte relative Lage gegen alle Theile des Leiters o behalten,
weil dann auch der Leiter s, als vollkommen ruhend gegen o gewahlt werden
konnte, und unter diesen Umstinden in ihm keine Induction vorginge.

Da nun der Werth der gesammten elekiromotorischen Kraft in s durch
eine Integration iber die Lingenelemente Ds gefunden wird, so muss der
Werth dieses Integrals nur von der Lage der Endpunkte von s abhéngen,

nicht von dem Verlauf der Curve zwischen diesen Endpunkten, das heisst die
¥
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v

zu integrirende Function muss der nach s genommene Differentialquotient einer
Function & sein, die nur von der relativen Lage der einzelnen Punkte von
s gegen die Elemente do abhidngt. Da bei der Lageninderung Aenderungen
in der Linge von o vorkommen konnen, so ist es zweckmdssiger, wie in
§. 15, die einzelnen Punkte von s und o wieder durch zwei bei der Be-
wegung unverandert bleibende Parameter p und @ zu bestimmen. Wir werden
dann zu setzen haben
(7%) r.Ds.Da:t-%-s—;-Dp.Dw=—dd%-Dp.Dw.
Die relative Lage von Do gegen einen Punkt von s ist gegeben, wenn die
drei Seiten des Dreiecks zwischen diesem Punkte und den Endpunkten von
Do gegeben sind. Diese sind:
‘ do

dr . _
r, r+m'—-Dw, EE'DG).

Es muss also &.D@ eine Function dieser Grossen und ihrer Aenderungen
sein, und zwar linear nach den letzteren, und selbst proportional D@; es
wird also von der Form sein:

() B.D8 = 992 .0r. Do y-d (=) Do+ (4 ) Dav,

. o . . dr
Hierin konnen ¢, vy, x Functionen sein von r und IR da nur noch solche

Verbindungen der Seiten des oben genannten Dreiecks vorkommen dirfen,
deren Werthe frei von D@ sind.

Wenn y nur von r abhéngig ist, nicht von -gg—, wenn ferner f und
g Functionen von r bezeichnen und ’

dr
- ¢ = f(r) 55>
(T) dr
L 1 =9 (")"%'7
so hitte jedes Glied in dem Werthe von ;. entweder den Factor

dr ,
Jogg = —J-coslr, Do)
oder B '
j.d‘(‘% = —j.dcos[r, Do].

&
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Es kime also von der Stromung j, die nach Do gerichtet ist, nur die in
Richtung von r fallende Componente in Beiracht. Da nun diese Projection
gleich der Summe der Projectionen der nach beliebigen Richtungen genommenen
‘Componenten von j ist, so kann in diesem Falle j in dem Leiterelement er-
setzt werden durch eine beliebige Anzahl beliebig gerichieter Componenten,
deren Resultante gleich j ist. Dies kann aber nicht geschehen, wenn ¢,

und x eine andere Art der Abhingigkeit von g—z'he‘itten. Unter der ge-

nannten Annahme, deren Wahrscheinlichkeit wohl als sebr gross bezeichnet
werden kann, und die auch von Herrn C. Neuwmann seinen Deductionen zu
Grunde gelegt wurde, wiirden also die Gleichungen (7°) bis (7°.) die allge-
meinste Form des Werthes von v geben *).

Fir die speciellere Aufgabe jedoch eine Form des Inductionsgesetzes
zu finden, welche unter Voraussetzung des Ampéreschen Gesetzes fir die
ponderomotorischen Krafte, mit Ausschluss der auf die Enden der Leiter wir-
kenden Krifte, giltig ist, geniigt die Form (7°.). Zun#chst werden wir aus
denselben Grinden fiir die in dem Leiter ¢ inducirte elekiromotorische Kraft
1, analoge Ausdriicke aufstellen diirfen

(¥) u.Ds.Do = 2. py D

und
. ds dr ds
(7¢.) &by = (;)l-d—p-d‘r-{-lp,.d‘(—d—i,-)—l-x‘.d‘(%),
worin ¢,, v, und x, Functionen von r und % sein miissen. Benutzen wir
dann die Gleichung (7.)

(7))  dw = —(x4r)d¢,
so erhalten wir durch Integration iiber die Léngen der beiden Leiter s und o

*) Die hier gemachte Annahme verbunden mit der, dass das Potential zweier
Leiter mit der Formel von Herrn Neumann senior tibereinstimmen misse, wenn beide
geschlossen sind, gentigt die im 72. Bde. dieses Journals in § 1 meiner Arbeit aus-
gefihrte Verallgemeinerung der Potentialformel zu rechtfertigen, an Stelle der dort ge-
machten Voraussetzung, dass die Uebereinstimmung stattfinden milsse, wenn auc_:h nur
einer von beiden Leitern geschlossen sei, deren experimentelle Begriindung zur Zeit viel-

. leicht zu mangelhaft erscheinen konnte.
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mit dhnlicher Bezeichnung, wie in §. 15:
i ff0w.Ds. Do = —s3[%. % 1y,

_ /5% (p- 231 pal]
) —= /T 5-(p—5)0r. Dp]

_2/[ d56 m]

~xf[i-% .d&lm}

Die Summen sind hier fir die einzelnen Stromenden zu nehmen. Die drei
ersten Glieder dieses Ausdrucks entsprechen anziehenden oder abstossenden
Kraften zwischen je zwei Stromenden, oder zwischen Stromenden und Strom-
elementen, wie wir dergleichen éhnlich aus dem Potentialgesetze hergeleitet
haben. Die beiden letzten Glieder geben Kriftepaare, welche die Stromele-
mente zu dehnen und zu verkirzen streben, und in den Kriften des Po-
tentialgeselzes kein Analogon finden. Es lassen sich daher die sechs noch
unbekannten Functionen ¢, v, x, ¢;, ¥, x, so bestimmen, dass die Krafte,
welche von den Stromenden ausgehen, gleich Null werden. Zu dem Ende
miissen wir setzen

2=x=0,
1+k
Y4y, =— _*2— 'Aa
(8.) ' R T
P=T A
1 4
?1“"7'3%'1‘12

Die obige Gleichung (4°.) fir den Werth der nach dem Potentialgesetz indu-
cirten Kraft ldasst sich schreiben .
ds do 2 dr H-k d'r
9‘-———-—;'()\5 Aé‘{ (r dp dm+ 2 dp.d—m—)}’

und es wird also die gesammte Inductionskraft, welche das Element Do auf
Ds ausiibt, wenn nur die Ampéreschen Kra‘fte als ponderomotom‘sche existiren:
dr 1+k

(8%) 1 dr d(ﬁr) dr dr]Dpr
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Der erste mit Jj multiplicirte Theil dieses Ausdrucks giebt die von der
Stromesschwankung herrithrende Induction, der zweite Theil dagegen die von
der Bewegung herriihrende. Wenn wir beriicksichtigen, dass

’

Dp.Dw.d‘[%l = ()‘[dsd.z.a -Ds.Do],
—%-Dp.Dw.J[-gg—] = & o[ Do].Ds,

so ergiebt sich der Werth der durch Bewegung inducirten elektromotorischen
Kraft P im Elemente Ds gleich

P.Ds.Do.0t = A'j|—~-cos&.d[cos 9. Dol Ds

(8") — f: [cos3.cos P —cose]Ds. Do

-I-%’i J[%—-(cos 9. cos L‘}l—cose)Ds.DG]; .
Dieser Ausdruck verwandelt sich in den von Herrn C. Neumanr gefundenen,
wenn man k= —1 setzt, welche Annahme ibrigens nach den in meinem
friheren Aufsatze im 72. Bande gemachten Auseinandersetzungen unzuldssig
ist, da die Stabilitat des Gléichgewichts der ruhenden Elektricitat fordert, dass &
keinen negativen Werth habe. Der hier gefundene Werth der inducirten elektro~
motorischen Kraft geniigt ibrigens, wie ich schon in der Einleitung bemerkt
habe, den simmtlichen von Herrn C. Neumann an die Spitze seiner Deduction
(Abh. der Kon. Sichs. Ges. d. Wiss. Bd. X. S. 419 u. 420, sowie S. 468—470)
gestellien Forderungen. Er geniigt aber nicht der Annahme, die derselbe auf
Seite 481 und 482 seiner Arbeit eingefiihrt hat, wonach die Verldngerung
-eines Stromelemenis in der Weise inducirend wirken soll, als wenn in dem
hinzukommenden Theile seiner Linge der Strom neu einsetzte, und die In-
duction nach dem Gesetze der durch Aenderungen der Intensitit inducirten
Strome geschahe.

Ich habe in der vorliegenden Entwickelung keine einschrankende Hy-
pothese iber die Art, wie Verlingerung der Stromelemente wirkt, gemacht.
Deshalb ist die Constante % mit unbestimmtem Werthe stehen geblieben, und
es geht daher aus dieser Untersuchung bervor, dass das Amperesche Gesetz
der ponderomotorischen Kraifte in der That mit dem Gesetz von der Erhaltung
der Kraft, wie mit der Stabilitit des elektrischen Gleichgewichts vereinbar

wire. Aber freilich wird eine solche elektrodynamische Theorie viel com-
Journal fiir Mathematik Bd. LXXVIIL. Heft 4. 41
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/plicirter, als die auf das einfache Potentialgeselz gegriindete. Die Entscheidung
kann also nur durch Versuche, nicht durch theoretische Betrachtungen ge-
wonnen werden.

Der erwihnte Unterschied zwischen der Induction durch Stromstei-
gerung und der durch Bewegung bei Verlingerung eines Elementes hingt in
dem von uns gegebenen Ausdrucke davon ab, dass das mit 144 multipli-
-cirte Glied im ersteren Fall die Factoren }.Ds.Do.dj, im letzteren aber
170 (Ds. Do) enthilt.

Zu bemerken ist noch, dass, wenn wir k= —1 setzen, nach den hier
entwickelten Formeln sich ergiebt

cosd
r‘l

-Ds.d[j.rcos?,. Do)
or

r‘)

(R+1)Ds.Do. 0t = — A

+A%j.cose-

Ds. Do,

wihrend nach der von Herrn C. Neumann 1. c. auf S. 503, Gleichung (132.)
gegebenen Formulirung das Do aus der mit & behafteten Parenthese heraus—
bleiben wiirde. Die letztere Formulirung nimmt keine Riicksicht auf Induction
durch Verlingerung der Leiterelemente. Wenn sie diese ndhme, so wiirde
der letzterwahnte Unterschied verschwinden, falls ich den Sinn der New—
mannschen Deduction richtig verstehe.

Endlich ist hier noch zu bemerken, dass in dem mit dem Faclor 1—k&

k e (r
ds.do T €
setzt werden konnte, worin ¢ irgend eine eindeutige und. continuirliche Function
von r bedeutet. Diese ist in meinem Aufsatze im 72. Bande dieses Journals nur
deshalb gleich r gesetzt worden, weil es wahrscheinlich erschien, dass die
noch unbekannten Theile der Wirkung eines Stromelements dasselbe Gesetz
der Wirkung in die Ferne zeigen wiirden, wie die bekannten. Dabei wire
aber noch besonders zu untersuchen, ob ein solches ¢ geeignet wire, den
Bedingungen der Stabilitat des Gleichgewichis zu geniigen.

Was die moglicher Weise experimentell zu beobachtenden Unterschiede
zwischen den beiden Induclionsgeseizen belrifft, die aus dem Potentialgesetze
einerseits und aus dem Ampéreschen andererseits folgen, so zeigt unsere Dar-
stellung, dass die in geschlossenen Kreisen inducirten Krafte iiberhaupt keinen
Unterschied zeigen werden, sondern nur die in geoffneten Kreisen. In letzteren
werden verhiltnissmissig die stirksten Wirkungen hervorzubringen sein, wenn

behafteten Gliede bei allen diesen Entwickelungen statt auch
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der inducirende Kreis o geschlossen ist. Er kann dann viele Windungen haben,
oder durch starke Magnete ersetzt werden. In diesem Falle fallt das mit dem
Factor 14 % behaftete Glied durch die Integration iber den Leiter o aus,
und der Unterschied zwischen beiden Gesetzen reducirt sich auf das Glied

. . 1 dr

Je.O0t=—Aj - [()‘r ]

r do

Bezeichnen wir die Lﬁngenelemente der Linien, in denen sich die Endpunkte
des Leiters s bewegen, fiir den hochsten und niedersten Werth von s bezieh-
lich mit dg, und dg,, so konnen wir setzen

dr

Oor = j—;-d‘gl, beziehlich  Jr =

Dann wird

. , 1 dr d 1 dr d
Jf/:]r.ds = AZ.J[§()2-—-1-%—JQ,.T.E:'_. d(';l]

worin fir r und d1e den entsprechenden Endpunklen des Leiters zugehorigen

Werthe zu nehmen sind.
Die nach dem Potentialgesetz stattfindende elektrodynamische Kraft re-
ducirt sich dagegen bei geschlossenem o auf

otfR.ds = 4j.0f [ L9 )as

Denken wir uns also eimen Stromkreis ¢ zusammengesetzt aus

1) der zweiten Lage von s, positiv durchlaufen,

2) der Bahn dp, des oberen Endpunktes von s, gegen die Richtung
der Bewegung durchlaufen,

3) der ersten Lage von s, negativ durchlaufen,

4) der Bahn dp, des unteren Endpunktes von s, in Richtung der Be-
wegung durchlaufen,

so wirde die vom Element j.do inducirte Kraft nach dem Ampereschen Ge-
setze sein miissen

’ 1 dr d
of (Rv)ds = A4S do.

Das wire gleich der elektromotorischen Kraft, die der Strom j beim Ent-
stehen in dem ganzen beschnebenen Umkreise ¢ erzeugen wiirde.
41*
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Diese Formulirung hatte Herr Neumann senior *) vor der Aufstellung
des Potentialgesetzes aus dem Ampéreschen Gesetze abgeleitet.

Wenn das Potentialgesetz gilt, fallen dagegen diejenigen Theile des
letzten Integrals fort, welche sich nicht auf die beiden Lagen des Leiters s,
sondern auf die Bahn seiner Endpunkte beziehen.

Denken wir uns eine drehrunde Metallscheibe, schnell um ihre Axe
rotirend, und von magnetischen Kraftlinien durchzogen, die der Axe parallel,
und rings um die Axe symmetrisch vertheilt sind, so wird der Rand der

Scheibe nach dem Ampéreschen Geseize elekirisch werden, nach dem Potential-
gesetze nicht.

*) Allgemeine Gesetze der inducirten elektrischen Strome. Abhandl. d. Berliner
Akademie d. Wiss. 1845.

Berlin, im April 1874.
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