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1. In t roduct ion 

L '6 tude  de l 'muvre  de CHARLES M~RAY dans le domaine  des fondements  de 
l ' ana lyse  et, en par t icul ier ,  de sa  th6orie des nombres  i r ra t ionnels  et  de sa con- 
cept ion  de la not ion  de l imi te  ([34]) nous a amen6, de fa~on tou t  ~t fa i t  naturel le ,  

nous in ter roger  sur  les au t res  th6ories qui  ont  6t6 ~labor6es dans  cet te  deuxi~me 
moiti6 du X I X  eme si~cle, par t icul i&rement  sur  celle de KARL WEIERSTRASS. 

WEIERSTRASS a un cer ta in  nombre  de points  en commun a v e c  M]~RAY, reals,  
lui, a domin6 l ' ana lyse  de son t emps  pa r  l 'uni t6  et  pa r  la r igueur  de sa  concept ion 
ma th6mat ique ,  pa r  les id6es nouvelles et pa r  les theories  qui ont  ouver t  la  voie 
des branches  ma th6ma t iques  qui  n ' ex i s t a i en t  pas  ~ son @oque.  

Remarquons  t ou t  de sui te  qu 'en  ce qui concerne la th6orie des nombres  i r ra-  
t ionnels ,  nous n ' adop te rons  pas  l ' i n t e rp r6 ta t ion  habi tue l le  des his tor iens des 
ma th6mat iques ,  selon laquelle  v e r s t  872 appa ra i s sen t  presque s imul t an6ment  des 
th6ories ~quivalentes  des nombres  i r ra t ionnels ,  celle de M]~RA¥ en F rance  et celles 
de WEIERSTRASS, de HEINE, de CANTOR et de DEDEKIND en Allemagne.  Cette 
fa~on de voir,  ou t re  qu 'e l le  est  inexac te  quan t  ~t ]a s imultan6i t6  de ces theories,  
ne fai t  pas  ressor t i r  les diff6rentes voies prises pour  a r r iver  ~ la  solut ion du 
probl~me et, sur tou t ,  elle semble  donner  le mSme poids aux diff6rentes th6ories, 
alors que les raisons ma th6ma t iques  qu ' ava i en t  ces rna th6mat ic iens  d '6 laborer  une 
th6orie r igoureuse des nombres  i r ra t ionnels  n '6 ta ien t  pas  d '6gale impor tance .  

En  effet, HEINE et CANTOR 6taient  au couran t  de la th6orie de WEIERSTRASS 
des hombres  i r ra t ionnels  et  s ' i ls en t rep rennen t  d'61aborer des th6ories originales,  
c 'es t  pour  mieux  les a d a p t e r  ~t des probl&mes ma th6mat iques  par t icul iers .  P a r  
contre,  M~RAY, comme nous l ' avons  vu dans  [34] et  soulign6 dans  E35], cherche 

t rouver  une nouvel le  th6orie, car  l ' anc ienne  lui pa r a l t  ma nque r  t o t a l e me n t  de 
r igueur  et  de d a r t &  De mSme, WEIERSTRASS au m o m e n t  oh il recons t i tue  les 
fondements  de l ' ana lyse ,  comme nous allons le voir  dans  cet te  6tude, se t rouve  
dans  l ' ob l iga t ion  de const ru i re  une th6orie des nombres  i r ra t ionnels ,  car  il n ' a  ~t sa  
disposi t ion aucune  qui  soit  correcte.  
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DEDEIClND, lui aussi, semble ~tre parvenu, de fa~on 6galement ind@endante, 
non seulement ~ construire une th6orie rigoureuse et originale des nombres ir- 
rationnels, mais aussi ~ l'id6e de la n6cessit6 de cette construction pour asseoir 
l 'analyse sur des bases plus solides 1. 

Le but de notre expos6 est de d6gager quelques notions essentielles de l 'analyse 
de WEIERSTRASS, d'en chercher l'origine et de suivre leur 6volution et leurs 
transformations. Nous nous proposons de donner une esquisse, tr~s partielle, de 
l'6difice math6matique imposant qu 'a  construit ce math6maticien qui alliait, de 
fa¢on exemplaire, la profondeur et l'originalit6 de la pens6e ~ une puissance de 
travail exceptionnelle. Nous essayerons aussi d'6clairer quelques points de sa 
personnalit6 et de cette @oque, si d6cisive, dans l'histoire de l 'analyse math6- 
matique. 

La difficult6 de cette t~che est accrue par le fair que l'essentiel des t ravaux 
de WEIERSTRASS sur les fondements de l 'analyse n 'a  jamais 6t& publi6. Pour savoir 
comment, dans ses cours, WEIERSTRASS exposait ses id6es et pr6sentait les fonde- 
ments de l'analyse, nous avons utilis6 de tr~s nombreux manuscrits de ses 61&ves, 
des cours de t861 ~ t886, et c'est la premiere fois qu'une telle 6tude historique est 
entreprise. On trouvera, en de nombreux appendices, l'essentiel de certains de ces 
cours et, en particulier, tout le d6but du cours de 1878 r6dig6 par ADOLF HURWlTZ 
(r6daction que nous avons d6couverte ~ Ziirich), pour qu'on ait une id6e pr6cise 
de la construction weierstrassienne des nombres r6els. 

I1 est important  de noter que, dans le plan de l'6dition de ses oeuvres math6- 
matiques, WEIERSTRASS n'envisageait pas de publier son cours sur l ' introduction 

la th6orie des fonctions analytiques, cours qui contenait ses fondements de 
l 'analyse ([9t~, 208). Cette omission, tr~s significative, pose une question importante 
et la r@onse motiv6e que nous tenterons d'en donner diff~re de celles qui ont 6t6 
avanc6es jusqu'~ pr6sent. I1 ne s'agit pas seulement du perfectionnisme permanent  
de WEIERSTRASS, mais plut6t du fair qu'il avait  le sentiment que sa th6orie n'6tait 
pas au point. C'est ainsi qu'il 6crivait ~ SCI~WARZ (EA vIIl ,  12 juin t888): , je  n 'ai  
pas encore compl&tement tit6 au clair plusieurs points difficiles ~. De plus, pendant 
que ~VEIERSTRASS enseignait sa th6orie des fonctions, l 'analyse faisait des progr~s 
consid6rables et les m6thodes de WEIERSTRASS 6talent attaqu6es, en particulier 
par KRONECKER. C'est pourquoi, il sentait la n6cessit6 de reprendre son introduc- 
tion ~ la th6orie des fonctions. Mais, les ann6es passant, il n 'avai t  plus les forces 
n6cessaires pour mener k bien cette entreprise, ainsi qu'en t6moignent les lettres 
in6dites de G. MITTAG-LEFFLER ~ CHARLES HERMITE (tousles in6dits se trouvent 
dans les appendices ~ la fin de ce travail et sont signal6s par la lettre A suivie d 'un 
chiffre romain). Dans sa lettre du 22 f6vrier t88t (EA XI]),  MITTAG-LEFFLER 
pr6cise qu'une des causes de ce que WEIERSTRASS publie peu est sa difficult6 
physique ~ 6crire: de  sang lui monte ~ la t6te au m~me moment  oh il met  la 
plume sur le papier~. De plus, <dl a la mauvaise habitude de remettre tout ce qui 
peut ~tre remis~. Et  le t8 f~vrier t885 il rappelle le real qu 'a  WEIERSTRASS <~de 
finir un travail de quelle nature que cela soit. Cette difficult6 est devenue 

1 Nous ferons en mai i973, ~ l 'Institut Henri Poincar6 de Paris, au S6minaire 
d'histoire des math6matiques, un expos6 qui aura pour titre : <~Coupure, id6al, ensemble. 
Sur l'analyse de RICHARD DEDEIClND jusqu'en 1872~. 
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maintenant  une impossibilit6 ~>. Ainsi ce sont les difficult6s th6oriques et physiques 
conjugu6es qui ont finalement oblig6 WEIERSTRASS ~ renoncer ~ la r6daction de 
son introduction ~ la th6orie des functions analytiques. 

Quelques 616ments du pr6sent travail  ont 6t6 expos6s dans [35]. 

2. W e i e r s t r a s s  a v a n t  s o n  arriv~e  A Ber l in  

I1 est n6 en t815, l 'ann6e de Waterloo, la mSme ann6e ot~ naissait BISMARCK. 
Mais, WEIERSTRASS 6tait, lui, profond6ment pacifiste. N'6crivait-il pas ~ son 61~ve 
K6NIGSBERGER le 25 octobre 1870 (I75], t31): <~Esp~rons que l'ann~e prochaine 
les gens pacifiques comme nous pourrons au moins profiter sans troubles des 
vacances, dont nous aurons doublement besoin apr~s l 'agitation actuelle~>. Et  si 
la France ne consid6rait pas BISMARCK comme particuli~rement amical envers 
elle, il n 'en 6tait pas de mSme pour WEIERSTRASS qui fut nomm6, en t882, chevalier 
de la L6gion d'honneur. 

Grace ~ HERMITE, cette nomination de WEIERSTRASS ne fur pas une occasion 
de voir se d6ployer la rivalit6 entre lui et KRONECKER. En effet, HERMITE 6crivit 
aussit6t ~t JEAN-BAPTISTE DUMAS, secr6taire perp6tuel de l'Acad6mie des Sciences 
de Paris, dans une lettre in6dite du t9 mai 1882 ([A XlIl): ,Nous avons dans la 
section de G6om6trie deux correspondants iUustres Mr. Weierstrass et Mr. Kron- 
ecker que de grandes d6couvertes ont plac6s au premier rang des analystes de 
notre 6poque~. E t  il demande ~t DUMAS, <~d'appeler 6galement l 'a t tention de 
Mr. le Pr6sident de Conseil sur les titres 6minents de Mr. Kronecker, qui dans une 
autre voie n 'a  pas moins m6rit6 de la Science que Mr. Weierstrass ~. Par  la lettre 
du 7 juillet 1882 d'HERMITE ~t DUMAS, nous apprenons que KRONECKER a 6gale- 
ment  6t6 nomm6 chevalier de la L6gion d 'honneur et DU~AS a ainsi procur6 
HERMITE d ' u n  des meilleurs moments  de sa vie scientifique ~. 

2.1. Etudiant ~ Bonn 

Nous retrouvons WEIERSTRASS de 19 ~ 23 ans ~ Bonn, 6tudiant le droit. Mais 
il s'int6resse surtout aux math6matiques. SCHWARZ (EA XlIIl, 3) signale que 
WEIERSTRASS a suivi les cours de PLUCKER et qu'il s 'est consacr6 <~A l 'analyse 
avec beaucoup de ferveur ~. Ces ann6es sont marqu6es par une 6tude tr~s pouss6e 
de la ~M6canique c61este ~ de LAPLACE, des <~Fundamenta nova ~ de JACOBI parus 
en t829 (F581, 278) et surtout, ce qui est capital, des articles d'ABEL publi6s dans 
le Journal  de CRELLE. 

D6j~ au lyc6e, WEIERSTRASS lisait la revue de CRELLE (E69], 597) et fut 
particuli~rement int6ress6 par les articles de STEINER (beaucoup plus tard, il 
6ditera les oeuvres math6matiques de STEINER). Ce premier int6rSt pour la 
g6om6trie est ~ rapprocher de celui de M~RAY ([34], 334)- S 'adonnant  ensuite de 
fa~on presque exclusive ~ l 'analyse et ~t ses applications, WEIERSTRASS fit toutefois, 
entre t858 et t873, plusieurs cours consacr6s ~ la g6om6trie et on rencontre une 
de ses rares d6monstrations purement  g6om6triques, dans le tome I n  de ses 
oeuvres math6matiques (E108], 16t--174). 

Le livre de LAPLACE, (~M6canique c61este ~, a eu un retentissement international 
exceptionnel et l 'astronomie math6matique avait  une faveur immense auprSs des 
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math~maticiens de cette ~poque. GAuss lui-m~me y employait  une partie tr~s 
importante  de son activit6 scientifique. Quant t~ ABEL, il ~crit le 24 octobre 1826 

propos de cet ouvrage de LAPLACE ([2], Correspondance, 49): <~Celui qui a ~crit 
un pareil livre peut avee plaisir jeter un regard en arri6re sur sa vie scientifique ~>. 
E t  quand, ses ~tudes termin~es, CAUCHY part  en mars 18t0 rejoindre son premier 
poste k Cherbourg et participer ~ l 'agrandissement du port devant servir 
NAPOLEON pour son invasion projet~e de l 'Angleterre {It04], 27), <dl avait  plac~ 
au fond de sa malle la Mdcanique cdleste de LAPLACE et le Traitd des Fonctions 
analytiques de LAGRANGE )). Cette oeuvre de LAPLACE a profond6ment marqu6 
WEIERSTRASS, car toute sa vie il s'int6ressa ~ la physique math6matique, ~ la 
m6canique et aux syst~mes diff6rentiels. 

La lecture de l'ceuvre difficile de JACOBI ([57], 709), <~Fundamenta nova 
theoriae functionum ellipticarum ~), qui eut exig6 pour 6tre comprise qu'on connfit 
les t ravaux de LEGENDRE sur les fonctions elliptiques, a fait que, d6j~ ~ Bonn, 
WEIERSTRASS s'est int6ress6 au cours que faisait GUDERMANN ~. Mtinster sur les 
fonctions elliptiques et qu'il a 6tudi6 les notes prises au cours de GUDERIVIANN. 

Mais il lisait aussi les t ravaux d'ABEL publi6s dans le Journal de Crelle. 
A ce propos, nous avons un t6moignage important  de WEIERSTRASS lui-m~me 
qui r6v~le que ses 6tudes ~ Bonn l 'ont men6 plus loin que l 'on ne le pensait jusqu'ici. 
En effet, WEIERSTRASS en faisant don ~ la Norv~ge de la lettre d'ABEL ~t LEGENDRE, 
publi6e dans le Journal de CRELLE, 6crit ~ SoPI~US LIE le 10 avri11882 (I2], Cor- 
respondance, 108--109) que lorsqu'il connut cette lettre pendant ses ann6es 
d'6tudes ~ Bonn, grace au Journal de CRELLE, elle fut pour lui d'une ext%me 
importance. WEIERSTRASS dit que le premier probl6me math6matique important  
qu'il s '6tait pos6, et <~dont la solution heureuse~) le d6cida, pendant son septi~me 
semestre ~ Bonn, <~ se consacrer enti~rement aux math6matiques~), a 6t6 de 
tirer directement la fonction qu'ABEL~ dans sa lettre, d6signe par 2 (x) de l '6quation 
diff6rentielle qui la d6finit. 

ABEL avait  mentionn6 ce probl+me 6galement dans son <~Pr6cis d'une th6orie 
des fonctions elliptiques ~ publi6 dans le Journal de CRELLE en t829 ( [~ ], 5 ~ 8--6~ 7). 
A LEGENDRE, ABEL 6crit ([2], Correspondance, 85--86) qu'en 6tudiant les fonctions 
elliptiques il a 6t6 conduit ~ de nouvelles fonctions ayant  des propri6t6s remarqua- 
bles. n s'agit, en particulier, de la fonction y = 2 (x), oh 

Y 

x = .  V ( l _ y 2 ) ( l _ c 2 y ~ )  , 
0 

et il a trouv6 (ABEL n'en donne pas la d6monstration) qu'on peut repr6senter cette 
fonction sous la forme 

~ ( X ) ~  x + A l x a + A 2 x S + A a x ~  + ' ' "  
l + B~x 4 + B3x 6 + B4x* + ''" ' 

*off le num6rateur et le d6nominateur sont des s6ries toufours convergentes quelles 
que soient les valeurs de la variable x et du module c, %elles ou imaginaires ~). 
Notons que BORCHARDT a publi6 dans le tome 54 du Journal de CRELLE de 1857 
un article de JACOBI sur la ,Rep%sentat ion des fonctions elliptiques par des 
s6ries enti~res~), trouv6 dans les manuscrits laiss6s par JACOBI. 
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Les t ravaux de JACOBI et d'ABEL sur les fonctions elliptiques ont marqu6 
WEIERSTRASS si profond6ment, qu'il se fixe comme but de poursuivre et achever 
l'oeuvre entreprise par ces deux mathgmaticiens dans le domaine des fonctions 
elliptiques et de leurs g6n6ralisations. 

Mais cette double fitude approfondie du livre de LAPLACE, d'une part, et des 
oeuvres de JACOBI et d'ABEL, d 'autre  part,  montre l '6tendue de l 'ambition 
scientifique de WEIERSTRASS. A cette @oque, parmi les visdes les plus hautes de 
la science figuraient l 'achgvement de la construction newtonienne de la mfcanique 
c61este ainsi que l'61aboration d'une th~orie d'ensemble des fonctions elliptiques 
et abfliennes, ce qui 6tait le probl~me le plus important  de l 'analyse math6matique 
de ce temps. Et  si WEIERSTRASS opte finatement pour l 'analyse, on peut penser 
que d 'heureuse solution, du probl~me pos6 par ABEL a eu son importance. 

Ainsi, le s6jour & Bonn de WEIERSTRASS marque une 6tape essentielle dans 
son orientation math~matique:  les fonctions elliptiques et l 'utilisation des s6ries 
enti~res. 

2.2. Etudiant  de Gudermann g~ Miinster 

En t839, sans avoir obtenu de dipl6me ~ Bonn, apr~s quatre ann6es d'6tudes, 
et apr~s avoir souffert physiquement et moralement durant  l 'automne et l 'hiver 
de t838 et le printemps de t839 ([88], 215), WEIE~ST~ASS arrive ~ Miinster pour 
pr@arer  un dipl6me de professorat de math6matiques pour l 'enseignement 
secondaire. Et  dans sa vie, oh il lui faudra attendre longtemps pour que sa valeur 
math~matique soit reconnue et oh, comme il le dira plus tard, lorsqu'il fut combl6 
d'honneurs, tout  arrive malheureusement trop tard ([t0j, t92), il eut tout de 
m6me la chance de rencontrer ~ Mtinster CHRISTOF GUDERMANN (t798--t852). 
D6]~ ~ Bonn WEIERSTRASS connaissait GUDERMANN de r@utation, par les 
articles publigs dans le Journal de CRELLE et les notes prises aux cours de GUDER- 
MANN sur les fonctions elliptiques, qu'il avait  lues ~ Bonn, et il d6sirait, d~s cette 
@oque, suivre son enseignement ~ l'universit6 de Miinster. 

Ce qui est aussi important  ~ souligner pour notre propos, c'est le renouveau 
de l 'enseignement des math6matiques dans les universit6s allemandes et qui eut 
son origine ~ l'universit6 de KSnigsberg, off JACOBI arriva en t826 ([4~, 17). 
JACOBI introduisit de nouvelles mati~res dans ses c o u r s e t  son influence se fit 
sentir progressivement dans les autres universit6s allemandes. C'est 1~ qu'il faut 
chercher, pour une grande part,  la raison de l'essor extraordinaire qui se fit jour 
dans les math6matiques allemandes au X I X  ~me si~cle. Et  Miinster fut une des 
premi&res universit6s oh les recherches d'ABEL et de JAcom furent enseign6es. 
En effet, en t836, GUDERMANN y fit son premier cours sur les fonctions elliptiques. 
Le premier cours sur le m6me sujet fait par  JACOBI ~t KSnigsberg est de l 'hiver 
t829/1830 (E691, 600). GUDERMANN fut ainsi le deuxi6me math6maticien allemand 

enseigner la thforie de ces nouvelles fonctions dont les t ravaux d'ABEL et de 
JACOBI, alors tout r6cents, avaient montr6 l ' importanee. 

Remarquons que la rencontre de GUDERMANN et de WEIERSTRASS aurait pu 
avoir lieu quatre annfes plus t6t si GUDERMANN qui dgsirait enseigner & Bonn ne 
s'6tait vu prff6rer PLOCKEm JACOBI, ami de GUDERMANN, 6crit dans une lettre 
de la fin de t835 ([3], 42) que CxUDERMANN 6tait si furieux de n 'avoir  pas ~t6 
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nomm6 A Bonn qu'il fit publier, dans des journaux, des entrefilets sign6s par lui 
disant que les 6tudiants des provinces du Rhin et de la Westphalie (dont faisait 
partie Bonn) ne pouvaient apprendre les math6matiques sup6rieures qu'~ Mtinster ! 

GUDERMANN, ~g~ de 4t ans au moment  de l'arriv~e de WEIERSTRASS ~ Mt~nster, 
avait  6t6 d'abord, comme le sera plus tard WEIERSTRASS, professeur dans l'ensei- 
gnement secondaire. I1 enseigna neuf ans au lyc6e de Cl&ves ([69], 598) avant  
d'Stre appel6 ~ Mtinster, oil il succ6da ~ BAUMANN, mort  jeune, qui y avait  fait 
un cours de calcul diff6rentiel et int6gral d'apr&s le trait6 de S. F. LACl~OlX. 
CRELLE disait de GUDERMANN, lorsque ce dernier fut nomm6 en novembre t832 
docteur honoris causa de l'universit6 de Berlin, que ses t ravaux se caract6risaient 
par la clart6, la solidit6, la rigueur des concepts et l 'esprit de suite dans l'ex6cution. 

GUDERMANN ~tait en effet un bon math6maticien et un calculateur intr@ide. 
Son premier travail sur les fonctions elliptiques, publi6 en 1835, est inspir6 de 
l'oeuvre de LEGENDRE et de JACOBI. Mais ce qui est important  pour notre 
propos, c'est qu'entre t838 et 1843 il publie un m6moire de plus de 600 pages 
dans le Journal de CRELLE sur les fonctions elliptiques. Avec GUI)ER~IANN, 
WEIERSTRASS se trouvait  donc ~ bonne 6cole. 

Notons 6galement que c'est dans une publication de GUDERMANN de t838 que 
nous avons trouv6 mentionn6 pour la premiere Iois, ~ notre connaissance, la notion 
de convergence uniforme (Journal reine angew. Math. 18 (1838), 25t--252). 
GUDERMANN 6crit que c'est un fait remarquable qu'aussi bien les produits infinis 
que les s6ries qu'il 6tudie ont une convergence uniforme (din ganzen gleichen 
Grad ~), terme que WEIERSTRASS utilisera plus tard dans ses cours, comme nous 
le verrons par la suite. GUDERMANN 6tudie les d6veloppements des fonctions 
elliptiques, fonctions de l 'amplitude et du module, et il signale que teur convergence 
ne d@end pas des amplitudes, mais uniquement des modules. C'est ainsi que 
WEIERSTRASS a eu l'occasion de se familiariser avec cette notion chez GUDERMANN, 
mSme si l 'usage qu'en faisait ce dernier 6tait restrictif. 

Au cours de l 'hiver 1839--1840, WEIERSTRASS suit le cours de GUDERMANN 
sur les fonctions elliptiques avec tout l 'acquis de son travail personnel ~ Bonn. 
E t  quand on examine les calculs que faisait GUDERMANN dans ses m6moires, on 
comprend pourquoi des t3 61&yes du premier cours, il n 'ai t  retrouv6 qu'un seul, 
WEIERSTRASS, ~L son deuxi~me cours. Sans pafler de la nouveaut~ de la mati~re 
et de sa difficult6. 

C'est au mois de mai t840 que GUI)ERMANN donne £ WEIERSTRASS les sujets 
de la dissertation math6matique pour l 'obtention du dipl6me de professeur 
d'enseignement secondaire. L'6nonc6 du sujet sur les fonctions elliptiques pr6cise 
qu'il a 6t6 donn6 ~ WEIERSTRASS sur sa demande ([77~, 21), bien qu'il soit trop 
difficile pour un jeune analyste. I1 6tait, entre autres, demand6 au candidat de 
donner le d6veloppement des fonctions elliptiques en s6ries de puissances et de 
calculer les coefficients du d6veloppement jusqu'~t un certain ordre. 

Comme on le volt, la dissertation de WEIERSTRASS consistera ~ d6velopper les 
r6sultats qu'il avait  commenc6 ~ trouver ~ Bonn. Dans ce travail, publi6 pour la 
premiere fois dans ses oeuvres math6matiques en 1894, WEIERSTRASS pr6cise 
([106~, t) que c'est ABEL qui a signal6 la possibilit6 d 'exprimer les fonctions 
elliptiques comme quotient de deux s6ries de puissances. 
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WEIERSTRASS r6dige son travail en 6t6 1840 et le pr6sente ~ GUDERMANN eu 
automne de la m~me ann6e (Et o6], 50). Le j ugement, remarquable de perspicacit6 
et de clairvoyance, que porte GUDERMANN sur ce travail (E101 ]) est extr6mement 
int6ressant. En effet, il dit que le candidat avait pris une direction tout k fait 
nouvelle dans l'6tude des fonctions elliptiques et qu'il 6tait arriv6 ~ des r6sultats 
tout ~ fait nouveaux. Et  dans la partie la plus importante du rapport (partie 
ignor6e de WEIERSTRASS jusqu'en 1853) il dit qu'apr~s ~ce travail, il fait partie, 
6gal parmi les 6gaux, de la suite des c61~bres inventeurs. Cet accomplissement n'a 
pas 6t6 uniquement obtenu grgce ~ un immense effort, mais s'explique davantage 
par le fait que WEIERSTRASS est dou6 d'un talent exceptionnel qui, s'il n'est pas 
gaspill6, fera certainement avancer, 6galement darts ravenir,  la science avec fruit ~. 

On a rarement port6, au d6but d'une carri~re math6matique, un jugement 
aussi explicite et que l'avenir a si amplement justifi6. Mais, comme nous l'avons 
d6j~ signal~, WEIERSTRASS n'a connu ce jugement qu'en t853 ([4], 4t). A ce 
propos, WEIERSTRASS 6crivait ~ H. A. SCI~WARZ en 1884 que s'il avait connu 
l'ensemble de l'appr6ciation de GUDERMANN il aurait pu obtenir, beaucoup plus 
t6t, un poste ~ l'universit6. Dans cette lettre, WEIERSTRASS disait qu'il 6tait 
d 'autant  plus reconnaissant ~ GUDERMANN que celui-ci critiquait les m6thodes 
qu'il avait utilis6es. 

Ainsi, si en une ann6e ~ Mt~nster WEIERSTRASS accomplit un travail qu'un 
tr~s bon math6maticien de son temps juge comme 6tant digne des plus grands, c'est 
qu'il n 'avait  pas tout ~ fait perdu son temps ~ Bonn. 

Ce m6moire ,Sur  le d6veloppement des fonctions modulaires~, c'est-~-dire 
des fonctions elliptiques ([106], t--50),  montre l'effort consid6rable qu'il a 
fourni. Effort de calcul aussi, car dans ses d6veloppements il calcule jusqu'au 
l 0  ~me coefficient. WEIERSTRASS y 6tudie les fonctions d6finies par les s6ries de 
puissances de la variable complexe (comme le sugg6rait ABEL dans sa lettre 
LEGENDRE) et il semble avoir 6t6 en avance, de ce point de vue, sur CAUCHY qui 
n'aurait 6tudi6 de telles fonctions qu'en t846 ([55], 29t). Notous que, tandis que 
JACOBI dans ses d6veloppements des fonctions elliptiques imposait au module 
d'6tre compris entre 0 et t, WEIERSTRASS fait ses d6veloppements pour toute 
valeur du module (E86], 2). 

Cette premiere 6tude de WEIERSTRASS contient l'esquisse de quelques id6es 
qui seront ~ la base de son oeuvre en analyse : utilisation des s6ries enti~res et des 
6quations diff6rentielles pour construire de nouvelles fonctions. 

Dans un autre travail <~Repr6sentation d'une fonction analytique d'une 
variable complexe, dont les valeurs absolues sont comprises entre deux valeurs 
donn6es~, fait 6galement ~ Mtinster en 184t (Et06], 5t--66), mais qui n'a 6t6 
publi6 qu'en t894, il 6tudie les s6ries de LAURENT. LAURENT publiera son th6or~me 
en 1843 (C.R. Acad. Sci. Paris 17 (1843), 348--349, 938--942). 

En automne t841, toujours ~ Mtinster, il 6crit <~Sur la th6orie des s6ries 
enti~res ~), 6galement publi6 pour la premiere fois dans ses oeuvres math6matiques 
(Et06], 67--74). I1 y introduit (p. 67 et p. 70) la notion de convergence uniforme. 

En t842, WEIERSTRASS 6crit ~ Mi~nster le m6moire ,D6finition des fonctions 
analytiques au moyen des 6quations diff6rentielles alg6briques,, publi6 seulement 
en t894 ([106~, 75--84), oll il d6montre le th6or&me sur les solutions s6ries enti&res 
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d 'un syst~me diffgrentiel, th~orgme qui fut publi6 en t842 par CAUCHY. WEIER- 
STRASS pr6cise dans ses oeuvres mathfmat iques  qu'il avait  ignor6 ~ cette 6poque 
la publication de CAUCHY ([t06], 85); la d6monstration de WEIERSTRASS diffgre 
d'ailleurs de celle de CAUCHY. Mais ce mfmoire contient l ' idfe de prolongement 
analytique ([106], 84) qui va 6tre une des notions fondamentales de la thforie 
weierstrassienne des fonctions analytiques, notion ~ la fois ensembliste, car on 
considere les propri~t6s de la fonction dans l'intersection de deux sous-ensembles 
de d:, et topologique, car ces proprift6s sont consid~r~es dans un voisinage d 'un 
point z o. De plus, dans ce m6moire, WEIERSTRASS envisage la possibilit6 d'existence 
de points singuliers. Ainsi, il est arriv6 A cette notion indfpendamment  de PuIsEux,  
dont le mfmoire sur les fonctions algfibriques fut publi6 en t850 ([103], 39). 

L ' importance de ce m~moire de WEIERSTRASS dans son oeuvre est soulignfe par 
lui-m~me ([1061, 85), mais c'est surtout POINCAR]~ qui la met  bien en lumi~re 
([84], 9-- t0) .  Car, pour avoir le droit de repr6senter <<toutes les fonctions par des 
s6ries et pour pouvoir sans crainte se servir de cette reprfsentation dans toutes 
les questions du calcul intfgral, il fallait faire voir qu'on peut 6galer ~ une sgrie 
de puissances toute fonction implicite tir6e d 'un syst~me d'6quations dont les 
premiers membres sont des s6ries de puissances, ou l'int6grale d'une 6quation 
diff~rentielle dont les coefficients sont des sfries de puissances. Cet important  
thfor&me devait ~tre pour Weierstrass une des pierrres fondamentales de son 
syst~me >>. 

Quoique ce th6or~me fut d 'abord 6tabli par CAUCHY,  POINCARI~ reconnait que 
WEIERSTRASS y est parvenu de fa~on indfpendante et surtout il souligne les 
moyens utilisfs pour sa d6monstration: <<L'uniformit6 de la convergence, la fa~on 
dont les 616ments de fonctions se dfduisent les uns des autres par continuation 
analytique sont des questions qu'il ~tudie A fond. D'un autre c6t~, au point de 
vue didactique, son mode d'exposition pr~sente de grands avantages; sa ,fonction 
majorante>> est plus simple et plus maniable que celle de Cauchy; les infgalit~s 
du dfbut  sont tir6es des proprigt6s 616mentaires des s6ries, et non plus de la 
considgration d'int6grales imaginaires. C'est 1~ un progr&s, il y avait  intfr~t ~t 
montrer  quand cette consid6ration est indispensable et quand on peut s'en passer ~>. 

Ainsi le s~jour de WEIERSTRASS A Mtinster fut d~cisif pour lui et il y jeta les 
bases de sa future th~orie des fonctions. 

2.3. Lehrer der Mathematik 

De t 842 ~ 1855, WEIERSTRASS va faire de l 'enseignement secondaire. Signalons 
qu'fgalement Mt~RAY commence par ~tre professeur du secondaire (D4], 334). 
D'abord ~ Saint-Quentin, il fut nomm6 ensuite, en 1860, au lyc6e de Nantes ([83], 
t 6 - - t  7), oh le proviseur du lyc6e lui communique son tableau de service quicompren- 
ait, entre autres, la classe de quatri~me, tr~s nombreuse, mais qui offrait d ' avan tage  
de multiples leqons particuli~res. M6ray, que sa situation de fortune met ta i t  au- 
dessus de ces petits calculs d'int6r6t, eut de beaucoup pr6f6r6 une classe moins 
lucrative mais moins absorbante, qui lui aurait  laiss6 du temps pour ses t ravaux 
math6matiques >>. Un coll&gue de MI~RAY proposa alors un 6change, que le proviseur 
refusa. MI~ItA¥ donna sa d6mission et c'est seulement en mars 1866 qu'il reprit 

4 Arch. Hist. Exact Sci., %7ol. t0 



50 P.  DUGAC : 

son enseignement, comme charg6 d 'un cours ~ la Facult6 des Sciences de Lyon, 
poste qu'il obtint grace ~ BRIOT. 

Mais WEIERSTRASS, lui, n 'avai t  pas de fortune personnelle et il dnt passer 
plusieurs ann6es dans d'obscures villes de province, chercheur solitaire, loin des 
centres de recherche et des biblioth&ques. I1 lui fallut une volont6 et une 6nergie 
peu communes pour surmonter ces conditions de vie et trouver le temps, malgr6 
les nombreuses heures d'enseignement, de poursuivre des 6tudes et ses recherches. 
Et, lorsque sa sant6 ne l 'en emp~che pas, il travaille beaucoup et avec pers6v6rance. 
Ces ann6es, il les a d6crites, dans une lettre du 6 juin 1875 ~ PAUL DU BoIs- 
REYMOND ([109], 209), comme une @oque de sa vie qui n 'aurai t  ~t4 qu 'un vide 
infini et un intol6rable ennui, sans le dur labeur qu'il accomplissait. Parlant de 
ses ann6es de solitude, il dit avec ironie (combien douloureuse, m~me en 1875) 
que d'ordinaire ces ann6es, on les appelle les plus belles de la vie. Cette amertume 
ne devait  plus quitter WEIERSTRASS, m6me au plus haut  de sa gloire! D 'au tan t  
plus que, vers 1845 ~ Deutsch-Crona, il fut terriblement marqu6 par une doulou- 
reuse d6ception sentimentale ([A X I I I ] ,  7). WEIERST•ASS en tomba malade et 
cette triste exp~rience , a  jet6 une ombre ,  sur toute sa vie affective. Comme l'6crit 
SCHWARZ, elle a donn6 <~ tout son 6tre quelque chose de timide et de r6serv6,>. 

WEIERST~ASS public, dans les Annales du Lyc6e de Deutsch-Crona t 842--1843 
([106], 87--t03),  le m6moire <~Remarques sur les factorielles analytiques,> qui 
passa compl&tement inaper~u. Ce qui est curieux, c'est que WEIERSTRASS n'ai t  pas 
eu l'id6e de proposer son travail  ~ CRELLE pour son Journal;  d 'au tant  plus que 
CRELL~ lui-m~me s'6tait occup6 de ce probl&me. Mais cela montre aussi la grande 
solitude scientifique dans laqnelle vivait  WEIERSTRASS. 

D'aofit ~ octobre 1844 ([3], 43--44), il fit un s6jour ~ Berlin pour suivre un 
stage pour les professeurs de ... gymnastique ! Car, il enseignait aussi cette mati~re. 
I1 rendit alors visite ~ DIRICHLET et ~ STEINER. 

I1 n 'est  pas sans int6rgt de citer une lettre de JACOBI 6crite le 2t d6cembre 
t 846 ~ von HUMBOLDT ( [11 ], 48) qui 6claire la situation de l 'analyse math6matique 
telle qu'elle se pr6sentait avant  que la nouvelle g6n6ration d'analystes, dont 
WEIERSTRASS sera un des 616ments les plus importants,  ne surgisse et ne cr6e une 
nouvelle analyse. JACOBI 6crit que ni lui, ni CAUCHY, ni GAUSS, mais DIRICRLET 
seul sait ce qu'est  une dfmonstrat ion math6matique parfaitement rlgoureuse. 
<~ Quand Gauss dit qu'il  a d6montr6 quelque chose, cela me parait  tr~s probable, 
quand Cauchy le dit, il y a autant  k parier pour que contre, quand Dirichlet le dit, 
cela est cer~ain~. 

En t849, il publie dans les Annales du lycfe de Braunsberg t848-- t849 le 
m~moire <~ Contribution ~ la th~orie des int6grales ab61iennes ~ ([t 06], t 11- - t  31) 
qui resta 6galement inaper~u. 

La publication de son m6moire <~ Sur la th6orie des fonctions ab61iennes,~ dans 
le Journal  de CRELLE, e n  t 854, r6v~le d 'un seul coup un travail  important,  solution, 
partielle, des probl~mes les plus difficiles 16gu6s par ABEL et JACOBI. CRELLE 
reconnut imm6diatement la valeur de WEIERSTRASS. Dans une lettre du 27 no- 
vembre t854 ([7], 219), parlant  du contenu du prochain tome de sa revue, il 
souligne en particulier le travail  de WEIERSTRASS qui, dit-il, rgv~le une intelligence 
math6matique si profonde et si p6n6trante et un don pour la recherche qui le 
situe parmi les plus c61~bres continuateurs d'ABEL, de JACOBI et de EISENSTEIN. 
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Ainsi, pour la deuxi6me fois, WEIERSTRASS a rencontr6 un juge d'une rare clair- 
voyance. Mais, cette fois-ci, il en r6sultera autre chose qu 'un jugement lucide et 
profond. 

Ce m6moire de WEIERSTRASS a fait aussi une forte impression sur JOSEPH 
LIOUVILLE qui le fit aussit6t traduire et publier dans son Journal de Math. pures 
et appl. 19 (t854), 257--278. Par  une lettre de DIRICHLET du 19 mai 1855, nous 
apprenons ([9], 3t I) que LIOUVlLLE qui, des math6maticiens franqais de cette 
6poque, poss6dait ]es connaissances les plus 6tendues sur la litt6rature math6- 
matique de ce temps avait  6crit, l 'automne pr6c6dent, lors d 'un s6jour de DIRICHLET 
chez lui ~ Toul, une lettre ~ WEIERSTRASS dans laquelle il lui exprimait tr&s 
chaleureusement son approbation pour son travail. 

A la suite de la publication de ce m6moire de 1854, BORCHARDT, 61~ve et ami 
de JAcom, alla ~ Braunsberg, oh enseignait WEIERSTRASS, pour faire sa connais- 
sance. 3ORCHARDT et WEIERSTRASS devinrent amis et cette amiti6 durera jusqu'~ 
la mort  de BORCHARDT en 1880. 3ORCHARDT rut le seul, avec Sophie KOVALEVS- 
KAYA, que WEIERSTRASS tutoya. En t880, boulevers6 par ta mort  de son ami, 
WEIERSTRASS se souvint de cette premiere visite avec une tr6s grande 6motion 
(EA VIIL t. 7. sol car depuis 184t il n 'y  avait  eu personne avec qui il efit pu 
parler de math6matiques. De m6me RICHELOT, successeur de JACOBI ~, K6nigs- 
berg, va  ~ Braunsberg pour remettre ~ WEIERSTRASS le dipl6me de docteur 
honoris causa que lui avait  d6cern6 l'universit6 de K6nigsberg et 1~, devant  les 
coll&gues et amis de WEIERSTRASS, il d6clare ([571, 7t8): <~Nous avons trouv6 en 
Monsieur Weierstrass notre maltreat. Lors de son 80 ~me anniversaire, ayant  requ 
les honneurs que le monde scientifique accorde ~ ses membres les plus 6minents, 
WEIERSTRASS parlait encore ([771, 5 t) avec une tr&s grande 6motion de cette visite 
de RICHELOT. 

Ainsi, s i ce  m6moire de t854 fit connaltre WEIERSTI~ASS, il marque aussi une 
6tape d6cisive dans son oeuvre math6matique. En effet, on rencontre ici, pour la 
premi6re lois, un passage naturel des int6grales ab61iennes aux fonctions de 
plusieurs variables, ([t 03 ], 40), ce qui fut une des d6couvertes les plus importantes 
de WEIERSTRASS. On peut situer vers cette 6poque les d6buts de ce que sera la 
th6orie weierstrassienne des fonctions de plusieurs variables. 

Le 4 janvier 1855, CRELLE 6crit au ministre des cultes, qui avait  la charge de 
l '6ducation nationale, pour attirer son attention sur le cas de WEIERSTRASS. I1 
formule le voeu que WEIERSTRASS, dont la valeur est exceptionnelle, puisse 
trouver une place qui lui permette de poursuivre ses recherches (E41, 44--45). I1 
pr6cisait qu'il craignait que la double activit6 d'enseignant et de chercheur ne 
ffit fatale ~ WEIERSTRASS, qui n 'avai t  pas une sant6 solide, et que, s'il y avait  
beaucoup d'excellents enseignants, il y avait  tr~s peu de chercheurs valables qui 
sont des professeurs des professeurs~>. 

A la suite de cette lettre, le ministre demande ~ DIRICHLET, professeur 
l'universit6 de Berlin, son opinion sur WEIERSTRASS et DIRICHLET lui r6pond le 
19 mai t855 (apr&s que le ministre eut renouvel6 sa demande, DIRICHLET n 'ayant  
pas rdpondu ~ sa premiere lettre ([70], 187)). Avec son scrupule coutumier, il 
6crit au ministre ([41, 46--47) qu'il ne pouvait  pas porter un jugement pr6cis et 
complet sur des t ravaux math6matiques tant  que toutes les propositions n 'avaient  
pas 6t6 enti~rement d6montr6es et que cette r6serve 6tait pour lui une obligation 

4* 
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de conscience. Or, jusqu'~ pr6sent, WEIERSTRASS <m'a donn6 que des d6monstra- 
tions partielles de ses recherches, dans lesquelles manquent  des explications 
interm6diaires ~. Toutefois, affirme DIRICHLET, ses recherches manifestent d 'une 
conception si solide et si profonde du sujet qu'indubitablement,  plus tard, il en 
donnera des d6monstrations complStes. E t  DIRICHLET conclut qu'il 6tait au plus 
haut  point souhaitable que WEIERSTRASS trouvRt une place lui permet tant  de se 
consacrer enti~rement ~t la science. 

A ce propos, il est int6ressant de noter ce qu'6cfit DIRICHLET ~ KUMMER 
dans une lettre du 4 mars t856 ([t2], t2). Parlant  de RIEMANN, qui s'occupe 
depuis plusieurs ann6es des propri6t6s g6n6rales des fonctions de variable complexe 
et qui a fond6 une th6orie des fonctions ab6liennes sur cette base, DIRICHLET 
6crit que cette th6orie <~est certainement encore plus vaste que les recherches de 
Weierstrass ~. 

3. Les cours de Weierstrass ~ Berlin 

Ainsi, en 1855, l 'ann6e m~me oh mourut  GAuss, WEIERSTRASS ~t quarante ans 
devient brusquement c6l~bre parmi les math6maticiens allemands. DEDEKIND 
avait  alors 24 ans et il 6tait ~ G6ttingen, oh il avait  soutenu l'ann6e pr6c6dente 
la th~se qui lui donnait acc&s ~ l 'enseignement sup6rieur. Quant ~t M1~RAY, il 
6tait ~t l 'Ecole Normale Sup6rieure de Paris, oh il entra premier et le demeura 
pendant  les ann6es qu'il y passa. 

A la mor t  de GAuss, DIRICHLET quitte Berlin pour lui succ6der ~ G6ttingen et 
la place de DIRICI~LET sera occup6e par son ami KUMMER, qui 6tait ~ Breslau. 
WEIERSTRASS pose alors sa canditature pour la place devenue vacante ~t Breslau, 
mais, KUMMER, s 'y  6tant oppos6, il n 'est  pas nomm6. En effet, KUMMER 6crit 
~t son ami KRONECKER ([69], 603) que si WEIERSTRASS pouvait,  avec honneur, 
~tre membre de l 'Acad6mie des Sciences de Berlin, <~son grand m6moire sur la 
th6orie des fonctions ab6liennes n'offrait  pas la garantie n6cessaire ~) pour s'occuper 
prat iquement seul de la formation de jeunes math6maticiens. L'ann6e suivante, 
le 12 juin 1856, KUMMER propose ~ la Facult6 de philosophie de Berlin de nommer 
WEIERSTRASS et  BORCHARDT comme professeurs extraordinaires, mais la d6cision 
fnt ajourn~e ([t0], 200). 

Toutefois, WEIERSTRASS fut nomm6 le 14 juin 1856 ~t Gewerbeinstitut ([ t l ] ,  
100) (qui deviendra plus tard Technische Hochschule) grace ~t l ' intervention 
d'ALExAIVDER VON HUMBOLDT ([4], 49--50) e t ~  celle de RICHELOT ([A XlII], 2). 
Remarquous que vox  HUMBOLDT 6tait protecteur du Journal  de CRELLE et ami 
de PL(ICKER. 

En septembre 1856, WEIERSTRASS fait avec KUMMER un voyage ~ Vienne et 
il fit une telle impression sur KUMMER que celui-ci, d~s son retour, 6crivit directe- 
ment  all ministre le 28 septembre 1856. Trois jours plus tard, WEIERSTRASS se 
trouve nomm6 professeur extraordinaire ~t l'universit~ de Berlin ([t0], 201). 

En novembre de la mSme annie, toujours sur la proposition de KUMMER, il 
est ~lu ~ l'Acad~mie des Sciences de Berlin ([8], 24). 

Notons que cette mSme ann6e, en t856, LEOPOLD KRONECKER, ami intime 
de KUMMER, arrive ~ Berlin, apr~s fortune faite dans les affaires. 

Ainsi se trouve form6 le t r iumvirat  KRONECKER, KUMMER et WEIERSTRASS. 
E t  en 1857 fl'ann6e oh meurt  CAUCHY) BORCHARDT, ami de WEIERSTRASS, 
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assumera la r6daction du Journal de CRELI.E, mort en t855. Nous voyons ainsi 
que l'ann6e 1856 est une ann6e charni6re dans l'histoire des math6matiques. 

En cette ann6e t856, WEIERSTRASS publie dans le Journal de CRELLE le m6moire 
<~Sur la th6orie des factorielles analytiques, ([t061, t53--22t) ,  qui contient 
l'esquisse du concept weierstrassien de la fonction analytique ([82], t03), c'est- 
Z-dire des fonctions d6veloppables en s6ries de TAYLOR et qui, connues dans un 
domaine aussi petit que l'on veut, peuvent 4tre prolong6es partout oh l'on 
6tablira leur existence. Dans ce m6moire, WEIERSTRASS montre aussi l'6quivalence 
de la convergence et de la divergence de la s6rie 

I-.I et du produit infini H (1+ lull) (Eto61, tz5/. 
~ = 0  n--O 

Le discours de WEIERSTRASS, lors de sa r6ception en 1857 k l'Acad6mie des 
Sciences de Berlin, est tr6s pr6cieux pour l'histoire des math6matiques. WEIER- 
STRASS y exprime, pour la premi6re fois, sa conception des math6matiques et 
donne une vue d'ensemble sur le travail qu'il avait accompli jusque lk ([106], 
223--226): 

<~Je dois maintenant expliqner en quelques roots quelle a 6t6 jusqu'ici la 
marche de rues 6tudes et dans quelle direction je m'efforcerai de les poursuivre. 

Depuis le temps oh, sous la direction de mon maitre Gudermann, je fis pour 
la premiere lois connaissance avec la th6orie des fonctions elliptiques, cette branche 
nouvelle de l'analyse math6matique a exerc6 sur mon esprit un puissant attrait  
dont l'influence sur le d6veloppement de ma pens6e a 6t6 d6cisive. ~) 

Cette branche nouvelle des math6matiques, fond6e par EULER, d6velopp6e par 
LEGENDRE, a 6t6 compl6tement boulevers6e par ABEL et JACOBI qui introduisirent 
les fonctions doublement p6riodiques. Et  WEIERSTRASS poursuit: <~Ces trans- 
cendantes, dotant l'analyse de grandeurs nouvelles dont les propri6t6s sont 
remarquables, trouvaient aussi des applications en g6om6trie et en m6canique et 
montraient par lk qu'elles 6taient le fruit normal d'un d6veloppement naturel de 
la science ~. On trouve ici des id6es ch6res k WEIERSTRASS et auxquelles il restera 
attach6: tendre vers une abstraction de plus en plus pouss6e, et il a 6t6 amen6 k 
cela de fa~on naturelle par la difficult6 des probl6mes k r6soudre et par sa volont6 
de rigueur, mais ne jamais perdre de vue la solidarit6 naturelle des math6matiques 
avec les autres sciences, ne jamais oublier qu'elles font partie de la science dont 
les diff6rentes disciplines s'interp6n6trent et ne progressent que tant  qu'elles 
s'appuient les unes sur les autres, se rendant mutuellement service. 

Puis, WEIERSTRASS dit qu'ABEL avait r6ussi k d6montrer un th6or~me qui 
s'6tend k toutes les transcendantes r6sultant de l'int6gration des diff6rentielles 
alg6briques, tandis que JACOBI a d6montr6 l'existence de fonctions p6riodiques 
de plusieurs variables. ,La  repr6sentation effective de ces grandeurs, dont l'analyse 
n'avait  encore aucun exemple, l'6tude d6taill6e de leurs propri6t6s devenait donc 
l 'un des probl~mes fondamentaux des mathdmatiques; et, d6s que j 'en eus 
compris le sens et l 'importance, ]e r6solus de m 'y  essayer. 

C'efit 6t6 une v6ritable folie, si j 'avais seulement voulu penser k la solution 
d'un pareil probl6me, sans m 'y  ~tre pr6par6 par une 6rude approfondie des moyens 
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qui devaient m ' y  aider et sans m'Stre exerc6 d 'abord sur des probl~mes moins 
difficiles ~). 

Ce texte montre d 'abord que jusqu'en t857 la th6orie des fonctions ab61iennes 
repr6sentait pour WEIERSTRASS le but  exclusif, il montre ensuite que la th6orie 
des fonctions analytiques 6tait, pour lui, un moyen pour y parvenir et enfin que 
les fondements de l 'analyse ne pr6occupaient pas WEIERSTRASS all point de ne 
mSIne pas les mentionner dans son discours acad6mique. 

C'est seulement ~ Berlin que WEIERSTRASS V& commencer une remise en 
question syst6matique des fondements de l 'analyse tels qu'ils ~taient 6tablis 
cette 6poque. I1 exposera ses th6ories darts ses cours et les perfectionnera au 
cours des ann6es. Nous ferons d 'abord une 6tude de ses cours, puis, dans le 
chapitre 4, nous tenterons de donner une id6e des 6tats successifs des 616ments 
de l 'analyse weierstrassienne. 

3.1. Cours du semestre d'hiver 1856--1857 au semestre d'dtd 1861 

Nous allons proc6der ~ un examen d6taill6 des cours de WEIERSTRASS ~t 
l 'universit6 de Berlin ([t08], 355--360), car ils sont extr6mement instructifs 
pour la compr6hension de l'6volution de son analyse. 

Son premier cours, celui de l'hiver 1856--1857 porte sur les <~Chapitres choisis 
de la physique math6matique ~). Ii s'agissait de quelques lemons sur la th6orie de 
la dispersion de GAuss, lemons auxquelles assistait L. FucHs ([61], 2t--22) ,  futur 
coll&gue de WEIERSTRASS ~t l 'universit6 de Berlin. WEIERSTRASS s'est toujours 
int6ress6 ~t la physique math6matique et il pensait que les math6matiques devaient 
~tre des outils destin6s ~ r6soudre les probl~mes pos6s par les autres sciences et 
surtout par  les sciences physiques. 

De ce point de rue,  il est int6ressant de mentionner la th~se soutenue en 
t878 par H. VON MANGOLDT ([t l ] ,  14t--142), dirig6e par WEIERSTRASS et 
intitul6e: *Pour la solution des probl+mes que la physique math6matique pr6sente 
aux math6matiques, l '6tude des fonctions analytiques suffit~). On a un peu 
l 'impression d'entendre MI~RA¥ affirmer que <~tout ph6nom~ne naturel est re- 
pr6sentable exactement par les s6ries enti&res~) ([34], 337). Mais il ne faut pas 
prendre ce titre au pied de la lettre, ainsi qu'en t6moignent les t ravaux de Sol, mE 
KOVALEVSKAYA et LAZARUS FUCHS, 61&yes de WEIERSTRASS, et de WEIERSTRASS 
lui-mSme. 

Pendant le semestre d'dtd de 1857, WEIERSTRASS fait un cours sur <~Les th6or~mes 
g6n6raux concernant la  repr6sentation des fonctions analytiques par des s6ries 
convergentes~). Ainsi, un  an apr&s son arriv6e ~ Berlin, il fait un expos6 syst6- 
matique qui englobe les r6sultats qu'il a obtenus depuis 184t. Notons que MI~RAY 
exposera ses id6es sur le mSme sujet, pour la premiere lois, en 1868. 

Ce mSme semestre, il fait son premier cours sur les fonctions elliptiques devant  
six 6tudiants, dont FUCHS et K6NIGSBERGER ([6t], 393). n y cite ,Fundamenta  
nova~) de JACOBI (p. 396), la remarque d'ABEL sur la possibilit6 d'6crire les 
fonctions elliptiques comme quotients de deux s6ries enti+res (p. 397), ainsi que 
les t ravaux de LIOUVILLE, sur lesquels nous reviendrons. De mSme, il cite les norns 
d'HERMITE et de GUDERMANN (p. 4 t t ) .  Plus tard, WEIERSTRASS se r6f6rera 
beaucoup moins X d 'autres math6maticiens, au fur et ~ mesure qu'il 61aborera 
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syst6matiquement sa th6orie des fonctions. Toutefois, dans ce cours, comme le 
souligne KONIGSBERGER, le n o m e t  les m~thodes de CAUCHY furent compl~tement 
ignor6s (p. 42t). Et  KONIGSBERGER ajoute que ce fut un s6rieux handicap pour 
les jeunes ,chercheurs lorsqu'ils voulurent s'initier 5 l'ceuvre de RIEMANN. Dans 
son autobiographie, <~Ma vJe,~ ([6t], 59), KONIOSBEROER 6crit encore: <~Jadis, 
nous, les jeunes math6maticiens, avions tous le sentiment que les id6es et les 
m6thodes de Riemann ne faisaient plus pattie des math6matiques rigoureuses 
d'Euler, de Lagrange, de Gauss, de Jacobi et de Dirichlet,>. 

En hiver 1857--1858 il traite des ~Probl~mes choisis de g6om6trie et de 
m6canique r6solus & l'aide des fonctions elliptiques,>. Cela montre cette m~me 
volont6 de WEIERSTRASS de lier les math6matiques aux applications. 

Ce m~me hirer,  il fait un autre cours qui traite de la <~Th6orie et applications 
des s6ries trigonom6triqnes et de l'int6grale d6finie qui servent ~ la r6pr6sentation 
des fonctions arbitraires,~. Comme nous le verrons, le probl~me de l 'int6gration 
6tait un de ceux que WEIERSTRASS a toujours cherch6 ~ r6soudre. 

Sur ce cours de WEIERSTRASS, nous avons un t6moignage de WEIERSTRASS 
lui-m6me. Dans une lettre du t4 mars t885, dans laquelle WEIERSTRASS expose 
ses recherches sur les fonctions trigonom6triques et en particulier son th6or~me 
sur l 'approximation d'une fonction continue p6riodique par des polyn6mes 
trigonom6triques, il parle ([A viii, t4 mars 1885) de ce cours de 1857--t858, 
disant qu'il a 6t6 si contrarJ6 par le manque de rigueur de tous le s  t ravaux de 
l'6poque sur le sujet et par l'inefficacit6 de ses propres efforts d'alors pour y 
rem6dier, qu'il n ' a  jamais pu se r6soudre ~ refaire ce cours. 

Darts cette lettre, WEIERSTRASS dit que l 'on salt que le d6veloppement en 
s6rie de FOURIER d'une fonction continue ne converge pas n6cessairement vers 
la fonction. Notons ~ ce sujet qu'une lettre in6dite de PAUL DU BOIS-REYMOND 
([A XIV],  16 janvier t883) ~ HALPHEN nous apprend qu 'avant  t873 le contraire 
6tait la conviction g6n6rale, conviction partag6e par DIRICHLET, RIEMANN e t . . .  
WEIERSTRASS lui-m6me. 

Toutefois, ce rut WEIERSTRASS qui signala que le th6or&me de CAUCHY sur 
l 'int6gration terme ~ terme d'une s6rie ne pouvait  6tre d6montr6 que si r on  
supposait que la s6rie est uniform6ment convergente ([95], 95--96). I1 6tait doric 
n6cessaire de revoir la m6thode employ6e par FOURIER pour la d6termination des 
coefficients des s6ries de FOURIER. De plus, dans une lettre dn 30 novembre 1873 

Du BOIs-REYMOND ([t09], 201), WEIERSTRASS 6crit qu'~ son avis il n 'y  avait  
pas de crit~re g6n6ral valable pour la convergence des s6ries de FOURIER et que 
celui de DIRICHLET n'6tait pas rigoureux. WEIERSTRASS fur aussi Fun des premiers 
A se poser la question de l'unicit6 de la repr6sentation d'une fonction donn6e 
par une s6rie trigonom6trique ([79], 2t 7). 

Le semestre d'dtd 1858 est consacr6 ~ un cours sur <~ Quelques chapitres choisis 
du calcul int6gral,> et ~ un cours sur la <~Nouvelle g6om6trie~>. 

WEIERSTRASS avait  signal6, ~ plusieurs reprises, que l'int6grale de RIEMANN 
n'6tait pas suffisamment g6n6rale et qu'il y avait  des fonctions qui interviennent 
en analyse et qui n'6taient pas int6grables au sens de RIEMANN. Nous verrons que 
dans son dernier cours d'analyse, du semestre d'6t6 t886, il s '6tait encore occup6 
de ce probl&me d'int6gration. 
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Dans la liste des cours faits par WEIERSTRASS ~ l'universit6 de Berlin, et qui 
se trouve dans le tome I I I  de ses oeuvres math6matiques, ne figure pas le cours 
fait par WEIERSTRASS ( [1 t ], 12t ) en hiver 1868 - -1859  sur les <~Th6or~mes g6n6raux 
concernant la repr6sentation des fonctions analytiques par les s6ries infinies ~. 

Le 4 juillet 1859, WEIERSTRASS fait ~ rAcad6mie des Sciences de Berlin le 
rapport  sur les titres de RIEMANN pour sa nomination comme membre cor- 
respondant de ]'Acad6mie ([8~, 27). I1 y affirme que les m6moires de RIEMANN 
appart iennent  aux plus importantes publications math6matiques r6centes et 
qu'ils se distinguent <~par l ' importance des r6snltats qu'ils contiennent, ainsi que 
par  l'originalit6 et la f6condit6 de la m6thode~. Quant ~ leur influence sur ]e 
d6veloppement futur, elle <~sera essentielle et durable~. 

En septembre 1859 ([t0~, 2t6) RIEMAN• fait un voyage k Berlin en com- 
pagnie de DEDEKIND et la rencontre de RIEMANN et de WEIERSTRASS laissera une 
forte empreinte sur ce dernier. 

C'est avec le cours de l 'hiver 1859 - -1860  que WEIERSTRASS va commencer 
6tudier les fondements de l 'analyse. I1 fait alors un cours <~priv6~ de 5 heures 
par semaine intitul6 <~Introduction ~ l 'analyse ~ et le poursuit, pendant le semestre 
d'6t6 1860, comme cours <~prlvatissime~. De ces lemons, nous aurons de larges 
6chos dans le cours profess6 ~ Gewerbeinstitut, pendant le semestre d'6t6 1861, 
intitul6 <~Calcul diff6rentiel~ et r6dig6 par H. A. SCI~WARZ, 61&ve de cet institut. 
C'est ce cours que nous utiliserons dans notre expos6 pour donner une id6e de 
l 'analyse weierstrassienne v e r s t  860 (EA II~). Ce manuscrit,  qui sera 6tudi6 pour 
la premiere fois dans ]e chapitre 4, est important  ~ plusieurs points de vue. I1 
montre, entre autres, que WEIERSTRASS n 'avai t  pas encore construit en t86t sa 
th6orie des hombres irrationnels, mais que d6j~ il en esquisse le module dans ce 
cours. Nous verrons dans le § 3.2 qu'il faut situer cette th6orie vers 1863. I1 
montre  aussi, comme nous le verrons plus loin, que WEIERSTRASS n 'avai t  pas 
encore construit l 'exemple de sa fonction continue qui n 'est  d6rivable en aucun 
point de son ensemble de continuit6. 

Plus tard  DINI (E33~, IV), insatisfait lui aussi de l '6tat de l 'analyse ~t son 
6poque et ayant  entendu parler des conrs de WEIERSTRASS et de son nouvel ensei- 
gnement de l 'analyse, 6crit ~ SCHWARZ et celui-ci lui communique ses notes sur les 
cours de WEIERSTRASS. 

Le 8 mai 186t eut lieu la premiere s6ance du S6minaire math6matique fond6 
par KUMMER et WEIERSTRASS ~. l 'universit6 de Berlin. n e s t  int6ressant de noter 
que le catalogue de la biblioth~qne du s6minaire (fond6e par WEIERSTRASS), et 
qui commence ~t la date du ter  iuillet t86t  ([1tl, t 2 6 ~ t 2 7 ,  188), a pour les 
5 premiers titres: 

t .  CAUCHY, AUGUSTIN-LouIs : Exercices de math6matiques T. t - -5 ,  Paris t826/30. 

2. le m~me: R6sum6s analytiques, Turin t833. 

3. le m~me: Nouveaux exercices de math6matiques, Prague 
~835. 

4. le m~me: Exercices d 'analyse et de physique math~naatique 
T. t - -4 ,  Paris t840/47. 

5. le m~me: Lemons sur les applications du calcul diff~rentiel 
la g~ometrie, T. 1--2,  Paris t826. 
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3.2. Premiers cours de Weierstrass sur les nombres irrationnels 

WEIERSTRASS annonce pour l'hiver 1861--1862 un cours qui portai t  le titre: 
(~Th6orie g6n6rale des fonctions analytiques)). Mais, tomb6 gravement malade, il ne 
fera pas ce cours; et ne le donnera qu'en hiver 1863--1864. Entretemps,  pendant 
l 'hiver t862- - t  863 et pour le semestre d'6t6 1863, WEIERSTRASS fait un cours sur 
les fonctions elliptiques. I1 r6p6tera le cours sur les fonctions analytiques deux 
ans plus tard, en hiver 1865--1866, cours dont s'inspirera KOSSAK pour la r6daction 
de son livre (~Les 616ments d'arithm6tique~), publi6 en t872 (E62]), et qui est le 
premier expos6 imprim6 de la th6orie weierstrassienne des nombres irrationnels. 

Nous avons d6j~ vu que dans le cours de WEIERSTRASS du semestre d'6t6 de 
i86t ~ Gewerbeinstitnt, r6dig6 par SCHWARZ (EA II~), figurait le module dont il 
s 'inspirera pour la construction de sa th6orie des hombres irrationnels, n y disait 
([A II], 35) qu'il y a des grandeurs qu'on ne peut pas exprimer ~ l'aide de l'unit6 
et de ses parties et pour lesquelles il faut utiliser la forme des s6ries infinies. Mais 
si l'id6e est bien 1~, on est tr~s loin de la th6orie telle que WEIEIiSTRASS l 'exposera 
plus tard  darts ses cours et qui sera rapport6e par KOSSAK. D 'au tan t  que, el1 t86t ,  
pour d6finir la s6rie infinie, WEIERSTRASS utilise la d6finition de la convergence 
de la s6rie et la notion du reste, qui n' interviendront pas dans sa d6finition des 
hombres irrationnels. Donc, si WEIERSTRASS avait pu faire le cours annonc& pour 
le semestre d 'hiver 186/-- t862,  on n 'aurai t  pas pu y trouver sa th6orie des 
nombres irrationnels telle que nous l'exposerons. Rien de ce qui existe ~ ce sujet 
dans le cours d'6t6 de t86i ne le laisse pr6voir. Nous pensons qu'il a mis ~ profit 
les deux ann~es, pendant lesquelles il n 'a  pas fait de cours sur les fonctions ana- 
lytiques, pour 6laborer sa th6orie des nombres irrationnels, qui figurait au d6but 
de ce cours, et dont il a donn6 le premier expos6 public pendant le semestre d 'hiver 
1863--t864. I1 est vraisemblable qu'il a mis au point sa th6orie dans le courant de 
i863. Notons que GEORG CANTOR arrive ~ Berlin en automne t863 (E36~, t93), off 
il reste jusqu'en 6t6 t866, et qu'il assiste ainsi aux premiers cours off WEIERSTRASS 
expose sa tb6orie des nombres irrationnels dont la t rame ensembliste est un des 
616ments tr~s important.  (WEIERSTRASS rut le deuxi~me rapporteur de la th~se 
de CANTOR du t4 d6cembre t867.) 

Examinons maintenant  quelques id6es qui 6taient dans l 'air ~ cette ~poque, 
pour mieux comprendre pourquoi WEIERSTRASS 6prouva le besoin de reprendre les 
bases de la th6orie des fonctions. 

En t862, paralt  un article de J. B. LISTING (E68], 99) off on retrouve le mot 
agr6gat dans sa d6finition de ((complexes spatiaux~) qui sont des agr6gats de 
points, de lignes et de surfaces et qui partagent,  d'une fagon quelconque, un 
espace infini. LISTING, qui introduit de nombreuses d6finitions de topologie et 
donne une tr~s grande g6n~ralit6 ~ ces notions topologiques (le mot topologie y 
figure), pr6cise toutefois (E68~, 1 t l )  que plus grande est la g6n6ralit6 qu'on cherche 

obtenir plus il est n6cessaire que les premieres notions soient d6finies avec 
rigueur. Sinon, on court le risque de perdre en pr6cision ce que l 'on gagne en 
g6ndralit6. Or, WEIERSTRASS voulait arriver ~ la plus grande g6n6ralit6 possible 
et dans cette revue de G6ttingen, off paraissait l 'article de LISTING, il pouvait  lire 
ses propres pr6occupations. Ainsi, une des id6es de ce temps 6tait qu'il fallait 
donner ~ toute th6orie math6matique g6n6rale une base rigoureuse. 
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Un autre 6v6nement important  de cette ann6e 1862 fnt la traduction en alle- 
mand du livre de BI~IOT et BOUQUET (les maitres de M~RAY ([341, 337)) sous le 
titre: <~Th6orie des fonctions doublement pdriodiques et notamment  des trans- 
cendantes elliptiques, avec r6f6rences aux t ravanx des math6maticiens allemands ~. 
Ce livre est int6ressant ~ plus d 'un titre. HERmTE estimait en t885 (Archives de 
l 'Acad6mie des Sciences de Paris) que BOUQUET avait  donn6, en collaboration 
avec BRIOT, <~sur la th6orie des fonctions elliptiques un ouvrage qui compte parmi 
les plus importantes publications analytiques de notre 6poque ~). Comme nous le 
verrons plus has, pour 6crire ce livre, BRIOT et BOUQUET s'6taient inspir6 d 'un 
cours de LIOUVILLE. 

Ce qui est surtout int6ressant, pour notre propos, dans le livre de BRIOT et 
]~OUQUET, c'est qu'il commence par une th6orie gdndrale des fonctions analytiques, 
pr61iminaire ~ l '6tude des fonctions doublement p6riodiques. Mais cette premi6re 
partie contient plusieurs th6or6mes incomplets et les efforts qui ont 6t6 faits 
pour en donner des 6nonc6s exacts et pour clarifier les notions qui y interviennent, 
efforts auxquels WEIERSTIRASS a particip6, ont eu une tr6s grande importance en 
analyse. De plus, ces th6ordmes faisaient appel ~ des propri6t6s non explicit6es de 
sous-ensembles de points de la droite et du plan, ce qui devait amener d 'autres 
math6maticiens, de fa~on tout ~ fait naturelle, ~ la notion de point d'accumulation, 

la propri6t6 de BOLZANO-WEIERSTRASS et h une construction rigoureuse des 
nombres irrationnels. 

Ainsi, BIRIOT et BOUQUET consid6rant (E191, 36--37) l '6quation /(z)----0, oh 
/ est une fonction holomorphe et z appartenant  ~ une partie born6e du plan, 
affirment que cette 6quation n 'admet  qu 'un hombre fini de racines, <~car, si elle 
en admettai t  une infinit6, les points qui correspondent aux racines seraient 
infiniment rapproch6s les uns des autres et la fonction nulle en ces points infini- 
ment  rapproch6s, ce qui est impossible~. Or, cette <~d6monstration~ fair appel 
des notions qui ne sont pas du tout d6finies dans le cours de BRIOT et BOUQUET, 
en particulier ~ celle du point d'accumulation. A la page 38, BRIOT et BOUQUET 
6crivent: <~Supposons maintenant  que la fonction /(z) ne devienne infinie pour 
aucune valeur finie ou infinie de z, c'est-~-dire que le module de la fonction reste 
moindre qu'une quantit6 finie M dans toute l '6tendue du plan }~. Voil~ encore une 
affirmation, portant  sur la notion de borne sup6rieure atteinte ou non, que BRIOT 
et BOUQUET ne justifient pas. BRIOT et BOUQUET 6taient parmi les premiers 
6tudier les points singutiers, mais ils ont formul6 de fa~on incorrecte le th6or6me 
sur les points singnliers essentiels. Ainsi, ils affirment (Et9], 38) qu'une fonction 
holomorphe dans le plan, ayant  un point singulier essentiel ~ l'infini, ,acquiert  
toutes les valeurs possibles ~. 

Ces quelques exemples montrent  combien il 6tait n6cessaire de clarifier et de 
red6finir un certain nombre de notions fondamentales et il n 'est  pas 6tonnant que 
WEIERSTRASS, qui, comme nous allons le voir, a lu ce livre avec le plus grand soin 
et voulait donner une base solide a la th6orie des fonctions, ait 6t6 oblig6 de 
reprendre tous ces th6or~mes et leurs d6monstrations. 

Dans son rapport  du t6 janvier 1876 (~8], 49) pour la nomination de LIOUVlLLE 
comme membre associ6 de l 'Acad6mie des Sciences de Berlin, WEIERSTRASS 
signale en particulier sa th6orie des fonctions elliptiques qui se distingue par 
d'originalit6 des id6es qui en forment la base, th6orie qui, dans ses parties les 
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plus essentielles, est enti&rement d6velopp6e~). C'est un grand compliment par 
l'orf~vre en la mati~re qu'6tait WEIERSTRASS. WEIERSTRASS dit que, pour des 
raisons inconnues, LIOUVILLE n'avait  pas publi6 sa th6orie, mais qu'il en avait 
fait le sujet d 'un cours d6taill6 au Coll~ge de France et que deux de ses auditeurs 
d'alors (WEIERSTRASS ne donne pas leurs noms, mais il s'agit sans aucun doute 
possible de BRIOT et de BOUQUET), auteurs d 'un trait6 connu, ont eu le m6rite de 
conserver ~ la litt6rature math6matique le contenu essentiel de ce pr6cieux travail. 

Bien que BRIOT et BOUQUET 6crivent dans la pr6face de leur livre ([19], XXIV) : 
((Nous devons beaucoup ~ M. LIOUVILLE. I1 y a quelques ann6es, l'6minent 
g6om~tre prit pour suiet de son cours au Coll&ge de France les/onctions elliptiques; 
ses savantes lemons ont 6t6 le point de d6part de nos propres recherches ~), WEIER- 
STRASS remarque que cette reconnaissance de la dette de BRIOT et de BOUQUET 
envers LIOUVILLE ne souligne pas assez ce qu'ils lui doivent r6ellement. En effet, 
WEIERSTRASS pr6cise ((que tousles fondements de leur ouvrage sont l'ceuvre de 
Liouville ~), ainsi qu'en t6moigne la r6daction, par un de ses coll~gues de l'Acad6mie 
(il s'agit de BORCHARDT, cosignataire du rapport sur LIOUVlLLE), du cours de 
LIOUVILLE sur les fonctions elliptiques. LIOUVILLE avait fait un cours priv6 
BORCHARDT et ~ un autre math6maticien allemand et la r6daction de ce cours fut 
communiqu6e, avec le consentement de LIOUVlLLE, ~ JACOBI, ~ DIRICHLET et 
d'autres coll&gues de BORCHARDT. WEIERSTRASS a dfi connaltre ce cours d&s son 
arriv6e ~ Berlin, oh une tr~s intime amiti6 le lia ~ BORCHARDT. 

Darts une curieuse lettre de WEIERSTRASS ~ SCHWARZ, du 3 mars i883 ([A viii), 
qui partait pour Paris et ~ qu i i l  demandait de saluer I{ERMITE et JORDAN de sa 
part, il lui recommandait de rendre visite ~ PICARD, APPELL et POINCAR]~, mais 
il lui conseillait d'etre prudent avec BOUQUET! A son retour, si SCHWARZ signale 
dans sa lettre du 13 mai 1883 ([A viii]) que BOUQUET s'6tait montr6 int6ress6 de 
savoir si l 'on utilisait beaucoup les surfaces de RIEMANN en Allemagne, il ne 
mentionne aucune question de BOUQUET snr les travaux de WEIERSTRASS! I1 faut 
dire que BOUQUET n'6tait pas favorable aux m6thodes de WEIERSTRASS; ainsi, 
lorsque M~RAY, son 61&ve, publia en t872 son trait6 de calcul infinit6simal oh il 
utilisait, de fa~on tout ~ fait ind6pendante, les m6thodes semblables ~ celles de 
WEIERSTRASS bas6es sur les s6ries enti~res, il fut (~un peu secou6)) par BOUQUET, 
comme l'6crit DARBOUX dans une lettre in6dite ([A X], 22 novembre 1872). 

En r6sum6, vers les ann6es t860, des questions qui portaient sur quelques 
notions essentielles de l'analyse moderne commen~aient k 6tre soulev6es. Et elles 
renvoyaient toutes, en dernier ressort, ~ la structure de la droite r6elle et ~ celle 
de ses sous-ensembles. On avait besoin en analyse, outre une d6finition claire et 
maniable de la limite, d'outils plus fins, tel que le point d'accumulation et des 
pr6cisions sur la borne sup6rieure et sur la convergence uniforme. Et  toutes ces 
notions exigeaient que l'ensemble des nombres r6els ffit d6fini rigoureusement. 
Entre t 86t et t 853, WEIERSTRASS franchira une nouvelle ~tape dans cette direction 
et, ~ partir de ~ 863, ses cours t6moigneront de ce qu'il 6tait parvenu ~ construire les 
bases qui vont ouvrir la voie ~ l'analyse d'aujourd'hui. 

3.3. Les cours de Weierstrass, image de son ddifice mathdmatique 

WEIERSTRASS reprend son cours sur la <~Th6orie g6n6rale des fonctions analy- 
tiques ~ pendant te semestre d'dtd de 1868 et de 1870 (remarquons que FROBENIUS 
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passe sa th~se, dirig6e par WEIERSTRASS, le 28 juillet 1870) et ce cours devient, 
pendant le semestre d'dtd 1872, <~Introduction ~ la th6orie des fonctions analy- 
tiques ~. C'est ce cours de 1872 qni a 6t6, en pattie, utilis6 par DANTSCHER dans 
son livre ([30]) sur la th6orie weierstrassienne des nombres irrationnels et que 
nous examinerons plus loin. 

Sans que WEIERSTRASS s'en dout~t, ses cours 6taient difficiles ~ suivre, 
cause de leur densit6 et de leur niveau 61ev6. C'est ainsi que L. KIEPERT (E56], 
59--60), qui suivait les lemons de WEIERSTRASS pendant le semestre d'6t6 t869, 
nous dit que, pour en tirer profit, un camarade prenait le cours en st6nographie 
sans essayer de le comprendre, tandis que KIEPERT ne prenait que de br&ves 
notes mais essayait d 'en comprendre les enchalnements, ns  ne se s6paraient le 
soir que lorsque la r6daction du cours 6tait termin6e, ce qui les menait  parfois 
jusqu'~ deux heures du matin, n faut croire que cette m6thode 6tait la seule 
bonne, comme le montre le nombre d'61~ves qui tombait  de 117 ~t 7; et parmi 
ces 7, il y e n  avait  encore qui n 'avaient  que l 'impression de comprendre le cours. 
Mais, comme le souligne aussi KIEPERT, c'est parce qu'il fallait faire tan t  d'efforts 
pour comprendre le cours de WEIERSTRASS, qu'on y apprenait  6norm6ment. 
WEIERSTRASS ne laissait subsister aucune lacune, tout, jusqu'au plus petit  d6tail, 
6tait fond6 et <~d6montr6 avec une pr6cision logique et assembl6 en un 6difice 
somptueux ~. 

Mais, d'ann6e en ann6e, les le$ons de WEIERSTRASS devenaient plus faciles, 
grace aux am6liorations constantes qu'il y apportai t  et aux r6dactions des anciennes 
lemons que ses 61~ves mettaient  ~ sa disposition. 

Ces cours de WEIERSTRASS ~t l 'universit6 de Berlin commen~aient ~ devenir 
c61&bres dans tout le monde math6matique;  ainsi, lorsque MITTAG-LEFFLER vint 
en t873 faire ses 6tudes ~ Paris, il entendit HE,MITE lui dire (E751, t3 t ) :  <~Vous 
avez fait erreur, Monsieur, vous auriez dfi suivre les cours de Weierstrass ~t Berlin. 
C'est notre maitre ~ tous ~. 

WEIERSTRASS refait en 187~ son cours sur l'<~Introduction ~t la th6orie des 
fonctions analytiques ~, et il existe une r6daction complete de ce cours par un de 
ses 61~ves G. HETTNER ([A III1), avec qui WEIERSTRASS se lia d'amiti6. I1 lui 
confiera plus tard le soin de s'occuper, avec d 'autres de ses 61&ves, de l'6dition de 
ses oeuvres math6matiques. Nous ferons dans la suite une 6tude d6taill6e de ce 
manuscrit  de HETTNER. 

La description que MITTAG-LEFFLER, dans une lettre du 19 f6vrier t875 ~ son 
maitre HJALMAR HOLMGREN ([4], 53--~5), fait des enseignements donn6s ~ l'uni- 
versit6 de Berlin ~ cette 6poque est d ' au tan t  plus int6ressante que MITTAG- 
LEFFLER avait  fair auparavant  des 6tudes A Paris et ~t G6ttingen. n 6crit qne 
nulle part  il n 'avai t  trouv6 autant  ~ apprendre qu'~ Berlin. E t  de fait, disait-il, 
les math6matiques de cette ~poque offraient difficilement quelque chose qui 
pouvait  rivaliser a v e c l a  thgorie des fonctions de WEIERSTRASS et l'alggbre de 
KRONECKER. WEIERSTRASS traitai t  de la th6orie des fonctions en tin cycle de deux 
ou trois arts et construisait sur des concepts de base, simples et clairs, une th6orie 
des fonctions elliptiques et ab61iennes. Ce qui caract6risait prineipalement son 
syst~me, c'est qu'il est enti~rement analytique. I1 fait rarement appel A la g6om6trie 
et, lorsque cela lui arrive, il le fait uniquement ~ titre d'illustration. WEIERSTRASS 
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et KRONECKER pr6sentaient dans leurs lemons, les r6sultats de leurs recherches et, 
contrairement 5̀  ce qui se faisait habituellement en Allemagne, ils 6vitaient de 
faire imprimer leurs travaux. Quant 5̀  la difficult6 des cours de WEIERSTRASS, 
MITTAG-LEFFLER, dans sa lettre ~ HOLMGREN, consid~re lui aussi que si l'on 
r6ussissait, apr~s un long et difficile travail, 5̀  mettre en forme une lemon de 
WEIERSTRASS, telle que celui-ci l 'avait con~ue, alors tout devenait clair, simple et 
syst6matique. 

WEIERSTRASS r6p&e son cours snr les fonctions analytiques pendant les 
semestres d'dtd de 1876 et de 1878. Nous avons trouv6 ~ Zurich une r6daction de ce 
cours par ADOLF HURWlTZ, dont nous donnons en appendice ( EAI 1) les 37 premieres 
pages (transcrites int6gralement d 'un texte allemand en gothique) pour qu'on ait 
enfin un texte complet de la th6orie weierstrassienne des nombres r6els. Nous 
&udierons plus loin ce texte. Apropos  de ce cours, WEIERSTRASS 6crit ~ SOPHIE 
KOVALEVSKAYA le t5 avril t878 que ces lemons l'occupaient an plus haut point 
et qu'en particulier <~pour l'introduction 5̀  la th6orie des fonctions analytiques 
- -  faite devant t02 auditeurs pendant le dernier semestre - -  j'ai encore beaucoup 
travaill6 ~. 

C. RU~GE ([7tl, t6 t - - t62) ,  qui a suivi en t878 les cours de WEIERSTRASS, 
disait que ses lemons &aient profitables, parce qu'on assistait aussi <~ ~ la naissance 
des id6es, ce qui faisait une tr~s grande impression ~>. 11 remarque que WEIERSTRASS 
ne laissait subsister aucune obscurit6 et que, commen~ant son cycle par l'introduc- 
tion ~ la th6orie des fonctions analytiques, qni d6bute avec la notion de nombre, 
et n'utilisant aucun th6or~me qu'il n 'avait  lui-m6me d6montr6, il tenait 5̀  ce que 
ses 61fives commencent leurs &udes par le dfbut du cycle, ce qui ~tait ngcessaire 
si l 'on voulait comprendre son 6difice math6matique. Toutefois, pour RUNGE, 
le d6faut du cours de WEIERSTRASS r6sidait dans le fait qu'il renvoyait tr&s rare- 
ment ses 61~ves 5 la litt6rature math6matique <~ce qui eflt ~t6 j ustement souhaitable 

cause de l'originalit6 de ses propres lemons ~>. 

A c e  propos, remarquons que l'Acad~mie des Sciences de Paris avait envoy6, 
en t882, le tome I des oeuvres math6matiques de CAUCHY (Archives de 
l'Acad~mie des Sciences de Paris, (Euvres de Cauchy, Liste de distribution des 
exemplaires souscrits par l 'Institut) ~ WEIERSTRASS (qui ne citait j amais CAUCHY). Si 
WEIERSTRASS n'en a pas accus6 r&eption, KRONECKER, 5. qui on avait 6galemant 
envoy6 ce volume, exprime dans une lettre du 22 mars 1882 sa ~profonde re- 
connaissance ~> pour ce tome qui contient des fondements de beaucoup de parties 
de l'analyse de notre temps~ et se dit <~&re un des plus ardents admirateurs~> de 
CAUCHY ! 

WEIERSTRASS r6p&e encore le cours sur les fonctions analytiques en hiver 
1882--1888. Cet hiver-l~, il rut constamment malade et, se reposant en Suisse, il 
&rivait ~ SCI~WARZ le t5 octobre 1883 ([A VIii) qu'il se sentait extr6mement 
fatigu6 et qu'il n 'avait  aucune joie ni envie de travailler. Certes, disait-il, il s '&ait 
souvent trouv6 dans cet &at, toutefois il se remettait ensuite au travail avec plus 
d'fnergie. Mais, ~ dire vrai, il y a une grande difffrence, selon qu'on approche 
de la cinquantaine ou de 70 ans ~. 

Les premieres lemons de WEIERSTRASS, au cours de l 'hiver 188~--188~ sur les 
fonctions analytiques, sont suivies par le math6maticien russe TIHOMANDRICKY 
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([t03], 50). Ces leqons consacr6es ~ la notion de nombre et aux op6rations sur les 
nombres paraissaient fastidieuses, d'apr&s TIHOMANDRICKY, ~t la majorit6 des 
auditeurs. Lors de la premi6re lemon, disait-il, il y avait  tellement d'6tudiants 
que WEIERSTRASS fut oblig6 de s'instaUer dans le grand amphith6~tre de l ' Inst i tut  
de chimie qui pouvait  contenir plus de mille personnes. Mais le nombre d'auditeurs 
diminua rapidement de sorte qu 'au bout de quelques leqons WEIERSTRASS alla 
s'installer dans une salle, plus petite que celle initialement attribu6e, pouvant  
contenir ~ 50 ~ 200 personnes et qui 6tait loin d 'etre pleine. 

Au cours du semestre d'dtd 1886, pour son dernier cours d'analyse, WEIERSTRASS 
traite des <~Chapitres choisis de la th6orie des fonctions )~. Nous 6tudierons ce cours 
([AIV~) plus loin, d'apr~s une r6daction de G. THIEME. WEIERSTRASS avait 
annonc6 pour l 'hiver 1888--1889 un cours sur les (~Notions fondamentales et 
th6or~mes principaux de la th6orie des fonctions)>, que la maladie l'emp~che de 
faire. Ainsi, k la fin de son activit6 d'enseignement, il avait  voulu faire un cours 
qui fit ressortir les notions et les th6or~mes fondamentaux de l 'analyse math6- 
matique;  en cela aussi il pr6figure la tendance moderne de b~tir sur quelques 
notions de base et quelques th6or6mes cl6s les diff6rentes branches des math6- 
matiques. Nous verrons que d6jh son cours de 1886 6tait construit sur ces id6es. 

L 'examen de la liste des cours de WEIERSTRASS ~t l 'universit6 de Berlin est 
important  pour la compr6hension de son oeuvre math6matique. Lorsqu'on lit 
a t tent ivement  cette liste, on y trouve une suite de cycles qui refl~tent la conception 
weierstrassienne. I1 y a seize cycles, g6n6ralement de deux ans, plus ou moins 
complets, du semestre d'6t6 t857 au semestre d'6t6 t887, dont le sch6ma g6n6ral 
(qui ne comprend pas tous les  cours de WEIERSTRASS, en particulier ceux sur le 
calcul des variations) est le suivant:  

La th6orie des fonctions analytiques. 

La th6orie des fonctions elliptiques. 

Applications des fonctions elliptiques ~t la g6om6trie et ~ la m6canique. 

La th6orie des fonctions ab61iennes. 

Mais il ne faut pas n6gliger un autre aspect de l 'enseignement de WEIERSTRASS 
et du but qu'il poursuivait  ~ l 'universit6 de Berlin, que rant  d 'autres universit6s 
reprendront plus tard. I1 caract6risera lui-m4me (E1t], 123) l'6poque de t864 
1883 comme celle des efforts conjugu6s de KUMMER, de KRONECKER et de lui- 
m~me pour donner, en deux ann6es, aux jeunes math6maticiens une formation 
g6n6rale de base avec un tr6s large 6ventail des plus importantes disciplines 
math6matiques. Dans ces conditions, on comprendra pourquoi Berlin fut k cette 
6poque le centre mondial oh affluaient les jeunes de tous les pays pour apprendre 
les math6matiques nouvelles. 

4. Les ~tats successifs des 61~ments d'analyse de Weierstrass 

Nous allons maintenant  examiner l'~volution de quelques idles de WEIER- 
STRASS sur les fondements de l 'analyse, essentiellement d'apr~s plusieurs manuscrits 
de ses ~l~ves, dont tous, sauf celui de HETTNER, sont ici ttudi~s pour la premiere 
fois et dont l '~tude d'ensemble est tent~e pour la premiere fois darts ce travail. 
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4.1. Etat de la thdorie weierstrassienne des fonctions en 1861, 
d' apr~s le manuscrit de H. A. Schwarz 

Nous avons d6j~ vu qu 'avant  d 'arfiver ~ Berlin en 1856 WEIERSTRASS ne 
s'6tait pas occup6 des fondements de l 'analyse. C'est pourquoi, le cours de WEIER- 
STRASS sur le calcul diffCrentiel du semestre d'Ct6 t861 ~ Gewerbeinstitut, rCdig6 
par H. A. SCHWARZ, est prCcieux pour connaitre les idCes de WEIERSTRASS, ~t cette 
@oque, sur les notions fondamentales de la thCorie des fonctions. 

ScltWARZ a souvent mentionn6 les 6tudes qu'il avait  faites avec WEIERSTRASS 
et, en particulier, ce cours de t86t.  Ainsi, dans une lettre ~ GEORG CANTOR du 
27 fCvrier t870 ([73], 87--89) oh SCI~WARZ donne la premiere dCmonstration 
correcte du thCor~me qu'une fonction dCrivable, dont la d6rivCe est toujours nulle, 
est une constante, il dit avoir pris des 616ments de sa dCmonstration du cours de 
WEIERSTRASS de 186t ~t Gewerbeinstitut. En t872 (E98], 220--22t),  6voquant le 
dCbut de ses 6tudes mathfmatiques et parlant de la dCfinition de la continuit6 d'une 
fonction de deux variables, dCfinition qu'on lui enseignait ~ cette 6poque, SCHWARZ 
concluait qu'avec d 'a ide  d'une mCthode invent6e par Bolzano et perfectionnfe 
par Monsieur Weierstrass ~ cette dCfinition conduisait ~ la continuit6 uniforme au 
sens de HEINE. Un tCmoignage intCressant sur ce cours est la lettre de SCHWARZ 
WEIERSTRASS du t 7 juin 1888, dans laquelle il lui ficrit que, comme WEIERSTRASS 
le lui avait  demand6, il venait de lui envoyer un paquet contenant sa r6daction 
du cours que WEIERSTRASS avait fait ~ Gewerbeinstitut pendant le semestre d ' f t6  
de 1861 sur le calcul diffCrentiel. SCHWARZ indique que dans sa r~daction manquait  
l 'application du calcul diffCrentiel ~ l'Ctude des propri6tfs des courbes planes, 
ainsi que <~votre si satisfaisante thCorie du contact des courbes~>. WEIERSTRASS 
remercie SCI~WARZ pour cet envoi ([A VlIl, 12.6. s8), mais ne donne pas, ni dans 
cette lettre, ni dans les suivantes, son sentiment sur cette rgdaction. 

Dans sa prCface ( [Al l ] ) ,  SCHWARZ prCcise qu'il s 'agit d'une rCdaction 
succincte des lemons de WEIERSTRASS, rCdaction qu'il avait  terminCe £ la fin du 
semestre d'Ct6 de t86t .  

WEIERSTRASS commence (p. t) par dCfinir la variable et les quantitCs qui 
varient continfiment, mais il ne dCfinit pas les nombres rCels. Ensuite, il donne la 
dffinition d'une fonction, telle que l 'avait  donnCe DIRICI~LET (nous verrons plus 
tard que WEIERSTRASS fera des rfserves sur cette dffinition, la considCrant comme 
trop gCnCrale): ~ Si deux quanti tfs  variables peuvent 6tre reliCes de fa~on ~ ce 
qu'~ route valeur dCterminCe de l 'une corresponde une valeur dCterminCe de 
l 'autre, alors on appelle la derni~re une fonetion de la premiCre ~>. Et  WEIERSTRASS 
prfcise que cette correspondance peut 4tre 6tendue aux fonctions de plusieurs 
variables. Toutefois, il ne donne pas ~ cette dCfinition exactement le m~me sens 
que nous lui donnons aujourd'hui, car il prfcise que si ~ une valeur de la variable 
on fait correspondre une seule valeur de la fonction, alors on appellera la derni~re 
une Ionction uniforme (eindeutige Funktion) de la premi6re. 

En introduisant ( [AII ] ,  2) la dCfinition de la variation infiniment petite de 
la variable et de la fonction ~ l'aide de d et de e, WEIERSTRASS introduit une 
notion tr~s importante qui donnera aux d~finitions de limite et de continuit6 
toute la prCcision et la clart6 qu'elles ont aujourd'hui. WEIERSTRASS met ainsi en 
forme la notion de limite qui, jusqu'~ cette 6poque, apr~s un pas d6cisif accompli 
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par CAUCHY, s 'exprimait  essentiellement en disant que lorsque h tend vers z6ro, 
alors [(x+h)--J(x)  tend vers z6ro. En effet, il donne la d6finition suivante: 
<~ S'il est possible de d6terminer une borne ~ telle que pour toute valeur de h plus 
petite en valeur absolue que ~, [(x + h)--/(x) soit plus petite qu'une quantit6 e 
aussi petite que l 'on veut, alors on dira qu'on a fait correspondre ~ une variation 
infiniment petite de la variable, une variation infiniment petite de la fonction ~. 
Ainsi, le pas d6cisif est franchi vers la d6finition actuelle de la limite, en 6tablissant 
une relation fonctionnelle entre d et e qui s 'exprime par des in6galit6s entre les 
variables et entre les valeurs de la fonction. Et  le fait de substituer ces in6galit6s 
A l'id6e intuitive de <~tendre vers~ se traduit  par une expression analytique 
pr6cise dont l ' introduction en analyse aura une tr6s grande portfe.  De plus, ~ des 
suites de points tendant vers un point fixe, elle substituera les voisinages d 'un 
point dffini par  les in6galitfs, ce qui sera une des origines de la topologie g6n6rale. 
L'utilisation de cette d6finition dans ce cours confirme l'opinion de PRINGSI-IEIM 
(E90~, 25): <all semble bien que c'est Karl  Weierstrass qui a, le premier, donn6 
la notion de limite d'une [onction toute la pr6cision dont elle 6tait susceptible ~. 
E t  le premier manuel s ' inspirant des id6es de WEIERSTRASS, publi6 par OTTO STOLZ 
(El001), donne la dffinition actuelle de la limite, en pr6cisant qu'elle est due 
WEIERSTRASS ([t00~, tome I, 339). 

Page 3, WEIERSTRASS donne la d6finition d'une fonction continue qui est une 
simple application de la notion de variation infiniment petite. Apr&s avoir 6nonc6 
le th6or6me: si ] est continue et si Yl= ](xl) et Y2= [(x2), alors quel que soit 
YaC[Yl, Y2], il existe xaE[x 1, x21 tel que ya=J(x3), WEIERSTRASS introduit la 
d6finition du voisinage (die Nachbarschaft) du point %: ce sont tous les  x <~pour 
lesquels la difffrence x -  x 0 en valeur absolue ne d6passe pas une borne d6ter- 
min6e ~>. Et, apr6s avoir d6montr6 ce th6or6me, il conclut (p. 4), en traduisant en 
langage d'aujourd'hui,  que l ' image continue d 'un compact est un compact. 

Page 5, WEIERSTRASS commence ~ introduire les notions fondamentales du 
calcul difffrentiel. Les fa¢ons de d6finir la d6rivfe et le fait qu'il ne mentionne 
nulle part  dans ce cours (alors qu'il le fera toujours dans ses cours apr6s t872) 
l 'existence d'une fonction continue qui n 'est  d6rivable en aucun point montrent  

l'6vidence que WEIERSTRASS n 'avai t  pas encore construit en 186t, comme 
certains historiens de math6matiques l 'affirment ou le laissent entendre, son 
exemple de fonction continue sans d6riv6e. En plus de la d6finition classique, il 
est important  de souligner que WEIERSTRASS donne une dffinition de la d6riv6e 
par la formule 

/ ( x + h ) = / ( x ) + h . / ' ( x ) + h .  (h), oa (h)=o(t). 

Nous verrons plus tard que, lorsqu'il aura construit sa fonction continue sans 
dfriv6e, il affirmera qu'il vaut  mieux d6finir ainsi la dfriv6e plut6t que comme la 

limite du rapport  / (x + h) - ! (x) car cette derni&re d6finition ne faisait qu'obscurcir h 
la notion de d6riv6e et qu'elle 6tait ~ l'origine des erreurs qui ont conduit ~t penser 
qu'une fonction continue, sauf en certains points exceptionnels, 6tait toujours 
d6rivable. En cela, il sera d'accord avec M~RAY ([34], 336) qui affirme que si les 
math6maticiens 6taient partis pour d6finir la d6riv6e du d~veloppement des 
fonctions en s6ries entigres, ils n 'auraient  pas contract6 de mauvaises habitudes 
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r6sultant de la consid6ration, analytiquement si st6rile et si artificielle, de rapports 
de termes infiniment petits. I1 est d'ailleurs probable que l'id6e directrice de 
WEIERSTRASS, dans cette d6finition de la d6riv6e, provient 6galement des s6ries 
enti~res. 

WEIERSTRASS met en relief que la diff6rence / ( x + h ) - - / ( x )  peut s'6crire 
comme somme de deux parties, la premi&re 6tant le produit d 'un 616ment 
inddpendant de h multipli6 par h et la deuxi~me tendant vers z6ro avec h, lorsqu'on 
la divise par h. WEIERSTRASS met ainsi en 6vidence la partie dfpendant  lin6aire- 
ment  de h. 

La d6finition des infiniment petits que donne ensuite WEIERSTRASS montre 
avec quelle nettet6 il utilise la d6finition de la limite A l'aide de c3 et 8 et que cette 
d6finition correspond exactement tt celle que nous utilisons encore aujourd'hui. 
Un infiniment petit  est une fonction ~ de la variable h telle que d~s que ~(8 est 
donn6, on peut trouver un d, tel que pour toutes les valeurs de h, dont la valeur 
absolue est plus petite que d, ~0 (h) est plus petit que e ~. Ainsi, en donnant une 
d6finition correcte des infiniment petits, WEIERSTRASS ne les a pas ((bannis ~ de 
l 'analyse, comme l'affirme, avec bien d'autres, BERTRAND RUSSELL (E941, 345); 
il a toujours utilis6 cette terminologie, mais il lui a enlev6 tout le vague que le 
manque d'une dgfinition rigoureuse lui donnait. 

En utilisant la notion de diff6rentielle et la notation d x, WEIERSTRASS 
indique que dx  est une fonction indgpendante de x. Dans la d6monstration de 
l'unicit6 de la d6rivfe (p. 6), WEIERSTRASS introduit la notation (h) qui correspond 
t~ la notation o (t). 

Comme nous allons encore le voir, ce cours de WEIERSTRASS a u n  aspect 
moderne. E t  Yon comprend l 'enthousiasme du jeune SCHWARZ devant  cette fa~on 
nouvelle d 'aborder quelques-unes des notions qui sont A la base de l 'analyse. 

A la page 7, on coupe (man zerlege) les epsilons, ce qui caract6risera pour 
beaucoup le style weierstrassien. Cette association de WEIERSTRASS et de ses 
61~ves avec les epsilons est universellement connue. C'est ainsi que, cherchant 
Ziirich des documents s u r  WEIERSTRASS et prenant contact avec un parent 
d'ADOLF HURWlTZ, nous entendlmes cet homme, qui ignorait tout  des ma th t -  
matiques, nous d6clarer que dans sa famille on se souvenait que HURWlTZ (~war 
epsflonistisch ~> l 

Apr~s avoir donn6 les thgor~ines sur les limites de la somme, du produit et du 
quotient ([A II], 7--s), ainsi que sur le calcul des diff6rentielles (p. 9), WEIER- 
STRASS d6finit les diff6rentielles d'ordre sup6rieur. Insistant sur le fait que d x 
est une fonction ind6pendante de x, il d6duit (p. t 5) la diff6rentielle seconde en 
calculant la diff6rentielle de /' (x).  d x, en tenant  compte de ce que d ( d x ) ~  O. 
Les th6or~mes obtenus sur les diff6rentielles sont ensuite appliqu6s aux Ionctions 
trigonom6triques (p. t 7). 

Pages 20--24, WEIERSTRASS donne les propositions pour l '6tude des variations 
d 'une fonction. Apr&s avoir 6nonc6 le th6or~me des accroissements finis (p. 26), il 
donne la r~gle de I'H6PITAL. I1 conclut cette partie de son cours par ce qu'il 
consid&re comme (de v~ritable thdor&me fondamental de route l 'analyse ~> (p. 30), 
savoir: si une fonction r6elle de la variable rfelle est n fois continfiment d6rivable 
et si toutes ses d6riv6es jusqu'tt l 'ordre n - - t  sont toutes nulles, au point x o, 

5 Arch. Hist. Exact Sei., Vol. tO 
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alors on a 

/ ( x) - / ( Xo) = ( x - ~o)" / ~  ( Xo + O ( X - Xo) ). n! 

(Ce th6or~me est pris des <~Leqons sur le Calcul diff6rentiel~> de A. L. CAucI~Y, 
Paris, t824, de Bure, 35--35.) Ensuite, WEIERSTRASS 6tudie les probl~mes dn 
maximum et du minimum d'une fonction (p. 32), avant de passer aux d6veloppe- 
ments en s6ries enti~res (p. 33). 

Apr&s avoir indiqu6 ([A 111, 35) <~qu'il y a des quantit6s qu'on ne peut pas 
exprimer ~ l'aide de l'unit6 et de ses parties~>, c'est-~-dire, qui ne sont pas des 
nombres rationnels et <~pour lesquelles on applique la forme des s6ries infinies ~> 
(ce qui montre que WEIERSTRASS a d6j~ le mod&le pour ia construction des 
nombres irrationnels qu'il va entreprendre), WEIERSTRASS donne la d6finition de 
la somme d'une s6rie et le crit~re de convergence d'une s6rie. Ce crit&re est formul6 

l'aide de $ (qui joue le r61e de notre s) et de s (qui joue le r61e de notre N), en 
faisant intervenir le reste de la s6rie. Remarquons que WEIERSTRASS, ~ cette 
6poque, ne semble pas pr6occup6 par le fait que la notion de limite 6tait contra- 
dictoire tant  qu'une th6orie rigoureuse des hombres irrationnels n'&ait pas 
61abor6e. 

Donnant le d6veloppement en s6rie des fonctions sin x et cos x, WEIERSTRASS 
note (p. 37) que l 'on peut en d6duire toutes les propri&6s de ces fonctions trigono- 
m&riques et, ainsi, apporte la rigueur qui manquait A sa d6finition des fonctions 
trigonom6triques, d6finies g6om&riquement dans un paragraphe pr&6dent. 

Le chapitre sur les fonctions r6elles de plusieurs variables r6elles (p. 42) 
t l  I t  contient le th~or~me sur l'6galit~ : ]~y (x, y) ~ [y, (x, y), avec l'hypoth~se que la 

fonction, ses d6riv6es partielles premieres et secondes sont continues (p. 43)- 
W]~IERSTRASS souligne (p. 46) l ' importance de ce th6or~me pour la d6rivation des 
fonctions de plusieurs variables. I1 introduit ensuite ]a notion de diff6rentielle pour 
les fonctions de deux variables, en g6n6ralisant la re&bode appliqu6e aux fonctions 
d'une variable. Fina]ement (p. 49), il introduit les diff6rentielles d'ordre sup6rieur 
et calcule (p. 50) la diff6rentielle d'une fonction compos6e; de m~me, il donne la 
formule de TAYLOR (p. 58) pour les fonctions de plusieurs variables. Cette pattie 
se termine par le th6or~me classique sur les ~onctions implicites. 

Une des parties les plus importantes de ce cours est l '&ude de la d6rivation 
des s6ries infinies (p. 64), probl~me qui, £ cette 6poque, est loin d'&re trait6 avec 
la rigueur et ]a nettet6 que l'on trouve dans ce cours. WEIERSTRASS commence 
d'abord par se poser la question suivante: sous quelles conditions une s&ie de 
fonctions continues, convergente pour tout  x appartenant A un intervalle fini, 
est-elle aussi une fonction continue ? Pour cela, il introduit la notion de convergence 
uniforme (Konvergenz in gleichem Grade) A l'aide du crit&re de CAUCHY. 

Puis, 6non§ant le th6or~me que la limite uniforme des fonctions continues est 
une fonction continue (p. 65), SCHWARZ, darts sa r6daction, indique qu'il s'agit 
d 'une condition n6cessaire et suffisante, ce qui est une n6gligence de r6daction, 
car la d6monstration ([A IIL 65--66), qui ne diff~re enr ien  de celle que l'on fait 
actuellement dans les cours du premier cycle des universit6s, montre clairement 
qu'il s'agit seulement d'une condition suffisante; la d6monstration est obtenue en 
coupant l'epsilon en trois parties et en tenant compte de la continuit6 des fonctions 
et de la convergence uniforme de la s6rie. 
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Page 68, WEIERSTRASS pose le probl~me de la d6rivation terme 5. terme d'une 
s&ie de fonctions. I1 suppose que la s6rie de fonctions continues et la s6rie de 
d6riv6es continues convergent toutes les deux uniform6ment. Apr~s la d6mon- 
stration, il renvoie au tome I I  des oeuvres compl&es d'ABEL publi6es en t839, 
p. 268, o;1 ABEL &rivait  dans une lettre 5. HOLMBOE du t6 janvier t826: (~La 
th6orie des s6ries infinies en g6n6ral est jusqu'5, pr6sent tr&s real fond~e. On 
applique aux s~ries infinies toutes les op6rations, comme si elles &aient finies; 
mais cela est-il bien permis ? Je crois que non. Oil est-il d6montr~ qu'on obtient 
la diff6rentielle d'une s6rie infinie en en prenant la diff6rentielle de chaque terme ? 
Rien n 'est  plus facile que de donner des exemples oh cela n'est pas juste*. 

WEIERSTRASS d~montre ensuite que l 'on peut d6river terme 5. terme une s6rie 
enti~re. 

Pages 70 5. 78, WEIERSTI~ASS &udie les fonctions exponentielles, et en parti- 
culier la fonction e ~, et la fonction log x. I1 d6finit ensuite (p. 80), avec beaucoup 
de soin, les fonctions inverses des fonctions trigonom&riques. E t  le cours se 
termine ([A II] ,  81--82) par la recherche du d6veloppement en s6rie d 'une 
fonction /(x) dont on connalt le d6veloppement en s6rie de la d6riv6e. 

Lorsque HEINE publiera en 1872 <~Les 616ments de la th6orie des fonctions~) 
([461), il reconnaltra s '&re inspir6 des cours de WEIERSTRASS r6dig6s par ses 
61~ves et qu'en particulier ([46], 182) certaines de ses d~monstrations ont 6t6 
faites d'apr~s les principes de WEIERSTt~ASS qu'il connaissait <~par les communica- 
tions verbales de ce dernier, de Messieurs Schwarz et Cantor ~). Comme ScI~wA~z 
enseignait de t867 5. 1869 5. l 'Universit6 de Halle oh HEINE &ait professeur, il 
est certain que HEINE a connu ce cours de ~861 r6dig6 par SC~IWARZ et qu'il s 'en 
est servi pour son m6moire. 

La nouveaut6 de ce cours est incontestable et cette r6daction de SCHWARZ (la 
plus ancienne que l 'on connaisse d 'un cours de WEIEt~STRASS sur l 'analyse math6- 
matique) montre  que, d~js. en ~86t, WEIERSTRASS avait  introdnit et utilis6 
certaines notions 5. la base de l 'analyse moderne. On y voit aussi que WEIERSTRASS 
n 'avai t  pas encore construit sa th6orie des nombres irrationnels ni sa fonction 
continue sans d6riv~e. 

4.2. La thdorie des nombres irrationnels de Weierstrass, 
d' apr~s le cours du semestre d'hiver 1865---1866, d a m  la rddaction de Kossak 

KOSSAK a suivi le cours de WEIERSTRASS de l 'hiver i865-- t866 sur la (~Th6orie 
g6n6rale des fonetions analyt iques,  et il public en 1872 sa r6daction d'une partie 
de ce cours: ((Les 616ments de l'arithm6tique~) ([62]). Cette r6daction est un 
m61ange de notes prises au cours de WEIERSTRASS, d'un travail  de KOSSAK sllr 
l 'histoire de la notion du nombre et de ses d6veloppements personnels, ce qui ne 
clarifie pas les choses. Notons que c'est cette publication de KOSSAK qu'ont  &udi6e 
tous ceux qui ont voulu connaitre la th6orie weierstrassienne, en allant , aux  
sources ~>. Ce livre fut m~me traduit  en russe, 5. Kiev, en t 884. 

Mais, avant  d '&udier  ce travail  de KOSSAK, voyons ce qu'en dit le fiddle 
616ve H. A. SCHWARZ 5. son maitre WEIERSTRASS, le t2 juin t872 ([A vi i i ] ) .  I1 
remarque d 'abord que KOSSAK fait 6tat, dans sa pr6face, de la permission de 
WEIERSTRASS de publier cet expos6 et regrette beaucoup que la th6orie de WEIER- 

5* 
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ST~ASS y soit si d6figur6e. La critique de SCHWARZ porte essentiellement sur la 
partie alg6brique de l '6tude de KOSSAK. Comme nous le verrons plus loin, WEIER- 
STI~ASS d6veloppait beaucoup cette patt ie dans ses cours. <~Le probl~me, disait 
Schwarz, que l 'auteur avait  ~ r6soudre, consistait exclusivement en uue r6daction 
correcte et soign6e des notions que vous aviez expos6es dans vos lemons; sous ce 
rapport ,  le travail  de KOSSAK ne satisfait m~me pas ~ une exigence moyenne ~>. 
Mais, dans les lettres de WEIERSTRASS ~ SCHWARZ ([A VIii), on ne trouve aucun 
commentaire sur ce jugement s6v~re de SCHWARZ. L'opinion de WEIERSTRASS 
ne sera exprim6e que dans une lettre ~ MITTAG-LE~FLER du 5 avril 1895 ([76], t2), 
darts laquelle il 6crit que son introduction ~ la th6orie des fonctions a 6t6 <~gAch6e ~> 
par KOSSAK. 

Toutefois, le livre de KOSSAK donne une image assez exacte de la th6orie 
weierstrassienne des nombres irrationnels, ce qui est le plus important  pour notre 
propos. Certes, la longue exposition alg6brique de WEIERSTRASS a disparu dallS 
cet expos6, les points les plus difficiles ne sont pas bien mis en valeur et il n ' y  a 
pas de doute que les r6dactions de HETTNER et de HURWlTZ (que nous 6tudierons 
plus loin) rendent beaucoup mieux compte de la th6orie weierstrassienne. 

L'expos6 de KOSSAK commence par une th6orie nai've des nombres entiers 
([62], 16). On consid~re des 616ments de m~me nature, sans se pr6occuper de ce 
qu'ils repr6sentent, et <~ainsi on a une repr6sentation de cet ensemble au moyen 
du nombre ~>. Lorsque l 'ensemble se r6duit ~ un seu1616ment, on lui fair correspondre 
le nombre un. E t  <de hombre est la repr6sentation compos6e de uu et un etc. ~>. 
C'est l'id6e que l 'on trouve chez EUCLIDE ((Euvres, Blanchard, Paris t 966, Livre 
Septi~me des E16ments, D6finitions, 2, p. 180): <~un hombre est un assemblage 
compos6 d'unit6s ~>. 

KOSSAK donne ensuite la d6finition de l'6galit6 de deux entiers: <~Deux hombres 
sont 6gaux, si ~ tout 616ment de l 'un correspond an 616ment de l'autre~>. Cette 
d6finition est int6ressante. D 'abord  un nombre entier est repr6sent6 par un 
ensemble d'616ments et pour dire que deux nombres entiers sont 6gaux, on v a l e s  
mettre,  comme nous le dirions aujourd'hui, en bijection. 

A cet endroit, KOSSAK pr6cise que, pour l'essentiel, dans l '6tablissement de la 
notion du nombre, il a utilis6 <des roots m~mes ~> de WEIERSTRASS et que, darts toute 
ta mesure du possible, il citera <~textuellement~> les parties du cours de WEIER- 
STRASS. Cela est exact, car nous les retrouverons dans les autres r6dactions. 

KOSSAK introduit ensuite les op6rations sur les entiers (p. t7). Pour d6finir 
la division des entiers, on consid~re les parties exactes (die genaue Teile) d 'un 
nombre entier positif (p. t 8). Ainsi un nombre a est une partie exacte d 'un nombre b, 
si b est un agr6gat entier compos6 d'616ments tous 6gaux A a. Ainsi, une partie 
exacte de l'unit6, c'est ui1 616ment e~ tel que n • e , =  1. 

On consid&re maintenant  les agr6gats compos6s d 'un 616ment fondamental 
(das Grundelement) et de ses parties exactes, c'est-~-dire l 'ensemble des hombres 
rationnels positifs. Sur cet ensemble, on d6finit les transformations permises (die 
gestatteten Umformungen), c'est-~-dire les r6ductions au m~me d6nominateur 
qui donnent les diff6rentes repr6sentations d 'un m~me nombre rationnel: ainsi les 
deux agr6gats (~, ½) et (~, ~, 1) sont 6gaux, d'apr~s la d6finition de l'6galit6 
donn6e pour les entiers, qui reste valable pour les agr6gats compos6s d 'un  hombre 
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fini de nombres rationnels, et d'apr~s la d6finition des transformations permises. 
Ils repr6sentent le m~me nombre rationnel qui est la somme de leurs 616ments, 
savoir le nombre ~. 

II s 'agit maintenant  d'introduire les agr6gats compos6s d'une infinit6 d'616ments 
et de d6finir leur 6galit6 (E621, t8--19) .  Pour cela, on introduit encore une notion 
ensembliste: celle d 'un nombre b partie d 'un nombre a (p. 19). Cette notion est 
tout  ~ fait naturelle, lorsqu'on d6finit un nombre par un agr6gat d'616ments dont 
il est la somme. Ainsi, si on compare un hombre a ~ un nombre b, le nombre b 
6tant un agr6gat fini, <~on dira que bes t  une partie de a, si on peut transformer a 
de telle fa~on qu'il contienne tousles  616ments de b ~. Cette d6finition reste valable 
si a est un agr6gat compos6 d'une infinit6 d'616ments (~ condition toutefois de 
donner un sens ~ un agr6gat compos6 d'une infinit6 de nombres rationnels positifs), 
car la notion de partie signifie toujours, par d6finition, une partie finie. Mais ces 
id6es ne sont pas nettes et cela n 'est  pas d r  seulement ~ la r6daction de KOSSAK. 

Pour red6finir l'6galit6 des agr6gats compos6s d 'un hombre fini d'616ments, 
c'est-t~-dire les hombres rationnels, KOSSAK donne la d6finition weierstrassienne 
d 'un nombre fini: on dira que a est fini, s'il existe <ran nombre dont l 'agr6gat est 
compos6 d 'un nombre fini d'61ements et qui n 'est  pas coutenu dans a ~. Alors on 
peut introduire le crit~re de finitude: <~Un nombre a est fini, s'il existe un agr6gat 
fini b tel que tout nombre compos6 d'616ments de a est contenu dans b~. a est 
donc fini, si toute partie de a est contenu dans b, b 6tant un nombre rationnel 
positif. 

Avec cette notion de la finitude, on peut d6finir l'6galit6 de deux nombres 
a e t  a' compos6s d 'un nombre d'616ments fini ou non: on dira que a et a' sont 
6gaux, si tout  agr6gat fini compos6 d'616ments de a est une partie de a'. E t  
r6ciproquement, quoique KOSSAK ne le dise pas. 

KOSSAK conclut cette partie de son expos6 en pr6cisant qu'ainsi on arrive ~ la 
notion de hombre irrationnel et que <~rien ne s'oppose ~ son introduction comme 
une s6rie infinie~. Car on sait quels 616ments sont dans le nombre irrationnel, 
combien de fois ils s 'y  trouvent et que tout agr6gat fini compos6 d'616ments de ce 
nombre irrationnel est inf6rieur ~ un nombre fixe. <~Ainsi le nombre irrationnel a u n  

sens bien ddtermind. ~ 

En somme, ce qui est parfaitement clair dans cet expos6, c'est l ' introduction 
des hombres rationnels positifs. La notion de partie (toujours finie) d 'un nombre 
est aussi claire. On introduit ensuite les agr6gats compos6s d 'un hombre quelconque 
de rationnels positifs qui, a priori,  ne sont rien d 'autre  que des suites de nombres 
rationnels. Mais avant  de parler de l'6galit6 de tels agr6gats, comme il est fait dans 
l'expos6 de KOSSAK, il aurait peut-~tre mieux fallu d 'abord introduire la notion de 
finitude, puis donner la d6finition d'6galit6 de ces nouveaux agr6gats infinis. E t  
dire ensuite, ce qui ne figure pas dans la r6daction de KOSSAK, que si un tel 
agr6gat ne repr6sente pas un hombre rationnel, alors on complete l 'ensemble de 
nombres rationnels positifs par de tels agr6gats qui sont des nombres irrationnels 
(ou plus pr6cis6ment, que le nombre irrationnel est, comme nous le dirions 
aujourd'hui, la classe d'6quivalence pour la relation d'6quivalence ddfinie par 
l'6galit6). Mais ce qui est essentiel, c'est que la d6finition des nombres irrationnels, 
telle que la donne KOSSAK, ~ quelques pr6cisions formelles pros, est parfaitement 
rigoureuse. 
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Puis, pour compl6ter les nombres r6els positifs a, on d6finit les hombres 
n6gatifs a', par a + a' ~- 0 (p. 22). Nous d6velopperons cette partie lors de l '6tude 
des autres r6dactions. 

Une lettre du 4 septembre t867 de HERMANN HANKEL ~ ~-IERMANN GRASS- 
MANN (GRASSMANN, HERMANN, Gesammelte mathematische und physikalische 
Werke, Drit ten Bandes Zweiter Tell, Leipzig, Teubner, t91t) 6claire bien les 
probl&mes qui se font jour ~ cette 6poque ~ propos de la th6orie des nombres r6els 
et complexes. 

HANKEL 6crit avec quel int6r6t il venait de prendre connaissance, grace 
H. A. SCHWARZ, d'un cours de WEIERSTRASS sur les nombres complexes. Dans 
ces questions, dit-il, WEIERSTRASS <m'est pas all6 profonddment, ou plut6t pas 
tr&s loin; il s 'est davantage attach6 ~ une construction rigoureuse et soigneuse des 
notions 616mentaires des hombres complexes et r6els~. E t  HANKEL se r6jouit de 
trouver un accord ~ peu pros total  entre le point de vue de WEIERSTRASS et le sien, 
ce qui est ,une garantie pour moi que le domaine scientifique qui nous a rapproch6, 
vous et moi, prendra bient6t sa juste place dans le corps des math6matiques~>. 

Avant  de passer ~ l '6tude du cours de WEIERSTRASS de 1874, il serait int6ressant 
de citer une lettre de WEIERSTRASS ~ DU BOIs-REYv!OND du 2t d6cembre 1873 
([t09], 203--204). Parlant  de la notion des nombres irrationnels (soulignons que 
WEIERSTRASS dit <~die extensive Gr613e~: dans cette fagon de s 'exprimer il y a la 
notion de compl6tion des nombres rationnels), WEIERSTRASS dit qu'il y a plusieurs 
fagons de les introduire: soit g6om6trique, soit physique, soit en par tant  de la 
notion du hombre et des op6rations fondamentales de l 'arithm6tique. , J e  tiens 
clue seule la derni&re m6thode permet de fonder rigoureusement l 'analyse et 
d 'aplanir  toutes les difficult6s ~>, £ condition de l 'appliquer de fagon cons6quente 
dans toutes les parties de l 'analyse. C'est ce que WEIERSTRASS a tent6 dans ses 
cours, comme nous allons 6galement le voir eu 6tudiant la r6daction de HETTNER 
du cours de 1874. 

4.3. La  thdorie des hombres irrationnels, d'apr~s le manuscrit de G. Hettner 
du cours de Weierstrass de 1874 

Ce cours intitul6 <,Introduction ~ la th6orie des fonctions analytiques~> du 
semestre d'6t6 t874 a 6t6 r6dig6 par G. HETTNER qui, d'apr&s MITTAG-LEFFLER 
( [77], 53), rut un des plus fiddles 61~ves de WEIERSTRASS. Cette r6daction manuscrite 
se trouve ~ l ' Ins t i tu t  math6matique de G6ttingen, mais il en existe une antre ~t 
l ' Ins t i tu t  Mittag-Leffier ~ Djursholm. I1 est probable que la copie de Djursholm 
est celle que HETTNER a faite pour MITTAG-LE~FLER ([87], t25). 

Le d6but du cours ([A III], t--4) est consacr6 ~ une 6rude de la notion de 
fonction et £ celle de la notion de fonction analytique. Dormant la d6finition de 
la fonction, telle que nous la connaissons aujourd'hui et telle qu'il l 'avai t  donn6e 
dans son cours de t861, l 'a t t r ibuant  & FOORIER, CAUCHY et DIRICHLET (p. 1), 
WEIERSTRASS fair des r6serves sur sa trop grande g6n6ralit6. Notons d 'abord que 
WEIERSTRASS n 'a t t r ibue pas la paternit6 de cette d6finition uniquement 
DIRICHLET, mais aussi & FOURIER et £ CAUCHY. En tout cas, ces deux math6- 
maticiens ont contribu6 & sa clarification. Quant ~ la trop grande g6n6ralit6 de 
cette d6finition, il pr6cise ([A 1111, 1--2) que si l 'on ne salt rien d 'autre  sur une 
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fonction que ce que cette d6finition en exprime, on ne pourra tirer aucune conclu- 
sion sur ses propri6tfs. Et  une des t~ches importantes, qu'il s'assigne et qui trans- 
paralt  clairement lorsqu'on jette un regard synth6tique sur son oeuvre, est de 
d6terminer la classe de fonctions la plus large dont on puisse donner une re- 
pr6sentation analytique et qui puisse r6pondre de Ia~on aussi complfte que possible 
aux besoins de l 'analyse. I1 faut de plus que cette reprfsentation analytique des 
fonctions soit utilisable de mani&re aussi commode que g6n6rale. Nolls verrons 
que pour WEIERSTRASS cette classe sera celle des fonctions continues, grace 
son th4or6me sur la repr4sentation des fonctions continues par des s6ries unifor- 
m6ment convergentes de polyn6mes, ee qlli fait, comme le remarque HENRI 
LEBESOUE ([66], 30), <~rentrer toutes les fonctions continues darts la classe des 
fonctions repr6sentables analytiquement ~>. 

Dana ee cours, la conception de WEIERSTRASS est assez proche de celle de 
lVI~RAY ([34], 336--338) pour qui la s6rie de TAYLOR 6tait la base de l 'analyse. 
Ainsi, parlant des fonctions d6veloppables en s6rie de FOURIER (p. 2), WEIER- 
STRASS remarque d 'abord que la s6rie de FOURIER d'une fonction continue ne 
converge pas tolljours vers la fonction et qu'en tout 6tat de cause ce d6veloppe- 
ment  ne contribue pas ~ une eonnaissance intime de la fonetion. <~On ne peut pas 
d6montrer qu'elle est d6rivable, ainsi il manque le moyen le plus important  pour 
la connaissance des propri6tfs de la variation des fonctions. ~> I1 va  montrer, en 
empruntant  un exemple ~ la physique math6matique, la n6cessit6 de pr6ciser les 
propri6t6s de la Ionetion (p. 3) : la temp6rature 9 d 'une barre homog6ne satisfait 

l '6quation aux d6rivfes partielles 

a ~ (x, t) _ as a ~ ~0 (,, t) 
at 0x ~ 

oh 90 est la temp6rature au temps t all point x et WEIERSTRASS remarque qu'avec 
la d6finition de DIRICI~LET de la fonction ~ ,on peut faire peu de choses~>. Si, 
malgr6 tout, on se sert de fonctions aussi g6n6rales, c'est que (p. 4) <~nous avons 
transportG tacitement, les propri6t6s que poss6dent toutes les fonctions consid6r6es 
sur ces fonctions g6n6rales~>. Et  WEIERSTRASS conclut qu'il ne donnera pas une 
d6finition g6n6rale de la fonction, mais qu'on arrivera ~t une repr6sentation 
correcte et r6ellement utilisable de la fouction <~peu ~t peu all cours de ces lemons ~>. 
Ainsi le but  de cette introduction ~ la th6orie des fonctions analytiques est indiqu6 
d6s le d6part par WEIERSTRASS: 6laborer une notion de la fonction qui sera l 'outil 
principal de l 'analyse. 

Comment arriver ~t cette notion de fonction <~r6ellement utilisable et correcte ~ ? 
WEIERSTRASS va part ir  du nombre entier, d6finir sllr l 'ensemble des nombres entiers 
les op6rations 616mentaires de l 'arithm6tique, el1 compl6tant cet ensemble par les 
nombres rationnels, puis en 61aborant la th6orie des hombres irratiollnels, dont le 
mod61e sera la s6rie infinie. Ensuite, il d6finira les polyn6mes et les s6ries enti6res 
et il reprendra les m4mes op6rations 616mentaires de l 'arithm6tique sur ces 
nollveaux 6t6ments. E t  un des buts de l 'analyse sera d 'approcher un champ de 
fonctions aussi vaste que possible par les 616ments fonctionnels obtenlls. 

WEIERSTRASS expose ce plan ([A 1111, 4--5), en pr6cisant qu'il va  consid6rer 
d 'abord les fonctions auxquelles conduisent les op6rations arithm6tiques habi- 
tuelles, ensuite les fonctions que l 'on obtient ~ partir  des polyn6mes en leur 
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appliquant un nombre fini de lois les op6rations 616mentaires. Puis, il introduit 
les s6ries enti~res et dors  de l 'extension des d6finitions aux s6ries infinies et aux 
nombres complexes, nous nous laisserons guider par le principe que les th6o- 
r~mes fondamentaux d'addition, de soustraction, de multiplication et de division 
doivent rester toujours valables ~>. 

A la page 6, nous retrouvons encore une id6e que WEIERSTRASS avait  en 
commun avec M~RAY, ~ savoir que d 'analyse  dolt se garder pure de route 
g6om6trie ~>. 

Les notions fondamentales de l 'arithm6tique sont d6velopp6es de la page 6 
~t la page 73. 

Apr~s une rapide et tr~s 616mentaire introduction de la notion du nombre 
entier (p. 7) et du choix de l'616inent unit6, WEIERSTRASS d6finit l 'addition des 
entiers, avec les propri6t6s de commutativit6 et d'associativit6, puis (p. 8) la 
multiplication avec la propri6t6 de distributivit6. 

Dans les pages 9 ~ t2 sont introduites les op6rations dndirectes ~>, la soustraction 
et la division, qui n6cessitent une extension du domaine des nombres entiers 
positifs (p. 9). Pour que la soustraction de deux nombres entiers positifs quel- 
conques soit toujours d6finie, il introduit des nombres qu'il appelle <, complexes ~> 
(p. t0), c'est-~-dire les nombres entiers n6gatifs. Pour d6finir la division (EA III],  
t t - - t  2), il introduit d 'autres hombres <~ complexes ,~, qui sont les nombres rationnels. 
E t  pour la d6finition de l'6galit6 de ces nombres (pp. t3--14) ,  il introduit la 
notion de transformation, c'est-~-dire la r6duction au m~me d6nominateur et la 

repr6sentation d 'un nombre rationnel a sous la forme: a = m ~- ,  oh m est un entier. 

Cette 6galit6 entre les hombres rationnels poss~de la propri6t6 de sym6trie (p. t4). 

De la page t6 ~ la page 19, WEIERSTRASS traite de l'6galit6 des quantit6s 
(GrSssen) ayant  une infinit6 d'616ments. Pour cela, il consid&re toutes les suites de 
rationnels positifs, en pr6cisant combien de fois chaque 616ment se trouve dans 
la suite consid6r6e (p. 16). Comme un nombre sera la somme des 616ments qui le 
composent, il s 'agit donc pour r ins tan t  des s6ries formelles et WEIERSTRASS va 
donner la d6finition de leur 6galit6. A cet effet, il introduit la notion de quantit6 b, 
partie de la quantit6 a (p. t7): <~Soient a une quantit6 compos6e d 'un hombre 
fini ou infini d'616ments et b une quantit6 compos6e d 'un nombre fini d'616ments, 
alors b sera une patt ie de a, si tout  616ment de best  un 616ment de a ~. On en d6duit 
la d6finition de l'6galit6 entre deux quantit6s a et a': a e t a '  sont 6gales, <,si toute 
quantit6 b, qui est contenue dans a, est aussi contenue dans a'  ~>. E t  r6ciproquement. 

Si bes t  6gale ~ l 'unit6 et si, quel que soit un entier positif N, il existe un agr6gat 
form6 d 'un nombre fini d'61dments de a qui est plus grand que N, alors on dira 
<,que la quantit6 a est infiniment grandee>. Cette d6finition de WEIERSTRASS nous 
donne un crit~re de finitude: un agr6gat compos6 d'une infinit6 d'616ments sera 
fini, s'il existe un hombre entier N, tel que toute partie finie de a est plus petite 
que N. 

Aux pages 20---21, nn lemme fondamental donnera nn autre crit~re de finitude 
que WEIERSTRASS adoptera dans ce cours: si un hombre est fini, il peut ~tre 
d6compos6 en deux parties, dont la premiere a un nombre fini d'616ments et dont 
la seconde est un agr6gat compos6 d'une infinit6 d'616ments dont la somme est 
aussi petite que ron  veut. D 'oh  le crit~re de finitude: un hombre est fini si l 'on 
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peut en extraire un nombre fini d'616ments de fa~on que le reste de ses 616ments 
ait une somme plus petite que tout  nombre positif donn6 ~t l 'avance. 

Dans les pages 22 ~t 27, il 6tudie la sommation par paquets d 'une infinit6 
d'agr6gats compos6s d'une infinit6 d'616ments. WEIERSTRASS signate (p. 23) que 
la condition, pour que formellement on puisse d6finir l 'addition, est que tout 
616ment ne se pr6sente qu'un nombre fini de fois dans la somme. Alors la somme 
de l 'agr6gat a, obtenu ~ part ir  des agr6gats infinis consid6r6s, sera finie s'il <~existe 
un multiple de l'unit6 qui est plus grand que toute somme d'616ments de a~ 
(p. 24), naturellement somme finie d'616ments, car pour WEIERSTRASS la partie 
d 'un agr6gat a toujours un nombre fini d'616ments. Si l 'on a cette propri6t6, on 
dira alors que la s6rie correspondante est convergente. 

E t  WEIERSTRASS en tire le th6or~me fondamental pour la th6orie des s6ries 
(p. 27): Si la somme d'une infinit6 de groupes, compos6s chacun d'une infinit6 
d'616ments, est finie, alors on peut former de nouveaux groupes et la somme de 
ces nouveaux groupes est finie et 6gale ~t la somme des groupes pr6c6dents. 

WEIERSTRASS introduit maintenant  la repr6sentation d 'un nombre r6el positif 
l 'aide de fractions d6cimales; plus g6n6ralement, il veut d6montrer (p. 28) que 

si l 'on se donne une suite de hombres entiers 

t , g l ,  g~ . . . .  , g~, . . . oh t < g~ < g2 < . . . < gn < . . . , 

alors il est toujours possible d'6crire tout nombre r6el positif comme somme d'une 
s6rie dont les 616ments sour des nombres rationnels de d6nominateur gi. I1 en 
d6duit (pp. 31--32) la proposition que tout nombre a peut se mettre  sous la forme 

h ! I oh h 1, h~ . . . .  a = h o + h l  g + 9. g2 + h ~  + . . . ,  

prennent les valeurs O, 1 ,  2 . . . . .  g - - 2 ,  g - - t .  Ce d6veloppement est unique et 
le d6veloppement d6cimal est un cas particulier de cette proposition pour g :  t0 
(P. 35). Cela permet ~t WEIERSTRASS de donner la d6finition d 'un nombre r6el: 
un hombre r6el n 'est  rien d 'autre  qu'une <~telle s6rie de nombres>>. 

I1 arrive enfin A la d6finition suivante des hombres rationnels et irrationnels 
(p. 36): <~Les nombres rationnels sont ceux qui sont compos6s d'une suite finie 
de nombres. On dolt appeler irrationnel tout hombre qui n 'est  pas rationnel >>l Et  
pour montrer  que cette d6finition a un sens, WEIERSTRASS donne l 'exemple du 
nombre e (p. 37). 

Apr6s avoir d6fini l 'ensemble des nombres r6els positifs, WEIERSTRASS d6finit 
les nombres n6gatifs en introduisant d 'autres nombres ~ complexes ~r: les ~nombres 
oppos6s~ (pp. 37--42). Deux nombres e et e' sont dits oppos6s (p. 39) si en les 
ajoutant  tous deux ~ un troisi6me celui-ci reste inchang6. Dans les pages 43 ~ 49, 
il d6finit les nombres compos6s d'une infinit6 d'616ments positifs et n6gatifs. 
Pour cela, il consid6re un agr6gat compos6 d'une infiuit6 d'616ments obtenus ~t 
part ir  de l'unit6 positive e et d 'une infinit6 d'616ments obtenus ~ partir  de 1'unit6 
n6gative e'. La d6finition exige que l 'agr6gat compos6 ~ part ir  de l 'unit6 positive 
et celui obtenu ~ part ir  de l'unit6 n6gative soient tous deux finis. Cette d6finition 
correspond h la convergence absolue des s6ries consid6r6es (p. 49): une s6rie 
infinie de nombres a une somme finie, lorsqu'il existe un nombre positif N tel 
que toute somme finie des valeurs absolues des termes de la s6rie est plus petite 
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que N. E t  pour les s6ries de hombres rfels, on a la propridt6 de sommation par 
paquets (p. 5t). 

Ayant  dffini la multiplication pour les nombres r6els (pp. 53--60) et le produit 
infini (pp. 60--61), WEIERSTRASS introduit la division pour les nombres r6els 
(pp. 63--67). E t  il conclut (pp. 72--73) qu'il a d6montr6, dans ce qui pr6c&de, 
qu'en 6tendant le domaine des nombres, les quatre op6rations 616mentaires sont 
r6alisables pour les agrfgats ayant  un nombre fini ou infini d'616ments. 

De la page 74 ~ la page 116, il 6tudie la repr6sentation arithm6tique des 
hombres complexes. Ensuite (pp. t 1 7 - - t  57) vient l '6tude des polyn6mes et des 
fractions rationnelles. 

Un but  qne WEIERSTRASS poursuit dans ce cours (p. t l  7) est de dfvelopper 
la notion de fonction analytique; il lui associe un deuxi&me: introduire dans les 
enchalnements analytiques la mSme clart6 que l 'on trouve dans les enchainements 
algfbriques. Cette algfbrisation de l 'analyse, entreprise par LAGRANGE, WEIER- 
STRASS la reprend ~ son compte, mais en utilisant les outils que sont les notions 
de limite, de borne sup6rieure et inffrieure, de point d 'accumulation et de conver- 
gence uniforme. 

De la page t58 ~ la page 206, WEIERSTRASS 6tudie les sgries enti~res. Apr~s 
la d6finition d'une sfrie enti4re et du rayon de convergence, il 6nonce un lemme, 
qu'il souligne comme important,  qni est celni de l'existence d'une borne sup6rieure 
et d 'une borne inf6rieure, mais dont la d6monstration correspond ~ celle du 
th6or6me des intervalles emboit6s et de l 'existence d 'un point d 'accumulation 
(pp. t63-- t70) .  I1 commence par supposer qu'il s 'agit d 'un ensemble infini de 
hombres rfels positifs (il remarque qu'on peut se limiter ~ l 'ensemble des nombres 
rationnels d 'un intervalle de la droite) (p. t63). Ces nombres rfels positifs sont 
inf6rieurs ~ un nombre positif gr Cet ensemble admet donc une borne sup6rieure g, 
telle que, quel que soit g '<g ,  il y a des 616ments de l 'ensemble dans l 'intervalle 
]g', g[. 

Par  hypoth&se sur l 'ensemble X consid6r6, et par un emploi implicite de 
l 'axiome d'ARcHIM~DE, on peut trouver un nombre entier b 0, tel que dans l ' inter- 
valle [bo, b 0 + t [ il y ait encore des points de X. Pour ces points, on a doric 

bo<=x<bo4-1.  

Soit a > t, un entier, on peut doric trouver un entier b~ tel que 

a x < b l + t  

pour tout  616ment x de X et tel qu'il y air encore des points de X satisfaisant 

b 1 - < a x < b l + t ,  c'est-£-dire ~1 < x <  b l + l  - -  a - -  a 

Ainsi, on construit une suite possfdant les propri6t6s prfc6dentes: 

bo ' b 1 b 2 br+ 1 bp bq 4- t 
a ' a~ , . . . ,  a r + l ,  a v e c  ~ -  < a ~  

quels que soient p e t  q. 

Comme 
b r br+ 1 @ 1 br+ 1 b~ 4- 1 
ar ~-. a r + l  e t  ~ ~ a ~ ,  

il en rdsulte que ab, + a > b,+l et b,+ 1 + t > abe. 
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Posons b r+ l=  abr + c~+ 1. D'apr~s ce qui pr6c~de, on a 

- - ]  ~ C~,+l = br+ 1 - -  ab r < a. 

Comme il s 'agit de hombres entiers, il en r6sulte que c,+ 1 est un 616ment de 
l 'ensemble (0, t ,  2 . . . . .  a - - t ) .  

Des d6finitions, il r6sulte (p. t 66) que 

br+l Cl Cr+l 
a~+l = b  o + ~ + . . . +  a,+l" 

Comme a > 1, la s6rie num6rique 
+oo 

g =  b0 + ).~ c,+1 
a n + l  

n = 0  

est convergente. Et  WEIERSTRASS dgmontre que g est la borne sup6rieure de 
l 'ensemble consid6r6 et qu'elle possgde les propri6tgs 6nonc6es (pp. 167--t68). 

Pour 6tudier les sfries enti6res, WEIERSTRASS introduit un certain nombre 
de notions de topologie g6n6rale. Ii commence (p. t8t)  par d6finir la notion 
d'ensemble born6 et celle d'ensemble non born6, puis il donne la dffinition d 'un 
ouvert born6 0 (qui ~t cet endroit est appel6 das Gebiet : le mot qui d6signe rfgion 
ou domaine). Le point a appartient ~t l 'ouvert 0, s'il existe un voisinage de a (un 
voisinage, en g6nfiral, pour WEIERSTRASS est un disque ouvert de centre a) qui 
est contenu dans 0;  a est un point ext6rieur de 0, s'il existe un voisinage de a 
qui ne rencontre pas 0;  et, enfin, a appartient ~t la fronti6re de 0, si dans tout 
voisinage de a il y a des points de 0 et des points qui n 'appart iennent  pas ~t 0. 
Dans cette r6daction de HETTNER, il n 'a  pas 6t6 bien mis en 6vidence, dans les 
d6finitions, quand est-ce qu'ii s'agissait d'une propri6t6 qui dolt ~tre vraie pour 
tout voisinage et quand est-ce qu'il s'agissait d'une proprigt6 v6rifife pour un 
voisinage. I1 introduit alors (p. t 82) la notion de connexit6. 

Apr&s avoir appliqu6 ces notions topologiques ~ l '6tude des s6ries enti6res 
d 'une et de plusieurs variables, WEIERSTRASS aborde l '6tude (pp. 206--276) des 
•principes du calcul difffrentiel~>. 

WEIERSTRASS discute ensuite (p. 2t5) de la notion de d6riv6e, discussion 
importante  pour resituer la dfcouverte weierstrassienne d'une fonction continue 
sur IR et qui n 'est  dfrivable ell aucun point de IR. Depuis qu'il a d6montr6 en t872 
l'existence d'une telle fonction, WEIERSTRASS donne, dans son cours, une nouvelle 
prfsentat ion du problfme de la dfrivation, diff6rente de celle du cours de t86t ,  
dont il fait ici une critique implicite. 

En dffinissant la d6riv6e au point x' par la limite du quotient (p. 2t6) 

[ (x' + h) --[ (x') lorsque h tend vers z6ro, et en illustrant l 'existence de cette limite h 
pour des fonctiorts connues, WEIERSTRASS dit qu'on avait ]adis suppos6 que cette 
propri6t6 6tait 6galement vraie pour d 'autres points, oh la fonction 6tait dfifinie, 
et que la fonction d~rivge obtenue avait  les m~mes proprigtfs que la fonction 1. 
Ce qui avait  donn6 lieu ~ des <~dfmonstrations ~> (pp. 2t7--218) qu'une fonction 
continue, saul en des points isolfs, 6tait toujours d6rivable. 

Sur cette question, HETTNER dit dans sa r6daction du cours de WEIERSTRASS 
(p. 220): ,Depuis longtemps Weierstrass connaissait des fonctions qui ont la 
proprigt6 d'gtre d6rivables en une infinit6 de points et de ne pas l 'gtre en une 
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autre infinitd de points. Avec cela, se trouve r6fut6e la proposition qu'une fonction 
continue est ddrivable >>. 

WEIERSTRASS affirme que RIEMANN aurait  donn6 dans ses cours, dans les 
anndes t860, l 'exemple de la fonctioi1 continue sur IR 

+o~ sin n~x 
/(X) = F, ~, 

n = l  

comme n%tant ddrivable en aucua point de IR. Mais, WEIERSTRASS remarque, ce 
qui est intdressant, qu 'on ne sait pas si RIEMANN avait  affirm6 que cette fonction 
n%tait ddrivable en aucun point, ou seulement en certains points de IR. Remarque 
d' importance, quand on connalt le rdsultat tr~s rdcent ([40]) qui montre justement 
que cette fonction est d~rivable sur certains multiples rationnels de ~. 

Notons, h ce propos, que DARBOUX d~clare dans une lettre £ Howi~L du 
30 mars 1873 ([3- X]) au sujet de la ddfinition de l'intdgrale donn6e par RIEMANN : 
<<C'est de l~t que j 'ai  tird une foule de fonctions qui n 'ont  pas de ddrivde >>. 

C'est WEIERST~ASS qui a l e  premier rdsolu ce probl~me (pp. 22t--234) en 
donnant l 'exemple de la fonction 

I ( X )  = bn COS ( nX) =,  
n = 0  

avec des conditions pour a e t  b, qui est continue sur IR et n ' admet  de ddrivde en 
aucun point de IR. 

Ce qui est £ noter, c'est la conclusion sur la ddfinition de la ddrivde d 'une 
fonction que WEIERSTRASS tire de cet exemple et qu'on trouve dans ce cours de 
t874 (encore un fait qui permet de dater sa ddcouverte). On dira que la fonction ] 
est ddrivable au point x o (p. 235), s'il existe un nombre c tel que l 'on ait 

l(Xo + h ) =  /(Xo) + C . h +  h . h: 

off h: tend vers z6ro avec h, c'est-~-dire h 1 =  0(1); C 6tant inddpendant de h e t  
/(Xo) + c .  h dtant une fonction affine (lineare Funktion) de h. WEIERSTRASS 
ddmontre (pp. 235--236) l'unicitd de cette application affine. Mais, c'est sa 
conclusion qui est importante:  (~L£-dedans se trouve la vdritable notion de 
ddrivde ~. 

Ainsi a eu lieu dans l'dvolution de la pensde mathdmatique de WEIERSTRASS 
un processus contraire de celui qu'en prdsente HILBERT (E491, 63)- Tandis que 
HILBERT affirme que c'est la critique de la notion classique de la ddriv6e qui a 
amend WEIERSTRASS ~ la d6couverte de sa fonction continue sans ddrivde, il 
apparait ,  d'apr~s l 'dtude que nous venons de faire, que c'est le processus inverse 
qui a eu lieu: c'est la ddcouverte par WEIERSTRASS de sa fonction continue sans 
ddriv6e qui l 'a  amend ~ critiquer la notion classique de la ddriv6e. Nous pouvons 
comprendre la mdprise de HILBERT. I1 a connu l 'analyse weierstrassienne darts la 
r6daction du cours de WEIERSTRASS de t878, faite par  son ami intime ADOLF 
HURWlTZ, et que nous allons 6tudier plus loin, darts laquelle la ddrivation, 
prdsent6e comme dans le cours de 1874, sugg&re le processus tel que l 'avai t  
compris I-tlLBERT. 



E16ments d'analyse de Karl Weierstrass 77 

WEIERSTRASS d6veloppe ensuite (pp. 276--360) les propositions sur la conver- 
gence des s6ries enti~res. 

Darts cette partie nous trouvons quelques thfor~mes fondamentaux de l'analyse, 
dont une source est indiqu6e par la citation (p. 304) du re@moire c@l~bre de BOL- 
ZANO de t817 ([t6]). Apropos de BOLZANO, notollS que SCI-IWARZ dans une lettre 

CANTOR ([74], 68) melltionne une lettre que lui avait 6crite KRONECKER le 
30 juin 1870 et dans laquelle ce dernier affirme que <des conclusions de Bolzano 
sont @videmment de faux arguments ~> et que, darts cette affaire, il a K~JM~ER, 
BORCHARDT et HEINE darts son camp. E t  SCHWARZ poursuit: <~ Je suis content 
que toi, Thorn@ et moi, soyons dans le camp de Weierstrass~. Au sujet de ces 
conclusiolls de BOLZANO, SCI-IWARZ 6crivait ~ CANTOR le ter  avril t870 ([74], 228) 
qu'il 6tait d'accord avec CANTOR et avec l'id6e qui se d@gageait des lemons de 
WEIERSTRASS <~que sans les conclusions, qui ont @t@ d6velopp6es par Weierstrass 

partir  des principes de Bolzano, on n'aurait pas pu r6ussir dans de nombreuses 
recherches~. Ainsi WEIERSTRASS a connu avant 1870 l'oeuvre de BOLZANO qu'il 
a d@velopp@e et utilis@e dans ses recherches. 

WEIERSTRASS donne ~ la page 305 l'@nonc@ du th@or~me que tout ensemble 
infini born6 de nombres r6els admet un point d'accumulation. La d@monstration 
(pp. 305--310) est semblable ~ celle que nous avons vile pour l'existence de la 
borne sup6rieure. I1 en d@duit (pp. 3 t 0--3 t 1) le th6orgme qu'nne fonction continue 
sur nn compact atteint sa borne sup6rieure et sa borne inffrieure. L'existence des 
points d'accumulation est dgmontr6e dans le cas de sous-ensembles born6s 
infinis de IR" (p. 313) et de •" (p. 318). 

Apr@s avoir appliqu6 ces r6sultats 8 r6tude des s@ries enti~res d'une et de 
plusieurs variables, WEIERSTRASS expose (pp. 359--360) le sens de ses recherches 
sur la convergence et le but  de la th@orie des fonctions. Le sens profond de ses 
recherches sur la convergence est que les propri@tgs caract6ristiques des fonctions 
reposent sur leurs points singuliers, m@thode qui diff@re fondamentalement de 
celle utilisfe par ABEL. Quant au <~but ideal ~> de la th@orie des fonctions, il est de 
<,reprfsenter analytiquement)> les fonctions d6finies par ailleurs de fa~ons diverses. 
E t  il est fondamental <~d'obtenir a priori la forme et les conditions d'une telle 
repr6sentation >). WEIERSTRASS va  s 'y  employer dans le cas des fonctions analytiques 
d'une variable (pp. 36t--397) et des fonctions analytiques de plusieurs variables 
(pp. 398--490). Apr@s quoi, il 6tudie les fonctions uniformes (pp. 491--5t2). 

L'6tude de cette r6daction de HETTNER, sur l'exemplaire qui se trouve 
l 'Illstitut Mittag-Leffler, a 6t6 faite par KLAUS KOPFERMANN ([4], 75--96) qui y 
6tudie, en particulier, les th@ories de WEIERSTRASS sur les s@ries enti@res et les 
fonctions analytiques. KOPFERMANN donne une citation, extraite d'une lemon de 
t874 ([4], 78), qui r@sume bien la conception weierstrassienne des fondements 
de ranalyse: <~Les principales difficult@s de l'analyse sup6rieure viennent 
pr@cis@ment d'une pr@sentation floue et pas assez d@taill@e des notions de base et 
des op@rations arithmftiques)~. C'est pourquoi WEIERSTRASS a pouss6 ces d6ve- 
loppements, avec une grande rigueur, jusqu'aux plus petits dftails. En ce sens, il 
est juste de le consid6rer comme rinit iateur de l'arithm6tisation de l'analyse. 
Par contre, MI~RAY, qui s'int6ressait beaucoup moins aux op@rations arithm6tiques, 
ne peut 8tre rattach6 aussi directement ~ cette tendance de l'analyse du X IX  ~m~ 
siScle. 
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Cette reconstitution de l 'analyse t~ part ir  de ses bases arithm6tiques peut 
6tre consid6r6e comme la deuxi~me phase du style weierstrassien, la premi&re 
6tant celle d ' avan t  1863, caract6ris6e par le style epsiloniell. 

En cette ann6e t874, oh WEIERSTRASS falt son cours r6dig6 par HETTNER, 
sa gloire est universelle et la rigueur weierstrassienlle est consid6r6e comme un 
mod&le, m6me s i ce  module est assez real connu. En France, celui qui semble le 
plus au courallt de cet effort weierstrassien pour refaire l'allalyse, c'est GASTON 
DARBOUX. On en trouve des 6chos dans sa correspondance in6dite avec HOUEL 
([A X]). Ce sont d'ailleurs DARBOUX et ensuite JORDAN, dans son cours d'analyse, 
qui illtroduiront la llouvelle analyse en Frauce. Dans sa lettre ~ Houi~L du 
23 d6cembre 1873, DARBOUX souligne l ' importance de la notion de convergence 
uniforme. Dans la lettre du 24 janvier 1874, DARBOUX d6veloppe sa conception 
de l'allalyse dont l 'exigence esselltielle est la rigueur et il indique comment 
6laborer cette analyse: <~Avec le th6or~me des accroissements finis tel qu'il est 
d6montr6 darts Serret vous pouvez 61ever un 6difice solide. ~a et la d6finition de 
l'int6grale; il n 'y  a pas autre chose. C'est comme cela je crois que proc~de Weier- 
strass~. Dans la lettre du 17 f6vrier 1874, DARBOUX invoque m~me l 'autorit6 de 
WEIERSTRASS darts un probl&me de limite pour une fonction de deux variables. 

Tout  cela montre qu'en t874, lorsqu'on parlait en France de la rigueur weier- 
strassienne, il s'agissait surtout de l 'analyse telle que WEIERSTRASS la pr6selltait 
duns son cours de 1861. 

4.4. Le cours du semestre d'dtd de 1878, d'apr~s le mdmoire de Pincherle 
et le manuscrit d'Adol/ Hurwitz 

4.4.1. Le m6moire de Pincherle 

En 1878, se trouvent,  parmi les auditeurs du cours de WEIERSTRASS sur 
l 'illtroduction ~ la th6orie des follctions analytiques, SALVATORE PINCHERLE et 
ADOLF HURWlTZ. Le premier publie, d~s 1880, un essai d'ulle introduction ~ la 
th6orie des fonctions analytiques suivant les principes de WEIERSTRASS, dans 
lequel il utilise ses notes prises au cours de WEIERSTRASS de 1878 et les notes 
des cours pr6c6dents de WEIERSTRASS, que des 61~ves de WEIERSTRASS mirent 
sa disposition ([8t ], t78). 

La comparaison entre les r6dactiolls de PINCHERLE et de HURWITZ est int~res- 
saute, car elle r6v~le que PINCHERLE a fait une r6daction originale du cours de 
WEIERSTRASS. •OUS n'insisterons pus sur cette r6daction, qui est tr~s connue, 
car presque routes les analyses de l'ceuvre math6matique de WEIERSTRASS sont 
bas6es sur elle. (Notons que PINCHERLE a adopt6, par la suite, duns ses cours 
d 'analyse la d6finition des nombres r6els de DEDEKn~D.) 

L'expos6 de PINCHERLE, s'il ne suit pas exactement celui de WEIERSTRASS, 
a eu ulle grande importance pour faire connaitre l 'analyse de WEIERSTRASS, ell 
met tan t  bien en relief les notions de topologie g6n6rale contenues dans les cours 
de ce dernier, et cela de faqoll plus syst6matique qu'elles ne l '6taient dalls ces cours 
m6mes. 

4.4.2. La r6daction d'Adolf Hurwitz 

Ecrite en lettres gothiques, par le math6maticien de premier plan que fut 
ADOLF Hm~WlTZ, cette r6dactioll nous a paru si int6ressante que nous en avons 



E16men~s d'analyse de Karl Weierstrass 79 

transcrit tout le d6but concernant la d6finition des nombres r6els, pour avoir une 
id6e pr6cise de la fa~on dont proc6dait WEIERSTRASS (IA I]). 

DAVID HILBErT 6crit (E54], XlII) que HuI~WlTZ, apr6s avoir 6tudi6 chez 
KLEIN ~ Mi~nchen, vint pore" trois semestres k Berlin <~ofi il 6tudia et assimila 
les m6thodes rigoureuses de la th6orie des fonctions de Weierstrass~. ERNST 
MEISSNER pr6cise (E54], XXlI) que, pendant les trois semestres de t877/1878, on 
trouve HURWITZ comme 6tudiant de KUMMER, VV~EIERSTRASS et KRONECKER. 
En t881/1882, on le retrouve ieune docteur de 2t arts de nouveau ~ Berlin <~pour 
se perfectionner aupr~s de Weierstrass et de Kronecker ~. Ainsi HURWITZ, pendant 
ses s6jours k Berlin, assiste au cours de WEIERSTRASS sur l ' introduction ~ la 
th6orie des fonctions analytiques, cours que WEIERSTRASS n 'a  fait qu'une seule 
lois dans cette p6riode, durant le semestre d'6t6 de t878. HURWlTZ r6dige ce 
cours avec beaucoup de soin, comme le souligne HILBERT darts sa pr6face aux 
ceuvres math6matiques de HuI~WlTZ. 

L'introduction du cours de WEIErSTrASS commence (EA I], a) par la notion 
de hombre, qui tire son origine de la r6union mentale de choses auxquelles on a 
d6couvert une propri6t6 commune, ~particuli~rement des objets mentalement 
identiques. Cet objet, nous le d6signerons comme unit6 du hombre ~. 

Cette notion d'unit6 va  permettre X WEIERSTRASS de donner la d6finition 
d 'un nombre complexe: c'est tout  simplement l 'agr6gat compos6 de hombres 
obtenus ~ partir  de diff6rentes unit6s. <~Ces diff6rentes unit6s, nous los appelons 
les 616ments du hombre complexe. ,~ Remarquons que la notion d'unit6 n'est pas 
claire, car, d'apr&s la d6finition, il y aurait autant  d'unit6s que d'agr6gats compos6s 
d 'obiets identiques ~en pens6e ~>. 

D~s le d6part, WEIERSTRASS introduit la notion d'6galit6 qui va  iouer un 
r61e fondamental dans sa th6orie des hombres irrationnels. I1 postule que cette 
propri6t6 dolt ~tre une relation d'6quivalence. En effet, on dit que deux objets 
sont 6gaux, s'il existe entre eux une <~correspondance d6sign6e par a --~ b, telle qu'on 
ait aussi b ~-a et telle que si a----b et b----c on ait aussi a = c ~. Cette d6finition de 
l'6galit6 v a n o u s  permettre de conclure, par la suite, qu 'un nombre irrationnel 
est au fond pour WEIERSTRASS une classe d'6quivalence. 

La d6finition de l'6galit6 de deux entiers positifs (pp. 1--2) a et b consiste 
mettre en correspondance les unit6s de a et de b, de fa~on qu'aucune ,unit6 de a 
ne reste sans correspondance avec une unit6 de b ~>, c'est-~-dire, comme nous le 
dirions aujourd'hui, que cette correspondance soit bijective. 

Conform6ment ~ cette d6finition, il 6tablit pour l 'addition les propositions 
suivantes: 

1) a+b=b+a 2) (a+b)+c=(a-/c)+b. 

I1 est imm6diat que de 1) et de 2), il r6sulte que l 'addition est associative. 
En effet, 

(6 + b) + c = (6 + c) + b d'apr~s 2) 

=(c+a)+b d'apr~s t) 

---- (c + b) + a d'apr~s 2) 

= a + ( b + c )  d'apr~s 1). 
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Apr~s avoir d6fini la multiplication (p. 3), WEIERSTRASS introduit  la notion 
importante  (p. 4) des <~parties exactes de l 'unit6 ~: t /n  est la n i~rne partie exacte de 

1 
l 'unit6 si, et seulement si, n .  ~- = 1. Ces nouveaux 616ments sont introduits pour 

pouvoir d6finir un nombre b tel que c = a • b, a et c 6tant deux entiers positifs 
donn6s. On en d6duit la notion de parties exactes des parties exactes de l'unit6. 
Notons que l 'on introduit, sans le pr6ciser davantage, la notion d'unit6 principale. 

Pour pouvoir d6finir l'6galit6 de deux nombres rationnels, qui sont des 
combinaisons lin6aires ~ coefficients entiers de ces nouveaux nombres (les parties 
exactes de l'unit6), WEIERSTRASS montre que l 'on peut faire sur ces nouveaux 
nombres les transformations suivantes: 

1) n 616ments quelconques de la forme l /n  peuvent 6tre remplac6s par  l 'unit6; 

2) tout 616ment peut ~tre remplac6 par  ses parties exactes. Par  exemple, 
t 

I par n . - - .  n 

Maintenant on peut d6finir l'6galit6 de deux hombres rationnels: on dira que 
deux nombres a et b sont 6gaux, si a peut 8tre transform6 en a'  de fa~on que a '  
contienne les m6mes 616ments, et le m6me hombre de lois, que b. 

Apr~s avoir red6fini l 'addition pour les nolnbres rationnels positifs, on arrive 
la partie essentielle de la th6orie des nombres de WEIERSTRASS (p. 1t),  il s 'agit 

du paragraphe intitul6: Nombres constitu6s d 'une infinit6 d'616ments. 
A part ir  d 'une unit6 et de ses parties exactes, qui sont en nombre infini, on 

pourrait  constituer des agr6gats ayant  un hombre infini d'616ments. Mais pour 
donner une repr6sentation rigoureuse de tels hombres, compos6s d'une infinit6 
d'616ments, d l  est n6cessaire que ces 616ments soient pris dans le domaine des 
nombres existants (unit6 et ses parties exactes) d'apr~s une loi bien d6termin6e ~. 

Le premier pas dans la d6finition de ces nouveaux hombres, qui sont une 
extension des nombres rationnels positifs, sera l ' introduction de quelques notions 
qui vont  jouer un r61e important  dans la th6orie des ensembles. 

<~Nous dirons que a'  est une partie de a, si Yon peut transformer a'  en a",  
de fa~on que tous les 616ments de a"  se t rouvent  autant  de fois en a qu'en a"  ~, 
a pouvant  contenir d 'autres  616ments. 

Avec cette d6finition d 'un hombre a', comme partie d 'un nombre a, il est 
possible de donner une d6finition d'6galit6 entre deux hombres, mSme lorsqu'fls 
sont compos6s d'une infinit6 d'616ments (il est clair que de tels <mombres~ sont 
encore ~ d6finir), car, selon la d6marche constante de WEIERSTRASS, on se 
ram~nera au cas fini. 

Cette d6finition d'6galit6 (p. 12), HURWITZ la donne entre guillemets (il s 'agit 
done de la d6finition mSme de WEIERSTRASS): (~Nous dirons que deux hombres 
a e t  b sont dgaux si route pal-tie de a peut 8tre transform6e en une patt ie b, et 
r6ciproquement route partie de b e n  une de a ~>. 

I1 est important  de noter que pour WEIERSTRASS a'  est appel6e une partie de a, 
si a '  contient seulement <~un nombre [ini d'616ments de a~. Donc, pour 6galer 
deux hombres compos6s d'une infinit6 d'616ments, WEIERSTRASS se ramSne ~ des 
sous-ensembles finis et il constate que cette d6finition de l'6galit6 est en accord 
avec celle donn6e au d6but de son eours. 
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Cette nouvelle d6finition de l'6galit6 entratne une nouvelle d6finition de 
l'in6galit6 (p. 14) entre deux hombres et on dira que b > a, si toute patt ie de a est 
une patt ie de b e t  s'il existe un nombre c qui est pattie de b mais n 'est  pas 
pattie de a. 

L'4galit6 ainsi d6finie poss~de (p. 15) les propri6t6s de sym4trie et de transiti- 
vit4, donc c'est une relation d'4quivalence et cela est important  car, comme nous 
allons le voir, un nombre r6el sera d6fini comme une classe pour cette relation 
d'4quivalence (cela sera dit de fa~on implicite et moins nette que chez M~RAY 
([34], 341)). I1 est ensure  d6montr6 que l'in4galit6 aussi poss~de la propri4t6 de 
transitivit6. 

Pour d6finir les nombres compos4s d'une infinit6 d'616ments, WEIERSTRASS va  
introduire maintenant  un crit&re de finitude: <~Nous dirons qu'un nombre a a une 
valeur finie, s'il existe un hombre b plus grand que a, b 4tant compos6 d 'un hombre 
fini d'616ments~. Ce crit~re fait donc intervenir les hombres rationnels qui sont 
des agr6gats compos4s d 'un nombre fini d'616ments. 

Puis vient la d6finition d 'un agr6gat ne poss6dant pas la propri6t6 de finitude: 
<~ Si tout nombre c, compos6 d 'un hombre fini d'616ments, est une partie de a, alors 
nous dirons que a est infiniment grand~. La question que se pose maintenant  
WEIERSTRASS est de savoir s'il est possible d'4galer deux nombres infiniment 
grands. La r6ponse, cons6quence de la d6finition pr6c6dente de l'4galit4, est 
n6gative. Le calcul avec de tels agr4gats 6tant impossible (p. t6), WEIERSTRASS 
n'utilisera darts la suite que les agr6gats poss4dant la propri6t6 de finitude. 

WEIERSTRASS affirme ensuite que l 'addition des agr6gats compos6s d 'un 
nombre infini d'616ments est la m~me que celle des hombres entiers, mais c'est 
seulement plus loin qu'il ell donnera la justification. HURWlTZ remarque avec 
justesse que cela est vrai <~seulement pour un nombre fini de termes ~. 

Puis est d6finie la multiplication de deux agr6gats compos4s d 'un nombre 
infini d'616ments et il est d6montr6 que a .  b e s t  fini lorsque a et b sont finis 
(p. t7) et que toutes les propri4t4s de la multiplication des hombres rationnels 
sont conserv6es pour ces nouveaux nombres. 

A la page 18, commence le paragraphe consacr6 A la somme d'une infinit6 de 
hombres. Le crit~re de sommabilit6 qui est donn4 n'est  rien d 'autre  qu'une 
reformulation du crit~re de finitude: pour qu'une suite infinie de nombres soit 
soinmable et ait une valeur finie, il faut et il suffit qu'il existe un nombre plus 
grand que la somme d 'un hombre quelconque fini d'614ments de la suite. 

WEIERSTRASS 4tudie ~ la page 22 la sommation par paquets et montre que, 
quelle que soit la fa~on de grouper les termes d'une suite sommable, la valeur de 
la somme reste toujours la m~me. 

Par tant  de la d6finition de la soustraction des hombres rationnels (p. 24): 
*par (a - -b)  on d4signe le hombre qui additionn4 ~ b a pour somme a~, il est 
possible, darts le cas des agr6gats compos4s d 'un nombre fini d'616ments et lorsque 
a > b, de construire imm4diatement le hombre a - -  b. Mais si a e t  b sont des agr6gats 
compos4s d'une infinit6 d'414ments, alors (p. 25) on ne peut plus construire 
directement a - - b  ,et ,  par cons6quent, nous devons d6montrer que dans ce cas 
aussi la diff6rence (a --b) existe ~. Pour cela, on commence d 'abord par d4montrer 
que si l 'on a deux hombres a e t  b tels que, quel que soit c, on air a + c > b, alors 
on a soit b = a, soit a > b. I1 en r4sulte (p. 26) que si a > b, alors il existe des 

6 Arch.  His t .  E x a c t  Sci. ,  Vol. 10 
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616ments tels qu 'en  les a jou tan t  ~ b, a reste toujours sup6rieur ~ la somme 
obtenue. On a ainsi les diff6rentes propri6t6s des nombres r6els que WEIERSTRASS 
utilise pour  6tablir l 'existence d 'un  nombre  c tel que c =  a - - b .  

Pour  pouvoir  toujours d6finir l 'op6ration de soustraction (pp. 26--27),  il 
in t rodui t  les 616ments <~oppos6s~): &an t  donn6 un agr6gat, ~ chaque 616ment a de 
l 'agr6gat,  on fait correspondre un nouvel 616ment a', tel que a + a ' = O .  Ces 
nouveaux 616ments a' poss~dent la propri&6 suivante:  (a ' ) '=a .  Ainsi toute  
diff6rence de denx nombres positifs quelconques a un sens. 

Les hombres positifs et n6gatifs ainsi construits,  le crit&re de finitude devient : 
un nombre  sera fini si l 'agr6gat  constitu6 d'616ments positifs et celui constitu6 
d'616ments n6gatifs sont tous deux finis. 

WEIERSTRASS cherche ~t 6tablir, ~ la page 31, une condition pour que la somme 
d 'une  infinit6 d'616ments soit finie. Ce sera celle de la convergence absolue (p. 33) : 
<<Pour que la somme d 'une  infinit6 de nombres soit finie, il faut  et il suffit qu'i l  
existe un hombre  fini fixe g plus grand que toute  somme d 'un  nombre  quelconque 
d'616ments pris en valeur absolue ~>. 

Toutefois, WEIERSTRASS pr6cise qu 'habi tuel lement  on d6finit aut rement  la 
somme d 'une  s6rie et il est impor tan t  de noter  ces prgcisions, car elles mont ren t  
que si WEIEI~STRASS avai t  une id6e tr~s net te  de la n&essit6 d'61aborer une 
thfor ie  rigoureuse des nombres r&ls, base de sa th6orie des fonctions, il semblait  
moins prgoccup6 par  le manque  de clart6 dans la dffinit ion de la limite. Sur ce 
point, M~I~A-Z &air plus clair d~s t 869 ([341,340). 

WEIEI~STRASS donne la d6finition habituelle de la somme d 'une  s6rie a I + a 2 
+ --- + a~ + ...  qui fait intervenir  les sommes partielles s~ = a~ + ...  + a~ et il 
pr6cise aussit6t qne cette d6finition ne concorde pas avec la sienne, car la sienne 
est ind@endante  de l 'ordre des termes. 

Donnan t  l 'exemple de l 'agr6gat (1, ~,1 a,x ~, .. .), il montre  qu'i l  n 'est  pas 
sommable au sens de sa d6finition, mais que, par  contre, il l 'est  comme lim s~ 
(P. 34); c 'est  donc que cette somme n 'es t  pas ind@endante  de l 'ordre des termes. 

Cet apparent  manque  de lien, entre la construct ion des nombres r6els et la 
notion de limite, est dfi au fait que WEIEI~STRASS n'utilise pas les notions de limite 
et de suite dans sa construction, du moins explicitement, car la notion de limite 
est sous-jacente dans sa d6finition, qui revient k consid6rer les suites croissantes 
born6es de nombres positifs. Alors, on bien ces suites admet ten t  une borne 
sup6rieure rationnelle, ou bien cette borne sup6rieure sera le nombre  irrationnel 
correspondant  ~ un agr6gat infini ayan t  la propri6t6 de finitude. 

Avan t  de passer ~ l '&ude du livre de DAN~SC~tER, signalons que HELNUTH 
GE~ICKE, darts son livre sur l 'histoire de la notion de hombre  ([39]), a analys6 
la r6daction d'ADOLV KNESEI~ du cours du semestre d 'h iver  t880---1881. 

4.5. Exposd de Dantscher sur la thdorie weierstrassienne des hombres irrationnels, 
basd sur le cours du semestre d'hiver 1886--1885 

Le livre de DANTSCI~ER ([30]) est bas6 sur le cours de WEIERSTRASS que 
DANTSCHER avait  suivi en t 872 (c'6tait la premi&re fois que WEIERSTRASS inti tulai t  
son cours d n t r o d u c t i o n  ~ la th6orie des fonctions analytiques~>) et sur les notes 
prises au cours profess6 par  WEIERSTRASS pendant  le semestre d 'h iver  t 884--1885. 
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Publi6 en t908, le livre de DANTSCHER r6pond aux diff6rentes critiques adress6es 
~t la th6orie weierstrassienne des nombres irrationnels et surtout ~ celle de FREGE. 

Pour juger s6v~rement la th~orie wierstrassienne des nombres, FREGE a 
utilis6 certaines r6dactions des 61&ves de WEIERSTRASS, sans pr6ciser lesquelles, 
et le livre d'OTTo BIERMANN ([13]). 

WEIERSTRASS fut fort m6content de la publication du livre de BIERMANN, 
comme en t6moigne sa correspondance avec SCHWARZ (EA viii ,  ~A VIII]). En 
effet, dans sa lettre ~ SCHWA~Z du t2 juin t888, parlant du livre d'OTTo BIERMANN, 
WEIERSTRASS indique que BIERMANN 6tait venu, en 1885, lui demander s'il 
pouvait  utiliser ses lemons pour 6crire une <~th6orie g6n6rale des fonctions~>. Et  
WEIERSTRASS 6crit: <~ Je lui r6pondis qu'il s 'est certainement fix6 une tAche trop 
difficile; que moi-mSme je n'ose pas m ' y  r6soudre pour l 'instant, parce que je 
n 'ai  pas encore tir~ compl~tement au clair plusieurs points difficiles ~>. Dans cette 
lettre, WEIERSTRASS juge sev~rement BIERMANN, qui n 'avai t  mSme pas assist6 
son cours sur l ' introduction ~ la th6orie des fonctions analytiques, et surtout sa 
fa~on ambigu~ de parler, darts l ' introduction de son livre, de l 'autorisation de 
WEIERSTRASS. I1 ajoute qu'il ne consid~re pas ce livre comme une <~ fid&le reproduc- 
tions> de ses lemons, affirmant qu'il poss~de des r6dactions de ses 61~ves qui <~de 
loin, sont meilleures~>. I1 est probable, qu'il se r6f~re, entre autres, ~ celle de 
HETTNER. 

SCI~WARZ, dans sa lettre du t7 juin t888, cite le propos d'un de ses collSgues 
qui disait que le livre de BIERMAN• <~est tout ce que l 'on veut, sauf la th6orie 
weierstrassienne des fonctions ~>. 

Cependant, OTTO BIERMANN rut l 'interlocuteur privil6g6 de GOTTLOB FREGE. 
(Ainsi un article in6dit de Frege <~Sur la notion de nombre ~> ([38]) fut 6crit h la 
suite d'une discussion de ~'REGE avec BIERMANN. En note, l '6diteur a ajout6 
l '6tiquette usurp6e: <~Otto Biermann, 61&ve de Weierstrass ~>.) 

Dans son livre, FI~EGE dit ([37], 149--t~0) <~que Weierstrass veut poser les 
bases plus profond6ment que la plupart des math6maticiens, n commence, comme 
nous, avec la notion de cardinal (mit dem Anzahlen) ~>. Mais, aussit6t apr&s, il lui 
fair deux critiques : d 'une part,  qu'il n 'a  pas pris en consid6ration ce que les autres, 
avant  lui, avaient pens6 de ce probl&me et, d 'autre part,  qu'il n ' a  vu aucun des 
6cueils qui s 'y  pr6sentent. 

Ces critiques sont excessives. D'abord, la tentative de WEIERSTRASS se situe 
une 6poque oh n'existait  aucune th6orie coh6rente et rigoureuse ni des nombres 

entiers ni des nombres irrationnels. Avant  t863 (au moment  oh WEIERSTRASS 
6lahore sa th6orie des nombres) les autres auteurs disaient tr~s peu de choses sur 
les nombres irrationnels et mSme sur les nombres entiers. Ensuite, les logiciens et 
les philosophes des math6matiques qui l 'ont pr6c6d6 n 'avaient  gu~re trouv6 
d'6cueils dans la d6finition des nombres irrationnels! Enfin, pour qui conna~t 
tant  soit peu l'ceuvre de WEIERSTRASS, cet auteur, comme nous l 'avons vu dans 
ce travail  ~ maintes occasions, n 'a  cess6, jusqu'h la fin de son activit6 math6- 
matique, de se poser des questions sur sa th6orie des nombres et l 'a toujours 
consid6r6e comme lacunaire et inachev6e. 

La faiblesse de la th6orie des nombres entiers de WEIERSTRASS est 6vidente si 
r on  se place au point de vue d'une d6finition rigoureuse de la notion du nombre 
entier; toutefois, elle n 'est  pas aussi insuffisante que cela ressort de la pr6sentation 

6* 
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de FREaE. Nous avons vii combien ta tentat ive de WEIERSTRASS 6tait valable, 
car sa th6orie 4tait sous-tendue par des notions ensemblistes, qui plus tard contri- 
bueront ~ l'41aboration d'une th6orie coh6rente des hombres entiers. Tout  cela 
parait  4chapper ~ FREGE qui 4crit : <~ Si un homme, qui a r4fl4chi sur ce probl~me, 
vous le r6veillez de son sommeil en lui posant la question < qu'est-ce que le hombre >, 
il utiliserait certainement, avant  de reprendre ses esprits, les mSmes expressions 
que WEIERSTRASS: <ensemble>, <tas>, <suite d'objets>, <objets composgs de 
parties 6gales >, etc. * 

FREGE remarque ensuite ([37], t51) que ,d 'apr~s Weierstrass, 6galit4 n 'est  
pas identit4,.  Or, pour WEIERSTRASS l'6galit6 est une relation d'6quivalence. De 
mSme, FREGE reproche ~ WEIERSTRASS son manque de clart6 dans sa notion 
d'6quivalence. I1 dit que WEIERSTRASS affirme <~qu'un 616ment peut 8tre 6qui- 
valent ~ plusieurs autres; mais comment on peut reconnaitre cette 4quivalence 
reste obscur,). Nous avons abondamment  dfvelopp6 la relation d'4quivalence 
dgfinie par  l'6galit6 et soulign6 avec quelle minutie WEIERSTRASS avait  donn6 sa 
d6finition de l'~galit4. 

FREGE critique aussi la dffinition des nombres irratiounels de WEIERSTRASS, 
en affirmant que WEIERSTRASS (p. t 54) consid~re une somme infinie de termes 
positifs <<non comme une limite, mais comme une somme, .  I1 semble que le 
crit&re de finitude, sur lequel nous avons longuement insist4 dans ce qui pr6c~de, 
a 4chapp6 ~ FREGE, ainsi que l'originalit6 de la construction weierstrassienne. En 
tout  cas, c'est FREGE qui tombe dans la contradiction en parlant de la notion de 
limite avant  que la construction des nombres r6els soit achev4el FREGE conclut 
son 6tude sur WEIERSTRASS, en affirmant qu'il n 'est  pas n4cessaire de faire une 
critique d4taill4e de sa th4orie des nombres irrationnels, car, <~d'apr~s les fonde- 
ments, ses d4monstrations sont tout  ~ fair douteuses~). (Notons que DEDEKIND 
([32], 339) consid6rait la th6orie de WEIERSTRASS des nombres irrationnels 
comme <~parfaitement rigoureuse ~>.) 

Pour revenir au livre de DANTSCHER, c'est une pr6sentation personnelle de la 
th4orie de WEIERSTRASS, dans laquelle l 'auteur  signale les th4or~rnes dus 
WEIERSTRASS. Voulant r4pondre ~ ceux qui critiquent WEIERSTRASS, DANTSCHER 
insiste beaucoup sur la notion de convergence. Ainsi, un paragraphe du livre porte 
comme sous-titre <~Convergence et divergence ~). D'ailleurs, ce livre est une synth~se 
de l'expos6 de WEIERSTRASS et de la th6orie classique de la convergence des s6ries. 

Toutefois, DANTSCHER fait disparaltre le support  ensembliste de la thforie de 
WEIERSTRASS, il 6crit ([30], t t) :  <~On d4signe un hombre rationnel positif ~, qui est 
plus petit  que a, comme une <partie> de a , .  

E t  il ne met  pas eu valeur la notion de classe d'4quivalence, sous-jacente dans 
la th6orie de WEIERSTRASS, en d6signant simplement des  agrfgats additifs con- 
vergents comme nombres ~> (p. 29). 

4.6. Le dernier cours d' analyse de Weierstrass du semestre d'dtd de 1886, 
d' apr~s la rddaction de G. Thieme 

I1 s 'agit du dernier cours d 'analyse fait par  WEIERSTRASS ~ l 'universit6 de 
Berlin. Celui qu'il avait  annonc6, pour le semestre d 'hiver t888-- t889,  et qu'il  
n ' a  pas fait, devait s ' intituler: (,Notions fondamentales et th6or~mes principaux 
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de la th6orie des fonctions ~. Le cours que nous analyserons ici a pour titre <~Cha- 
pitres choisis de la th6orie des fonctions ~. 

Ces lemons sont une suite ~ son cours sur les ~E16ments de la th~orie des 
fonctions analytiques~L qu'il avait fair pendant le semestre d'hiver t884--t885. 
Mais, pour WEIERSTRASS, il y avait quelque chose d'insatisfaisant dans ce pr6c6dent 
cours, car <da g6n6ralit6 des r6sultats obtenus n'a pas 6t6 pleinement raise el1 
6vidence~> ([A IV], 1). Tel sera le but  de ce nouveau courset  ainsi on retrouve ici 
un autre apport important  de l'anMyse weierstrassienne, qui sera une des compo- 
santes de la math6matique moderne: faire ressortir la g6n6ralit6 des th6ories qui 
sont ~ la base de l'analyse. Pour cela, WEIERSTRASS veut suivre de fa~on ~critique 
et historique ~) les diff6rentes m6thodes sur lesquelles est fond6e la th6orie des 
fonctions et les comparer entre elles. I1 insiste sur cet aspect historique de son 
cours, qui permet de montrer comment les notions fondamentales de l'analyse 
ont 6t6 6tablies. 

La tAche que WEIERSTRASS s'assigne est <,d'61aborer des bases solides, en ce 
qui concerne les principes de la science math6matique. Pour cela, il est certes 
indispensable de s'occuper des probl&mes particuliers, ,mais le but  final, qu'on 
doit toujours avoir pr6sent £ l'esprit, est d'atteindre un jugement stir sur les 
fondements de la science ~>. 

Le chapitre 1 (pp. 2--5) est consacr6 ~ une 6tude historique de la formation 
de la notion de fonction. D6veloppant le point de vue arithm6tique de la notion 
de fonction, qui remonte A LEIBNIZ, consistant en une relation arithm6tique entre 
deux quantit6s et le point de vue, explicit6 par DIRICHLET et qui selon WEIER- 
STI~ASS est en apparence plus g6n6ral, de la d6finition de fonction comme correspon- 
dance entre les 616ments, WEIERSTRASS conclut que, lorsque cette correspondance 
est continue, ces deux notions sont au fond les m~mes. Cela r6sulte d'un th6or~me 
de WEIERSTRASS qui permet de donner une expression analytique ~ une fonction 
continue quelconque. Et  ce sont ces consid6rations qui vont faire pattie du 
chapitre 2. 

Ce chapitre est intitul6: <~ Sur la repr6sentation des fonctions dites arbitraires ~> 
(pp. 6--8). Partant  de la d6finition g6n6rale de la fonction continue (p. 6), WEIER- 
STI~ASS note qu'une telle fonction peut 6tre approch6e par un polyn6me 
coefficients rationnels, c'est-~t-dire qu'elle admet une expression arithm6tique. 
Ainsi, dans le cas de la continuit6, la d6finition la plus g6n6rale de la fonction 
coYncide avec la d6finition arithm6tique. 11 rappelle que jadis on avait cru (notons 
que WEIERSTRASS lui-m~me le croyait, comme nous l'affirme son ami du BOlS- 
REYMOSD ([A XIV], 18 janvier 1883)) que ce probl~me pouvait ~tre r6solu grace 
aux s6ries de FOURIEI% mais qu'on avait d6montr6 (p. 7) <,qu'il y avait des fonc- 
tions continues qu'on ne peut pas exprimer de cette fa~on,. Et  WEIERSTRASS 
affirme, contrairement ~ ~]~RAY, r6pondant ainsi h LAGRANGE sans le nommer, 
qu'une telle fonction peut s'exprimer <~tr~s rarement~) comme une s6rie de 
puissances. 

A la page 17, on trouve le c61~bre th6or~me de WEIERSTRASS snr l 'approxi- 
mation par des polyn6mes d'une fonction continue stir un compact de la droite. 
N'ayant  pas pu, et pour cause, r6aliser le r~ve de LAGRANGE de repr6senter toute 
fonction par une s6rie de TAYLOR (r~ve que M~RAY croyait avoir atteint, tout 
simplement parce qu'il refusait de tenir compte d'une pattie de l'analyse), WEIER- 
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STRASS s 'en approche aussi pros que possible par ce th6or~me dont la port6e 
th6orique est immense. E t  WEIERSTRASS conclut lui-m~me (p. 21) qu'ainsi la 
notion d'une fonction r6elle continue <<s'idenfifie compl~tement avec l a  notion de 
la repr6sentation arithm6tique sons la forme d'une s6rie infinie de polyn6mes ~>. 

Le chapitre 5 de ce cours (pp. 26--57) est intitul6: <<Digression: Esquisse d'une 
arithm6tique g6n6rale~>. Apr~s une discussion sur la notion de hombre dans 
laquelle il parle de l 'op6ration de <da repr6sentation d'ensemble~> (die zusammen- 
gesetzte Vorstellung) utilis6e en logique, il introdnit (pp. 26--27) la notion 
d'6galit6 bas6e sur la correspondance bijective entre deux agr6gats. 

Remarquons, avant  de poursuivre notre examen de ce dernier cours de WEIER 
STRASS SUr l'analyse, clue la r6daction de TItlE~{E n 'a  pas du tout la clart6 et l 'ordre 
de celle de HURWlTZ, ni m~me de celle de HETTNER, et que la structure des cha- 
pitres, des propositions et des th6or~mes n'est pas bien raise en valeur. Peut-~tre 
cela est-il dfl un peu ~ la conception m~me de ce cours. 

Si l 'on suppose (p. 30) que les nombres entiers sont construits, alors on arrive 
la notion <~des nombres abstraits~> (die unbenannten Zahlen), de <dent addition, 

multiplication, division, bref, dans le domaine de l 'arithm6tique pure ,. Apr~s avoir 
construit les nombres rationnels, WEIERSTRASS consid~re les agr6gats compos6s 
d'une infinit6 d'616ments (pp. 35--36). Une des difficult6s qui se pr6sente im- 
m6diatement, c'est de d6finir la notion d'6galit6 pour de tels agr6gats. Pour cela, 
il faut remplacer la notion d'6galit6 entre les agr6gats compos6s d 'un hombre 
fini d'616ments <~par celle d'6quivalence~> (p. 37), c'est-~ dire d~finir l'6galit6 
comme WEIERSTRASS le fair depuis plus de vingt arts: deux nombres sont 6gaux 
si, et seulement si, tout  hombre c qui est contenu dans le premier est aussi contenu 
dans le second. I1 en r6sulte imm6diatement que si a =  b e t  b =  c, alors a =  c. 
Cette d6finition va permettre d'6galer deux agr6gats compos6s d'une infinit6 
d'616ments (p. 38). Ainsi, dans ce cours, WEIERSTRASS est plus explicite sur le 
fait essentiel que sa d6finition des nombres r6els va  correspondre ~ la d6finition 
d 'un hombre comme une classe pour la relation d'6quivalence d6finie par cette 
6galit6. 

Consid6rant un agr6gat compos6 d'une infinit6 de nombres rationnels positifs 
a~, WEIERSTRASS donne (p. 39) son crit&re de finitude, qui est une condition 
n6cessaire et suffisante pour que la s6rie a 1 q-a  2 + -.. + a, + ..- soit finie. E t  
WEIERSTRASS, dans ce cours, met  son crit~re de finitude sons la forme du crit~re 
de CAucI~Y. 

I1 d6finit ensuite la multiplication (p. 4t), la soustraction, puis la division 
(p. 46) et enfin introduit les hombres complexes. 

Rappelant  (p. 52) qu'un agr6gat compos6 d'une infinit6 de nombres rationnels 
positifs et n6gatifs d6finit, d'apr6s sa construction, un nombre r6el si, et seulement 
si, l 'ensemble de ses 616ments positifs et l 'ensemble de ses 616ments n6gatifs ont 
une somme finie, WEIERSTRASS signale l 'existence des s6ries ~ termes quelconques 
non absolument convergentes, dont la somme est d6finie par la limite de la suite 
S , = - a l + - . .  + a, lorsque n tend vers l'infini. WEIERSTRASS pr6cise qu e cette 
limite, d'apr~s la fa~on dont il a construit les hombres r6els, <,doit ~tre d6finie 
arithm6tiquement~> (p. 53). 

E t  c'est dans ce cours que nous trouvons exprim6e, de la fa~on la plus claire, 
l'id6e que la notion de limite ne peut 4tre correctement d6finie qu'~ condition de 



E16ments d'analyse de Karl Weierstrass 87 

d6finir d 'abord les hombres r~els. WEIERSTRASS pr6cise que lorsque seulement 
l 'ensemble des hombres rationnels est construit, nombres repr6sent6s par des 
agr6gats finis, d l  n 'y  a aucun sens ~ parler de la limite*, car dans le domaine 
consid~r6 une telle limite <~en g6n6ral n'existe pas~ (p. 54). 

Pour <~d6finir arithm6tiquement~ la limite de la suite (S.) (ce qui reviendra 
en dffinitive ~ montrer  que la d6finition des hombres r6els de MI~RAY et celle de 
WEIERSTRASS sont 6quivalentes), WEIERSTRASS d6montre que toute s6rie con- 
vergente, mais non absolument convergente, peut ~tre transform6e en une sgrie 
absolument convergente. La d6monstration de WEIERSTRASS revient ~ la d6mon- 
stration habituelle de la proposition que toute suite de CAUCHY est convergente. 
Ainsi, <~sans aucune consid6ration sur la limite, nous avons rang6 ces sgries parmi 
les nombres ~) (p. 57). 

Le chapitre 6 traite de la notion de variable et du th6or&me fondamental 
de prolongement (pp. 57--82). Pour WEIERSTI~ASS, la dgfinition d'une quantit6 
variable implique <~qu'il y ait une infinit6 de nombres correspondant ~ la d6finition 
donn6e~> (p. 57). A cette notion de variable est li6e la notion de limite des 
quantit6s variables. Et  la question qui se pose (p. 58) est de savoir <~quelle 
notion arithm6tique on doit lui associer~. Cette notion va gtre celle du point 
d'accumulation. 

WEIERSTRASS revient de nouveau sur la d6finition des hombres irrationnels, 
en se reposant la question de leur d6finition purement arithmgtique. <~Si nous 
partons de l 'existence des hombres rationnels, il est absurde de d6finir les hombres 
irrationnels comme limites des nombres rationnels, car a priori nous ne pouvons 
pas du tout savoir si, en dehors des hombres rationnels, il y a d 'autres nombres ~. 
Mais, si l 'on consid~re l 'agrfgat  compos6 d'fl6ments 

t , ~ -  . . . . .  ~ . . . . .  

suivant la d6finition des nombres donn6e par WEIERSTRASS, cet agr6gat d6finit 
un hombre et il n'existe aucun hombre rationnel qui lui soit 6gal. Doric le domaine 
des hombres n 'est  pas complet avec les hombres rationnels. WEIERSTRASS note 
qu'il faut tenir compte du cas exceptionnel d 'un <~nombre construit ~ part ir  d'une 
infinit6 d ' f l fments  et qui est 6quivalent ~ un nombre rationnel ~. Ainsi, un agrfgat  
compos6 d'une infinit6 de nombres rationnels, et qui n 'est  pas 6quivalent ~ uu 
nombre rationnel, appartient ~ une classe d'fquivalence qui d6finit le hombre 
irrationnel. E t  une fois que les nombres rationnels et les hombres irrationnels 
sont dgfinis, alors on peut considfrer les hombres irrationnels comme limite des 
hombres rationnels (p. 60). 

WEIERSTRASS arrive ensuite au thfor~me qu'il consid~re comme l 'un des plus 
importants de la thforie des fonctions. I1 s 'agit de d6terminer les conditions pour 
que de l'6galit6 de deux sgries de fonctions, dans un sous-domaine du plan, il 
r~sulte leur 6galit6 dans tout le domaine (p. 6t), c'est-~-dire du probl~me du 
prolongement, problgme capital pour la thforie weierstrassienne des fonctions. 
Darts de telles questions, la notion de convergence uniforme est indispensable 
(p. 62). E t  la dfmonstrat ion du thfior&me de prolongement ,s 'appuie  en dernier 
ressort ~> sur l 'existence des points d'accumulation. 

Apr&s avoir donn6 la dfmonstrat ion de la proposition que tout ensemble infini 
admet un point d'accumulation, WEIERSTRASS en donne une autre sous forme 
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g6om6trique, comme celle de BOLZANO, en pr6cisant que l 'on ne peut pas consd6rer 
la d6monstration de ]3OLZANO <~comme tout  ~ fait rigoureuse ~> (p. 65). 

Apr~s avoir g6n6ralis6 la notion de point d'accumulation ~ un espace de 
dimension n (p. 68), WEIERSTRASS 6tudie dans le chapitre 7 (pp. 83--92) la notion 
de continuit6 et souligne l 'importance de la notion de continuit6 uniforme (p. 84) 
qui jadis 6tait souvent n6glig6e. 

Dans le chapitre t2 (pp. 122--t46), on 6tend certains th6or~mes aux fonctions 
de plusieurs variables et, en particulier, le th6or~me sur l 'approximation d'une 
fonction continue par des polyn6mes. A c e  propos, WEIERSTRASS se pose la 
question de savoir comment 6tendre aux fonctions, qui ne sont pas continues en 
certains points, ce th6or~me d'approximation. Ce probl~me le conduit ~ envisager 
de g6n6raliser d a  notion d'int6grale d6finie ~ des cas pour lesquels, d'apr~s les 
conceptions existant jusqu'alors, on ne pouvait pas parler d'int6grale d6finie~> 
(p. t42). Ainsi, WEIERSTRASS trouve que la d6finition de RIEMANN est trop restrictive 
et il 6tend la notion d'int6grale ~ des fonctions born6es discontinues sur un 
ensemble ddnombrable (p. t 46). THOMAS HAWKINS ([44], 69--70), dans son histoire 
de l'int6grale de LEBESGUE, note que la tentative de WEIERSTRASS 6tait un pas 
dans la bonne direction, mais sa th6orie <~n'dtait pas suffisamment raffin6e pour 
donner ~ l'int6grale la propri6t6 essentielle d'additivit6~. Ainsi, nous voyons 
dans ce cours combien cette notion 6tait pour WEIERSTRASS capitale; elle seule 
pouvait lui permettre de donner la forme la plus g6n6rale ~ son thdor~me fonda- 
mental sur la repr6sentation d'une fonctiou <~arbitraire~> par une s6rie de 
polyn6mes. 

Dans cette tentative de g6n6raliser la notion d'int6grale d6finie, WEIERSTRASS 
utilise la notion d'ensemble d6nombrable introduite par CANTOR. I1 reconnait, 
dans une lettre du 28 mai t885 ~ SCltWAI~Z ([A viii), que les t ravaux de CANTOR 
(WEIERSTRASS pr6cise qu'il ne s'agit pas de t ravaux de CANTOR sur les nombres 
transfinis) jouent un r61e essentiel dans son 61aboration d'une nouvelle d6finition, 
plus g6n6rale, de l'int6grale. 

Trai tant  dans le chapitre t3 des fonctions de variables complexes (pp. t47 
--200), WEIERSTRASS souligne qu'~t ces recherches se rattache la repr6sentation 
des surfaces de RIEZVIANN <~que nous ne voutons pas admettre parmi les v6ritables 
bases de la th6orie des fonctions ~). I1 signale, en particulier, la difficult6 d'extension 
de cette th6orie des surfaces de RIEMANN aUX fonctions de plusieurs variables. 
Dans sa r6daction, THIEME cite WEIERSTRASS qui ajoutait que cette m6thode 
r6sultait <~d'une imagination math6matique~> (eine mathematische Phantasie). 
Devant les difficult6s clue pr6sente l'utilisation des surfaces de RIEMANN, WEIER- 
STRASS pr6cise: <~C'est pourquoi nous avons remplac6 ces repr6sentations g6o- 
m6triques par des moyens purement analytiques~. Cela montre l'influence des 
fonctions de plusieurs variables dans la volont6 de WEIERSTRASS de reprendre la 
th6orie des fonctions ~ partir  de ses fondements; ainsi que celle de RIEMANN, car 
ce sont les t ravaux de RIEMANN qui ont montr6 combien la th6orie des fonctions 
de plusieurs variables est fondamentale. En m~me temps, WEIERSTRASS a le 
sentiment que les bases sur lesquelles repose l'6difice riemannien sont fragiles. 
De plus, il prend conscience de la souplesse de la th6orie des s6ries enti&res quant 
leur possibilit6 d'etre 6tendues aux ionctions de plusieurs variables. Tout cela 
l'incite, d6j~ avant t860, ~ construire une th6orie plus rigoureuse que celle de son 
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6mule RIEMANN en faisant appel aux <~moyens purement arithm6tiques~). VoilA 
quelles sont, pensons-nous, les raisons qui ont conduit WEIERSTRASS ~ reprendre 
les fondements de la th6orie des fonctions dans le contexte du d6veloppement de 
l 'analyse math6matique du d6but de la seconde moiti6 du X I X  eme si~cle. 

Dans la conclusion (pp. 245--257) de son dernier cours d'analyse, WEIER- 
STI~ASS indique qu'en th6orie des fonctions de  dernier but est toujours la repr6sen- 
tation d'une fonction ~) (p. 256). Les deux derni~res pages de sa conclusion (pp. 256 
--257) sont un testament laiss6 aux jeunes math6maticiens. I1 y exprime la 
n6cessit6 de poursuivre la recherche pure qui seule peut mener, peut-~tre par des 
chemins difficiles, aux outils math6matiques qui seront utilis6s plus tard. I1 est 
possible qu'une fois d6couverts ces outils pourront ~tre introduits de fa~on plus 
simple, mais, sans ces recherches abstraites et difficiles, ils n 'auraient  pas v u l e  
j our. 

4.7. Les raisons de la <~rdvolution , weierstrassienne 

Nous avons donn6 tout au long des pages pr6c6dentes les raisons qui ont 
conduit WEIERSTRASS ~t. entreprendre un expos6 rigoureux de la th6orie des fonc- 
tions. Nous allons essayer ici de pr6ciser encore les raisons qui ont amen6 le 
principal auteur de la r6volution en analyse au X I X  ame si~cle, comme le d6signait 
POlNCAI~ ([AVI]), ~ construire sa th6orie des fonctions et des nombres irrationnels. 

Comme nous l 'avons d6j£ signal6 $ maintes reprises, WEIERSTRASS s'est lui- 
m~me expliqu6 plusieurs fois sur sa conception de la th6orie des fonctions et sur 
son lien avec l 'arithm6tique. I1 6voque encore ce probl6me dans son S6minaire 
math6matique du 28 mai 1884 ~ l'universit6 de Berlin ([111], 1). Parlant des 
t ravaux qui ont suivi son m6moire <~De la th6orie des fonctions analytiques 
uniformes~ publi6 en t876 ([t07], 77--124) et qui ont fait avancer cette th6orie 
sur des points essentiels, WEIERSTRASS note que leurs auteurs ont quelquefois 
utilis6 des m6thodes plus simples que les siennes et qui sont bas6es sur le th6or6me 
de CAUCHY. WEIERSTRASS sent le besoin de pr6ciser pourquoi il a utilis6, tui, ses 
propres m6thodes: elles sont li6es aux fondements m4mes de sa th6orie des 
fonctions, car il relie la notion de fonction <~aux op6rations arithm6tiques fonda- 
mentales. D6s que celles-ci sont d6finies, on obtient la notion de fonction, qui est 
d6duite, au moyen des op6rations fondamentales, des quantit6s variables con- 
sid6r6es ~. E t  si l 'on applique aux hombres des  op6rations 616mentaires un nombre 
fini de fois, on parvient ~ des fonctions rationnelles~). Mais l 'on d6montre en 
arithm6tique qu'on peut aussi d6finir le produit et la somme pour un nombre 
infini de termes <~et on arrive ainsi imm6diatement aux fonctions clue l 'on peut 
repr6senter sous la forme de sommes et de produits infinis de fonctions rationnelles ~). 
Quant ~t la fonction analytique uniforme, elle r6sultera des applications d'op6- 
rations arithm6tiques, conservant leurs propri6t6s, sur toutes les fonctions en 
question. L'arithm6tisation de l 'analyse, dont WEIERSTRASS Iut le promoteur,  
est ainsi compl6te. 

Cette m6thode situe WEIERSTRASS dans un courant de l 'analyse oppos6 
celui dont faisait partie RIE~IA~CN et pour qui les m6thodes g6om6triques sour 
souveraines. LAMPE, 61~ve de W]EIERSTRASS, souligne ([63], 35) que pour WEIER- 
STRASS les th6or~mes de l 'analyse devaient 8tre d6montr6s <~par des m6thodes de 
d6monstration purement analytiques, sans y faire entrer la g6om6trie~. Le 
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parall61isme avec M~I~AY est ici frappant,  car lui aussi voulait 6viter dans les 
d6monstrations de l 'analyse tout emprunt  ~ la g6om6trie ([34], 336). 

Notons h ce propos la vigueur avec laquelle s 'est 6lev6 SoPI~US LIE contre 
les m6thodes weierstrassiennes dans cette 6tonnante lettre in6dite 5 DARBOOX, 
qui doit 6tre de t893 ([A IX]) et que nous avons d6couverte dans les Archives de 
l ' Inst i tut  de France. LIE consid~re que c'est 5 cause du <,point de vue exclusif de 
Weierstrass ~> qu'il n 'y  a pas eu en Allemagne une <~6cole s6rieuse ~> dans le domaine 
de la th6orie des fonctionsl De plus, LIE s 'y  r6jouit d 'avoir  mis en lumi~re <des 
tr&s grandes b6tises ~> que l'6cole weierstrassienne a dites sur les fondements de la 
g6om6trie. Tout en 6tant, 5 plusieurs 6gards, tr6s excessive, la lettre de LIE est 
pr6cieuse pour comprendre l'6volution des id6es math6matiques depuis t870 et, 
el1 particulier, ces deux grands courants que pour simplifier on pourrait appeler 
<~arithm6tique~> et <,g6om6trique ~>, weierstrassien et riemannien. Darts cette lettre 
de LIE, m~me l 'ombre de BISMARCK se profile, car si <d'ann6e t870 fut heureuse 
pour la politique allemande, elle fut fatale pour la math6matique allemande~>. 
Tout en admet tant  que la math6matique allemande en t 870 surpassait la math6- 
matique fran~aise, il d6eelait dans les t ravaux des g6om6tres fran~ais, et en 
particulier dans eeux de JORDA.~, les germes de la ~uture renaissance de la 
math6matique fran~aise. 

WEIERSTRASS, lui-m~me, exprimait  sa crainte que Paris ne devienne <~encore 
une fois le centre principal des math6matiques ~>, comme en t6moignent ses propos 
rapport6s par son 61~ve ~ITTAG-LEFFLER 5 HERMITE, dans une lettre in6dite du 
3 aoflt t882 ([A XI]).  

POINCAR~ ([84], 7) caract6rise de la fa~on suivante ces deux m6thodes qui 
domin6rent l 'analyse de la deuxi6me moiti6 du X I X  ~°  si6cle: <~La m6thode de 
Riemann est avant  tout une m6thode de d6couverte, celle de Weierstrass est 
avant  tout une m6thode de d6monstration ~>. 

On peut dire que ce probl6me des tendances profondes des math6matiques est 
toujours 5 l 'ordre du jour. Ainsi en t6moigne la d6fense par REN~ THOM ([102], 
233) du <~continu g6om6trique~ et son at taque contre <des traditions axiomatiques 
et livresques ~> et contre les diff6rentes th6ories des nombres r6els qui reconstituent 
le continu 5 part ir  des entiers naturels. Si l 'on peut 6tre d'accord avee T g o ~  pour 
constater qu'il y a 15 un probl6me important ,  on ne peut que regretter son manque 
de compr6hension du d6veloppement historique de ee probl~me. 

En 1857, RIEI~IANN avait publi6 son m6moire sur les fonctions ab61iennes et 
fait connaitre une nouvelle th6orie des fonctions. WEIERSTRASS, qui depuis de 
longues ann6es travaillait sur le m4me sujet, consid6re que la th6orie rie- 
mannienne n'est  pas satisfaisante quant ~ ses fondements et d6cide de construire 
une th6orie purement <~arithm6tique~>. I1 esquisse vers ~860 son mod61e des 
hombres irrationnels, puis donne en t 863 le premier 6tat de sa th6orie et emploie 
le restant de sa vie 5 6difier sa th6orie des fonctions qui provoquera la <~r6volution ~> 
weierstrassienne en analyse. 

5. De quelques apports de Weierstrass en analyse 

Darts ce qui pr6c&de, nous avons d6j~ mis en relief de nombreux apports  de 
WEIERSTRASS en analyse. I1 est toutefois int6ressant de donner des pr6cisions sur 
quelques points. 
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Disons d 'abord que notre propos n'est  pas de dfcrire toutes ses contributions 
l'analyse. Ce travail  reste ~t faire, comme d'ailleurs une 6tude d'ensemble de 

toute son oeuvre math6matique. E t  pour se rendre compte de l ' importance de 
cette oeuvre, il suffit de consulter l 'Encyclop6die des sciences mathfmatiques,  
publi6e au ddbut de ce si&cle et qui faisait le bilan du savoir math6matique ~ cette 
6poque, pour y rencontrer le nom de WEIERSTRASS darts de nombreuses pages. 

WEIERSTRASS s'gtait fix6 comme but de crfer une thforie rigoureuse et aussi 
compl&te que possible des fonctions ab61iennes. Et, comme le note POINCARI~ 
([841, 2), les instruments qu'il cr6ait pour atteindre ce but <~pouvaient servir ~ bien 
d 'autres besognes; ~ droite et ~ gauche de la grande route qu'il suivait, il a ouvert 
bien des voies lat6rales et il s 'y  est engag6 assez avant  pour nous montrer  oh elles 
conduisaient ~. Mais, au fur et ~ mesure de ses d4couvertes, le d4veloppement et 
l 'achfivement de sa thgorie des fonctions prenait la premiere place duns ses 
pr6occupations. 

5.1. Thdor~me sur les ]acteurs primaires 

Nous avons d6j~t signal6 le m6moire de WEIERSTRASS de ! 876 sur la th6orie des 
fonctions uniformes (Et07~, 77--124). PICA~D 6crivait ([801, t73-- t74)  que ce 
•m6moire, en faisant connaltre ~ un public plus 6tendu les r6sultats d6velopp6s 
depuis longtemps d6jg dans l 'enseignement du maitre, a ~t6 le point de d6part 
d 'un tr6s grand hombre de t ravaux sur la th6orie des fonctions. CAUCHY et ses 
disciples frangais, en 6tudiant les fonctions analytiques uniformes, n 'avaient  pas 
p6n6tr6 bien profond4ment dans l '6tude de ces points singuliers appel6s <,points 
singuliers essentiels ~, dont le point z = 0 pour la fonction ## donne l 'exemple le 
plus simple. WEIERSTRASS, en approfondissant cette 6tude, a 6t6 conduit g u n  
r6sultat qui est un des plus admirables th6or6mes de l 'analyse moderne, je veux 
parler de la d6composition des fonctions enti~res en facteurs primaires. D'apr&s 
le th6or~me fondamental de l'alg~bre, un polyn6me pent ~tre dfcompos6 en un 
produit de facteurs lin6Mres; pour une fonction enti~re, c'est-&-dire pour une 
fonction uniforme continue dans tout le plan (telle que sinz), ne pent-on chercher 
~t obtenir aussi une d6composition en Iacteurs ? CAUCH¥ avait obtenu sur ce sujet 
des r6sultats importants,  mais sans les trMter dans toute sa g6n6ralit6. I1 6tMt 
r6serv6 ~ WEIERSTRASS de montrer  qu'une fonction enti~re pent ~tre d6compos6e 
en un produit d 'un hombre g6ndralement infini de facteurs primaires, chacun de 
ceux-ci 6tant le produit d 'un facteur lin6aire par une exponentielle de la forme e e(*}, 
off P (z) est un polyn6me ~. 

ROLF NEVANLINNA note ([4], 98--99) qu'on doit ~t WEIERSTRASS une thforie 
syst6matique des classes ,616mentaires~> des fonctions analytiques et en premier 
lieu des fonctions elliptiques et abfliennes. La construction systfmatique de ces 
fonctions, poursuit NEVANLINNA, a conduit WEIERSTRASS {<~. la erdation d'une 
th6orie g6nfrale des ]onctions eceti~res et mdromorphes ~, th6orie dont la base est le 
th6or~me sur les facteurs primaires. 

Duns une lettre £ SCHWARZ ([AVlIL t6. t2. 74), WEIERSTRASS souligne 
r importance qu'il at tachait  au thgor~me sur la dgcomposition en facteurs 
primaires et nous apprenons qu'il venait de le d6couvrir (il avait  alors soixante 
ans). I1 6crit notamment  que ce th6or~me lui 6tait indispensable pour pouvoir 
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6laborer sa th6orie des fonctions uniformes, car, disait-fl, il lui manquait  la base de 
la th6orie. <¢J'ai jusqu't~ pr6sent cherch6 la solution du probl6me d'une fa¢on 
erron6e. ~> Cette lettre montre aussi combien la pens6e de WEIERSTRASS 6tait 
orient6e vers les th6or6mes unificateurs de l 'analyse. 

5.2. La notion de convergence uni]orme 

Nous avons d6j£ vu qu'en t838, GUDERMANN employait  le terme de convergence 
uniforme. Cette notion jouait un rSle fondamental dans les recherches de WEIER- 
STRASS depuis 1842 ([106], 67--74) et dans ses cours t~ l'universit6 de Berlin. 

SEIDEL, 61~ve de DIRICHLET, qni avait  suivi, avec HEINE, les cours de JACOBI 
A K6nigsberg ([67], 27, 30), publiera en t847 l'article (~ Sur les nouvelles propri6t6s 
des s6ries qui repr6sentent des fonctions discontinues ~> (Mtinchen Akad. Wissen. 
Abhandl. 5t (1847), 379--394), off il introduit la notion de convergence non uni- 
forme (die ungleichmtifiige Konvergenz), mais il n ' a  pas du tout exploit6 cette 
notion. 

C'est grt~ce ~ WEIERSTRASS que cette notion fut utilis6e syst6matiquement en 
analyse. A c e  propos, nous avons le tdmoignage de HEINE qui 6crit en 1869 ([45], 
353) que iusqu'~ cette 6poque on croyait qu 'on pouvait  int6grer terme A terme une 
s6rie convergente ((et c'est Monsieur Weierstrass qui, le premier, a remarqu6 que 
la d6monstration de ce th6or~me exigeait que la s6rie, entre les bornes de 
l 'int6gration, non seulement converge, mais qu'elle converge aussi uniform6ment ~). 

Dans une 6tude extr~mement fine ([43]), G. H. HARDY examine les diff6rentes 
d6finitions de la convergence uniforme donn6es par  STOKES, SEIDEL et WEIER- 
STRASS et il 6crit que seul WEIERSTRASS <(a pris pleinement conscience de son 
extr6me importance comme id6e fondamentale de l'analyse~). 

WEIERSTRASS, lui-m~me, 6crit dans une lettre 5 SCHWAI~Z du 6 mars t881 
([A VIii) que son m6moire sur les fonctions uniformes avait  fait <(sensation en 
France,~, ajoutant  qu'on se rendait enfin compte de (d'importance qu 'a  la notion 
de convergence uniforme,>. 

5.3. Fonction continue sans ddrivde 

Ace  sujet, il est int6ressant de relire le passage de l'article de SCHWARZ de 1873 
qui est ~ l'origine des affirmations de certains historiens de math6matiques selon 
lesquelles WEIERSTRASS avait  constmit  sa fonction continue sans d6riv6e en t86t .  
SCHWARZ dit (E99~, 33--34) clans cet article en fran~ais, off il donnait l 'exemple 
d'une fonction continue non d6rivable (DARBOUX a montr6 ensuite que la fonction 
de SCHWARZ admettai t  des d6riv6es en certains points), que WEIERSTRASS dans 
son cours de 1861 t~ Gewerbeinstitut sur le calcul diff6rentiel avait  d6clar6 <~qu'on 
doit consid6rer comme manqu6es, et cela sans exception, toutes les tentat ives 
qui ont 6t6 faites pour 6tablir, d 'une mani~re g6n6rale, l 'existence n6cessaire de la 
d6riv6e de toute fonction continue A argument r6eL>. Remarquons que SCliWARZ 
ne dit pas que WEIERSTRASS avait  construit en 1861 une fonction continue sans 
d6riv6e, mais il exprime seulement le fait (largement r6pandu ~ cette 6poque t~ la 
suite des t ravaux de RIE~ANN sur l'int6grale d6finie) que WEIERSTRASS consid6rait 
toutes les <~d6monstrations ~> de la d6rivabilit6 d 'une fonction continue quelconque 
comme inexactes. 
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WEIERSTRASS avait  pr6sent6 son exemple de fonction continue sans d6riv6e 
en t872 ~ l'Acad6mie des Sciences de Berlin et il rut publi6 en 1875 par I)U BoIs- 
REYMOND dans le Journal de CREI.LE. 

Dans une lettre A DIJ BOIS-REYMOND du 23 novembre 1873 ([1091, t99--200), 
alors que ce dernier p r6parait son article oh devait figurer pour la premiere fois 
l 'exemple de WEIERSTRASS, celui-ci lui 6crit que RIEMANN aurait donn6 en 186t 

+ c o  

la s6rie ~, sin n 2 x / n  ~ comme exemple de fonction continue sur IR et qui n 'est  
n = l  

d6rivable en aucun point de IR. Demandant  £ DU BOIS-REYMOND de signaler ce 
fait, WEIERSTRASS 6crit que RIEMANN n 'a  communiqu6 ~t personne sa d6monstra- 
tion, mais qu'il aurait  indiqu6 qu'elle r6sultait de la th6orie des fonctions elliptiques. 
Mais, WEIERSTRASS disait plus loin que l 'on ne savait pas au jnste si RIEMANN 
affirmait que sa fonction ne poss6dait de d6riv6e en aucun point de IRou seulement 
en certains points de IR. I1 6tait facile, disait-il, de trouver des fonctions, <~et j 'en 
connais de telles depuis longtemps d6j~>), qui poss~dent la propri6t6 d'etre d6ri- 
vables aux points irrationnels, mais pas aux points rationnels. 

Toutefois, personne iusqu'en t970 n 'a  pu d6montrer si la fonction de RIEMANN 
+ c o  

~, sin n 2 x / n  ~ 6tait ou non d6rivable en certains points de IR. C'est JosEPH GERVER 
n = l  

qui a d6montr6 que cette fonction admet une d6riv6e 6gale ~t --½ en tout point de 
la forme x re, oh x est un nombre rationnel de la forme (2 p + t)/(2 q + 1), oh p e t  q 
sont des entiers ([40], 33--34). GERVER dit dans son m6moire que l 'affirmation 
de RIEMANN 6tait inexacte, mais nous venons de voir, d'apr~s la lettre de WEIER- 
STRASS ~t. DU BOIS-REYMOND, que l 'on ne sait pas si RIEMANN avait  affirm6 la 
non d6rivabilit6 de cette fonction sur IRou seulement sur certains points de iR. 

Cet exemple de WEIERSTRASS, qui a 6t6 aussi h l'origine de recherches sur 
la notion de conrbe, est li6, comme WEIERSTRASS lui-m6me le pr6cise ([107], 

+ c o  

22t--222),  A ses t ravaux sur le comportement de la s6rie ~, b~x ~ sur la fronti~re 
n = 0  

de son disque de convergence. WEIERSTRASS s'est d'ailleurs toujours occup6 des 
propri6t6s des fonctions r6elles de la variable r6elle et construisait des exemples, 
comme il disait, <~piquants >> de ses fonctions. Ainsi, il a donn6 le premier exemple 
de fonction monotone qui n 'est  pas d6rivable sur un ensemble par tout  dense de IR, 
exemple publi6 par CANTOR ([21], 109). (HuRwlTZ note qu'<~ la base de toutes 
les recherches, du m6moire de WEIERSTRASS de 1876 sur les fonctions uniformes 
se trouvent les th6or6mes de CANTOR sur les ensembles de points et m6me que 
des hombres transfinis de Cantor jouent un r61e important  dans ces th6or&mes~> 
([53], 94--95).) 

Notons, ~ propos de l 'exemple de la fonction continue sans d~riv~e, qne 
WEIERSTRASS n'~tait pas aussi indifferent qu'on le dit aux questions de prioritY. 
Dans une lettre ~ Du BOIS-REYIvtOND du 6 juin 1875 ([t09], 211), il lui dcmande 
d 'envoyer ~ GASTON DARBOUX un exemplaire du m6moire oh DU BOIs-REYMOND 
avait  publi6 l 'exemple de la fonction sans d6riv6e de WEIERSTRASS, car DARBOUX 
venait  de publier son article sur les fonctions discontinues ([3t ]) et dans lequel il 
donnait des exemples de telles fonctions. 

Du BOIs-REYMOND a dfi 6crire imm6diatement ~ DARBOUX, mais ce dernier, 
darts une lettre ~ HOU~L du 14juin t875 ([A X]), se borne ~t dire qu'il venait de 
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recevoir une lettre de DU BOIS-REYMOND. ~,I1 ne me dit pas grand chose de b o n e t  
me parle des fonctions qui n 'ont  pas de d4riv4e ~! 

Ainsi, avec la th4orie de WEIERSTRASS des nombres irrationnels vers t863 
et la construction de sa fonction continue non d6rivable en t872, on commence 

voir avec plus de pr6cision l '4volution de l 'analyse ~ cette 4poque. 

5.4. La notion de limite et la topologie gdndrale 

Ce sujet a 6t6 aussi 6tudi6 dans les pages pr6c6dentes, mais il convient d'en 
souligner encore quelques points et de faire ressortir l 'apport  important  de 
WEIERSTRASS ~ la cr6ation de la topologie g6n6rale. 

En dehors du fait que l 'utilisation syst4matique de la notion de convergence 
uniforme ne faisait qu'acc616rer l ' introduction de nouvelles fonctions en analyse, 
d4finies par des passage ~ la limite, l 'insistance de WEIERSTRASS sur les notions 
de borne sup6rieure et de borne inf6rieure (et surtout sur les notions de borne 
sup6rieure et de borne inf6rieure atteintes) et l 'usage constant de la notion de point 
d 'accumulation ont 4t6 ~ l'origine de l'61argissement de la notion de limite et des 
progr~s qui ont conduit k la cr6ation de la topologie g4n4rale. 

Un autre outil important  de la topologie est le th6or~me de WEIERSTRASS sur 
l 'approximation des fonctions continues par des polynSmes ([108], t - -37) .  
BUTZER et GORLICH ([41, 339--340) consid~rent que les th6or~mes de WEIER- 
STRASS sur l 'approximation des fonctions continues par des polyn6mes et des 
fonctions continues p6riodiques par des polyn6mes trigonom6triques ont une 
importance telle <~qu'il n 'est  pas exag6r4 de d4signer ces th4or&mes comme des 
pierres angulaires de l 'analyse moderne ~. 

Amorc6e par les t ravaux de RIEMANN sur l'int6gration, progressant grace 
toutes les notions introduites et utilis4es par WEIERSTRASS dans sa th6orie des 

fonctions, d6velopp6e par les t ravaux de GEORG CANTOR, l '6tude des diff6rents 
sous-ensembles de IR et de leur raret6, ainsi que la d4termination des fonctions 
sur un ensemble E, lorsqu'elles sont connues sur un sous-ensemble de E, seront 
parmi les points importants  de l 'analyse de la fin du X l X  ~me si~cle. 

MENCER 4crit ([41, 609) que d ' introduct ion par Weierstrass des fonctions 
analytiques comme ensembles de s6ries enti~res ,~ rut, pendant plusieurs d6cennies, 
la seule d6finition de fonction t~purement ensembliste~>. Jusqu'~ ce que, vers les 
ann6es trente du X X  ~me si~cle, on introduise la d4finition des fonctions comme 
ensemble de couples de nombres. <~Car~, poursnit MENGER, <des vieilles d4finitions 
de Dirichlet et d'autres, malgr6 leur tr~s grande f4condit4, ne peuvent pas ~tre 
caract6ris6es comme ensemblistes. ~ 

De plus, en introduisant les notions de voisinage et de connexit6, en d6finissant 
les nombres r4els par sa th6orie des agr6gats dont la notion est sous-tendue par des 
concepts ensemblistes, WEIERSTRASS a 6t4 l 'un de ceux qui ont ouvert la voie ~ la 
topologie g4n6rale. 

6. Sur l'h6ritage de Weierstrass 

Ce qui pr6c6de montre combien WEIERSTRASS a contribu4 ~ la cr4ation de 
l 'analyse moderne par ses propres t ravaux et par les recherches qu'ils ont 
suscit4es. 
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A c e  propos, WALTER THI~aM ([4], t23) signale que les id6es de WEIERSTRASS, 
vieilles d 'un si~cle, <durent efficaces et f6condes jusqu'~t l '@oque la plus r6cente ~. 
En effet, en 1869, consid6rant les fonctions ab61iennes, c'est-~-dire les fonctions 
m6romorphes 2 p-pdriodiques de p variables, WEIERSTRASS 6nonce son th6or~me 
fondamental qu'entre p + t fonctions ab6liennes de m~me p6riode il existe une 
relation alg6brique. I1 en donne seulement une 6bauche de d6monstration, mais 
pour r6soudre ce probl&me, il a fallu attendre d 'avoir <~des connaissances extr~me- 
ment  importantes de la th6orie des fonctions de plusieurs variables,~. 

Dans de nombreuses recherches sur la th6orie des nombres, les corps valu6s 
non archim6diens, en particulier les corps p-adiques, jouent un r61e important.  
GRAUERT et REMMERT ([4], 393) indiquent que, pour c0nstruire une th6orie des 
fonctions analytiques sur de tels corps qui, an point de vue topologique, sont 
totalement non connexes, on ne dispose plus de l'int6grale de la thdorie classique 
et l 'on doit utiliser exclusivernent les m6thodes des sdries enti&res. Ainsi, ici encore, 
les idles de WEIERSTRASS sont fdcondes. 

HILBERT consid4rait ses propres t ravaux sur les fondements des math4- 
matiques <~cormne une continuation directe de l'oenvre de Weierstrass ~> ([4], 70). 
Par  ailleurs, il 6crit ([50]): ,Weierstrass, au moyen de sa critique mani6e avec 
une pfngtration magistrale, a donn4 une base solide /~ l 'analyse math6matique. 
En 61ucidant entre autres les notions de minimum, de fonction, de d6riv6e, il a 
6cart6 les objections que soulevait encore le calcul infinitdsimal, il a nettoy6 
celui-ci de toutes les id6es confuses sur l 'infiniment grand et l 'infiniment petit, et 
a d6finitivement surmont6 les difficult6s qui proviennent des notions m~mes 
d'infiniment grand et d'infiniment petit. Si aujourd'hui, grace aux m6thodes qui 
reposent sur la notion de nombre irrationnel, ou plus g6nfralement sur celle de 
limite, il r~gne en analyse une harmonie et une certitude parfaites, et si, dans les 
questions les plus compliqufes de la th6orie des 6quations diff6rentielles et int6grales, 
malgr6 les combinaisons les plus hardies et les plus diverses de toutes les formes 
de passage g la limite, tons les r6sultats se trouvent d'accord, nous le devons 
essentiellement ~ l 'activit6 scientifique de Weierstrass. ~> 

WEIERSTRASS donne aussi l 'exemple par son style math6matique. Le style 
math6matique, d'apr~s C. CHEVALLEY, <~subit, de temps ~ autre, sons l'influence 
de personnalit6s math6matiques puissantes, des r6volutions qui inflgchissent 
l'6criture, et donc la pens6e, pour les p6riodes qui suivent ~>. Ce style de WEIER- 
STRASS est le <~style des s~>, caract6ris6 par le fait que des op6rations du calcul 
infinit6simal redeviennent des op6rations du type alg6brique, ([28], 375, 382). 
CHEVALLEY note que le style de HILBERT est caract6ris6 par l 'axiomatisation des 
th6ories math6matiques. Cet article de CHEVALLEY de 1935 n'exprime-t-il  pas 
aussi l 'ambition de sa gfn6ration de cr6er son propre style mathfmatique,  ce qui 
a donn6 naissance au style de BOU~BAKI ? 

Mais ce qui nous parait  exprimer la v6ritable grandeur du g6nie math~matique 
de WEIERSTRASS, c'est qu'il confirme de fa~on 6clatante la loi fondamentale du 
dfiveloppement de la science mathfmat ique:  pour rfsoudre les probl~mes 16gugs 
par  les g6n6rations prfc6dentes, il faut construire de nouveaux outils qui ouvrent 
des voies enti~rement nouvelles. 



96 P. DU~AC : 

Append ice  I ~ 

Karl Weierstrass 

Einle i tung in die Theorie der analy t i schen  Funk t ionen  s 

(Sommer-Semes te r  t878) R~dig~ pa r  Adolf  HURWITZ (Bibl io thek d. Eidg. 
Technischen Hochschule  Zfirich) 

(Extra i t s )  

(~) 

1. Vortrag, 1. Kapitel, 1. Definition der Zahl 

Der  Begriff  der  Zahl  en t s t eh t  durch  gedankl iches  Zusammenfassen  yon Dingen,  
an denen m a n  ein gemeinschaf t l iches  Merkmal  en tdeck t  hat ,  speziell  yon ge- 
dankl ich  ident ischen Dingen.  Dieses Ding bezeichnen wir  als die E inhe i t  der  Zahl.  

Complexe Zahl 

Unte r  e iner  complexen  Zahl  vers tehen  wir  das  Aggrega t  aus Zahlen  yon verschie-  
denen E inhe i t en  (a RG,  b Gr, c Pf)~. Diese verschiedenen Einhe i ten  nennen wir  
die E lemente  der  complexen  Zahl .  

Addition 

Unte r  der  Summe zweier Zahlen  a und  b, welche gew6hnliche oder  complexe 
Zahlen sein kSnnen,  vers tehen wir  die Zahl,  die durch  begriffl iches Verkni ipfen 
der  E inhe i t en  der  Zah l  b mi t  denen der  Zahl  a en ts teh t .  

Gleichheit 

W i t  nennen nun 2 Dinge a und  b e inander  gleich wenn un te r  ihnen eine Ver- 
knt ipfung,  Beziehung,  sie sei durch  a ~ b bezeichnet ,  s t a t t f inde t ,  dal3 auch b = a 
ist, und  dab  wenn a = b und  b-~  c auch a----c ist. (Z. B. kSnnte  m a n  2 St recken 
im R a u m  e inander  gleich nennen,  wenn sie para l le l  und  nach  derselben Seite 
ger ichte t  und  zur  Deckung  gebrach t  werden  kSnnen).  2 gew6hnliche Zahlen  a und  b 
kSnnen wi t  nun e inander  gleich nennen,  wenn, indem wir  einer E inhe i t  von a 
eine E inhe i t  von b zuordnen,  einer andern  E inhe i t  von a eine andere  von b und  
so fort ,  jede E inhe i t  von a 

(2) 

eine en tsprechende  von b f indet ,  also keine E inhe i t  von a bei  jener  Zuordnung  
i ibr ig  ble ibt .  (Diese Def in i t ion  s t i m m t  offenbar  mi t  der  obigen al lgemeinen De- 

1 Je remercie Hanno MARTIN, de Goethe-Inlstitut de Paris, d 'avoir  bien voulu relire 
*ous les textes  de langue allemande et d 'en avoir corrig6 des erreurs de transcription. 

2 ]bans une let t re  de Berlin adress6e le 24 octobre t878 t~ Fel ix  KLEIN (Cod. Ms. 
Klein 9, NiederstLchsische Staats-  und Universitt t tsbibliothek, G6ttingen), Adolf 
HURWITZ promet  de lui montrer  sa r6daction du cours de WEIERSTRASS sur les fonctions 
analy~ciques qu' i l  6tait  en t ra in de r6diger, non sans quelques difficult6s. 

WEIERSTRASS lui-m~me appr6eiait  les r6dactions de HORWlTZ et les utilisait.  Ce 
dernier 6crit le 18 juillet  t885 ~ KLEIN qu'i l  esp~re retrouver, lors de son passage 
Berlin, sa r6daction d 'un  cours de W]~IERSTRASS qu' i l  avai t  prSt6e ~ WEIERSTRASS et 
qu ' i l  escomptai t  que ce dernier  ne l ' aura i t  pas 6gar6e, comme cela s '6tait  d6jt~ produit  
avec une autre r6daction. 

8 WEIERSTRASS donne comme exemples d'unit6s : Reichsgulden, Groschen, Pfennig. 
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finition der Gleichheit tiberein.) Ist  letzteres der Fall, so nennen wir a > b (gr6Ber 
als) oder b < a (kleiner als). 

Gesetze tier Addition 
Dieser Definition gem~iB k6nnen wir tiber die Addition folgende S~tze aufstellen: 

t) a + b = b + a  2) (a+b)+c=(a+c)+b.  

Aus diesen beiden Gesetzen folgt dann, dab die Summe von beliebig vielen Zahlen 
unabh~ngig ist von der Reihenfolge in welcher die Addition vorgenommen wird. 
Denn es ist 

[(a+b+c+d)+e] + ] :  [(a+b+c+d)+[] + e  

nach dem zweiten Gesetze, und (a + b + c) + d + e + ] = (a + b + d) + c + e + ] 
ebenfalls nach 2) und a + b + c + d + e + / : b + a + c + d + e + [  nach t);  daher 
ist es erlaubt in einer Summe irgend zwei aufeinanderfolgende Zahlen zu ver- 
tauschen. Durch sukzessive Vertauschung von 2 aufeinanderfolgenden Zahlen, 
kann aber jede Zahl der Summe an jeden beliebigen Platz geschafft werden. 

Wtirden wir 2 complexe Zahlen nur dann einander gleich nennen, wenn ein 
beliebiges Element in der einen ebenso oft vorkommt  als in der andern, so wtirde 
dies 

(3) 
zu beschrAnkt sein, da zwischen den Elementen einer complexen Zahl Beziehun- 
gen vorkommen k6nnen. 

Is t  c eine (gew6hnliche) Zahl, so l~il3t sich dieselbe als Summe yon einer ge- 
gebenen Zahl a und einer gesuchten Zahl b ansehen. Man bezeichnet dann b, als 
aus c und a entstanden, durch (c - -  a). (c - -  a) ist also die Zahl, welche zu a addiert 
zum Resultat  c gibt. Das Symbol (c - -a)  hat zun~chst nur dann Bedeutung, wenn 
c > a ist. I m  entgegengesetzten Falle kommen wit auf etwas ImaginRres (im ur- 
sprtinglichen Sinne des Wortes). 

Multiplikation 
Unter  ab verstehen wir diejenige Zahl, welche, wenn b als Einheit aufgefaBt wird, 
aus a solchen Einheiten (b) besteht. Die Operation, wie aus a und b die Zahl a b 
gefunden wird, heiBt Multiplikation. 

Aus dieser Definition folgt: 
ab ~-ba; 

(ab) c=c(ac)b; 

(a+b)c=ac+bc. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob eine gegebene Zahl c sich durch Multiplikation 
einer gegebenen Zahl a mit  einer gesuchten b herstellen l~il3t. Man bezcichnet die 
Zahl b durch c/a. Dieses Symbol hat aber offenbar nut  dann eine reale Bedeutung, 
wenn c ein vielfaches yon 

(4) 
a ist, d.h. in dem Zahlengebiet vorkommend, welches die Zahl a zur Einheit hat. 
I m  entgegengesetzten Falle hat  c/a keinen Sinn. Wit werden dadurch zur Ein- 
ftihrung neuer Elemente geftihrt. 

7 Arch. Hist. Exact Sci., Vol. IO 
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Genaue Teile der Einheit 
Wit definieren n~mlich t / a  als ein Element von dem a auf das Hauptelement,  die 
Einheit, gehen, t / a  wird ein genauer Tell der Einheit genannt. Wir wollen nun yon 
jetzt  an unter Zahlgr613e, eine jede complexe Zahl verstehen, deren Elelnente die 
Einheit und deren genaue Teile, es gibt daran unendlich viele, sin& 

2. Vortrag 
Genaue Teile der genauen Teile der Einheit, sind ebenfalls genaue Teile der 
Einheit und kommen daher auch bei Zahlgr613en als Elemente vor. Z.B. der 
genaue 4 t~ Teil des genauen 5 t~n Teils der Einheit ist der genau (4- 5) te Teil der 

1 
Einheit. Niimlich 4 : 5  bedeutet nach unserer Definition ein Element von den 4- 5 

die Einheit ergeben 

(5) 
1 

ode  + + + odor ÷ 

' ' )  ( '  ' ' )  
4"5 + + ~  + ' ' "  + ~ + + ~  + ~  (SsoleherKlam-  

iTlern) = t. 
1 

Anderseits ist aber T das Element yon dem 5 die Einheit ~iquivalent sind. 

4 @ 5 4 @ 5  t 4t e l l t ~qnivalent sein, oder ~ der Also muB ~ + + + 4-5  5 
1 

genaue Teil yon 5 sein. Allgemein m.nt der m t* genaue Teil yon --n sein und auch 

t sein. umgekehrt  der n t~ genaue Teil yon ~ -  

Dies vorausgeschickt, kSnnen wir nun an einer ZahlgrSge folgende Transfor- 
mationen vornehmen : 

t kSnnen durch die Haupteinheit  ersetzt werden. 1) Irgend n Elemente ~- 

2) Jedes Element kann durch seine genauen Teile ersetzt werden. Z. B. t durch 

1 I dureh b. t n .  n '  ~- TTF. b etc. 

Wir wollen nun 2 ZahlgrSBen a und b dann einander gleich nennen, wenn 
a dutch die angegebenen Transformationen in eine andere a' transformiert werden 
kann, welche dieselben Elemente und ebenso oft enth~tlt wie b. L~iBt sich aber a 
durch Transformationen in a', a" iiberfiihren wo a '  dieselben Elemente gleich oft 
enth~lt wie b, a" aber eine andere Zahlgr6Be noch darstellt, so nennen wir a > b 
oder b < a. 

(6) 

Wie die Vergleichung der ZahlgrSBen a und b durch Transformationen prak- 
tisch ausgeftihrt wird, lehren die Elemente der Zahlentheorie. Sind c¢ und/5 zwei 
gewShnliche Zahlen, welche also nut  die Einheit zum Element haben und die wir 
ganze Zahlen nennen wollen, so gibt es eine dritte ganze Zahl y, welche ein Teiler 
yon beiden ist und welche auBerdem die grSBte unter  allen Zahlen ist, die Teiler 
sowohl von c~ als von/5 sin& Die Zahl y kann nattirlich die Einheit auch selbst sein, 
wenn n~imlich m nnd/5 sonst kein gemeinschaftliches MaB haben. Dies jedoch nur 
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nebenbei. Ffir unsere Zwecke der Vergleichung der Zahlgr~Ben (gew6hnliche 
gemischte Zahlen genannt) a und b ist das Folgende, das ebenfalls in den Elementen 
der Zahlentheorie bewiesen wird, ungleich wichtiger. 

Es existieren n~tmlich ffir irgendwelche ganze Zahlen a 1, a 2 . . . . .  a~ immer  
gemeinschaftliche Vielfache. D.h.  Zahlen c, welche ein Vidfaches yon  jeder der 
Zahlen a 1 . . . . .  a m sind und besonders eine Zahl c 1, deren s/imtliche Vielfache die 
Zahlen c sind. q heiBt das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen al . . . . .  am. 

1 t 
Sind nun die Zahlen a und b zusammengesetzt  aus den E l e m e n t e n -  - -  . . .  ; 
t 1 al' a2' 

b~'  b2 . . . .  resp. und ist c das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 

(7) 

Zahlen al, a2 . . . . .  b~, b 2, . . . ,  so dab ~ l a l = c ,  ~ a 2 = c  . . . . .  f l l b l=c ,  f l2b2=c . . . . .  

so kann  s ta t t  jedes E1ementes ~ ,  
am 

t Elemente ---- ~ E1emente ~ %.a~ c 

gesetzt werden, so dab die Zahlgr6Ben a und b in andere transformiert  werden, 
welche nur  das Element  t /c besitzen. Gehen so die Zahlgr613en a und b in gleich 
viel Elemente t/c fiber, so sind sie (nach Definition) gleich, im entgegengesetzten 
Falle ungleich. Man kann  jedoch bei der Transformat ion der Zahlen a und b auch 
jedes Vielfache p • c von c als gemeinschaftliches Vielfache von al, a s . . . . .  bl, b 2 . . . .  
ansehen und es ist zu zeigen, dab diese verschiedene Wahl  das Vielfachen keinen 
EinfluB auf den Vergleich yon a und b ausfibt. In  der Ta t  ging die Zahl a in m 

t 
Elemente  t/c, b in n Elemente 1/c tiber, so geht sie in 2m Elemente  2~ resp. 

1 t 
2n  Elemente ~-c fiber, in p • m Elemente ~ 7 ~  resp. p • n Elemente ~ fiber, 

woraus die Unabh~ngigkeit  der Wahl  des gem. Vielfachen auf das Resultat  der 
Vergleichung folgt. 

Nach der Definition von a > b geht  eine Zahlgr6~3e, welche ich dadurch ver- 
~ndere, dab ich irgend ein Element  zu ihr hinzuffige, in eine gr6Bere Zahlgr6Be 
fiber. 

(s) 
Addit ion 

Definit ion der Addition yon Zahlgriiflen (gemisehten Zahlen). Setzen wir zu den 
Elementen einer Zahlgr6Be a ein Element  von b hinzu, dann  ein zweites Element  
yon  b und so fort bis alle Elemente yon b ersch6pft sind, so nennen wit das schlieB- 
liche Resultat ,  welches offenbar wieder eine Zahlgr6Be ist, die Summe von a 
und  b : a + b. Dann ist a + b ---- b + a (denn ein Element,  das in a c~-Inal in b fl-mal 
vorkommt,  k o m m t  nach Definition in a + b ,  (~+fl)- Inal  vor  und in b + a ,  
(fl + ~)-mal). Ferner (a + b) + c = (a + c) + b, woraus in Verbindung m i t a  + b = 
b + a folgt, dab die Reihenfolge in welcher beliebig viele Zahlgr68en addiert  werden 
auf das Endresul ta t  ohne EinfluB ist. Die Addit ion ist eine eindeutige Operation. 
Wird n/imlich an Stelle von b in a + b, eine andere Zahl b 1 > b gesetzt, so wird auch 
die Summe eine andere. Aus b 1 > b folgt n/tmlich, dab sich b in b" und b 1 in b' + b" 
transformieren 1/tBt. Also auch a + bl > a + b. 
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Multiplikation 
Definition der Mul~iplikation yon Zahlgr(~flen. Wit wollen nun zun/ichst unter- 
suchen, ob aus 2 beliebig gewShnlichen ganzen Zahlen a und b eine Zahl, wir 
wollen sie durch ab bezeichnen, sich finden 1/il3t, wenn die Operation, welche 
durch ab angedeutet ist, den folgenden Gesetzen geniigen soll: 

(9) 
I) a b = b a ;  

II)  (ab)c=(ac)b; 
I I I )  a ( b + c ) - ~ a b + a c .  

Aus III) und I) ergibt sich leicht: 
III) '  (a+b+c+ ...)(a'+b'+c'+ ...)=aa'+ab'+ac'+ ... + b a ' + b b ' + b c '  

+ ... + c a ' + c b ' + c c ' +  ... 

Aus III) '  ergibt sich, dab ab sich als Summe von einer gewissen Anzahl von 
Symbolen 1 • t darstellen I/il3t. Diesem Symbole selbst kann abet noch eine will- 
ktirliche Bedeutung beigelegt werden, da es sich nicht welter spalten l~13t. Legen 
wir ibm den Wert  t (die Einheit) bei, so ist jetzt  die durch ab angedeutete Ope- 
ration vollkommen bestimmt.  Wenn wir nun die Multiplikation auf complexe 
Zahlen ausdehnen wollen, so k6nnen wir das Produkt  a b zweier complexer Zahlen 
definieren als eine dritte Zahl und so dab fiir die Operation ab die Gesetze I), II), 
III) bestehen. Dann miissen wir aber nach Obigen noch definieren, was wir unter 
dem Produkt  zweier Elemente verstehen wollen. 

Bei unseren Zahlgr613en (gemischte Zahlen) mtissen wir also sagen, was wir 
t 1 

unter  ~ - .  n verstehen wollen. Diese Bedeutung ist aber nicht willktirlich, wenn 

wir festsetzen, dab Einheit mal  Einheit wieder die Einheit sein sollen. Denn 
alsdann ist : 

+ ~ + ~ -  + ... m Summanden + n + n- + "'" n Summanden -----t 

(t0) 
oder da Gesetz III), also auch III) '  bestehen soll, 

( t  ~ t l  t t  1 1  ) 
m . ~ -  + ~ . ~ -  + ... + ~ - ' n  + ~ - - ~ -  + . . . .  1. 

1 t 
In  der Klammer  stehen abet m .  n Glieder - - . - - .  Diese sind also der Einheit 

m T$ 

~iquivalent, oder ! .  t ist der (m. n) te genaue Tell der Einheit, das heil3t - -  t . 
m n ~ - n  

I t 
Sind nun a und b zwei beliebige Zahlgr6flen, die aus den Elementen 1, -2'  3~ ' ""  

zusammengesetzt  sind, so ist ihre Multiplikation nach den Gesetzen I)--III)  
t 1 

und der Bedeutung yon ~ - .  n jetzt ausftihrbar. Wir haben nun zu beweisen, dab 

auch wirklich ein solches Produkt  den Gesetzen I), II), III) gentigt. 
Bezeichnet ~ ein Element von a, /3 ein solches von b, so ist ab~-~.~fl,  ba-~ 

~.fl~ und da nun ftir Elemente ~, fl das Gesetz ~fl = f l ~  rein aus der Definition 
yon ~/3 entspringt, giiltig ist, so ist auch I) ab =ba;  (ab) c = ~.~fly, acb = ~,~yfl, 
also da ~flW =°~Tfl aueh a be = acb(II) a (b + c) = ~.~ (~  fl + ~ y )  = ~ f l  + ~ , ~  = 
a b + a c .  
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(1t) 

Zahlen aus unendlich vielen Elementen 

Zahlgr~flen aus unendlich vielen Elementen gebildet. Aus einer Einheit und deren 
genauen Teilen lassen sich nicht nnr solche complexe Zahlen bilden, welche eine 
endliche Anzahl von Elementen haben, sondern auch solche mit  unz~ihlig vielen 
Elementen, denn es gibt unz~ihlig viele genaue Teile der Einheit. Damit  man eine 
genaue Vorstellung yon solchen Zahlgr6Ben mit unendlich vielen Elementen haben 
kann, ist es erforderlich, daft diese Elemente nach einem bestimmten Gesetze aus 
dem bisherigen Zahlengebiete (Einheit und genaue Teile derselben) ausgew/ihlt 

1 1 1 
seien. Zum Beispiel 1 + ~- + ~ T y  + 3" 3 ~  + " "  ist eine solche Zahlengr6Be. Auf 

alle diese neuen Zahlgr6Ben lassen sich die Transformationen 1 und 2 (p. 5) an- 
wenden; wir wiirden aber nicht damit  ansreichen 2 Zahlgr6Ben nut  dann einander 
gleich zu nennen, wenn beide sich in ein und dieselbe dritte transformieren lassen, 
denn eine solche Zahlgr6Be von unendlich vielen Elementen kann im allgemeinen 
nicht auf eine Form gebracht werden, welche nur ein Element enthielt (unendlich 
viele Zahlen haben kein endliches gemeinschaftliches Vielfache im allgemeinen). 

Nennen wit nun a' dann einen Bestandteil von a, wenn a' in a" transformiert 
werden kann, so daft s~imtliche Elemente von a" ebenso oft in a vorkommen als 
in a" und a anBerdem noch andere Elemente oder dieselben in gr6Berer Anzahl 
enth~ilt, als a", so k6nnen wir jetzt die Definition von Gleichheit zweier Zahl- 
gr6Ben, zu diesen rechnen wir jetzt die gew6hnlichen ganzen Zahlen, die Zahlen 
mit  endliche Anzahl von Elementen, die mit  unendiich vielen Elementen fol- 
gendermaflen 

(12) 
geben: ,,Wir nennen zwei Zahlengr6Ben a und b gleich, wenn ein ieder Bestand- 
teil von a durch Transformation zu einem yon b gemacht werden kann und 
umgekehrt  jeder Bestandteil yon b zu einern von a." Wir nennen b > a, wenn ein 
jeder Bestandteil von a in einem von b transformiert werden kann, nicht aber 
aueh umgekehrt. 

8. Vorlesung 

(Nur dann heiBt a '  Bestandteil einer Zabl a mit  nnendlich vielen Elementen, 
wenn a' nur eine endliche Anzahl der Elemente von a enth~ilt.) 

Die obige Definition ist mit  den frtiher gegebenen im Einklang (Mittelst ihr 
k6nnen wit oft die Summen von unendlichen Reihen finden). Zum Beispiel es ist 

1 1 

~ - +  t~5-  = 1, 
I I I 

~ - +  2 .3  - 2 '  
t 1 t 

4 - +  3 .4  3 ' 

1 1 t 

n + t  ÷ n (n+ l )  - - n '  
1 1 1 1 

I) 1-2  + ~ 7 ~ - + " ' +  n ( n + t ~ +  n + t  - - t  
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ftir jedes n. H a t  man  nun die Zahl  

1 t t 
a---  y : ~  + ~ : ~  + ~ : ~ -  + . . . ,  

so mSge c ein bel iebiger  Bes tand te i l  derse lben sein. Das hSchste  E lemen t  von a, 
t 

das in c en tha l t en  ist, sei r ( r ~ t T '  d a n a  is t  offenbar  

1 1 1 
c ~  t 7 2 + 2 7 3 - /  " "  + r ( r + 1 ) '  

also nach I) c < 1. 

J ede r  Bes tand te i l  c von a is t  also auch ein Bes tand te i l  yon t .  Nehmen  wir  
nun an  c' sei eine in t en tha l t ene  ZahlgrSl3e, also c' < 1, so dal3 (c', c") = t ,  d a n n  
ist  nach  I) 

03) 
auch 

t t 1 
(c', c " )  ~ 

1 . 2  + "'" + ~ ( r + t )  + r + l  

t 
Nun kann  r gent igend groB gew~ihlt werden,  d a m i t  c" > ~ wird.  D a n a  ist  auch 

t t Cl c' < ~ + . . .  + r (r + t) " Also ist  auch in a en tha l ten ,  a is t  daher  ---- t ,  also 

t 

Es  ist  
1 t t 

n -  n + t  + n ( n + t )  ' 

t 1 1 
n ( n  + t)  - -  ( n + l )  ~ + n ( n  + l) ~ ' 

1 1 1 
n ( n + t )  2 -  ( n + l )  3 + n ( n + t ) ~ ,  

. . . . . . . .  ° . . . . . . . . . . . . .  

1 1 t 
-n (n  + l ) , . _ z  - ( n + t ) m  + n ( n  + l)m , 

t I 1 1 1 

n - -  n + l  + ( n + t ) ~  + " '"  + ( n + q "  ÷ n ( n + q ~  " 

Zum Beispiel  (n = t)  : 
1 t 1 1 

1 = ~ - + ~ +  . . .  + ~ - +  ~ .  

1 1 1 
Setzen wir  nun b--~ ~ + ~ + ~ + . . .  ad  inf., so wollen wir  zeigen, dab  jede 

Zahl ,  die ftir b Bes tand te i l  ist ,  es auch ftir a is t  und  umgekehr t .  I s t  c Bes tand te i l  
< A  1 von b, so ist  c = 2 + 2 ~ + "'" + (1). Es  is t  aber  i m m e r  

t 1 ~-m 1 t 1 1 
2 - + ~ + " "  + + - 2 "  - -  t . 2  + " "  + r ( r + l )  ~ - r + l  

t 1 
Wir  k6nnen  nun r so w~hlen, dab  ~ > ~  wird  und  folglich aus (1) fo lgt :  

c <= + "'" + r(r + 1)" U m g e k e h r t  kann  gezeigt  werden,  dab  jeder  Bes tand-  

tei l  yon a auch Bes tand te i l  fiir b ist ,  so dag  a = b ist.  
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SpArer werden andere Methoden entwickelt werdeI1, um die Gleichheit von 
Zahlen mit  unendlich vielen Elementen 

(14) 
nachzuweisen. 

(Man ist znr Erweiterung des Zahlengebietes immer damn gekommen,  wenn 
man  auf eine unmSgliche Operation kam. Znm Beispiel bei Qnadratwurzeln.  Bei 
letzteren ha t te  man  einen best immten Algorithmns, u m b e i  solchen Wurzeln die 
einen (rafionalen) Sinn hat ten,  die Zahl wirklich zn finden. Man wandte  denselben 
auch damn noch an, wenn die Wnrzel nicht  , ,aufging" und erhielt damn einen sieh 
ins Unenclliche fortsetzenden Dezimalbruch. Definiert war  dadurch  zum Beispiel 
]/2 jeclenfalls, indem man  dutch besagten Algori thmns fiir jede Stelle (Dezimal-) 
eine best immte Zahl findet. Danach  konnte  man  sagen: es gibt freilich keine 
rationale Zahl, die mit  sich selbst mnltipliziert 2 ergibt, abet  man  kamn doch eine 
Reihe yon rafionalen Zahlen aufstellen, von clenen jede sp~tere dieser Eingenschaft  
n{iherkommt, Ms eine friihere. Dieses l~tgt sich auch ffir Wnrzeln einer Gleiehung 
sagen.) 

Wit  sagten nun b > a, wenn es eine Zahl c gibt, die wohl von b, nicht abet  ameh 
yon  a Bestandteil  ist. Wenn  nun c' eine Zahl ist, die in einer der Zahlen a, b enthal ten 
ist, in der andern abet  nicht, so ist nachzuweisen, dab sie nur in b enthalten sein 
kann. (Sonst h~ttte unsere Definition keinen Sinn.) t) Es sei c ' >  c. Dann  kann  c' 
nicht  in a enthal ten sein, da ja schon c nicht  in a enthal ten ist; c' mug also in b 
enthal ten sein. 2) Es sei c' < c. Daraus folgt : c' ist 

(15) 

in b enthal ten (denn c ist schon in b enthalten). W~re c' auch in a enthalten, so 
w(irde das der Voraussetzung widersprechen, dab n~mlich c' nur  in einer von 
beiden Zahlen a und  b enthalten sein soil  

Man zeigt leicht, dab aus der Definition der Gleiehheit die Gesetze sieh als 
a ---~b} 

riehtig erweisen: Wenn a = b auch b = a und  wenn b = c auch a = c. Ebenso zeigt 

a aueh a > c. man  leicht wenn b > c 

Endliche und unendliche grofle Zahlen. , ,Von einer Zahlgr6ge a wollen wit sagen, 
sie habe einen endlichen Weft ,  wenn es GrSBen c gibt, die aus einer endlichen An- 
zahl yon  Elementen bestehend, grSl3er sind als a". 

Dies kann dahin vereinfacht werden, dab es hinreichend ist, ein Vielfaches der 
Einheit  zu finden, das > a ist. Denn setzt man  an Stelle jedes Elementes einer 
Zahl c, die Einheit,  so ist die resultierende Zahl > c, also auch > a, wenn c > a 
w a r .  

, ,Wenn im Gegenteil jede Zahl c, die aus einer endlichen Zahl von Elementen 
zusammengesetzt  ist, Bestandteil  der Zahl a ist, so wollen wir a unendlich grog 
nennen".  

Is t  es m6glich 2 unendlich globe Zahlen a uncl b miteinander zu vergleichen ? 
Nach  der Definition ist jede eine endliche Anzahl von Elementen enthal tende 
Zahl, sowohl von a als auch yon b Bestandteil.  Es ist also a = b zu setzen. Es ist 
aber unm6glich a ~ b nach den von uns gegebenen Definitionen. 
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06) 

Mit unendl ich  groBen Zahlen  1/iBt sich daher  n icht  rechnen.  Es  hande l t  sich daher  
im Folgenden  i m m e r  u m  endl iche Zahlen.  

Addition 

Defini t ion der  Add i t ion  yon  Zahlen  mi t  nnendl ich  vielen E lemen ten  ist  dieselbe 
wie ftir ganze Zahlen  und  es ge l ten  auch ft~r sie die Gesetze der  Addi t ion .  (Frei l ich 
nur  fiir eine endliche Anzah l  von  Summanden . )  

Muttiplikation 

, ,Um eine Zahl  a mi t  e iner  andern  b zn mul t ip l iz ie ren  mnl3 mai l  iedes E lemen t  
von a mi t  j edem E lemen t  von b mul t ip l iz ie ren  und  die Summe dieser einzelnen 
P r o d u k t e  b i lden" .  Es  is t  nun  nachzuweisen,  dab  das  P r o d u k t  a - b  einen ein- 
deut igen ganz be s t immten  W e r t  hat ,  nnd  dab  es einen endl ichen W e r t  hat ,  wenn 
a und  b endl iche W e r t e  haben,  a m6ge die E lemente  c~,/3, 7 • .- ,  b die E l emen te  

~',  fl', y '  . . .  haben.  11 sei i rgendein  E l emen t  und  un te r suchen  wir, wie oft  es im 
r 

1 t 
P r o d u k t  a b v o r k o m m e n  kann.  Offenbar  dann,  wenn - -  ein E lemen t  yon  a, - -  

t 1 t r l  r~  
eines von b is t  und  rx r~ - -  r" Das E lemen t  mi t  dem Nenner  r 1 k o m m t  aber  

in a nur  in endl icher  Anzah l  vor ;  ebenso das  E l e me n t  ! in b und  aul3erdem 1/iBt 
$'2 

sich r nur  endl ich oft  in 2 F a k t o r e n  r 1 und  r 2 spal ten ,  so dab  also genau b e s t i m m t  

werden kann,  wie oft  ein jedes E lemen t  t in ab vorkommt .  Das  P r o d u k t  ab h a t  r 
also einen b e s t i m m t e n  

(17) 

Wer t .  W i t  wollen nun ~berdies  zeigen, dab  a b einen endl ichen W e f t  besi tz t ,  wenn 
a u n d  b endl ich sind. 

ab i s t  endlich,  wenn wi t  eine aus  einer  endl ichen Anzah l  yon E lemen ten  zu- 
sammengese tz t e  Zahl  l inden  k6nnen,  die > ab ist.  

Nun  g ib t  es aber  eine Zahl  a ' ,  die eine endl iche Anzah l  yon  E lemen ten  hat ,  
und gr6Ber is t  als ]ede aus den E lemen ten  yon  a zusammengese tz te  Zahl ,  ana log  
eine Zahl  b' fur  b. Greifen wi t  also aus dem P r o d u k t e  a b eine bel iebige Anzah l  
Glieder  heraus,  yon  denen keines yon  a ein h6heres  E lemen t  als ~, nnd  yon  b als ~ 
enth~ilt (wit denken  uns die E lemen te  yon  a und  b geordnet ,  so dab  die von 

t g ! 
a ~1, ~2 . . . . .  ~ . . . . . .  yon  b ~1, ~ . . . . .  ~s . . . .  sind) so is t  dieser herausgegriffene 
Bes t and te i l  c yon  a b kle iner  als (oder = )  (~1 + ~2 + "'" + ~,) (~1 + ~2 + "'" + ~ )  
und  also da  a ' b ' > ( ~ l +  . . .  + ~ , )  ( ~ + - . .  + ~ )  auch a'b '>c,  a'b' is t  also ein 
P r o d u k t ,  welches gr6Ber ist,  als  jeder  bel iebige Bes tand te i l  yon  ab, also gr6Ber 
als ab selbst ,  a'b' i s t  abe t  eine arts e iner  endl ichen Anzah l  yon  E lemen ten  zu- 
s ammengese t z t en  Zahl,  also is t  ab endiich.  

DaB nun  auch fur  Zahlen  a, b, c die unendl ich  viele E lemen ten  en tha l ten ,  die  
S/itze gel ten  a b = b a ,  abc=acb ,  a ( b + c ) = a b + a c  is t  le icht  zu zeigen. 

, ,Wenn b ' > b  ist,  so is t  auch a b ' > a b " .  Aus b ' > b  folgt, dab  es eine Zahl  c, 
aus  endl ich vielen E l emen ten  zusammengese tz t ,  gibt ,  die in b' n icht  abe t  in b 
en tha l t en  ist,  b ' =  (c, c'); is t  nun  c ' =  (c", c'"), wo c" wieder  eine endliche Anzahl  
von E lemen ten  enth/i l t ,  so is t  b' > c + c" u n d c  + c" > b, 



E16ments d'analyse de Karl Weierstrass 105 

(18) 

und folglich a b' > a (c + c"), a (c + c") > a b, also schliel31ich a b' > a b q.e.d. 1. 

Summen  aus unendlich vielen Zahlen 

Gehen wir jetzt  dazu fiber, Summen mit  unendlich vielen Summanden  zu betrach- 
ten! Die letzten Zahlgr6Ben wareii schon solche Summen (von unendlich vielen 
Elementen).  Dami t  eine solche Summe einen endlichen Wer t  habe ist vor allem 
n6tig, dab kein Element  unendlich oft vorkommt.  

4. Vorlesung 

, ,Damit  eine Reihe von unendlich vielen Zahlerl summierbar  und einen endlichen 
Wer t  zur Summe habe, ist notwendig und hinreichend, dab sich die Existenz einer 
Zahlgr613e nachweisen l~Bt, welche gr613er ist als jede aus beliebig vielen der Zahlen 
der Reihe gebildete Summe".  DaB dies m6glich sei, ist aus folgendem Beispiel 
ersichtlich: 

1 1 1 t 1 
- -  w a r  - -  + + . . .  + + • a a - [ - t  (a  -}- t )  ~ ( a + t )  n a ( a + l )  n 

Bilden wir nun die Reihe der Zahlen: 

1 1 1 
b 1 - ~ ,  b~. ( a+ l )~  , . . . ,  b , .  ( a + l ) "  . . . . .  

wo bp < b, so k6nnen wir leicht zeigen, dab man  ffir diese Reihe yon Zahlen eine 
Zahlgr6Be angegeben werden kaiin, die gr6Ber ist als jede aus beliebigen und  be- 

1 
liebig vielen Zahlen der Reihe gebildete Zahl. N/imlich ist b, (a + t)~ die der Stelle r 

nach h6chste unter  beliebig vieleii der Zahlen der Reihe heraiisgegriffenen und 
dann summierten Glieder, so ist letztere Sunlme 

t , , ( 1 t )  

(19) 

1 
< b . - - .  a 

b I ist also eine Zahlgr6Be, gr6Ber als eine jede Summe, die aus GliederI1 der a 

bet rachte ten Zahlreihe zusammengesetzt  ist. 
Wir  wollen nun nachweisen, dab die in unserem Satze aufgestellte Bedingung 

ffir die Endlichkeit  der Summe der Zahlen einer Zahlenreihe (von unendlich vielen 
Gliedern) - -  sie sei al, as, a 3 . . . .  - -  eine hinreichende Bedingung ist. Sind c~, fl, 7, 
8 . . . .  die Elemente,  so finden wir die Sulnmen yon  al, as, a 3 . . . . .  wenn wir be- 
s t immen wie oft das Element  ~ in al, a2, an, . . .  vo rkommt  und  sRmtliche Elemente 
c~ vereinigen. Unendlich oft kann  keines vorkommen,  dann ist m die Zahl, die 
gr6Ber ist als jede Summe ~,ai, die aus den Zahlei1 al, as, aa . . . .  gebildet ist, so 
k6nnten wir aus dem unendlich oft vorkommenden  Elemente schon eine genfigend 

1 Adolf HURWlTZ note en marge de cette d6monstration: ,, nicht streng". 
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groBe Anzahl  zusammenfassen, die eine Sumlne > m ergeben wtirden, was der 
vorausgesetzten Eigenschaften yon  m widerspr~tche. 

Wir  wollen nun  unter  ~, fl, ? . . . .  nicht  nur  die Elemente, sondern auch die 
Anzahl  wie oft sie in der Gesamtheit  der Zahlenreihe al, a2, a3 . . . .  vorkolIlmen 
verstehen. Dann  ist offenbar die Summe (nach der Definition der Sulnme) der 
Zahlen al, a2, a 8 . . . .  dieselbe wie die Summe der Elemente c~, fl, ? . . . .  Denkt  
man  sich nun aus letztern beliebige und beliebig viele herausgegriffen und zu 
einer Summe b vereinigt, so ist a ' + a " + a ' " +  .. .  >=b, wenn a',  a",  . . .  die- 
jenigen 

(20) 

der Zahlen al, as, a 3 . . . .  sind, welche den herausgegriffenen Elelnenten enthalten. 
Andererseits ist nach Voraussetzung m > a'  + a"  + a ' "  + ..- + a / ' / +  ... also ist 
auch m > b. Die Summe der Elemente  c~, fi, ? . . . .  ist also nach Definition auf 
p. t 5 endlich und folglich auch die Summe a 1 + a 2 + a z + . . . .  

Wir  wollen jetzt  naehweisen, dab in einer Summe mit  unendlich vielen 
Gliedern, Gleiches ftir Gleiches gesetzt werden kann, ohne den Wert  der Summen 
zu ver/indern. DaB also wenn a 1 = a~, a 2 = a~, etc. auch 

t t 

cq -[- as + a~ + . . . .  a~ -j- as -{- az + . . . .  

Wit  beweisen dies, indem wir zeigen, dab jede Zahl c die in der einen Summe 
enthal ten ist, es auch in der andern  ist. Die Summe a 1 + as + a3 + "'" gehe, dutch 
wirkliches Summieren in c~ + fl + y + .. .  tiber, wo m, fl, ?, . . .  Elemente  sind. Die 
Summe a~ + a~ + . . .  analog in ~ ' + f l '  + 7 ' +  .. .  Is t  dann  c in ~.a~ enthalten 
(oder was dasselbe ill ~ . + f l + ? +  .. .) ,  SO heiBt das ich kann  c in eine Zahl c' so 
transformieren, dal3 c' auch einige (beliebig viele) der Elemente  c~,/5, ? , . . .  ent-  
h~lt aber h6chstens ebenso oft wie ~, a i. Also kann  ich aus ~, fl, 7 . . . .  eine endliche 
Anzahl  yon  Gliedern herausgreifen, deren Summe schon > c ist. Kommen  die 
herausgegriffenen Glieder in den Gr6Ben a 1, a 2 . . . . .  ~, (welche zu den Gr6Ben a~ 
geh6ren) vor, so ist gl + gs + "'" + a, > c, also auch 

(21) 
- - v  - - !  - - t  v al + as + .-. + a~ > c. c ist daher  auch ein Bestandtei l  der Summe ~,ai. Um- 
gekehrt  l~Bt sich leicht zeigen, dab auch jede in Y,a~ enthaltene Zahl auch in 
Z a~ enthal ten ist, also (hath Definition) ~ a~ ---- Z a~. 

Es  sei eine unendliche Anzahl  yon Zahlgr6Ben gegeben, deren Summe einen 
endlichen Wer t  habe. Man kann  dann  diese Zahlenreihe in Gruppen zerlegen; die 
Anzahl  dieser Gruppen kann  eine endliehe oder unendliche sein, und  jede Gruppe 
kann  wieder eine endliche oder unendliche Anzahl  der Zahlgr6gen enthalten. 

Zum Beispiel be t rachten wir die Summe 

2 2 '  ~=1 ~=l ( a + l ?  ( b + l ) ~ "  

Diese Sulnlne hat  einen endlichen Wert .  Greifen wir n~tmlich aus ihr eine beliebige 
Anzahl  yon Gliedern heraus, l sei der h6chste vorkommende  Wer t  yon 2, m d e r  
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von/~, so ist die Summe der herausgegriffenen Glieder 

1 t ~ t t 1 t 

~ - - 1 ~ = 1  ( a+ t )~  ( b + t ) . =  ( a + l ) a  1 (b+ t )v  % a - ' % - "  

' '  22 a b ist also gr613er als die Summe jeder beliebiger aus herausgegriffenen 
1 1 

Glieder. Diese Summe ist also endlich. Hier ist nur  eine Zerlegung in Gruppen 
leicht zu bewerkstelligen. N~imlich 

~= IX=1  ( a + l ) ~  ( b + t ) ~  - -  b + l  a - ~ i  - +  ( a + l )  2 @ "" 

1 1 1 ÷ ÷ ) +  

(22) 

,,Zerlegt man  eine unendliche Reihe yon Zahlen in Gruppen, vereinigt die 
Zahlen jeder Gruppe dutch Summierung, und  addiert  dann alle Gruppen zu- 
einander, so ist die Endsumme der Summe der unendlichen Reihe der Zahlen 
gleich", a 1, a 2, % a 4 . . . .  sei die Reihe der Zahlen. 

- 1 -  ! t t al , al + al + .. .  die erste Gruppe = b 1, 

a 2 + a~ + a~' + ..- die zweite Gruppe = b~, 

FaBt man  ein Element  ~ ins Auge, so kommt  dasselbe endlich oft in der Summe 
a x + a~ + a 8 + a 4 + ... vor. Es m6ge in den Zahlen a, b . . . . .  g der Zahlenreihe 
vorkommen.  Dann wird es nu t  in soIchen der Gruppen bl, b 2 . . . .  vorkommen,  
welche eine der Zahlen a, b . . . . .  g als Summand  haben. Also wird es in der Summe 
b 1 + b 2 + .. .  genau ebenso oft vorkommen als in a 1 + a s + .... Dies gilt yon jedem 
beliebigen Elemente. Die Umkehrung  des bewiesenen Satzes gilt ebenfalls: 
,,b 1 + b 2 + .. .  sei eine Summe yon unendlich vielen Gliedern. bp lasse sich dar- 
stellen als eine Summe yon unendlichen Zahlgr6Ben. bp = ap-+- @ + @' + . . . .  
Dann  ist ~ b = ~ a." (Voraussetzung ist nattirlich, daft ~. b einen endlichen Wer t  
hat.) 

(23) 
Es ist es nun zu beweisen, dab die Gesetze der Mnltiplikation, die oben fiir 

Summen mit  endlicher Gliederzahl abgeleitet sind auch fiir solche mit  unendlich 
vielen Gliedern gtiltig sind. Das Produkt  (a I + a s + ... ad inf.) (b 1 + b~ + b 3 -¢- ...) 
erhalte ich nach der Definition des Multiplizierens, wenn ich jedes Element,  
welches in der einen Summe vorkommt,  mit  jedem Element  der andern Summe 
multipliziere. Wir  wollen aber zeigen, dab dies P roduk t  gleich ist 

~, ~, axb . -~ - (a lb l+a lb~+axb .+  . . . )+(a~b l+ag .b2+a2b3+ . . . ) + . . . .  (I) 
~=1 p=l 

Zun~chst beweisen wir, dab ~, ~, a~ba endlich ist; vorausgesetzt dab ~,a~ und 
b~ endlichen Wert haben. A sei die Zahl die gr6Ber ist als jeder direkte Bestand- 
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teil von ~.a~, B >  jeder Teil yon ~.b,, dann ist, da jeder Teil (jede Teilsumme 

mit  endlicher Gliederzahl) T von ~, Y'.axb/2 <=~'.a~b/2, wenn l der h6chste Wer t  
1 1 

yon A, m d e r  von/~, welche in jener Teilsumme vorkommen,  ist. Also T <  A • B. 
Daher  ist die bet rachte te  Doppelsumme in der Ta t  endlich. 

Die erste Gruppe yon (I) ist = a 1 (b 1 + b 2 + ...). Dann  sind ¢, cd, . . .  die Ele- 
Inente von al, /5, 7, ~ . . . .  die Elemente  der (ausgeftihrten) Summe ~. b,, so ist 
das ausgeschriebene P roduk t  des Aggregat  von 

/51, ~'1, ~ ~1 . . . .  

Cff/51' 0~'71, ~ '  ~1, " ' "  

Andererseits k o m m t  jedes Glied dieses Aggregates in der (ausgeftihrten) Summe 
al b ~ + al b ~ + ...  vor, also ist 

ebenso: 

albl + alb2 + . . . .  a 1 (b 1 @ b~ + " ") 

(24) 

(al + a, + . . . )c = a l c  + a2c + . . . .  

Also die rechte Seite von (I) und  folglich die linke Seite 

= . . . ) ,  
,~=I /2=1 

was wit beweisen wollten. 

Die Lehre von Produkten  aus unendlich vielen Zahlgr613en, die jetzt  konse- 
quentelaveise folgen miiBte, wird erst sp/iter entwickelt  werden. 

Wir  gehen jetzt  zu den indirekten Rechnungsar ten  fiber. Wir  werden dabei 
linden, dab urn der Subtrakt ion in allen F~illen einen Sinn beilegen zu k6nnen, 
wit das Zahlengebiet erweitern mt~ssen, bei der Division jedoch nicht. Diese 
scheinbare Inkongruenz  rtihrt davon her, dab wir oben schon die genauen Teile 
eingeffihrt haben, also schon dort  das Zahlengebiet und zwar nur auf Grund der 
Division erweitert haben. 

, ,Unter (a - -  b) wollen wir die Zahl verstehen welche zu b addiert,  die Summe a 
ergibt ."  

Also (a - -  b) + b = a. Dies ist die Definitionsgleichung der Subtraktion.  Wenn  
a und  b Zahlen mit  endlicher Anzahl  yon  Elementen sind und  a ist > b so kann  
die Differenz unmit te lbar  gebildet werden. Indem man  n~imlich a in a ' + a "  
umformt ,  so dab a' dieselben Elemente  (und keine andere weiter) wie b enth/ilt 
und  zwar gleich oft, so ist a" die gesuchte Differenz ( a -  b). 

(25) 

Is t  a > b, aber a und  b Zahlen mit  unendlich vielen Elementen,  so k6nnen wir 
die Differenz nicht  direkt bilden und  mtissen daher beweisen, dab auch ftir diesen 
Fall die Differenz ( a -  b) existiert. 

, ,Hat  man  2 Zahlgr6Ben a und  b und  man  kann  beweisen, dab wenn ich zu b 
jedes beliebige Element  , hinzuftige b + e > a wird, so kann  entweder b = a oder 
b > a gewesen sein". 
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a habe  die E lemente  al, ~2, ~3 . . . . .  b die E lemente  /51, /52, /58 . . . . .  b +  e > a 
heil3t nun :  Ich  kann  aus den E lementen  /5,/51,/52 . . . . .  s e i n e  endliche Anzahl  
herausgreifen,  so dab  die Summe der  herausgegriffenen n icht  Bes tand te i l  von a 
ist ,  also > a ist. E n t w e d e r  b r auch t  nun 8 n icht  un t e r  den herausgegriffenen zu 
sein, dann  is t  schon b > a, oder  e muB notwendig  un te r  den herausgegriffenen 
vorhanden  sein, dann  ist  b = a ,  denn jeder  Bes tand te i l  von b is t  dann  auch Be- 
s t and te i l  von  a, und  umgekehr t  kann  es keinen Bes tand te i l  von a geben der  

i = n  

nicht  auch Bes tand te i l  von b w~re. Denn angenommen ~, ~i, w o n  eine be s t immte  
/~=x i = 1  

endl iche Zahl  ist,  sei > als ~/sk ,  wo x jeden  bel iebigen W e r t  annehmen kann,  so 
k=l 

wtirde nach  der  Vorausse tzung x so groB gewRhlt werden k6nnen,  dab  

i = n  k = z  

i = l  k= l  

wo ~ ein beliebiges E|ement ist. Andererseits wiirde 

1 1 

also auch 

was unm6gl ich is t  1. 
1 i i I 

(26) 

Aus dem vorhergehenden  Satz  folgt nun,  dab  wenn a > b ist,  es doch noch 
E lemen te  gibt ,  die zu b add ie r t  werden kSnnen, ohne dab  a aufh6r te  grSBer als 
die resul t ie rende Summe zu sein. I n  der  Reihe der  E lemente  t ,  ~, 1 ~, . . .  sei nun c~ 
das  erste, welches die Eigenschaf t  hat ,  dab  noch a > b + c~ ist.  Wenden  wir  auf 
diese Ungle ichung dieselbe ~lberlegung an, wie bei  der  a > b, so k6nnen wir  ein 
E lemen t  ~' (=< ~) f inden, so dab  noch a > b + c~ + ~' ist.  So k6nnen wi t  ins Un-  
begrenzte  for t fahren,  so dab  

a > b +o~ +o~' +o~" + . . .  +c~ ("). 

Setze ich nun c =o~ +o~' + o ~ " +  . . .  a d  inf., so kann  ich zeigen dab  c endl ich is t  
und  zu b add ie r t  a liefert,  also c = (a - -  b) ist.  b' sei eine GrSl3e die der  Ungle ichung 
gent~gt a < b + b', ftir b" kann  zum Beispiel  a selber gew~hlt  werden,  so folgt, dab  
die Summe von bel iebig vielen GrSBen c~ !deiner als b' sein muB. Also is t  c endlich.  
Man zeigt nun leicht,  dab  jede Zahl ,  die in b + c en tha l t en  ist,  auch in a en tha l t en  
is t  und  umgekehr t  und  schlieBt daraus ,  dab  a----b + c, also der  Def ini t ion gem~B 
c = ~ o ~ = a - - b  ist.  

Wi r  wollen nun das  Zahlengebie t  so erwei tern,  dab  die Sub t rac t ion  immer  
m6glich ist.  Dazu  mtissen wi t  neue E lemen te  einftihren. Wi r  nehmen  nun zu 
j edem der  b is lang be t r ach t e t en  

(27) 

E l emen te  ein demselben entgegengesetz tes  hinzu,  d .h .  ein solches, das  es in e inem 
Aggrega te  yon  E lementen  sein zugehSriges E lemen t  zers t6r t .  Also z. B. is t  a ein 

1 Adolf HURWlTZ note en marge de cette d6monstrat ion:  ,,falsch". 
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Element  (etwa l/n) so fiihren wir ein Element  ~' ein, welches ein Element  ~ zer- 
st6rt, aufhebt,  vernichtet .  Ist  a eine Zahl, welche das Element  c~ enth~lt, also 
a = a 1 + ~, so ist (a 1 + ~) + ~' = a 1. Zu jeder beliebigen Zahl b (die aus bisher 
bet rachte ten  Elementen zusammengesetzt  ist) gibt  es eine sie vernichtende, ihr 
entgegengesetzte Zahl b'; sind ~, fl, 7, $ . . . .  die b konsti tuierenden Elemente,  so 
ist d i e  Zahl, welche aus c~', fl', ~', $', . . .  zusammengesetzt  ist, die Zahl b'. 
((b')' =b. Denn b wird durch b' vernichtet ,  also auch b' dutch b, daher ist b 

identisch mit  (b')'.) Je tz t  ha t  jede Differenz einen Sinn. Ist  n~mlich a<c, so 
ist a - -  c gleichbedeutend mit  a + c', denn (a - -  c) ist definiert dutch (a --  c) + c = a 
und  auch (a + c') + c = a. 

,,Das entgegengesetzte m' emes genauen Telles - -  der Einhelt  t,  ist der nte genaue 
n 

Teil der entgegengesetzten Einheit  1'". 

N~mlich 

a +  + ~ + . . .  + + (o~' +o~' +o~' + ...) = a  

n Summanden  n Summanden  

oder a + 1 + (~' + ~' + ...) = a, daher c~' + c~' + cd + . . . .  t '  und ~' der n te genaue 
Tel l  y o n  1'. 

(28) 

Die Haupte inhei t  soll die positive, die entgegengesetzte soil die negative 
Einheit  genannt  werden, entsprechend den E1ementen. 

Wi t  bet rachten jetzt  Gr6Ben, die aus s~tmtlichen eingefiihrten Elementen 
zusammengesetz t  sein sollen. Eine solche Gr6Be ist endlich, wenn die aus den 
positiven Elementen gebildete Zahl, wie aueh die aus den negativen gebildete, 
jede fiir sich genommen,  endlich ist. (Letztere sind natiirlich mit  der negat iven 
Einheit  zu vergleichen.) Unter  der Summe zweier Gr6Ben verstehen wir die Ver- 
einigung tier Elemente  der einen mit  denen der anderen. An einer Zahl k6nnen 
wit  auBer den auf p. 5 angegebenen Transformationen,  jetzt  noch die folgenden 
vornehmen:  t) 2 entgegengesetzte Elemente  k6nnen einfach fortgelassen werden. 
2) Man kann  zu einer ZMll ein beliebiges Element  zusetzen, muB aber gleichzeitig 
gas entgegengesetzte Element  hinzufiigen. 

Den Begriff der Gleichheit zweier Zahlen des erweiterten Zahlengebietes wollen 
wir so feststellen, dab der Satz giiltig bleibt:  ,,Gleiches zu Gleichem addiert  gibt  

t i 
Gleiehes". a sei = a h + a2, wo a2 das Aggregat  aus allen negativen Elementen 
bedeutet ,  a 1 das aus allen positiven, b sei = 31 -q-b t2 .  

(29) 

Wit  wollen also a = b nennen, wenn z. 13. 

j a + a~ + b~ = el + a~ + a~ + b2 = al + b~, 
a+a2+b2:b+a2+b2;  abet  [b+a~+b2=bl+b~+b2+a~=bl+av  

Also heil3t dann a = b, wenn a~ + b~ = bl + a v Diese Definition s t immt mit  den 
frtiher gegebenen tiberein. Es folgt aus ihr anch, und  das mul3 nachgewiesen werden, 

a=b}  
dab wenn c = d auch a + c = b + d. 
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Bei einer Zahl kSnnen drei verschiedene F~ille eintreten in Bezug auf ihre 
posit, und negat. Elemente. Versteht man n~imlich unter  absolutem Betrag einer 
Zahl die Zahl welche aus der gegebenen entsteht,  wenn ich ihre s~imtlichen Ele- 
mente  auf eine Einheit  beziehe, so kann 

1) der absolute Betrag der positiven Glieder einer Zahl > sein als der absolute 
Betrag der negat iven;  dann heil3t die Zahl, positiv. 

2) das Gegenteil yon t) s ta t t f inden;  dann heil3t die Zahl negativ. 

3) die beiden absoluten Betr~ige kSnnen einander gleich sein. Im  letzteren 
Falle stehen alas Aggregat  aus den positiven Elementen der Zahl im Verh~iltnis 
der entgegengesetzten Zahl zu dem Aggr. aus den negativen Elementen derselben. 
Denn ist a----a 1 + a~ und a 1 = as, so ist eben a~ das Entgegengesetzte von al, denn 
b + (a 1 + as)" = b + a s + a~ = b. Die ZahlgrSBen, bei welchen 3) stat tf indet ,  kSnnen 
zu einer beliebigen Zahl addiert  werden, ohne dab dutch ihr 

(3o) 

Hinzutre ten die Zahl vergr613ert wtirde. Man bezeichnet sie durch O. 0 + a ist 
also = a. 

Ist  a - b = c, so mul3 a = b + c sein, also a + b' = b + b' + c = c, a - -  b ist also 
gleich bedeutend mit  a + b'. Alle S/itze der Addit ion lassen sictl auf die Subtrak-  
t ion iibertragen, a -  a ist = a + a ' =  O. Man bezeichnet aus diesem Grunde das 
Entgegengesetzte  von a durch - - a  (und nictlt dutch  a'). 

I s t  a = - a ~ + a ' s = a x - - a s ,  a l > a s ,  so nennen wir (s. p. 29, 1)) a positivwertig. 
Man kann  dann  a in eine Zahl transformieren, deren negativer Teil einen absoluten 
Betrag  hat,  der so klein angenommen werden kann, als man  will. 

as sei ----- a~ + a 4; ist nun n eine beliebige gauze positive Zahl, so gibt es in der 
± 

2 - - ~ ,  3" -~ ,  sicher ein erstes Glied, welches ~ a s ist, dies sei das Reihe ~ ,  ° . -  

1 ! .  
(# + 1) ~tc Glied, dann i s t / ,  • n < as; setzen wit  nun a 8 = # .  ~ ,  so wird a 4 ~ n '  es 

wird aber a = (a 1 - - a 3 ) - - a  4. (a x --as) kann immer in eine Zahl mit  positiven 
Elementen umgewandel t  werden, da a 1 so transformiert  werden kann, dab a 8 

ein direkter Bestandteil  von a 1 wird. a 4 kann, wie aus a 4 < ! folgt, so klein, als 
n 

man nu t  immer will, angenommen werden. 

(31 ) 

Is t  a eine positive GrSl3e, die aber aus + und  - -  Elementen zusammengesetzt  
ist, a = b - -  c, so gibt es immer eine ihr gleiche, wenn auch nicht  direkt angebbare, 
Zahl, die nur  + Elemente  enth~ilt. Dies folgt aus dem Existenzbeweis der Differenz 
a -  b wenn a > b. Ebenso gibt es, wenn a = b -  c u n d c  > b, eine a gleiche Zahl, 
die nur  negative Elemente  enth~ilt. 

6. Vor l e sung  

, ,Wenu die Summe der ZahlgrSflen al, as, a 3 . . . .  (die + und - -  Elemente  haben) 
eine endliche ist, und  man  zerlegt diese Summe in Gruppen, bildet dann ftir 
]ede Gruppe die Summe der in ihr enthal tenen Zahlen ai, so ist, wenn man  die 
erhaltenen Summen wieder durch Summat ion  vereinigt, das Resultat  gleich der 
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Summe aller ai's".  Jedes Element  c~ k o m m t  n~tmlich in der Summe der ai 's eben- 
sooft vor, als in der Summe aus der Gruppensummen.  Umgekehr t :  ist bl + b2 
+ b 8 + ... endlich und b i ist gleich einer Summe aus anderen Zahlei1 b i = a t + a~ 
+ a ~ +  . . . .  ~.o~ i -  ~.fl~, wo ~ , ~  die Summe s~tmtlicher + Elemente, die in 
a ~ + a ~ +  . . .  vorkommen,  ~fl~ die der - -  Elemente  bedeutet ,  so ist ~ .b~=  

F (a~ + a~ + . - . )  denn es ist b~ + F fl~ ---- F ~ ,  also nach p. 22 un ten  ~. (b~ + ~,fll) = 

~ ~ ,  oder ~ b, = F, (~ ~,-- ~ , )  -- ~. (a~ + a~ +...).  

Wir wollen jetzt  die Bedingung untersuchen, unter  welcher die Summe von 
unendlich vielen beliebigen Zahlgr6Ben einen endlichen Wef t  hat.  

Die Reihe al, as, a 3 . . . .  enth~lt nur  positive 

(32) 

Glieder, welche selbst aber pos~ und  neg. Elemente enthalten k6nnen. Die Summe 
aus diesen Gr613en ist endlich wenn die in derselben vorkommenden  + Elemente 
ftir sich und  die vorkommenden  - -  Elemente  ffir sich eine endliche Sum_me geben 
(s. p. 28) 

~ 1 + ~ 2 + ~ +  "-" + ~ +  ""  

sei eine Summe von nur  positive Elemente  enthaltenclen Zahlgr613en, die einen 
endlichen Wer t  besitzt, dann kann  ich a i so fin eine Differenz b i - - c  i umformen,  
dab c i < ~i wird. Also a 1 ---- b 1 - q,  a s = b~ - -  c 2, a 3 = b 3 - -  c 3 . . . . .  

Nun ist die Summe ( q + c ~ + c ~ +  .. .)  endlich, da ~.ai endlich ist und  es ist 
daher, wenn ~. a i endlich sein soll, notwendig,  dab ~ b~ endlich ist. ~, b~ ist aber 
endlich, wenn es eine angebbare Gr6Be g gibt, die gr6Ber ist, als die Summe be- 

x x x x 

liebig vieler der Gr6Ben a~. Denn da ~ b, ---- F (a, + c,) = F, a, + F, c, und ist 
OO oo v=l v=l ~=i v=l 

~, c. = h, so ist ~, b. < g + h. Man sieht auch leicht ein, dab die Bedingnng ~, a. < g 
v=l 1 

auch notwendig ist. Unter  der Voraussetzung, dal~ es eine Zahl g gibt, die gr6Ber 
ist als die Summe jeder beliebigen aus ax, a s, a~ . . . .  herausgegriffenen Zahlen, ist 
es m6glich a~ + a s + a~ + . . .  so zu transformieren, dab die + Glieder wie die 
- -  Glieder fSr sich eine endliche Summe geben. Dasselbe gilt auch ffir den Fall, 
dab sXmtliche a{s negative Werte  haben. 

Kommen  pos. und  neg. Glieder gemischt vor, so miissen die + und  die - -  Glie- 
der flit sich genommen eine endliche Summe geben. Wit  k6nnen alles vorher- 
gehellde 

(~) 

nun so zusammenfassen:  , ,Damit  die Summe aus unendlich vielen Zahlgr6Ben 
endlich sei, ist notwendig und hinreichend dab es eine endliche angebbare Gr613e 
g gibt, welche gr6Ber ist als die aus beliebig vielen der Zahlgr6Ben gebildete Summe, 
die Zahlgr6Ben ihrem absoluten Betrag  nach genommen".  

Is t  nSmlich ax + a s + a~ + ..- die unendliche Summe, und A~ der absolute 
Betrag  yon a~-, so muB die Summe tier absoluten Betfitge yon  beliebig vielen der 
positiven Glieder der Zahlengr613e a~, a s, a~. . .  wie die yon beliebig der neg. 
Glieder kleiner sein als eine angebbare endliche Gr6Be, also auch die Summe der 
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absoluten Betr~ge yon beliebigen und beliebig vielen der GrSBen der Zahlenreihe 
a 1, a 2, a a ... Anderseits ist auch leicht zu zeigen, dab die Bedingung hinreichend ist. 

(GewShnlich definiert man  die Summe einer Reihe a 1 + a 2 + a a + -.. folgender- 
mal3en: Man soll zn a 1 das folgende Gliecl a s addieren, zu dieser Summe s~, die 
Zahl a a, zu der resultierenden Zahl s a die Zahl a 4 u. so fort. N~hert  sich nun s~ 
mit  wachsenden n einer best immten Grenze a, so nennt  man  die letztere die 
Summe der Reihe. a heiBt also dann die Summe der Reihe, wenn a - - s ~  > ~ nur  
ftir eine endliche Anzahl von n 's  ist, wo ~ eine beliebig kleine angenommene 
GrSBe ist. Dies s t immt  nicht  mit  unserer Definition iiberein. Das Wesentliche bei 
der Addit ion ist niimlich die Unabh~ngigkeit  der Resultates v o n d e r  Anordnung 
der Glieder. Diese Unabh~ngigkeit  ist bei unseren als summierbar  bezeichneten 
Summen bewahrt ,  nicht  aber bei allen den Reihen ftir welches ,  sich einer Grenze 
n~hert mi t  wachsendem n. Z.B. 1, _½,  ~,1 ~, ~,1 .. .  ist eine Reihe von Elementen,  
welche nach unserer Definition nicht 

(34) 
summierbar  ist, da die negativen Elemente fiir sich genommen eine unendlich 
grol3e Summe ergeben; ebenso die positiven Elemente. Nichts desto weniger 
besitzt nach der gew6hnlichen Definition der Summe als lim(s~) die Reihe 
eine Summe;  dieselbe ist aber nicht  nnabh~ngig yon der Anordnung der Glieder; 
(1--  ½) + (½-- ~) + (~ - -  {) + .. .  ergibt eine andere Snmme, als (t + ~ _ ~ ) + 1  1 
(~+1 1 1 ~ +(~+~-~) ~- -~)  + . . . .  Die obige Summe kann man  daher nur  konven- 

~,  bezeichnen; streng genommen muI3 sie durch 
I 

tionell durch (--1) ~-1 • 
v = l  

lim - - 1 )  ~ - 1  • bezeichnet werden. Die yon nns als summierbar  bezeichneten 

Reihen heigen unbedingt  convergent,  dagegen die v o n d e r  Anordnung der Glieder 
abhS.ngigen, bedingt convergent.  Im  folgenden ist unter  einer summierbaren 
Reihe immer eine unbedingt  convergente zu verstehen.) 

Multiplikation yon Zahlen, die aus beliebigen Elementen zusammengesetzt sind. 
Unter  P roduk t  zweier solcher Zahlen verstehen wir das Aggregat  aus allen mSg- 
lichen Produkten  der Elemente  der einen mit  den Elementen der andern. Es 

fragt sich nun, welche Bedentung hat  : ( - - t ) ( + 1 ) ,  ( + t ) ( - - t ) ,  ( - - t ) ( - - t ) ,  ( - -  m) "~-' 
1 1 

( 3 5 )  

Soll das Hauptgesetz  der Multiplikation (a + b) c = a c + a b bestehen bleiben, 
so muB ( a + b ' ) c + b c = ( a + b ' + b ) c = a c + b ' c + b c  oder da a + b ' + b = a  ist, 
a c = a c + b ' c + b c  b'c ist also das Entgegengesetzte  von bc oder ( - - b ) . c =  
- - (b .  c). Also ( - - t )  • t = - - ( t  • 1 ) = - - 1 ,  1 • ( - - t )  (wenn man  bedenkt,  dab 
- -  ( - - t )  = + I  ist) = - - t ,  ( - -1 ) ( - -1 )  = - - ( - - t )  = + t .  

m m m m Summanden  + n + n + "'" n Summanden  = ( - - t )  • t .  

( _ ~ )  ! .  also ( t )  t 1 Ebenso ergibt Andererseits auch = m .  n - -  " n '  - - m -  n = - -  ran" 

- -  = ~v/¢ • ~ - -  - -  = ~4¢ • $¢- " 

8 A r c h .  H i s t .  E x a c t  S c i . ~  V o L  I O  
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Wi r  zeigen je tz t ,  dab  wenn eine Zahl  a -  b = a  + b' endlich und  ebenso eine 
Zahl  c - - d  =c- t -d ' ,  auch deren P r o d u k t  H einen endl ichen W e r t  hat .  Es is t  
H = ( a + b ' ) ( c + d ' ) = a c + ( a d ) ' + ( b c ) ' + b d = a c - - a d - - b c + b d .  D a  nun jede 
dieser  4 Zahlen,  wie frfiher bewiesen,  einen endl ichen W e r t  hat ,  so is t  auch das  
Aggrega t  aus ihnen endlich.  Es  l~Bt sich j e t z t  le icht  nachweisen,  dab  ein P r o d u k t  
seinen W e r t  n ich t  ~tndert, wenn Gleiches ffir Gleiches e ingesetzt  wird.  Alle Gesetze 
der  Mul t ip l ika t ion  b le iben  auch ffir das  e rwei ter te  Zahlengebie t  bestehen.  

Division einer beliebigen Zahl durch eine andere. 

(36) 

Wir  zeigen je tz t ,  dal3 es immer  eine Zahl  e gibt ,  die wenn a und  b zwei andere  ge- 
gebene Zahlen  sind, der  Gleichung c - b = a genfigt. Die Zahl  c wird,  als aus a und  

° ( b gefunden,  durch  das  Symbol  a:b oder ~- bezeichnet .  Letz teres  Symbol  f indet  

seine Berecht igung dar in ,  dab  ~ .  n = 1 ist. Wi r  b rauchen  nur  die Exis tenz  der  

1 
Zahl  ~- zu beweisen.  Denn  ist  

aus einer endl ichen Anzah l  von 

Trans fo rma t ion  auf die F o r m  

1 t a t 
~ - . b = t ,  s o i s t a . ~ . b = a a l s o ~ - = a . ~ - .  I s t  b 

E lemen ten  zusammengese tz t ,  so l~igt sich b durch  

1 br ingen (# und  n Vielfaches der  Einhei t ) .  # ' G  

1 1 denn I t 1 t . D a n ~  ist  u n m i t t e l b a r  T = n .  ~- ~- -  b = n --'~ # n = t ,  also genfigt ~- m 

der  T a t  der  Defini t ionsgleichung.  
b sei nun eine aus unendl ich  vielen E lemen ten  gebi ldete  posi t ive  Zahl.  Dann  

l~iBt sich immer  eine Zahl  (Vielfaches der  Einhei t )  m finden, so dab  m > b, 
m -  t < b (m = b  f t ihr t  auf  den  schon be t r ac h t e t e n  Fal l )  m > b, m -  t < b gibt  

1 t 
b = m - - b  1, wo b 1 < t ;  b - -  m - - b  1 " Nun  bes tehen  folgende Ident i f f i t en :  

1 t bl  
m - - b 1 - -  m + r e ( m - - b 1 ) '  

bl bl b~ 
m ( ~ - -  hi) - m2 + m2 ( ~  _ b~) ' 

b~ bl bl 
m 2 ( m - b z )  - -  m a -1- m ~ ( m - b l )  ' 

(37) 
Also 

1 t t 1 1 ± / ~ v - 1  I 1 
m--b~ - -  m + b ~ ' ~ + b ~ ' ~ + b l  8. m ~ + . - - . v ~  mr + b [  my(m--b1) ' 

1 t 1 1 
m - - b  1 - -  m + ~ ' b l  + b ~ ' ~ - + ' ' "  in inf. 

Man muB nun zeigen, dal3 diese Reihe einen endl ichen W e r t  ha t ,  und  mi t  b mul t i -  
1 t 

plizier t  exac t  I ergibt .  Nun  ist  b~ • ~ < m~+~, da  b~ < t .  Also 

r=v~ b~ - 1  t r=v t 1 1 
" ~ - ; < ~ _ _ 1  ~ - <  m - - ~ ;  m - - I  
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ist also gr6ger als die Summe beliebig vieler aus unserer Reihe herausgegriffener 
Glieder, die Reihe besitzt somit eine endliche Summe. Mit b oder m -  b 1 multi-  
pliziert liefert sie aber 

I + b ~ .  I t +  bl" ~ -  ~ + .. .  

t 
I --b~ ms - - b  1 . ~ -  

1 1 
Ist  b negativ, so folgt aus _ b - -  b dab auch in diesem Falle der Quotient  

t eine Zahl aus unserem Zahlengebiet ist. Da - -  (--b)  = +  ~ -  b = l  ist, - -b 
so ist ( - -  b )  in der Tat  1 

- -  - b  ' )  
a . 

~- 1st also eine in allen F~illen existierende Zahlgr6Be. Exac te r  ist der Existenz- 

beweis von ~- so zu ftihren, dab man v o n d e r  Reihe I + 7 ~ / ~ + ~ / J  + . . .  

nachweist, dab sie endlich ist (b = m-- f l )  und dab sie mit  b = m - - f l  multipliziert 
exact  t gibt. 

(8~) 
• . . 

E i n l e i t u n g  in  d ie  F u n k t i o n e n t h e o r i e  

Geschichtliche Entwick lung  des Funkt ionsbegri f fs  

Verknfipft man  beliebig angenommene Zahlen a, b, c, d . . . .  zu zweien dutch 
die 4 bis jetzt  behandelten Rechnungsarten,  so erh~tlt man  eine neue Reihe yon 
Zahlen. Diese letzteren m6gen wieder untereinander und mit  den Ausgangszahlen 
verkniipft  werden zu einer dr i t ten Reihe von Zahlen u.s.f. Jede in einer beliebigen 
Reihe stehende Zahl F wird dann formell aus den Zahlen a, b, c, . . .  zusammen-  
gesetzt sein. Der Rechnungsausdruck F ist eine best immte Zahl, so lange 
a, b, c . . . .  bes t immt an- 

(82) 

genommene Zahlgr6Ben sind. Man nannte  nun urspriinglich F eine Funkt ion  von 
a, b, c . . . .  wenn man sich vorbehielt fiir a, b, c, d , . . .  jecle beliebige Zahlgr6Be 
w{ihlen zu k6nnen, so dab F andere und  andere Werte  annehmen kann, wenn 
man  a, b, e, d . . . .  andere und andere Werte  beilegt. 

Diese Definition der Funkt ion  erweitert sich zun~ichst dadurch,  dab man  neben 
den 4 Grundoperat ionen noch andere einfiihrte. Indem n/imlich das Produkt  aus n 
gleichen Faktoren  b, abgekiirzt b ~ geschrieben wurde, ents tand die Frage, b aus a 
und n so zn finden, dab b~=  a ist. Mit andern Wor ten :  man  fiihrte das Radizieren 
als Operation ein, symbolisch angedeutet  durch ~/~. Alles was durch diese letzte 
und die 4 Grundoperat ionen aus einer Anzahl unbes t immt gelassener Zahlen 
a, b, e , . . .  zusammengesetzt  werden konnte,  nannte  man  Funkt ion  der Gr6Ben 
a, b, e . . . .  Mit tier Ausdehnung der Potenz ganzzahliger Exponenten  auf solche mit  
bdiebigen Exponenten,  ergab sich die neue Operation des Logarithmierens. 

8 *  



t 16 P. DUGAC : 

Durch die Forderung, dab eine Funktion in dem bisher entwickelten Sinne 
genommenen einer Zahl gleich sein sollte, /(a, b, c . . . .  )----m, kann man auf die 
Erweiterung 

(83) 
des Funktionsbegriffes dutch Gleichungen. Man nannte eine Gr6Be einer be- 
liebigen Gleichung (in der die bis jetzt  angegebenen Operationen vorkommen) 
eine Funktion der iibrigen in derselben vorkommenden und unbestimmt ge- 
lassenen GrSgen. Man konnte nun noch ftir solche Funktionen bestimmte Symbole 
einftihren u.s.f. 

Eine andere und scheinbar sehr allgemeine Definition einer Funktion gab zuerst 
J. Bernoulli. 

,,Wenn zwei ver~inderliche Gr6Ben so miteinander zusammenh~ingen, dab 
jedem Wert der einert eine gewisse Anzahl bestimmter Werte der andern ent- 
sprechen, so nennt man jede der Gr613en eine Funktion tier andern". Z. B. die 
Koordinaten eines Punktes einer Kurve sind Fnnktionen des Bogens, der zwischen 
ihm und einem fest angenommenen Punkte liegt. Auch in der Mechanik treten 
viele Beispiele auf, welche die Bern. Definition reehtfertigen. 

Dieselbe gilt jedoch zun~tchst nur far reelle Zahlen. Sie ist aber iiberhaupt 
vollkommen unhaltbar und unfruchtbar. Es ist n~imlich unmSglich aus ihr irgend- 
welche allgemeine Eigenschaften der Funktionen abzuleiten und wenn dennoch in 
neuerer Zeit die Analysten, welche die Bern. Definition adoptierten, 

(84) 

die Funktionentheorie erfolgreich behandelten, so war dies die Folge davon, dab 
sie stillschweigend noch andere Eigenschaften der Funktionen voraussetzen, als 
die, welche aus der Bern. Definition folgen. So z.B. folgt aus der besondern 
Definition dnrchaus nicht, dab jede Funktion einen Differenzialquotienten hat, 
letzterer definiert aJs der Koeffizient yon h, in dem Ausdruck (y = / (x ) ,  y + k = 
/ ( x + h )  gesetzt): k = / ( x + h ) - - ] ( x ) = c h + q h .  Selbst dann nicht l~igt sich die 
Existenz des Koeffizienten c beweisen, wenn man annimmt, dab die Funktion 
stetig sei. (Bertrand ftihrt einen solchen Beweis, derselbe ist jedoch falsch.) Es gibt 
n/imlich wirklich Funktionen, die stetig sind und nicht differenzierbar sind. Z.B. 

x = b cos (at) + b ~ cos (a~t) + b a cos (aat) + ...~ b 
< t.  

y -= b sin (at) + b ~ sin (a~t) + . . .  / 

Diese Funktionen haben ftir jedes t einen endJichen Wert, aber keinen Diffe- 
renzialquotienten, sobald a b > t ist. 

Die Fourier'sche Darstellung yon Funktionen, die in Bernoullischer Weise 
definiert sind zwischen einem Intervall a bis b, ist, wie 

(85) 

Dirichlet gezeigt hat nur anwendbar, wenn die Funktion in dem Intervall a bis b 
eine endliche Anzahl Maximis und Minimis hat. 

Der n/ichste Fortschritt  in dem Funktionsbegriff wird durch die Einffihrung 
complexer Argnmente bezeichnet. Da man sah, dab jeder Satz, den man fiber 
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Gleichungen mit reellen Wurzeln gefunden hatte, auch dann noch gtiltig bleibt, 
wenn nicht alle Wurzeln reell sind, sondern andere in der symb. Form a + b V ~ t  
(wo V - t  definiert war dutch die Gleichung V ~ T .  ] / z i - - - l )  und man genau so 
mit diesen letztern Gr6Ben rechnet, als wiiren sie reell, so lag es nahe auch komplexe 
Gr6Ben a + b V ~ l  als Argulnente einzuftihren. 

(Gauss bewies, dab jede ganze rationale Funktion ](x) sich ill lineare und 
quadratische Faktoren spalten l~iBt. Da bei quadratischen Gleichungen nun, wenn 
die Wnrzeln nicht reell sind, dieselben in der Form a + b V ~ l  erscheinen, so ist klar, 
dab jede beliebige Gleichung, sowohl reelle, als auch komplexe Wurzeln haben 
kann.) 

Diese Erweiterung der Argumente geschah zuerst ar~ der Exponentialfunktion 
e ~. Euler erhielt durch Einffihrung von a+ bi all Stelle von x in eL letzteres 

(86) 

definiert als ~, x~ ~T '  die Moivreschen Relationen zwisehen e*, sin x und cos x und 

sail, dab alle Folgerungen, die aus diesen Relationen sich ergeben, richtig waren. 
Nun wurden auch ftir andere Funktionen komplexe Argumente eingeftihrt. Bei 
solchen Erweiterungen von Funktionen, die nur ffir eine besehr/inkte Anzahl yon 
Argumenten definiert waren, kam es immer darauf an, dieselbe so zu stellen, dab 
die ffir die nicht erweiterte Funktion gefundenen S~tze auch ffir die erweiterte 
bestehen blieben. 

Aus der Bernoulli 'sehen Definition der Funktion ist die M6glichkeit einer 
solchen Erweiterung nicht zu ersehen. Und in der Tat  gibt es aueh Funktionen 
(in Bernoulli 's Sinn) welche keine Erweiterung zulassen - -  nicht analytische - -  
und solche, deren Definition auf das ganze Zahlengebiet zu erweitern m6glich ist, 
heiBen analytische. 

/(x) sei ein aus a, b, c . . . .  x zusammengesetzter Ausdruck, so ist /(u + v i )=  
p + qi zu setzen. Also 

/ ' ( u + v i ) = - Z d ~  . ~q 

Also 

und i ]' (u + vi) = TV- + i 0 P  ovOq . 

(87) 

op Oq . op Oq 
o~-= o~-'  o ~  - -  or"  (I) 

Diese Differenzialgleichungen gelten ftir jede durch Rechnungsoperationen dar- 
gestellte Funktion. Demgem~tB kann man die analytische Funktion so definieren: 
p + q i  ist eine analytische Funktion von u + v i ,  wenn p, q von u und v so ab- 
hiingen, dab die Gleichungen (I) gtiltig sind. Diese Definition rechtfertigt sich 
allerdings, indem man sp~iter sieht, dab sie fiir alle Funktionen auf die man st6Bt, 
sie befriedigen; sie setzt jedoch die Kenntnis und M6glichkeit tier Ableitung 
voraus, ist also wohl schlecht geeignet, um yon ihr aus die Theorie der analytischen 
Funktionen zu begrtinden. 

Wie wir nun oben immer yon Einfacherem zu Schwierigerem gegangen sind, 
so wollen wir auch jetzt  von den einfachsten Funktionen (den sog. rationalen) aus- 
gehen. Dann den Funktionsbegriff erweitern durch Betrachtung von Ausdrticken, 



18 P. DUGAC : 

die aus unendl ich  vielen ra t iona len  F u n k t i o n e n  zusammengese tz t  sind. Es  wird  
sich zeigen, daB 

{88) 

wir  schon dann  die Mit te l  haben,  jedes bel iebige Abh~ngigkeitsverh~il tnis  zwischen 
Gr6Ben zu behande ln  1. 

Append ice  II  

Karl Weierstrass 

Differentialrechnung 

Ausarbe i tung  der  Vorlesung an dem K6nig.  Gewerbe ins t i tu t  zu Berl in 
im Sommersem.  186t von H. A. SCHWARZ ( Ins t i tu t  Mit tag-Leff ler)  

(Extra i t s )  

Das  vor l iegende Hef t  enth~tlt eine kurzgefaBte Ausa rbe i tung  der  Vorlesung 
fiber die Different ia l rechnung,  welche Her r  Professor  Weiers t rass  an dem K6nig-  
l ichen Gewerbe ins t i tu te  zu Ber l in  im Sommersemester 1861 gehat ten  hat .  D a  diese 
Vorlesung die ers te  Vorlesung fiber Different iMgleichungen gewesen ist, die ich zu 
hSren das  Gliick gehab t  habe,  und  da  die Ausa rbe i tung  derselben noch vor  dem 
Schlusse des Sommersemes te rs  186t vol lendet  werden muBte, so is t  die Ausarbei -  
t ung  mi t  all den  Schw~chen und  Unvo l lkommenhe i t en  behaf te t ,  welche bei einer 
ers ten  solchen Arbe i t  nur  zu leicht  erkl~rl ich sind. 

Der  Beweis fiir den Lehrsa tz :  , ,Eine s te t ige  Funk t ion ,  deren  erste Able i tung  
innerha lb  eines be s t immten  In te rva l l e s  des Argumen te s  i iberal l  gleich Null  ist,  
reducier t  sich auf eine K o n s t a n t e "  is t  in der  vor l iegenden Ausa rbe i tung  n icht  
en tha l ten .  
• ° . 

H. A. Schwarz 

1 Au sujet  de la remarque de WEIERSTRASS su r  BERTRAND, page 84 de la r6daction 
de HIJRWITZ, notons que d6j~ A. M. AMPERE affirme, ~ la page t49 de son article 
<~Recherches sur quelques points de la th6orie des fonctions d6riv6es qui conduisent 5~ 
une nouvelle d6monstration de la s6rie de Taylor, et ~ l 'expression finie des termes 
qu'on n6glige lorsqu'on arr~te cette s6rie 5. un terme quelconque~> (Journal  Ecole 
Polytechnique 6 (1806), 148--179), qu'une fonction quelconque de la variable x est 
d6rivable en tout  point, ~ ~ l 'excepfion de certaines valeurs particuli~res et isol6es de x ~>. 

Louis POINSOT darts son article <~ Des principes fondamentaux et des rggles g6ngrales 
du calcul diff6rentieb~ (Correspondance sur l 'Ecole imp6riale polytechnique, publi6e 
par  M. Hachette ,  3 (1814), 11t--123), apr~s avoir donn6 p. 115 une d6finition de la 
fonetion d 'oh sortira directement  celle de DIRICHLET (Si o n  considgre <~une quanti t6 
y qui d6pende continuellement d 'une autre x par  une loi quelconque, y sera ce qu'on 
appelle une fonction de x~>), <~d6montre,> que route fonction continue est d6rivable, 
<~et c 'est  ce que la consid6ration d 'une courbe et de sa tangente,  dont  l 'existence n 'es t  
pas douteuse, fair voir d'ailleurs avee la derni~re 6vidence ~. 

Ernest  LAMARLE dans son livre ~ Expos6 g6om6trique du calcul diff6rentiel ~>, Mallet- 
Bachelier, Paris 1861, fair aussi, pp. 96--99, une <~d6monstration ~ g6om6trique de la 
d6rivabilit~ d 'une fonction continue. 
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(t) 

Differentialrechnung 
Vorgetragen yon Herrn Professor Weierstrass 

(H. A. Schwarz) 

Di ff er entialr echn ung 

I m  Gegensatz zu einer unver~inderliehen Gr6Be oder Constante, welche nur 
einen Wert  annehmen kann, heiBt eine ver~inderliche Gr~fle solche, welche nicht 
bloB rnehrere einzelne, sondern unendlich viele Werte annehmen kann. Es kanu 
vorkornrnen, dab eine ver~inderliche Gr6Be jeden rn6glichen positiven und nega- 
tiven Wert  annehrnen kann, dann heiBt sie eine unbeschr~nkt ver~inderliche Gr6Be. 
Eine ver~inderliche Gr6Be kann auch beschr~inkt ver~inderlich sein und eine untere 
oder obere Grenze, oder beide zugleich haben. Die Werte, welche eine ver~inder- 
liche Gr6Be annehrnen kann, k6nnen einer oder rnehreren stetigen Folger~ ange- 
h6ren, wenn die ver~inderliche Gr6Be alle m6glichen Werte zwischen zwei Grenzen 
annehmen kann. Die Differentialrechnung besch~iftigt sich nur rnit solchen stetig 
ver~nderlichen Gr6Ben. 

Zwei ver~inderliche Gr6Ben k6nnen in einem solchen Zusarnmenhang stehen, 
dab zu je4ern bestimrnten Werte der einen ein bestimrnter Wert  der andern geh6rt, 
so heiBt die letztere eine Funktion der ersteren. Es kann sich diese Beziehung auf 
rnehrere ver~inderliche Gr6Ben ausdehnen; hiernach unterscheidet man Funktionen 
mit einer, rnit rnehreren ver~inderlichen Gr6Ben. Geh6rt zu einern Werte der einen 
ver~inderlichen Gr6Be stets nur ein Wert einer andern, so heiBt die letztere eine 
eindeutige Funktion und einwertige Funktion der ersten. Geh6ren zu einern Werte 
der einen Gr6Be rnehrere Werte einer andern, so heiBt die letztere eine mehrdeutige 
Funktion der e r s t e r e n . -  Das Kriteriurn einer 

(2) 

Funktion ist, dab die eine ver~inderliche Gr6Be sich irn Allgemeinen urn ein be- 
st immtes ver~indert, sobald eine bestirnmte Aenderung der andern angenommen 
ist. - -  

Is t  [(x) eine Funktion yon x und x ein bestirnrnter Wert, so wird sich die 
Funktion, wenn x in x + h iibergeht, in [ (x + h) ~indern; die Differenz ] (x + h) 
- - [  (x) nennt man die Ver~inderung, welche die Funktion dadurch erf~ihrt, dab das 
Argument von x in x + h iibergeht. Ist  es nun rn6glich, ftir heine Grenze ~ zu be- 
stimmen, sodaB fiir alle Werte von h, welche ihrern absoluteu Betrage noch kleiner 
als 6 sind, [ (x + h) - - [  (x) kleiner werde als irgendeine noch so kleine Gr6Be e, so 
sagt man, es entsprechen unendlich kleine Aenderungen des Arguments unendlich 
kleinen Aenderungen der Funktion. Denn man sagt, wenn der absolute Betrag 
einer Gr6Be kleiner werden kann als irgendeine beliebig angenornrnene noch so 
ldeine Gr6Be, sie kann unendlich klein werden. Wean nun 

(3) 

eine Funktion so beschaffen ist, dab unendlich kleinen Aenderungen des Argu- 
ments unendlich kleine Aenderungen der Funktion entsprechen, so sagt man, dab 
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dieselbe eine continuierliche Funktion sei vom Argument,  oder dab sie sich stetig mit  
diesem Argument ~ndere. 

Lehrsatz. Wenn eine continuierliche Funktion yon x fiir einen best immten 
Wert  x 1 des Argumentes einen best immten Wert  der Funktion yl, und ftir eillen 
andern best immten Wert  x~ einen best immten Wert  der Funktion y~ hat  und 
ist Y3 ein beliebiger Wert  zwischen y~ und Y2, so muB zwischen x~ und x 2 wenigsteus 
ein solcher Wert  x8 liegen, fiir welchen die Funktion Y3 annimmt. 

Zum Beweise dienen folgende Hiilfss~tze. 
Is t  y = / ( x )  eine continuierliche Funktion von x und Y0 =/(Xo) nicht Null, so 

werden die Werte /(x) der Funktion, fiir alle Werte von x, welche in der Nachbar- 
schaft von x 0 liegen, d.h. fiir welche die Differenz x - -  x o ihrem absoluten Betrage 
nach eine best immte Grenze nicht t~berschreitet, dasselbe Vorzeichen haben 

als l(xo). 

(4) 
• o , 

Die Werte, welche eine continuierliche Funktion annimmt oder annehmen kann 
geh6ren auch einer stetigen Folge an; daher rechtfertigt sich ihre Benennung. 

(5) 

Grundbegriffe der Differentiatrechnung 

Die vollst~ndige Ver~illderung /(x + h)--/(x),  welche eine Funk t ion / (x )  da- 
durch erf~hrt, dab x in x + h fibergeht, l~iBt sich im allgemeinen in zwei Teile zer- 
legen, von denen der eine der Aenderung h des Argumentes proportional ist, also 
aus h und einem yon h unabh~ing igen-  in Bezug auf h c o n s t a n t e n -  Faktor  be- 
steht, also unendlich klein wird, wenn h unendlich klein wird, oder gleichzeitig 
mit  h unendlich klein wird, der andere aber nicht bloB an und ftir sich unendlich 
klein wird, wenn h unendlich klein wird, d.h. noch unendlich klein wird, wenn man 
ihn mit  h dividiert. 

Bezeichnet he ine  Gr6Be, welche unendlich kleine Werte annehmen kann, und 
ist ~ (h) eine beliebige Funktion von h v o n d e r  Eigenschaft, dab sie fiir unendlich 
kleine Werte yon h ebenfalls unendlich klein wird (d. h. dab sich stets sobald eine 
best immte noch so kleine Gr6Be e angenommen ist, eine Gr613e 6 best immen l~iBt, 
sodaB fiir alle Werte yon h, deren absoluter Betrag kleiner als 6 ist, 9 (h) kleiner 

als e wird) - -  so kann es vorkommen, dab auch noch 9h(~h) eille Funktion von h ist, 

welche ftir unendlich kleine Werte yon h selbst unendlich klein wird; in diesem 
Falle sagt man q~ (h) wird flit unendlich kleine Werte yon h i m  Verh~iltnis zu h 
unendlich klein. Der erste der Ver~nderung des Argumentes proportionale Tell 
der ganzen Ver~nderung der Funktion heiBt Differential~nderung oder Differential 
und wird durch ein der Funktion vorgesetztes karakteristisches d bezeichnet, 
w~hrend ein vorgesetztes A die ganze Ver~nderung bedeutet.  Dem analog schreibt 
man auch fiir h, da von x die einfachste Funktion x selbst ist, d x, eine yon x 
ganz unabh~ingige Gr6Be, welche unendlich klein werden kann. - -  Je kleiner d x 
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oder h genommen wird, umso weniger wird die Differential~nderung yon der 
ganzen Ver~nderung abweichen, der Unterschied kann durch Verkleinerung von 
dx kleiner gemacht werden als je- 

(6) 

de noch so kleine GrSBe; man hat daher das Differential als die VerAnderung 
erkl~rt, welche eine Funktion erleidet, wenn sich ihr Argument um eine unendlich 
kleine Gr6Be ~ndert. 

Das Differential einer Funktion hat also im allgemeinen die Gestalt d/ (x )= 
p • d x; der Faktor  p, mit  welchem das Differential des Argumentes multipliciert 
werden mul3, damit das Differential der Funktion entsteht, heil3t Differential- 
coefficient oder Differentialquotient. Er  ist im allgemeinen wieder eine Funktion 
von x und da er auf eine bestimmte Weise yon ](x) abgeleitet ist, so heist  er 
die Ableitung der Funktion und wird geschrieben /' (x). Diese Funktion ist also 
vollstRndig und unabh~ngig von der VerRnderung des Argumentes. 

Lehrsatz. Hat  eine Funktion ftir einen bestimmten Wert x des Arguments einen 
Differentialquotienten, so kann es ft~r die Funktion und denselben Wert  von x 
keinen zweiten yon diesem verschiedenen geben. 

Es sei gelungen, /(x + h)--/(x) in der angegebenen Weise zu zerlegen ----ph 
+ h (h), worin (h), eine mit  h unendlich klein werdende Gr6Be bezeichnet; es ist 
zu zeigen, daI3 diese Zerlegung die einzig mSgliche ist. 
. . . 

Dividiert man das Differential einer Funktion dutch das Differential des 
Argumentes, so erh~lt man den Differentialcoefficienten; er heiBt aus diesem 
Grunde auch Differentialquotient: 

d/(x) =p =/' (x). dx 

(7) 

Hi~l]ssdtze zur Bestimmung der Di][erentiale 
t. 

Sind ]1 (h) und ]3 (h) zwei Funktionen, welche gleichzeitig mit  ihrem Argument h 
nnendlich klein werden, so ist auch ihre Summe [1 (h) + /2  (h) eine solche Funktion. 

Es sei e eine beliebige noch so kleine GrSi3e; man zerlege es in zwei Teile 
el + e2 und bestimme $ so, dab ffir alle Werte von h, welche ihrem absoluten 
Betrage nach ~ nicht fiberschreiten, sowohl ]1 (h) < e 1 als auch/~ (h) < e~. ist, dann 
ist [~ (h) + /~  (h) < el + e2. Derselbe Satz gilt auch bei der Addition mehrerer solcher 
Funktionen, welche mit  h gleichzeitig unendlich klein werden. - -  

(35) 
° • ° 

Es gibt nun abet anch GrSBen, die sich dutch die Einheit und Teile der Einheit 
nicht ausdri~cken lassen; bei ihnen wendet man die Form der unendlichen Reihe 
an. Wenn irgend eine GrSl3e in Form einer unendlichen Reihe ausgedrfickt wird, 
so ist der Sinn der, dab die Summe der n ersten Glieder dem Werte tier GrSl3e 
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zwar nicht gleich ist, daB sie aber durch Vergr6Berung yon n demselben so nahe 
gebracht werden kann, als man nur immer will, oder es muB der Rest, der bei n 
Gliedern am vollen Werte noch fehlt, yon der Beschaffenheit sein, daB er dutch 
Vergr6Berung yon n kleiner gemacht werden k6nne als jede beliebig angenom- 
mene noch so kleille Gr613e. Bezeichnet man also den Rest, der nach n Gliedern 
noch bleibt, mit R~, so muB, wenn 8 eine beliebig angenommene kleine Gr6Be 
bezeiehnet, sich stets eine Gr6Be e angeben lassen, sodaB ffir alle Werte yon n die 
gr6Ber sind als e, R~ dem absoluten Betrage noch kleiner ist als 8. 

In der Differentialrechnung wird nun zu untersuchen sein, wie eine solche 
Darstellung oder Entwicklung einer Funktion dutch eine unendliche convergente 
Reihe m6glich ist und die Bestimmung der Grenze des Restes zu geben sein, welche 
letztere ein Kriterium ffir die Convergenz der Reihe abgibt. 

(37) 

Vermittelst dieser Reihenentwicklungen kann man sin x und cos x in eine 
unendliche Reihe en twicke ln . . .  

. . .  Aus diesen Reihen kann man alle Eigenschaften der trigonometischen 
Funktionen herlei ten. . .  

(38) 
• • o 

Andere (Cauchy's) Restbestimmung ftir die Taylor'sche und Maclaurin'sche 
Reihe. 

(42) 

Funktionen mehrerer verdnderlicher Gri~/3en 

Es kann eine ver/tnderliche Gr6Be so im Zusammenhange mit zwei andern 
ver/inderlichen Gr6Ben stehen, dab zu je zwei Werten yon diesen ein bestimmter 
Wert jener geh6rt, es heiBt jene in diesem Falle eine Funktion dieser beiden. So 
gibt es auch Funktionen mehrerer ver~nderlicher Gr6Ben. 
• . o 

(43) 
. o ° 

Lehrsatz. Es sei /(x, y) eine Funktion von zwei Ver~nderlichen, welche selbst, 
so wie ihre ersten und zweiten Ableitungen stetig seien; es soll bewiesen werden, 
dab 

8y Ox 

(64) 

Differentiation unendlieher Reihen 

Es kommt h~ufig vor, daB eine Funktion aus unendlich vielen anderen zu- 
sammengesetzt ist. Es kann sich eine Funktion z. B. als eine Summe oder Produkt 
von unendlich Gliedern darstellen lassen. Es solt nun untersucht werden, wie 
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sich eine solche durch eine unendiiche Reihe dargestellte Funkt ion  differentieren 
l~l]t; denn der SchluB, dal3 die frtiher entwickelten Regeln ohne weiteres auch ft~r 
eine Summe aus unendlich vielen Gliedern gelten, ist nicht  strenge und  h~ufig 
sogar unrichtig. 

Es sei nun eine Reihe gegeben, deren einzelne Glieder stetige Funkt ionen einer 
ver~nderlichen Gr613e seien u n d e s  sei angenommen, 

]o (x) + ]1 (x) + / 3  (x) -+- ]~ (x) + ... in infinitum 

dab dieselbe convergent sei fur alle zwischen zwei gegebenen Grenzen liegende 
Wer the  yon x, so ist zun/~chst zu untersuchen, unter  welchen Umst~nden diese 
Reihe eine continuirliche Funkt ion  von x darstellt. Eine Reihe 

S = t o + t l + t 2 + t 3 +  ... in inf. 

heiBt t iberhaupt dann convergent,  wenn sie so beschaffen ist, dab die Differenz 
der ganzen Reihe und  der Summe der n ersten Glieder S --S~, durch Vergr6Berung 
von n so klein gemacht  werden kann, als man  immer will, oder wenn die Summe 
yon r auf das n-te Glied folgenden Gliedern 

t~ + t~÷l + t~÷ ~ + t,,+~ + ... + ~ ÷ ,  

wo r eine ganz beliebige positive Zahl bedeutet,  durch Vergr6i~erung von n kleiner 
als jede nur  angebbare GrSl3e gemacht  werden kann, und zwar so, dab ftir alle 
Werthe  x dasselbe n zu nehmen ist, wobei die Eigenschaft  auch erhalten bleibt, 
wenn s ta t t  n n + m gesetzt wird, w o m  eine beliebige + Zahl ist. 

Der Sinn zeigt, dab diejenige Art  der Convergenz gemeint ist, welche seither 
mit  dem Namen ,,Convergenz in gleichem Grade" bezeichnet wird. 

Soll also 

](x) =]0(x)  +]l (x )  -/]2(x) +]3(x) + .. .  in inf. fiir 

(65) 

alle Werthe von x zwisehen den Grenzen a und b convergent  sein, so mul3, legt man 
dem x einen best immten Wer th  innerhalb dieses Intervalles bei, die Summe 

/~(x) +/~÷l(x) +/~+~(x) + . . .  +/~÷,(x) 

wie grol3 auch r sei, durch Vergr6Berung yon n kleiner gemacht  werden k6nnen als 
irgend eine beliebig angenommene,  noeh so kleine Gr613e. Damit  nun die Funkt ion  
](x) fur alle Werthe ihres Arguments  innerhalb des Intervalls  von a his b eine 
stetige Funkt ion  sei, ist notwendig und hinreichend, wenn die einzelnen Glieder 
derselben stetige Funkt ionen yon x sind, dab die Summe 

/~(x) +/~÷l(x) +/~÷~(x) + ... +/~+~(x) 

wie groI3 auch r sei durch Vergr6gerung von n ffir alle Werthe von x (d.h. ill 
gleichem Grade) kleiner als jede beliebige noch so kleine Gr6Be gemacht  werden 
kann. 

Denn es sei unter  dieser Voraussetzung x + h ein anderer Wer th  des Arguments  
innerhalb des Intervalls  yon a bis b, so kann  die Summe von 

/~(x+t~) +/~÷~(x+ h) +&+~(x+h)  + ... + /~+, (x+h)  
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wie groB auch n + r sei durch Vergr6Berung von n, wie groB auch r sei, kleiner 
gemacht  werden als jede beliebige noch so kleine Gr6Be. Bezeichnet  m a n  nun mi t  

(x) die Summe  der n ers ten Glieder der Reihe [ (x) und  mi t  F~ (x + h) die Summe  
der n ersten Glieder der Reihe ] (x + h), so ist es nach Vorhergehendem m6glich, 
sowohl [ (x)--F~ (x) als auch [ (x + h) - -F~ (x + h) durch Vergr6Berung von n kleiner 
als jede beliebige noch so kleine Gr6Be zu machen.  Nun  sei 

](x)=F~(x)+R~(x) und [(x+h)=F~(x+h)+Rn(x+h) 
so ist 

](x + h) --[(x) = (F~(x + h) --F,(x))+ (R~(x + h) --R,~(x)). 
Diese Differenz kann  nun, durch Vergr6Berung yon n und Verkleinerung von h 
kleiner gemacht  werden als jede beliebige noch so kleine Gr6Be e. Man zerlege e 
in drei Theile e 1, e 2, e 8 und w~thle n so groB, dab sowohl R~ (x + h) seinem absoluten 
Bet rage  nach kleiner 

(66) 

als el, als auch R~ (x) seinem absoluten Betrage  nach kleiner als e~ wird, dann  ist 
R~ (x + h) - -  R~ (x) seinem absoluten Bet rage  nach kleiner als e l +  e2. Hierauf  
bes t imme m a n  ftir h e i n e  solche Grenze dab ffir atle Wer the  yon h, welche ihrem 
absoluten Bet rage  nach kleiller sind als 8, die Differenz F~ (x + h) --F~ (x) kleiner 
als e3, dem absoluten Bet rage  nach, wird, dieses letztere ist aber  m6glich, weil 
F~ (x + h) --F,, (x) aus n Differenzen yon der Fo rm [4 (x + h) - - / i  (x) besteht ,  und  
die Funk t ionen  [i nach der Voraussetzung stet ige Funk t ionen  von x sin& Es 
kann  also / (x + h) - -  / (x) durch geeignete Wahl  von n und  h kleiner als e 1 + e~ + e 3, 
also kleiner als e gemacht  werden und  es ist somit  bewiesen, dab wirklich die 
Reihe [ (x) = ]o (x) + / 1  (x) + . . .  in inf. eine stetige Funk t ion  yon x darstell t ,  wenn 
die einzelnen Glieder stetige Funkt ionen  von x sind und  die Reihe flit alle Wer the  
von x ,,in gleichem Grade convergen t"  ist. Eine Potenzreihe ist s tet ig wenn sie 
convergent  ist. 

(67) 

Mann kann  nun drei Ar ten  von Potenzreihen unterscheiden;  solche, welche 
ffir jeden Wer th  von x convergiren,  solche welche nu t  fiir Wer the  von x zwischen 
gewissen Grenzen convergiren und  solche, welche ffir keinen Wer the  von x 
convergiren.  

Nun  soll das Differential  einer solchen Reihe be s t immt  werden. Dazu dient  
folgender Hfilfsatz : 

Sind ] (x) und  F (x) zwei stet ige Funk t ionen  und  m a n  kann  beweisen, dab ffir 
je zwei be s t immte  Wer te  x 1 und  x o des Arguments  der Quotient  

! (xl)  - / (x0) 
X 1 - -  X 0 

stets  liegt zwischen dem gr6Bten und  dem kleinsten Werthe,  den F(x) in dem 
Interval le  x o . . .  x 1 annehmen  kann,  so ist 

(68) 
F (x) die Ablei tung yon [ (x). 



E16ments &analyse de Karl Weierstrass 125 

Es seien nun 
[ (x) = [0 (x) + ]1 (x) + [~ (x) + ... in inf. 

und 
g (x) =/'o (x) + / ;  (x) + ]~ (x) + - . .  in inf. 

zwei in gleiehem Grade convergente Reihen, deren Glieder stetige Funktionen 
von x sind, also ] (x) und g (x) seien stetige Funktionen yon x und es seien Glieder 
der Reihe g (x) so beschaffen, dab jedes die Abteilung des entsprechenden Gliedes 
der Reihe /(x) ist, so soll bewiesen werden, dab g (x) die Abteilung yon [ (x) ist ... 

Appendice I I I  

Karl Weierstrass 

Einleitung in die Theorie der analytischen Funktionen 

(Sommer Semester 1874) R6dig6 par G. HETTNER 
(Mathematisches Inst i tut  der Universit/it, G6ttingen) 

(Extraits) 

Vorher wollen wir jedoch fiber die Rechnung mit unendlieh vielen Elementen 
sprechen. Es ist auf mannigfache Weise m6glich, aus der Reihe der Elemente 
unendlich viele herauszugreifen, z.B. die beiden Reihen 

1 t I 1 1 

t ,  2 '  4 '  8 '  1 6 '  32 . . . .  

1 1 1 1 
t ,  - -  1 "2 ' t • 2 - 3 '  1 " 2 - 3 " 4  ' 1 • 2 " 3 " 4 - 5  . . . .  

haben jede unendlich viele Elemente, sie sind aber yon einander verschieden. 
Wenn wir uns die Gesamtheit  der Reihe vorstellen, und wissen, welche Elemente 
in der Reihe vorkommen, und wie oft jedes einzelne, so habert wir eine arithmetische 
Gr6ge, denn das Wesen einer arithmetischen Gr6Be besteht darin, dab angegeben 
werden kann, welche Elemente in ihr enthalten sind und wie oft jedes einzelne, 
und dies auch bei einer unendlichen Anzahl yon Elementen bestehen. 

Die Schwierigkeit, die sich jetzt erhebt, besteht darin, dab wir genau den 
BegrifI der Gleichheit und des Gr6Ber- und Kleinerseins feststellen. Wir hat ten 

(t7) 

oben festgesetzt, dab zwei Gr6Ben als gleich zu betrachten seien, wenn die eine 
Gr6Be in die andere umgeformt werden kann. Zu einer Umformung geh6rt jedoch 
eine endliche Anzahl yon Operationen, und es fragt sich daher, ob der Begriff der 
Gleichheit dutch diese Definition erseh6pft ist. 

Es sei a eine Gr6Be, die eine endliehe oder unendliehe Anzahl yon Elementen 
besitzt und b eine Gr6Be mit  einer endiiehen Zahl yon Elementen. Dann ist b ein 
Bestandteil yon a, wenn jeder Element yon b in a vorkommt.  Ferner ist b aueh 
ein Bestandteil yon a', wenn es so umgeformt werden kann, dab alle seine Elemente 
in a '  enthalten sind. Wit setzen nun lest, zwei Gr6Ber a und a'  heiBen gleich, 
wenn jede Gr6Be b, die in a enthalten ist, aueh in a '  enthalten ist. 
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Wenn die Gr6Be b gleich der Einheit ist, und eine beliebige ganze Zahl immer 
kleiner ist als eine gewisse Anzahl der Elemente yon a, welches z.B. die Reihe 

1 t 1 
t + 7 + ~ + ~ +  ... 

sein mag, so sagen wit die Gr6Be a sei unendlich grog. Zwei unendlich groBe 
Gr6Ben sind nicht vergleichbar, sie k6nnen auch stets als gleich betrachtet werden. 
Jedoch ftihrt es zu keinem Resultat, 

( t 8 )  

auf unendliche Zahtgr6Ben den Begriff der Gleichheit anzuwenden, wir wollen 
ihn daher nur auf endliche GrSBen anwenden. 

Wir setzen daher voraus, die Gr6gen a und a' seien endlich. Dann kann nicht 
jedes belibige Vielfache yon I in ihnen enthalten sein, mSglicherweise ist es die 
Einheit auch nicht. Dann l~iBt sich wenigstens ein Element t /n der Einheit 
finden, das in ihnen enthalten ist, und wenn die Gr6Ben a und a' endlich sind, so 
wird t /n  auch immer nur eine endliche Anzahl yon Malen in ihnen enthalten sein. 
Wir werden daher bei endlichen a und a' stets auf ein Vielfaches von t [n kommen, 
das nicht mehr in ihnen enthalten ist, es wird z. B. 1 ]n m real in a und a' enthalten 
sein, abet nicht m + 1 real. Wir kSnnen daher jetzt folgende Definition des Gleich- 
heir aufstellen: Zwei ZahlgrSBen a und a' heiBen gleich, wenn sowohl die Einheit, 
wie jeder Teil derselben in a so oft enthalten ist wie in a'. 

Diese Definition ist mit der obigen identisch, wenn wir die Gr6Be b, die wir 
zur Vergleichung von a und a' annahmen, als ein Aggregat der Einheit und ihrer 
Elemente w~hlen. 

Wenn zwei Gr613en a und a' einander nicht gleich sind, so muB es notwendig 
Elemente geben, von denen 

(t9) 

ein bestimmtes Vielfaches noeh in der einen Gr613e enthalten ist, w~thrend das 
n~mliche Vielfache in der anderen Gr6Be nicht mehr enthalten ist. Wir sagen 
dann, die eine Gr6Be ist gr6Ber als die andere ... 

(20) 
, , .  

Wenn eine Zahlgr6Be einen endlichen Wert hat, so kann sie immer in zwei 
zerlegt werden, von denen die eine aus einer endlichen Gliederzahl, die zweite aus 
einer unendlichen Anzahl von Elementen besteht, und zwar bleibt die letztere 
kleiner als eine beliebig gegebene Zahlgr6Be ... 

(21) 
• . o 

Wir k6nnen demnach von jeder endlichen Zahl eine endliche Anzahl von 
Elementen so ausscheiden, dab die fibrigbleibenden unendlich vielen Elementen 
kleiner als eine beliebig gegebene Zahlgr6Be sind. 

Wir k6nnen nun den Begriff der Endliehkeit so festsetzen, dal3 eine Zahl 
endlich ist, wenn es m6glich ist, von ihr eine endliche Anzahl von Elementen so 
auszuscheiden, dab der Rest kleiner als jede gegebene Gr6Be bleibt. 
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(22) 

Wir wollen nun das Criterium entwickeln, wenn wir aus unendlich vielen 
Zahlgr6Ben Summen bilden k6nnen, wenn jede Zahlgr6Be wieder aus unendlich 
vielen Elementen besteht. 

Multiplicieren wir z.B. die beiden Zahlgr613en mit den Elementen 

t 1 t 1 

t ,  2 '  4 '  8 '  16 . . . .  

1 I t 1 
1 ,  3 '  9 '  2 7 '  81 . . . .  ' 

welche endliche Summen haben, mit einander, so erhalten wit eine derartige 
Zahlgr6Be, bei der jedes Element wieder aus unendlich vielen 

(23) 
Elementen besteht, n~imlich 

1 1 1 1 
1 ,  2 '  4 '  8 '  1 6 ' " "  

1 1 1 t 1 

3 '  6 '  t 2 '  2 4 '  4 8 ' ' "  

1 t 1 1 1 

9 '  t 8 '  36 '  4 8 '  96 . . . .  

1 1 t t t 

27 ' 54 ' 108 ' 2 1 6  ' 4 3 2  ' " ' "  

Sollen nun diese s~tmtlichen Elemente zu einem eiuzigen Aggregat vereinigt 
werden, so mul3 zun~ichst von jedem Elemente bestimmt sein, wie oft es vor- 
kommt, d.h. es ist die erste Bedingung ftir die MSglichkeit der Summation, dab 
jeder Bestandteil in der Reihe nur eine endliche Anzahl real vorkommt. Denn 
kommt irgend ein Bestandteil unendlich oft vor, so wird auch die Summe s~tmt- 
licher Bestandteile unendlich grog und die Summation hat keinen Sinn mehr. 
Eine selbstverst~indliche Bedingung ist ferner die, dab keines der Elemente der 
Reihe unendlich grol3 ist. Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so ist die Addition 
gleicher Elemente, die in der Reihe enthalten sind, formell m6glich. Wir m6gen 
dadurch zu den Zahlgr6Ben 

gl~ at~ a~t~ arH, . . .  

gelangen, die nun noch zu addieren sind. Die Summe dieser ZahlgrSBen wird nun 
endlich sein, 

(24) 

wenn es stets ein Vielfaehes der Einheit gibt, welches gr6Ber ist als die Summe 
beliebig vieler dieser Elemente a. 

Nehmen wir nun an, dab es ein Vielfaches g der Einheit giebt, so dab 

g>~a 
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d.h. also, dab die Reihe convergiert . . .  

(27) 

Is t  also die Summe yon unendlich vielen Gruppen wobei jede Gruppe wieder 
aus unendlich vielen Elementen besteht, endlich, so k6nnen wir diese Gruppen 
aufl6sen und neue Gruppen bilden. Die Summe dieser neuen Gruppen ist endlich 
und gleich der Summe der urspriinglichen Gruppen. 

Diese Siitze bilden die Grundlage ftir die ganze Reihentheorie. 
Wenn zwei Zahlengr6Ben so dargestellt werden k6nnen, dab in ihnen nur 

dieselben Elemente vorkommen, und jedes Element in beiden gleich oft, so sind sie 
identisch. 

Wit  wollen nun zeigen, dab jede Zahlengr6Be in einem Decimalbruch dar- 
gestellt werden kann. Ein Decimalbrueh ist n~imlich eine Sumlne, in der die 
Elemente 

1 t 1 

10 ' t 0 0  ' 1 0 0 0 '  " ' "  

vorkommen und zwar jedes Element nur I b i s  9 real. Zwei Zahlengr6Ben, die in 
einem Decimalbruch dargestellt sind, sind also nut  identisch, wenn sie in s~mtlichen 
einzelnen Ziffern iibereinstimmen. 

Wir wollen jedoch nicht den speciellen Satz beweisen, dab sich jede Gr6Be in 
einem Decimalbruch darstellen 1/iBt, sondern folgenden allgemeinen: 

(28) 

Haben wir eine Reihe ganzer Zahlen 

1, gl, g2, g3 . . . .  wo gl < g2 < g8 

und bilden die Elemente, die die Gr6Ben gl, g~,g8 . . . .  zu Nennern haben, so ist es 
stets m6glich, durch eine Reihe solcher Elemente jede Zahlgr613e darzustellen ... 

Wir wollen nun zeigen, dab jede Zahl auf die Form 

(32) 

t 1 t 
a = h o + h l ~ -  + h ~  + ~ -  h s +  ... 

gebracht werden kann, und zwar so, dab h 1, h 2, h 8 . . . .  die Werte O, i, 2, 3 . . . . .  
g - -2 ,  g - - 1  erlangen. Ffir g ~ t 0  ist dies die Entwicklung einer Zahl in  einen 
Decimalbruch. 
• . . 

(35l 
. . •  

Wir erhalten daher ganz best immte Werte fiir h o, hx, hz . . . .  mithin ist es stets 
m6glieh, a auf die Form 

! h  
h o - J - h l ~ - + -  g~ ~ - ~  . . .  

zu bringen und zwar nur in einer einzigen Weise. 
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Daher  ist die Entwickelung einer beliebigen Zahl in einen Decimalbruch stets 
m6glich und zwar nur  in einer einzigen Weise. 

Unte r  der Zahl a soll nun nichts weiter als eine solche Zahlenreihe vers tanden 
werden. 
• . . 

(36) 
. , °  

Rationalzahlen sind solche, die aus einer endlichen Reihe yon  Zahlen be- 
stehen. Irrat ional  sol1 jede Zahl heiBen, die nicht rational ist. Doeh diese Definition 
wttre nichtssagend, wenn nicht bewiesen wtirde, dal3 es solche Zahlen giebt. Wir  
wollen jedoch an einem Beispiel zeigen, dab es wirklieh derartige irrationale Zahlen 
giebt. 

Appendice IV 

Karl WMerstrass 

Ausgew~ihlte Kapitel aus der Funkfionenlehre 

R~dig6 par G. THIEME (Sommer Semester t886) 
(Humboldt-Universit t t t  zu Berlin, Mathematisches Inst i tut)  

(Extraits) 

(35) 

. . .  Legen wit jetzt  diese unendliche Reihe yon  Elementen der Gr613enbildung 
zugrunde, so kann  man  offenbar Zahlgr6Ben bilden, die aus einer unendlichen 
Zahl von Elementen bestehen. Eine solche Zahl ist best immt,  wenn angegeben 
wird, welche Elemente  vorkommen,  und wie oft jedes Element  vorkommt .  So ha t  

t 1 t 
z.B. 1 + %- + W + --. + ~ -  + --. einen ganz bes t immten Weft .  Eine Schwierig- 

keit besteht  nu t  darin zu definieren, was m a n  unter  der Gleichheit zweier 

(36) 
aus unendlich vielen Elementen gebildeten Zahlgr6Be zu verstehen hat.  
o . °  

(37) 
. . o  

Ffir Zahlengr613en, die aus einer endlichen Anzahl  VOH Elementen bestehen, 
lieB sich der Begriff der Gleichheit durch den der Aequivalenz ersetzen. Is t  ferner 
a eine beliebige u n d c  eine aus einer endlichen Anzahl  yon  Elementen gebildete 
Zahlgr613e, so sagen wir, c sei in a enthalten, wenn man  a so verwandeln kann, dal3 
die Elemente yon  c sttmtlich in denen von a vorkommen,  und  wenn damit  noch 
nicht  die Elemente yon  c sttmtlich in denen Yon a vorkommen,  und  wenn damit  
noch nicht  alle Elemente von a ersch6pff sin& Sind nun a und  b zwei beliebige 
Zahlgr6Ben, so sollen sie gleich heiBen, wenn jede Zahl c, die in der einen ent-  
hal ten ist, auch in der anderen enthal ten ist. Man braucht  nur  nachzuweisen, 
dab dieser erweiterte Begriff der Gleichheit den friiheren in sich schliel3t. Is t  
dies festgestellt, so sieht man  sofort, dal3 auch hier p = r  aus p = q, q = r  folgt. 
Is t  welter c in a enthalten, nicht  aber in b, so sagen wir a sei gr613er Ms b. Eine 

9 A r c h .  H i s t .  ] E x a c t  S c i . ,  V o l .  1 0  
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ZahlgrSBe, die jede andere enth~ilt, heiBt unendlich groB. Es wird sich die Not- 
wendigkeit herausstellen, die mathematischen Operationen auf endliche GrSBen 
zu beschr~nken. Die Entscheidung der Gleichheit zweier GrSBen kann natiirlich 
nicht dadurch vollfiihrt werden, dab man jede GrSBe c darauf prfift, ob sie in der 
einen ulld in der andern enthalten ist. Welln c in einer GrSBe a ellthalteil ist, so 
ist dies auch mit  jeder andern der Fall, die kleiner a l s c  ist. Sind ferller zwei 
Zahlgr6Ben a und a '  uilgleich, so mfissen sich unendlich viele c angeben lassen, 
die in der einen enthalten sind, in der aildern aber 

(38) 

nicht. Nachdem diese Definitionen festgestellt sind, hat nun das Rechnen mit  
aus unendlich vielen Elementeil gebildeteil Zahlgr6Ben keine Schwierigkeit mehr. 
Liegt eine Summe yon zwei ZahlgrOBell vor und kommt  eill best immtes Element 
in tier einen p-, in der aildern q-mal vor, so kommt  es in der Summe (p + q)-mal 
vor. Um dies nun erweiterll zu kSnnen auf eine Summe von unendlich vieleil 
Summanden, muB noch folgendes vorausgeschickt werden: Wir haben bereits den 
Begriff einer unelldtich groBen Zahl definiert. Betrachten wir z.B. die ZahlgrSBe, 
deren Elemente 1, ~, ~,1 ... siild, so beweist mail in bekannter  Weise, dab jede Zahl 
c in ihr enthalten ist. Man zeigt n~mlich, dab es eine endliche Zahl yon Gliedern 
gibt, die ffir sich genommen eine Gr6Be bilden, die gr6Ber ist alsc.  Zwischen zwei 
solchen unendlich groBen GrSBen ist nun welter keine Vergleichung mSglich. Da 
nUll die ZahlgrSBeil in der Mattlematik haupts~chlich benutzt  werden, um das 
Verhalten einer exteilsiven GrSBe zu einer anderI1 darzustellen, so ist klar, dab 
solche ZahlgrSBen immer einen endlichen Wert  haben, und deshalb beschr~nkt 
man sich beim Rechneil auf solche. Handelt  es sich nun um die Summation 
unendlich vieler GrSBen, so kSnnen, wenn mail die Regeln der Summation einer 
endlichell Anzahl voll Summanden auf diesen Fall anwendet, die beide F~lle ein- 
treten, dab die Summe einen unendlichell oder end]ichen Wert  hat. Nun ist aber 
eine Zahlgr6Be nur 

(39) 
dallil bekannt,  welln fiir jedes Element angegeben werden kann, wie oft es vor- 
kommt.  Soil daher iiberhaupt eine uilendliche Reihe von Gr/~/3en summierbar sein, 
so ist zun~chst edorderlich, dab jedes Element der Reihe 1, ~, 1 s, ... llur in einer 
elldliehell Anzahl - -  aueh 0-mal - -  vorkommen darf. Es fragt sich, wann die 
Summe einen elldlicheil Weft  hat, vorausgesetzt, dab ]eder einzelne Summand 
dieser Bedingung gen~gt. Hierzu steileil wir folgende ~berlegung ein: Soil 
a~ + a2 + a8 + . - .  endlieh seill, so mil/3 es Gr6Ben gebell, die gr6Ber als dieser 
endliche Wert  sind, mithiil anch grSBer als jede beliebige arts eiller endlichen 
Anzahl gebildete Summe. Dies letztere ist das nns bei Entscheidung der in Rede 
stehenden Frage leitende Kriterium. DaB dies llicht nur die notwelldige, sondern 
auch die hinreichende Bedingung ist, folgt daraus, dab wit GrSBen angeben 
kSnnen, die grSBer sind a]s eine beliebige aus a I, a~ . . . .  gebildete Summe, sodaB 
in der Tat  die Reihe einen endlichen Weft  hat  nach unserer frfihereil Definition. 
Hierin £st unter anderem aueh der Satz ausgesprochen, dab es unter  den Gliedern 
der Reihe al, a~ . . . .  fails diese Summe einen endlichen Wert  hat,  nur eine endliche 
Anzahl gibt, die gr6Ber als eine noeh so ldeine GrSBe g silld. GewShnlieb denkt 
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man sich die Reihe der Summanden als eine wohlgeordnete, indem jeder derselben 
eine ganz bestimmte Stelle hat. Es l~13t sich dann leicht zeigen, dal3 man durch 
fortgesetzte Addition jedes der Ele- 

(40) 

mente bekommt und zwar wirklich so oft, als es in der Summe vorkommt. Denken 
wit uns eine kleine Gr6Be g, so gibt es jedenfalls nur eine endliche Anzahl von 
Gliedern a 1, a 2, ... die > g sind. Man drtickt dies so aus, dab man sagt: die Glieder 
werden unendlich klein, wenn die Stellenzahl unbegrenzt w~chst. Diese Bedingung 
ist aber nicht ausreichend; um eine solche zu erhalten, pflegt man so zu verfahren : 
Mail bezeichnet die Summe der n ersten Glieder mit s, und betrachtet die Reihe 
der Gr6Ben s 1, s~, s 3 . . . .  und soll nun die Summe einen erMlichen Wert laaben, so  
mul3 s, stets unter einer gewissen Grenze bleiben, d.h. nimmt man n hinl~nglich 
grol3, so muB 

s , + , - - s ~ = a , + l  + a , + ~ +  . . .  + a s +  , 

ffir jedes r beliebig klein gemacht werden k6nnen. Umgekehrt kann man zeigen, 
daB, wenn man nach Annahme einer Gr6Be g ftir ne ine  Grenze r so herstellen 
kann, dal3 die vorstehende Differenz, wenn r > 0, kleiner als gist,  die Reihe einen 
endlichen Wert hat. 

(52) 

Wir haben oben von den Werten aus positiven und negativen Gliedern ge- 
bildeter Reihen nur unter der beschr~nkenden Annahme gehandelt, dal3 das 
Aggregat der positiven und das der negativen Glieder ftir sich betrachtet endliche 
Werte haben. Da es sich in der Entwicklung tier Analysis bald gezeigt hat, dal3 
diese Bedingnng zwar eine hinreichende, keineswegs abet notwendige ffir die 
Endlichkeit der Gesamtsumme ist, so wollen wir jetzt Reihen untersuchen, bei 
denen die absoluten Betr~ge der positiven und der negativen Glieder ffir sich 
betrachtet nicht mehr endlich sind. So hat z.B. l - - ~  + { - - ¼ +  ... wie bekannt, 
einen endlichen Weft, ohne dab t 2_ 1 2- 12_ x 1 1 . ~ ~ ~ -.. oder ~ + ~ + ~ + . . .  endliche Werte 
besitzen. Eine besondere Schwierigkeit bei der Betrachtung solcher Reihen liegt 
in dem Umstande, dal3 sie nicht stets denselben Wert ergeben, wenn man die 
Reihenfolge der Glieder ~ndert und dann summiert. Redet man n~mlich tiberhaupt 
yon einer Reihe, so setzt man dabei stillschweigend voraus, dab eine bestimmte 
Reihenfolge der Glieder festgesetzt sei; bezeichnet man dann die Summe der 
ersten n Glieder mit s~, so definiert man gew6hnlich als den Wert der Reihe den 
Grenzwert ftir n = o o ,  d.h. lim s,. Nach der arithmetischen Anschauung , die 
wir bier .~oo 

(53) 
vertreten, ist dies unzul~ssig, wit gehen nicht yon der Voraussetzung einer Grenze 
aus, sondern betraehten den Grenzbegriff als etwas, das arithmetisch definiert 
werden mul3. 
• . . 

Wenn man dagegen rein arithmetiseh verfahrend zun~chst Zahlgr613en deft- 
niert hat, die aus einer endliehen Anzahl von Elementen zusammengesetzt sind, 

9 *  
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so hat  es gar keinen Sinn, v o n d e r  Grenze zu sprechen, der sich mit  wachsender 
Anzahl der Elemente eine ZahlgrSBe n~hert, weft in dem betrachteten Ge- 

(54) 

bier eine solche im allgemeinen nicht vorhanden ist. In  dem von uns jetzt  zu 
behandelnden Falle t r i t t  eine neue Schwierigkeit ein. Wenn nAmlich die positiven 
und die negativen Glieder ftir sich betrachtet  nicht bereits etwas Endliches dar- 
stellen, so kann man sich auch keine Vorstellung davon machen, wie die Reihe, 
- -  in der Gestalt wenigstens, wie sie vorliegt - -  etwas Bestimmtes, Endliches dar- 
stellen kSnnen. Diesem ~)belstande kann man leicht dadurch begegnen, dab man 
die Reihe in eine andere verwandelt, bei welcher dies nicht mehr der Fall ist, z.B. 

1 t t 1 t 

1 - - - ~ +  3 4 + . . . .  ~-2 +T~ '4  + ' ' ' "  

Dazu erinnern wit an den Satz, dab eine aus positiven und negativen Gliedern 
gebildete Reihe, bei der die Reihe der absoluten Betriige endlich ist, selbst einen 
endlichen Weft  hat. Sobald man aber die Reihe auf eine solche reduzierenkann, 
die man  als unbedingt summierbar bezeichnet, ist die Wertbest immung etwas 
Feststehendes. Man kann nun auch leicht zeigen, unter welchen Bedingungen eine 
aus positiven und negativen Gliedern bestehende Reihe in eine solche tibergeffihrt 
werden kann. Bei einer solchen unbedingt summierbaren Reihe beweist man 
n~mlich sehr leicht, dab 

l imoolS ,+ , -  S~l = 0 

ffir jedes r, d.h. dab die Jknderung yon S~ mit  wachsender Stellenzahl beliebig 
klein wird. Man sieht nun sehr leicht 

(55) 

ein, dab diese Bedingung auch von einer aus positiven und negativen Gliedern 
bestehenden Reihe erftillt sein kann, ohne dab die Summe der positiven sowie die 
der negativen Glieder ffir sich betrachtet  endliche Werte haben, wie es z.B. bei 
t - - ½ +  ~ . . . .  der Fall ist. Wir wollen nun den Begriff der ZahlgrSBe dadurch 
erweitern, dab wir jede Reihe, welche die eben auseinandergesetzte Eigenschaft 
hat, unter  ihn einordnen; dabei ist aber wesentlich die Reihenfolge der Elemente, 
durch die die betreffende ZahlgrSBe definiert ist. Is t  nun obige Bedingung erfiillt, 
so l~Bt sich sehr leicht folgendes beweisen: FaBt man unter Beibehaltung der 
Reihenfolge immer eine gewisse Anzahl der Glieder der vorgelegten Reihe 
a a + a s + a 3 + .-. in ein Glied zusammen, so entsteht eine neue Reihe b 1 + bz + . . . .  
Man kann nun diese Oberftihrung auf beliebig viele Weisen machen so, dab die 
neue Reihe unbedingt summierbar ist. Damit  dann die Wertbest immung eine 
unbedingte sei, ist notwendig und hinreichend, dab man bei allen Verwandlungs- 
weisen stets Reihen von demselben Werte erhiilt. Solche unbedingt konvergente 
Reihen n~mlich sind nach unsern allgemeinen SAtzen miteinander vergleichbar. 

Das einzuschlagende Verfahren gestaltet sich nun im einzelnen so: 

Es sei 
a l + a 2 +  -.. 



E16ments d'analyse de Karl Weierstrass 133 

die vorgelegte Reihe; es sei 
gl + g ~ +  "'" 

eine Reihe, die nur  ans positiven Gliedern besteht  und v o n d e r  man  weiB, dab sie 
einen endlichen Wer t  hat,  sodaB also lim g~ = 0 ist. Man kann  nun zuniichst eine 
gewisse Anzahl  ~-~oo 

(56) 
yon Gliedern der ersten Reihe so abtrennen,  dab beliebig viele Glieder des Restes 
summier t  kleiner als gx sind. Nach unserer Voraussetzung n/imlich kann  durch 
passende Wahl  des n die Differenz 

Is.+,-s.l<a 
werden, man  kann  also ~-----gl w~hlen, um den eben angedeuteten Zweck zu er- 
reichen. Es sei n = 2  und  S 2 = b v Mit der Restreihe verfahren wir ebenso; der 
Rest dieser Reihe soll n/imlich beliebig viele Glieder enthalten, deren Summe 
kleiner als g, ist. Die yon ihr abgetrennte Summe sei b~. So for tfahrend erhalten 
wir eine Reihe von Gr6Ben bl, b 2 . . . . .  b~, wo allgemein ]b,+l] <g,  ist. Somit  ist 

f t - - 1  

Ib2+ba+b4 + ,.. +b,,[< Z g,, 
t 

da nun die rechte Seite der Voraussetzung zufolge einen endlichen Wer t  hat,  so 
ist dies auch mit  der linken der Fall, und  d a b  I endlich ist, so ha t  die ganze Reihe, 
wenn man  n beliebig wachsen 1/il3t, einen endlichen Wert .  Es ist nun zu zeigen, daB, 
wenn wir dieselbe Operation auf andere Weise ausftihren, und  so eine Reihe 
c 1, c~, c~ . . . .  bilden, deren Summe denselben Wert  ha t  wie die erste. Is t  n/imlich 
die Reihe 

bl + b~ + ... + b,~ + R,~ 
so ist 

Rm < g,~_l + gm + ... 

und dies kann bei der tiber ~.g, geltenden Voraussetzung durch Vergr6Berung 
von m so klein gemacht  werden, wie man nur  will. Ebenso ist die Reihe 

- - - -c t+c2+ ...  + c , + R ~ .  

(57) 

Setzt  sich nun b I + b, + -.. + b~ aus den ersten n Gliedern der Reihe a 1 + a s + . . .  
zusammen, so ist dies einmal 

= S ~ + R  m 
sodann 

wenn r fiir die c dieselbe Bedeutung ha t  als n ftir die b. Die Differenz der beiden 
Ausdrticke ist 

= S , - - S , +  R,~--R'p. 

Nun kSnnen mit  wachsendem m u n d  p Rm und  R~ so klein gemaeht  werden als 
man will, ebenso S , -  S, zufolge der tiber die Reihe geltenden Voraussetzung. 
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Somit kann die Differenz so klein gemacht werden, wie man nnr verlangt;  mit  
anderen Worten, hat eine aus positiven und negativen Gliedern gebildete Reihe 
einen endlichen Wert, so kann man diesen erhalten durch Bildung yon beliebig 
vielen absolut summierbaren Reihen. Wir sehen, dab wit ohne alle Grenzbetrach- 
tungen unsere Reihe unter den Begriff der ZahlgrSBe eingeordnet haben; wit 
kSnnen mit  ihnen jetzt die Operationen der Addition, Subtraktion u.s.w, vor- 
nehmen; dab wir hierbei erst die auseinandergesetzte Reduktion vornehmen 
mfissen, brancht  wohl nicht erst n~iher begrtindet zu werden. 

§ 6. Einfiihrung des Begriffs einer vergnderlichen Gr6Be 

Beweis eines hierau[ bezi~glichen Fundamentalsatzes 

Unter  einer ver~inderlichen Gr613e versteht man eine Gr613e, die so definiert 
ist, dab es unendlich viele Gr~Ben gibt, die der gegebenen Definition entsprechen. 
So z.B. bilden im Gebiete 

(58) 

der aus einer Haupteinheit  gebildeten Zahlen diejenigen Zahlen, welche Vielfache 
der I-Iaupteinheit sind, ver/inderliche Gr6Ben. Man hat  zwischen e.g. realen und 
komplexen ver/inderlichen Gr6Ben zu unterscheiden. GewShnlich nennt man also 
nut  solche GrSBen ver~tnderlich, die unendlich viele Werte annehmen kSnnen; an 
und ftir sich ist eine Gr613e schon ver/inderlich, die tiberhanpt verschiedene Werte 
annehlIlen kann. Man nennt unbeschr~nkt ver~nderlich die GrSl3en bei deren 
Definition man tiberhaupt keine Beschr~nkung macht.  Solche Beschr/inknngen 
der Ver/inderlichen kSnnen in mannigfaltiger Weise gemacht werden, so z.B. 
wenn man sich auf die realen Werte zwischen zwei Grenzen a und b oder auf die 
komplexen Werte beschr~tnkt, die einern begrenzten Sttick der Zahlenebene ent- 
sprechen. Mit der Definition einer Ver/inderlichen h~tngt zusammen der Begriff 
der Grenze yon ver/inderlichen GrSl3en. Es fragt sich, welchen Begriff man damit  
im arithmetischen Sinne zu verbinden hat. Is t  x eine ver/inderliche GrSl3e und ist 
a eine solche Stelle, dab in jeder N/ihe derselben es nnendlich viele x gibt, die zu 
den definierten geh6ren, so ist a eine Grenze der ver/inderlichen Gr6Be, falls a 
nieht selber zu den definierten Stellen geh/Srt. Offenbar kann es solcher Grenz- 
stellen mehrere, ja sogar unendlich viele geben, wie z.B. wenn wir eine ver/inder- 
liche GrSl3e dadurch definieren, dab ihr alle ZahlgrSBen entsprechen sollen, die 
sich arts einer endlichen Anzahl yon Elementen zusammensetzen lassen, die s~tmt- 
lich aus einer Haupteinheit  und deren Teilen gebildet sin& Dann wiirden n~tmlich 
alle rationalen ZahlgrSBen zu den 

(59) 

definierten gehSren; in jeder N~ihe )eder irrationalen ZahlgrSBe gibt es aber 
beliebig viele rationale Zahlgr613en, die ihr beliebig nahe kommen. Somit ist jede 
beliebige irrationale ZahlgrSBe eine Grenze der rationalen, d.h. der in diesem 
Falle definierten. Wie wird nun abet de r  Unterschied zwischen rationalen und 
irrationalen Gr6Ben rein arithmetisch z u  definieren sein ? Wenn wir yon der 
Existenz rationalen Zahlgr6Ben ausgehen, So ha t  es keinen Sinn, die irrationalen 
als Grenzen derselben zu definieren, weft wir zunAchst gar nicht wissen k6nnen, 
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ob es auBer den rationalen noch andere Zahlgr6Ben gebe. Nur wenn man es mit  
extensiven Gr6Ben zu tun hat, kann man yon der Grenze einer Strecke sprechen, 
nicht aber, wenn man sich auf den rein arithmetischen Standpunkt  steilt. Aber 
die Zahlgr6Ben, wie wir sie im Vorstehenden definiert haben, umfassen die ratio- 
nalen Zahlen s~tmtlich, enthalten aber auch noch andere. Betrachten wir z.B. die 

t t 1 
Zahl e, die zusammengesetzt ist ans den Elementen t, 2 '  6 . . . .  ' n~' "'" so ist 

dies eine wohldefinierte Reihe, die eine ganz best immte Zahlgr6Be definiert; 
gleichwohl hat  Hermite zu zeigen vermocht, dab es keine rationale Zahlgr6Be 
gibt, die ihr nach den aufgestellten Definitionen gleich ist, daraus geht hervor, 
dab das Gr6Bengebiet mit  den rationalen Zahlen nicht ersch6pft ist. J a  es ist als 
eine Ausnahme zu betrachten, wenn eine aus unendlich vielen Elementen gebildete 
Zahlgr6Be einer rationalen ~iquivalent ist. Eine rationale Zahlgr6Be definierten wir 
zun~ichst als eine aus einer endlichen Anzahl 

(60) 

yon Elementen zusammengesetzten Gr613e, daraus folgt, dab Mr  sie darstellen 
k6nnen als ein Vielfaches eines positiven oder negativen Teiles der Haupteinheit.  
Das Gebiet der aus einer Haupteinheit  und deren Teilen gebildeten Zahlgr~SBen 
umfaBt also sowohl die rationalen als auch die irrationalen Zahlgr6Ben. Dies fest- 
gestellt, kann man nun allerdings die irrationalen Zahlgr6Ben als Grenzen yon 
ver~tnderlichen rationalen Gr6gen betrachten. Denn yon einer aus unendlich vielen 
Elementen gebildeten Zahl k6nnen wir immer soviel Elemente absondern, dab der 
Rest kleiner ist als eine beliebig kleine Gr6ge ~, es gibt also unendlich viele 
rationale Zahlen, die der betrachteten irrationalen so nahe kommen, wie man nut  
immer will. Naehdem dies gezeigt ist, erkennen wir anch die schon oben an einem 
Beispiel gezeigte M6glichkeit, dab eine ver~nderliche Gr6ge nnendlich viele 
Grenzstellen haben kann. 

Wir kommen nun zu der Entwicklnng eines Satzes, der nicht nur fiir einen 
der wichtigsten der Gr6Benlehre zu halten ist, sondern der tiberhaupt das n6tige 
Fundament  fiir die meisten hierher geh6rigen Untersuchungen bildet. Ein Beispiel 
wird dies klar machen. Betrachten wir n~tmlich zwei Reihen: 

go (x) + gl (x) + ... in inf. 

h o (x) + h 1 (x) + .-- in inf., 

wo die g~(x) und h,(x) ganze rationale Funktionen von x sind, mit  beliebigen 
Koeffizienten, die unter anderem auch ratio- 

(61) 

nal sein k6nnen. Diese Reihen k~Snnen, wenn man sich auf reelle Werte des 
Arguments beschr~nkt, zwischen a und b definiert sein, wenn man dagegen die 
Betrachtung auf komplexe Werte des Arguments ausdehnt, ftir einen zusammen- 
Mngenden Teil der Zahlenebene. Diese Reihen k6nnen nun einander gleich sein; 
und es entsteht die Frage, welche Voraussetzungen dazu hinreichend sind; d.h. 
sie sollen fiir jeden Wert  yon x innerhalb des Gebietes ftir das sie definiert sind, 
denselben Wert  ergeben. Wenn sich die eine Reihe in die andere durch analytische 
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Operationen fiberffihren l~Bt, so genfigt der Nachweis der Konvergenz ftir beide, 
um dies einzusehen. Aber es kommen F~lle vor, wo von einer solchen Umformung 
nicht die Rede sein kann, und da muB man dann die Gleichheit erschlieBen. Da 
fragt es sich nur, ob nicht vielleicht eine geringere Anzahl von Bedingungen aus- 
reicht, um diese Gleichheit festzustellen, so z.B. ob man die Gleichheit nur fiir 
eine geringere Reihe von Werten von x nachzuweisen braucht, um sie dann ganz 
allgemein erschlossen zu haben. Is t  z.B. die Reihe nur definiert fiir einen zusam- 
menh~ngenden Teil der Zahlenebene, so fragt es sich, ob man nicht schon aus der 
Gleichheit der Funktionswerte 1Rngs einer ganz in dem betrachteten Fl~chensttick 
verlaufenden Linie die Gleichheit derselben im gesamten Gebiet, ffir welches 
die definiert sind, erschlieBen k6nne. Ein solcher Nachweis scheint auf den ersten 
Blick etwas sehr Schwieriges zu sein; in der Tat  ist ffir ihn die Einffihrung eines 
neuen Begriffs, des Begriffs der gleichmdfligen 

(62) 

Konvergenz erforderlich. Da wir schon frt~her Gelegenheit gehabt haben, die Be- 
deutung und den Inhal t  dieses Begriffes kennen zu lernen, so wollen wir an dieser 
Stelle auf ihn nicht ngher eingehen. Nur soviel sei erw~hnt, dal3 er bei Mlen der- 
artigen Beweisen eine grol3e Rolle spielt. In letzter Linie aber stfitzt sich der in 
Rede stehende Nachweis auf folgenden Satz, den wir jetzt  entwickeln: 

Is t  x eine unbeschr~tnkt ver~nderliche Gr~SBe, die also - -  wie man sagt - -  eine 
einfache Mannigfaltigkeit bildet und geometrisch durch eine Gerade repr~tsentiert 
wird, und wird in ihr eine andere ver~tnderliche GrSBe x'  so definiert, dab die 
Anzahl der definierten Stellen unendlich ist, so gibt es im Gebiete yon x, welches 
ffir x' definiert ist, mindestens eine Stelle, in deren N~the sich unendlich viele der 
definierten Stellen x'  befinden. Eine solche Stelle kann entweder selbst zu den 
definierten gehSren, oder nicht; im letzteren Falle ist sie eine ,,Grenzstelle". 
, , ,  

Appendice V 

Charles Hermite 

Rapport sur Weierstrass 

S6ance du 7 juin t892. (Archives de l ' Ins t i tu t  de France, Paris) 

Mr Weierstrass occupe depuis plus de trente ans le premier rang dans la science 
math6matique de notre 6poque. Ses t ravaux ont eu pour objet les parties les 
plus 61ev6es de l 'analyse, son nom est 6troitement li6 A celui de Riemann dans les 
d~couvertes relatives aux transcendantes ab61iennes, tout  r~cemment enfin des 
recherches d 'une autre nature, sur la th6orie des fonctions qui touchent aux 
fondements de la science, ont excit6 l 'admiration des analystes et jet6 sur son 
nom le plus vif 6clat. Indiquer m~me rapidement le caract~re propre de ces divers 
t ravaux,  essayer de dire leur importance et leur r61e, daus le grand mouvement  
dont l 'analyse offre maintenant  le spectacle, ainsi que leur influence sur les 
recherches des g6om~tres contemporains, serait bien difficile dans ces courts 
moments  que peut accorder l 'Acad6mie A la lecture d 'un rapport.  E t  c'est moins 
la nature abstraite des questions ~ exposer qui serait un obstacle, que la n6cessit6, 
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pour n'~tre pas incomplet, de parler en m6me temps de Cauchy, de revenir sur les 
t ravaux de notre grand g6om&tre pour montrer comment Riemann et Mr Weier- 
strass ont 6t6 les continuateurs, pour embrasser enfin dans le m~me expos6 des 
oeuvres qui tendent au m~me but et semblent comme le d6veloppement d'une 
m6me pens6e. Afin de ne point trop m'6tendre, je consid6rerai en particulier l'une 
des principales d6couvertes de Mr Weierstrass, et je dirai quelqnes mots d'abord 
de l'origine puis des d6veloppements successifs de la th6orie d'analyse dont elle 
a 6t6 le couronnement. Certaines circonstances de cette origine, auxquelles je 
dois m'arr~ter, ont laiss6 dans rhistoire de la science un ineffa~able souvenir, et 
me semblent en ce moment m6riter l'int6r~t de l'auditoire, et devoir &tre rappel6es 

son attention. 
En t827, Legendre recevait une lettre dont voici le d6but : Un jeune g6om&tre 

ose vous pr6senter quelques d6couvertes faites dans la th6orie des fonctions 
elliptiques, auxquelles il a 6t6 conduit par l'6tude assidue de vos beaux 6crits. 
C'est ~ vous, Monsieur, que cette pattie brillante de l'analyse dolt le haut degr6 
de perfectionnement auquel elle a 6t6 port6e, et ce n'est qu'en marchant sur les 
vestiges d'un si grand maitre que les g6om&tres pourront parvenir ~ la pousser au 
del~ des bornes qui lui ont 6t6 prescrites jusqu'ici. C'est donc ~ vous que je dois 
offrir ce qui suit, comme un juste tribut d'admiration et de reconnaissance. 

L'hommage venait de Jacobi; il 6tait digne de celui ~ qui il 6tait offert; le 
jeune g6om&tre avait r6v616 son g6nie, par l'une des grandes d6couvertes analy- 
tiques du si~cle, la th6orie g6n6rale de la transformation des fonctions elliptiques. 
La science doit ~ notre confrere Mr Bertrand la publication de la s6rie complete 
des lettres de Jacobi ~ Legendre. Depuis elles ont 6t6 reproduites, avec celles de 
Legendre ~ Jacobi, et forment, a dit leur savant 6diteur Mr Borchardt, une des 
correspondances les plus m6morables qu'on trouve dans l'histoire des sciences 
exactes. 

L'ann6e suivante, c'est Abel qui ~crit ~ Legendre pour mettre pareillement 
sous ses auspices les d6couvertes qui ont immortalis6 son nora. Mais le fondateur 
de la th6orie des fonctions elliptiques ne devait pas avoir seul l 'honneur d'accueillir 
les nouvelles recherches qui agrandissaient tout le champ de l'analyse. L'Acad6mie 
voulut donner le t6moignage de son int&~t pour ces travaux; en ~ 830 elle partagea 
le grand prix des sciences matb6matiques, entre la famille d'Abel et Jacobi. En 
t 849, elle accorda ce m~me grand prix A Mr Rosenhain, pour son m6moire sur les 
fonctions de deux variables et t~ quatre paires de p6riodes simultan6es, qui sont 
les inverses des int6grales hyperelliptiques de premiere classe. Ce beau et savant 
travail ouvrait la voie en m~me temps qu'un travail semblable de G6pel, dans un 
ordre nouveau de recherches aussi difficiles qu'importantes. Mais il ne traitait  
qu'un cas particulier d'une question g6n6rale, et par une m6thode dont le principe, 
dfi ~ Jacobi, 6tait exclusivement propre Ace cas. C'est ~ Mr Weierstrass qu'est 
enti~rement due la d6couverte capitale des fonctions inverses des int6grales 
hyperelliptiques de classe quelconque, ainsi que l'expression des fonctions qu'on 
nomme de seconde et de troisi~me esp~ce, dont la nature analytique 6tait rest6e 
compl~tement inconnue, m~me dans le cas trait6 par Mr Rosenhain, des int6grales 
de la premiere classe. Au del~ enfin des int6grales de radicaux carr6s, s'ouvre le 
champ plus vaste des int6grales de diff6rentielles alg6briques quelconques; elles 
ont 6t6 en m6me temps le sujet des recherches de Riemann et de Mr Weierstrass, 
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qui sont arriv6s par des voies difffrentes ~ la complete solution d'une des questions 
les plus vastes et les plus importantes qui se soient pos6es dans l 'analyse. La science 
se trouve ainsi en possession de nouveaux 616ments du calcul, de transcendantes 
analogues aux fonctions elliptiques, mais d'une nature plus complexe, comme les 
fonctions elliptiques sont elles-m6mes analogues aux sinus de la trigonom6trie 
616mentaire. Cette analogie, Mr Weierstrass l 'a fait ressortir d'une mani~re 
impr6vue, dans d'admirables m6moires o~1 il retrouve, par  exemple, pour les 
fonctions ab61iennes, la proposition de la th6orie des fonctions elliptiques, 
laquelle est attach6e le nom de notre illustre confrere Mr Liouville, et qui consiste 
en ce que toute fonction uniforme ~ double p6riode s 'exprime en fonction ration- 
nelle d 'un sinus d 'ampli tude et de sa d6riv6e. Une appr6ciation m8me succincte 
des t ravaux du profond analyste, dans cet ordre de recherches, m'entralnerai t  
bien loin; je pr6fSre r@ondre ~ une question qui se prfsente d'elle-mSme au 
sujet de ses d6couvertes. Les transcendantes qui constituent de nouveaux 616ments 
de calcul, re~oivent-elles effectivement des applications, et sont-elles des organes 
n6cessaires et indispensables de l 'analyse ? Les g6om~tres, il faut le dire, ne peuvent  
voir le plus souvent que le r6sultat imm6diat de leurs inventions, et le temps est 
n6cessaire pour juger du r61e et de l ' importance d'une d6couverte, mais en ce qui 
concerne les fonctions ab61iennes, de nombreuses et importantes applications se 
sont d6j~ offertes, dans la g6om6trie supfrieure et dans la m6canique rationnelle. 
En analyse, un des plus 6minents analystes dont l 'Acad6mie connait le beau talent, 
Mr Appell, a fait voir, dans un travail  d 'un grand int6rSt, qu'elles servent 
int6grer, sous forme enti~rement explicite, une classe tr~s 6tendue d ' fquations 
diff6rentielles lin6aires d 'un ordre quelconque. 

Nous pensons rester fidfiles A une tradition qui honore l'Acadgmie, en acceptant 
comme un h6ritage 16gu6 par nos devanciers cette th6orie d'analyse fondle par 
Legendre, et dont les d6veloppements si f6conds ont 6t6 encourag6s depuis un 
demi-si~cle, par  les r6compenses dont elle dispose. Mr Weierstrass a 6t6 plac6 sur 
notre liste, nous l 'avons jug6 on ne peut plus digne de recevoir la plus haute de 
ces rfcompenses, le titre d'associ6 6tranger 1, comme le g6om~tre le plus 6minent 
et l 'auteur des plus grandes d6couvertes en analyse de notre @oque. 

Appendice VI 

Henri Poincar~ 

Rapport sur les Titres de M. M6ray 

(Archives de l'Acad~mie des Sciences de l ' Inst i tut  de France) 

L'enseignement de l 'Analyse Infinit6simale s'est consid~rablement modifi6 
depuis le commencement du si~cle. I1 y a cent ans les principes de cette analyse 
n'~taient sans doute contest ,s  par  personne, mais les raisonnements sur lesquels on 
voulait les appuyer ~taient loin d'etre rigoureux et ne satisfMsaient pas tous les 
esprits. On connait le mot  plus ou moins authentique pr~t~ ~ un grand g~om~tre 
de cette @oque qui auralt  dit ~ Fun de ses disciples: ~Allez toujours, la foi vous 
viendra ~. 

1 Le 25 f6vrier 1895 WEIERSTRASS fUr 61U 3/fembre Associ6 de l'Acad6mie des 
Science de Paris en remplacement de KIJMMER. 
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Le puissant effort fait par Lagrange pour mettre les fondements du Calcul 
Infinit4simal ~ l 'abri de ces critiques n 'abouti t  pas en r4alit4 ~ un succ~s complet. 
Tout  4tait ramen6 aux s6ries, mais il aurait fallu d6montrer la convergence de 
ces s6ries. 

Aujourd'hui nous ne connaissons plus ces difficult4s; la riguenr de nos 
d6monstrations ne laisse plus rien ~ d4sirer; les notions les plus complexes et 
nagu~re les plus obscures se ram~nent toutes en derni~re analyse ~ la notion 
parfaitement claire du nombre entier. On est arriv6 ~ ce r6sultat en r6duisant 
au minimum le r61e de l'intuition. 

Le principal auteur de cette r4volntion est le g4om~tre allemand Weierstrass; 
mais nous n 'avons eu longtemps en France que de vagues 4chos de ses d4couvertes. 
Au lieu de les exposer dans des m6moires imprim6s, il se contentait  de les d4velopper 
dans son enseignement. Elles se transmettaient  entre ses disciples par tradition 
orale. Quelqnes-uns d 'entre nous pouvaient les deviner d'apr~s qnelques rares 
6crits ou d'apr~s les t ravaux de ses 61~ves; mais elles n 'appartenaient  pas au 
domaine public. 

Pendant  ce temps, dans une Facult6 de province, devant un auditoire peu 
nombreux, un professeur encore peu connu exposait des id6es analogues. C'4tait 
M. M6ray. Lui aussi voulait tout ramener au nombre entier, lui aussi soumettait  
tous nos raisonnements ~ une critique s6v~re; lni aussi se d4fiait de l 'intuition 
au point de douter de la possibilit4 de la division d'un angle en n parties 4gales. 
M. M6ray a en somme atteint les m~mes r4sultats que Weierstrass et par des 
moyens presque idenfiques. 

I1 aurait  donc pu nous familiariser avec ces m6thodes nouvelles avant  qu'elles 
nous arrivassent en franchissant le Rhin. Malheureusement il se servait d 'une 
langue sp4ciale qu'il avait  cr66e et qui rebutait  la plupart  des lecteurs; son 
influence fut en somme m4diocre. 

A qui maintenant  attribuer la priorit6 de ces d4couvertes ? Si l 'on prend 
pour crit~re la publication des m4moires imprim6s, cette priorit4 n 'appart ient  
certainement pas tout enti~re ~ Weierstrass. Y a-t-il lieu de rechercher dans le 
d6tail la part  qui revient ~ chacun des deux travailleurs; ce serait 1~ une besogne 
bien difficile, ~ cause de l 'enchev~trement des questions; cette besogne serait 
d'ailleurs oiseuse puisque les deux savants ont travaill6 d'une fa~on aussi ind6- 
pendante que s'ils avaient habit6 des plan~tes diff6rentes. 

S 'at tacher de trop pros ~ ces questions de date, ce serait une fa~on mesquine 
et presque pu4rile de iuger le m4rite d 'un savant. I1 y a tel r6sultat que M. M6ray 
a annonc6 en 1864, que Weierstrass poss4dait depuis quelque temps, mais qu'il 
n ' a  publi6 que plusieurs ann4es plus tard. Le m4rite du g6om&tre fran~ais est-il 
plus grand que si le professeur de Berlin avait  fait imprimer en 1863 un m4moire 
que M. M4ray n 'aurai t  certainement pas lu. 

Je ne veux pas, bien entendu, 4galer M. M4ray ~ Weierstrass; celui-ci n'4tait 
pas seulement un logicien impeccable; il 4tait nn cr6ateur; il ne se bornait pas 
appuyer  sur des fondements indestructibles les r6sultats obtenus par d 'autres;  
il en trouvait  de nouveanx. Sous ce rapport,  il l 'emporte infiniment sur M. M4ray. 

E t  pourtant  il ne fandrait  pas croire que le professeur de Dijon n 'a  fait que 
red6montrer plus rigoureusement ce qui avait  4t6 real d4montr4 avant  lui. I1 a, 
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lui aussi, trouv6 du nouveau. Je me bornerai ~t citer ses t ravaux sur les 6quations 
alg6briques simultan6es, ou sur les syst~mes d'4quations aux d4riv4es partielles. 

Mais, je le r6p&te, ce n 'est  1~ ni son principal m6rite, ni sa v6ritable originalit4. 
C'est par ses id4es sur les fondements du calcul infinit4simal qu'il convient de le 
juger. 

Les consid4rations qui pr6c&dent suffisent, je l'esp~re, pour faire appr4cier 
la grandeur de l'effort, l 'unit4 de la pens4e, l ' importance du succ~s final; elles 
suffiront donc pour justifier la proposition de la Section de G6om6tfie qui pr6sente 
M. M6ray en premi&re ligne pour la place vacante de CorrespondantL 

Appendice VII 

Karl Weierstrass 

Briefe an Hermann Amandus Schwarz 

(Abschrift von Ludwig BIEBERBACrI) 

(Extraits) 
t6 Dezember 1874 

Ich habe, um ein noch pikanteres Beispiel als das Ihrige ~ zu haben, vor 
einiger Zeit, mit  Hilfe der Cantor'schen z Anordnung der algebraischen Zahlen in 
einer Reihe nur eine Funktion ersonnen, die iiberall - -  reelle Werthe des Argu- 
ments vorausgesetzt - -  stetig ist, kein Maximum oder Minimum hat, und gleich- 

wohl so caprici/Ss ist, dab der Quotient ! (x + h) -- / (x) bei unbegrenzt abnehmen- h 
dem h best/indig zwischen zwei endlichen Grenzen schwankt, so bald x einen 
algebraischen Werth hat, dagegen sich ganz verniinftig aufftihrt, wenn dieser 
Werth eine transcendente Zahl i s t . . .  

5 Mai 1875 
. . .  

13brigens kann ich Ihnen sagen, wie sehr ich reich freue, dal3 mein lang- 
gehegter Wunsch, Sie wieder an einer ordentliehen deutschen Universit/it th/itig 
zu sehen, nunmehr in Erftillung gehen soll. Gerade GiSttingen ist jetzt der rechte 
Platz ftir Sie. Die mathematischen Wissenschaften sind dort geachtet wie kaum 
anderswo, und an ttichtigen Studenten wird es hie fehlen, wenn nut  geeignete 
Lehrer da sind, ftir die letzteren abet ist die Verbindung der Universit/it mit  der 
Societ/it der Wissenschaften v o n d e r  allergr/SBten Bedeutung und zugleich der 
Gedanke an die grol3en Vorg~tnge der m/ichtigste Antrieb zu wissenschaftlicher 
Th/itigkeit. Sie haben mir oftmals gesagt, dab Sie auch tiber die Universit~tsjahre 

1 Henri POINCAR~ a lu le 4 d6cembre 1899 son rapport au Comit6 secret de l'Aca- 
d6mie des Sciences de Paris et MgRAY, qui habitait Dijon, d4sign6 eli t~re ligne pour 
ulie place vacante dans la Section de G4om4trie, fur 41u l e t  I d4cembre 1899. 

H. A. SCHWARZ : Beispiel einer stetigen liicht differentiirbaren Function (Gesam. 
Math. Abhandlungen, tome II, Springer, Berlin 1890, 269--274). Cet article fur publi6 
en 1873. 

z G. CANTOR: Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen 
Zahlen (Gesam. Abhandl., Springer, Berlin 1932, 115--118). CANTOR a publi4 cet 
article en 1874. 
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hinaus mein Schfiler bleiben wollten. Ich acceptiere dies in dem Sinne, dab Sie 
einer der wenigen sind, welche in ihrer sp~teren Entwicklung niemals die Grund- 
s~tze verleugnet haben, in denen meine Schfiler zu befestigen ich als meine 
Hauptaufgabe betrachte, und deren Wesen in der Forderung sich ausspricht, in der 
Wissenschaft Klarheit und Wahrheit  als das Notwendigste zu betrachten, nichts 
aber mehr zu fliehen und zu hassen, als leere Rederei fiber Halbverstandenes, yon 
dem schwindelhaften Treiben, das leider auch in der ernstesten und reinsten der 
Wissenschaften sich geltend zu machen sucht, ganz zu schweigen, beim eigenen 
Arbeiten aber dutch die [lberlegung sich leiten zu lassen, dab die Erlangung 
allgemeiner Resultate das HSchste, aber nur auf dem Wege grtindlicher Durch- 
forschung zu erreichen ist. 
° ° .  

28 Mai 1885 
° . °  

Augenblicklich lasse ich drucken in zweiter verbesserter Ausgabe, die vier 
in den Jahren 1877--80 erschienenen funktionentheoretischen Abhandlungen, 
denen ich noch eine ffinfte, mein funktionentheoretisches Glaubensbekenntnis 
fiberhaupt enthaltend, hinzukommen soil. Die letztere macht  mir aber viel Mfihe. 
AuBerdem mul3 ich zum 25. k.M. die Arbeit tiber die Darstellung willkfirlicher 
Funktionen durch trigonometrische Reihen fertigstellen. Es knfipfen sich daran 
wichtige Untersuchungen. So babe ich z.B. gefunden, dab die Riemannsche 

b 
Definition von f / ( x )  d x die man als die denkbar allgemeinste anzusehen gewohnt 

ist, weder allgemein genug noch fiberhaupt zul~ssig ist. Sie muB vielleicht durch 
eine ganz andere ersetzt werden, bei deren Begrfindung mir Cantors neuere Unter- 
suchungen (nicht die auf die transinfiniten Zahlen bezfiglichen) wesentliche 
Dienste geleistet haben. 
. . . 

t2 August t885 
° . .  

Ich bin zu der Uberzeugung gekommen, dab ich, was mir an Jahren noch 
beschieden sein mag und an Kr~ften geblieben ist, von jetzt an besser auf wissen- 
schaftliche Arbeiten ausschlieBlich werde verwenden kSnnen. Die Th~tigkeit an 
der Universit~tt ist mir ohne dies durch mancherlei Umst~nde verleidet worden. 
An ein eintr~chtiges Zusammenwirken mit  Kronecker ist nicht mehr zu denken. 
Sein Streben nach Einflul3 ist nachgerade das beherrschende Prinzip seines 
Lebens geworden, und sein Selbstgeffihl macht  sich, ich mSchte sagen, fast in 
naiver Weise dermaBen geltend, dab es ihn nicht nut  zu den unverantwortlichsten 
Aussprfichen, sondern auch zu recht untiberlegten Handlungen verleitet. So hat  er 
kfirzlich an Hermite einen Brief gerichtet, in dem er sich fiber die ,,jetzige Ana- 
lysis" in ~thnlicher Weise wie Ihnen gegenfiber ausgesprochen - -  wie Hermite 
dies in Ergfissen an seine Freunde verwerthet, kSnnen Sie sich denken. Noch 
schlimmer ist das Folgende. DaB ihn der K6nig von Schweden 1 bei Stellung der 
- -  von ihm inspirirten - -  Preisfragen nicht zum Preisrichter ernannt hat, 

1 1VIITTAG-LEFFLER, G. : Communica t ion  sur  un pr ix  de m a t h 6 m a t i q u e s  fond6 p a r  
le roi Oscar  I I  (Acta Math.  7 (1885--t886),  I--VI) .  
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sondern Hermite und mich, hat ihn so irritirt, dab er  einen Brief an den KSnig 
gesehrieben - -  ich hoffe noch immer, er hat  ihn nicht abgeschickt - -  worin er 
sich nicht nur darfiber beschwert, dab der einzige unter den lebenden Mathe- 
matikern, der in algebraischen Dingen ein Urteil habe, nicht zu Rathe gezogen 
sei, sondern auch mir und Hermite geradezu die F~higkeit abspricht, eine alge- 
braisch-funktionentheoretische Frage zu stellen, geschweige denn darfiber zu 
Gericht zu sitzen. Es handelt sich um die 4te Frage, die Hermite gestellt hat, so 
dab ich eigentlich mit  der Sache nichts zu thun habe, aber es schmerzt reich, zu 
sehen, wie verletzte Eitelkeit selbst einen Mann yon so scharfem Verstande, wie K. 
zu derartigen Unbesonnenheiten verleiten kann. Es steht in dem Briefe noch, dab 
K. bereits vor 25 Jahren die UnmSglichkeit dessen, was in der Frage verlangt 
wird, bewiesen babe - -  mir ist absolut nichts davon bekannt  und dies sei yon der 
Commission dem KSnige verschwiegen. 

Auch heiBt es von Hermite,  Mittag-Leffler und mir, dab keiner von uns seine 
,,Festschrift", dies grundlegende Werk, kenne; ich muB denn, was reich angeht, 
widersprechen, ich babe die Schrift, wie sich gebfihrt, nicht gelesen, sondern 
studirt. 

Doch genug davon, ich kann nur sagen, dab reich ein wehmfithiges Geffihl 
fiberkommt, wenn ich mir K. vorstelle, wie er vor 30 Jahren war und der vielen 
genuBreichen Stunden gedenke, die ich in wissenschaftlichen Gespr~chen mit  
ihm verlebt b a b e . . .  

Berlin, t2. juni t888 
Lieber Freund und College[ 

Empfangen Sie zun~chst meinen besten Dank ffir die gfitige l~lbersendung der 
yon Ihnen angefertigten Abschriften meines Manuskripts aus dem Herbst  1884 
und das alte Vorlesungsheft fiber Differentialrechnung, das ich Ihnen selbst- 
verst~ndlich zurfickstellen werde. 

• . .  Ihre Frage indessen, den Herrn Biermann betreffend, will ich noch kurz 
bealltworten. 

Dr. Biermann, Privatdocent in Prag, besuchte mich am Tage vor oder nach 
meinem 70sten Geburtstag, jedenfalls zu einer Zeit, wo ich sehr in Anspruch 
genommen war und ihm nur wenige Minuten widmen konnte. Er  theilte mir mit, 
dab er die Absicht habe, eine ,,allgemeine Funktionentheorie" auf der in meinen 
Vorlesungen gegebenen Grundlage zu schreiben und fragte mich, ob ich ihm die 
Benutzung meiner Vorlesungen ffir diesen Zweck gestatte. Ich antwortete ibm, 
dab er sich wohl eine zu schwierige Aufgabe gestellt habe, die ich selbst zur Zeit 
noch nicht zu 15sen getraute, da ich fiber mehrere schwierige Punkte  noch nicht 
v611ig ins Reine gekommen sei u.s.w. 

Da er mir aber erkl~rte, dab er bei seiner Absicht beharren mfisse und die 
angegebene Frage wiederholte, sagte ich ihm zum Abschiede: ,,Wenn Sie aus 
meinen Vorlesungen etwas gelernt haben, so kann ich Ihnen nicht verbieten davon 
in angemessener Weise Gebrauch zu machen".  Er  hat te  sich mir als frfiherer 
Zuh5rer vorgestellt und ich nahm selbstverst~indlich an, dab er meine Vorlesung 
fiber Funktionenlehre gehSrt babe. Dies ist aber nicht der Fall, ich babe aus den 
Qu~isturlisten ermittelt,  dab er nur zwei Semester hier sich aufgehalten und nur 
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zwei math. Vorlesungen gehSrt hat, Zahlentheorie bei Kronecker und hyperellip- 
tische Funktionen bei mir. Er  hat also sein Buch nach dem Hefte eines anderen 
(tiber den ich eine bestimmte Vermuthung habe) gearbeitet, ohne beurtheilen zu 
k6nnen, ob und in wie welt das von mir Vorgebrachte getreu wiedergegeben ist. 
Eine derartige Buchmacherei kann nicht geduldet werden. Ich wfirde schon, als 
Teubner das Werk angekfindigt hatte, dagegen protestirt haben, wenn mir die 
eben erw~hnten Umst~nde damals schon bekannt gewesen w~ren und ich mir 
sagen mul3te, dal3 meine angeffihrten Worte bei laxer Auslegung allerdings als 
eine Erlaubniss zur Benutzung des yon mir Vorgetragenen gedruckt werden 
konnte. In der Vorrede hat mich besonders der recht jesuitisch ausgeklfigelte 
Passus: ,,Der Plan dieses Werkes ist Herrn W. bekannt" (ich citire nach dem 
Ged~chtnis) verdrossen; der unbefangene Leser glaubt, es sei mir ein Plan, d.h. 
ein Entwurf des Buches mitgetheilt worden, w~hrend es heil3en soll, der Verfasser 
habe mir seine Absicht, ein solches Buch zu schreiben, bekannt gegeben. Indessen, 
da ich mich nicht vorsichtig genug ausgedrfickt sondern von dem klugen Herrn 
in eine Falle hatte locken lassen, so habe ich zu allem geschwiegen. Jetzt  liegt die 
Sache anders und habe ich allerdings die Absicht, den wahren Thatbestand klar- 
zustellen. ~3brigens kann ich das Buch als eine getreue Wiedergabe meiner Vor- 
lesungen nicht anerkennen; ich habe Ausarbeitungen yon ZuhSrern, die welt 
besser sind. 

Ftir den Augenblick abet habe ich nut  ffir meine Gesundheit zu sorgen und 
darf reich nicht ~rgern. Freilich fehlt es mir am Arger durchaus nicht, Kroneckers 
Mittheilung ,,lJber Dirichlets letzte Arbeiten" ist ein wohl schon lange vor- 
bereiteter Angriff gegen reich, auch seine Arbeit fiber komplexe Zahlen soll zeigen, 
wie er doch in seiner Festschrift schon die wahre Grundlage dieser Theorie gegeben 
und alles welt besser zu machen im Stande sei als so schwache Algebraiker wie 
Weierstrass, Dedekind und Petersen, w~hrend er doch nichts welter leistet als 
dab er eine hSchst einfach zu erledigende Sache verdunkelt und schwierig macht. 
Aber genug von diesen widerw~rtigen Dingen. 

Freundlich griil3end 
Ihr Weierstrass 

Bitte, HelTn HSlder freundlichst von mir zu grtiBen und ffir die sorgf~ltig 
ausgeftihrte Bearbeitung der Einleitung zu meiner Vorlesung fiber Abel'sche 
Funktionen (t 879--80), worum ich ihn ersucht hatte, meinen verbindlichsten Dank 
auszusprechen. 

Appendice VIII 

Hermann Amandus Schwarz 

Briefe an Karl Weierstrass 

(Abschrift yon Ludwig BIEBERBACH) 
(Extraits) 

Hottingen bei Zfirich, d. 20. Juni 1872 
Hochverehrter Herr Professor ! 

Seit der Absendung meines letzten Briefes an Sie babe ich die Programmver- 
handlung des Herrn E. Kossak, ,,Die Elemente der Arithmetik" betitelt, kannen 
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gelernt, in deren Vorrede auf Ihre Vorlesungen und auf Ihre Erlaubnis zur Ver- 
5ffentlichung Bezug genommen wird. Gestatten Sie mir, einige Worte fiber diese 
Abhandlung zu schreiben, auf die Gefahr hin, dab ich Ihnen mit  denselben nichts 
Neues sage. 

Vor allem bemerke ich, dab es mir sehr leid rut, in diesem Programm Ihre 
Vorlesung so entstellt zu sehen. Von Herrn K., den ich pers6nlich zu kennen 
glaube, h~tte ich Besseres erwartet, gar nicht erkl~ren kann ich mir aber, wie 
Jemandem, der eine nur einigermaBen gute mathematische Bildung besitzt, ein 
Schnitzer v o n d e r  Art  desjenigen passieren kann, den Herr  K. auf p. 25 des Pro- 
gramms sich hat  zu Schulden kommen lassen. Gleich im Anfange vermisse ich die 
Aufstellung des Gesichtspunktes, durch welchen die Begrenzung des Zahlgebietes 
best immt wird, die Forderung der unbeschr~tnkten Umkehrbarkei t  der durch 
Addition und Multiplikation allgemein eingeffihrten Rechnungsoperationen, eben- 
so vermisse ieh die Hervorhebung der Forderung, dab alle ftir das Rechnen mit  
ganzen Zahlen gtiltigen formalen Gesetze aufrecht erhalten bleiben sollen. Von 
den Bedingungen, die zwischen den Constanten des Multiplikationsgesetzes be- 
stehen mtissen, und welche aus der Forderung a • (b • c) = b • (a • c) hervorgehen, 
scheint Herr  K. keine Kenntnis zu haben, wenigstens erw~hnt er an der Stelle, 
wo dieses h~tte erw/ihnt werden mfissen, hier nichts davon. DaB es ffir jedes 
Multiplikationsgesetz, welches eine Division im allgemeinen gestattet,  solche 

a b 
Zahlen e 0 = a - -  b gibt, welche die Rolle der absoluten Einheit spielen, scheint 

dem Werk unbekannt  zu sein. 

Die ungenfigende Bekanntsehaft  des Herrn K. mit  dem Gegenstande, den er 
behandelt, zeigt sich aber auf das Deutlichste durch die Argumentation anf pag. 25. 
Aus deln Umstande,  dab eine quadratische Form von zwei Ver~nderlichen nut  
dann gleich Null werden kann, wenn beide Variabeln einzeln den Wert  Null habe, 
kann doch nimmermehr geschlossen werden, dab dieselbe das Produkt  der beiden 
Ver~nderlichen nicht enthAlt. Daher ist die ganze Untersuchung fiber die von 
zwei Grundelementen abh~ngenden Zahlen ungenau und ziemlich nachl~ssig 
wiedergegeben. Neues war ja auf diesem Gebiet nach Ihrer  Vorlesung nieht mehr 
zu finden. Die Aufgabe, die der Verfasser zu 15sen hatte,  bestand ausschlieBlich 
in einer sorgf~tltigen nnd richtigen Darstellnng der von Ihnen in jener Vorlesung 
verSffentlichen Gedanken; in dieser Beziehung scheint mir die K.sche Darstellung 
nieht einmal m/iBigen Anforderungen genfigen zu kSnnen. Die historischen Be- 
merkungen ans der Humboldt'schen Abhandlung und aus den arithmetisehen 
Biichern des Euklid wfirde man dem Verfasser gern eflassen haben. 

Vor kurzem habe ich anch von Herrn Enneper einen freundlichen Brief er- 
halten, der gleichzeitig mit  Separatabzfigen der bisher ver6ffentlichten AufsAtze 
des Herr  E. ankara. 

In einer der neuesten Hefte der Nouvelles Annales bringt ein gewisser Gilbert, 
wenn ich nicht irre, wieder den Unsinn vor, dab es ganz selbstverstAndlich sei, 
dab eine Funktion Differentialcoefficienten habe; aber freilich, wie kann man 
einem franzSsischen Provinzialmathematiker  daraus einen Vorwurf machen, wenn 
Bertrand mit dem angeblichen Beweise dieser Behauptung sein Lehrbuch erSffnet. 
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7 November 1881 

• . .  Die Aufgabe, welche Sic mir mittheilen, gehSrt meines Erachtens zu den 
schwierigsten, weil dieselbe sich auf hSchst versteckte Eigenthfimlichkeiten der 
Irrationalzahlen erstreckt; die Untersuchung, welche Darboux beziiglich meines 
Beispieles angestellt hat, wird Ihnen bekannt  sein. MSglicherweise ist G. Cantor 
der geeignete Mann, eine solche Aufgabe zu b e h a n d e l n . . .  

t3. Mai t883 

Herr  Bouquet interessierte sich sehr daffir, zu erfahren, ob in Deutschland 
YOn den Riemannschen F18chen viel Gebrauch gemacht wtirde, oder nicht. 

t6. M~irz 18851 
• . , 

Meinen angefangenen Brief habe ich nicht vollendet, ich bringe abet  den 
Anfang mit. Das leidige Vorkommnis, welches mir am letzten Tage meiner An- 
wesenheit in Berlin im Hause des Herrn Prof• Kronecker begegnet ist, mul3 ich 
Ihnen miindlich ausfiihrlicher mitteilen; es bedeutet einen vollst/indigen Bruch; 
Herr  Professor Kroneeker hat, wie ich dutch Frau Professor Kronecker erfahren 
habe, gesagt, das Tischtuch zwischen ihm und mir sei durchgeschnitten, er wiirde 
einen ferneren Besuch meinerseits nieht annehmen, ich diirfe ibm auch nicht mehr 
sehreiben. Und das Alles nach vierundzwanzigj~thriger Freundschaft! Es wfirde 
unglaublieh sein, wenn es nicht wahr w~tre. Und was ist der Grund zu einem solchen 
schroffen Entgegentreten ? Lediglich ein Brief, den ich in der letzten Stunde des 
alten Jahres an Herrn Professor Kronecker geschrieben habe, wie ich vor Jeder- 
mann sagen daft, den ich reines Herzens geschrieben habe, in dem ich meiner 
aufrichtigen Bewunderung Ihrer  wissenschaftlichen Leistung Ausdruck gab. Ich 
brauche Niemandem gegeniiber zu errSthen, wenn dieser Brief verSffentlicht 
werden sollte. Als ich mir diesen Brief ausbat, um ihn meinem Schwiegervater zu 
zeigen und dessen Urtheil einzuholen, verweigerte Frau Prof. Kronecker mit  den 
Worten:  ,,Nein, was geschrieben ist, ist geschrieben". Der Tenor meines Briefes 
war aufgefal3t worden als eine von mir unternommene Vergleichung der wissen- 
schaftlichen Gr613e des Herrn Professor mit  Ihnen. Ich babe mir niemals ein ab- 
sprechendes Urtheil, fiber die wissenschaftliche GrSBe des bedeutendsten jetzt 
lebenden Forschers im Gebiete der Algebra angemal3t: eine Erinnerung an eine 
Gegenfiberstellung oder Nebeneinanderstellung Ihrer  Gestalt mit  der Gestalt des 
Herrn Professor Kronecker, der yon meinen Commilitonen im gemfithlichen 
Kreise fast immer ,,Der Kleine" genannt wurde - -  das Bild trug die Unterschrift 
,,Wer den Kleinen nicht ehrt, ist des GroBen nicht werth" - -  bezog sich auf eine 
Zeit, in welcher der Ruhm des Herrn Prof• Kronecker erst anfing, sich auszubreiten 
und in welcher jedenfalls die Zahl seiner ZuhSrer noch recht klein war; jene 

1 SCHWARZ avait 6crit A WEIERSTRAGS le 10 janvier 1885 qu'un <~6v6nement 
attristant ~> venait de lui arriver darts la maison de KRONECKER, et promettait de lui 
donner des d6tails darts une lettre ult6rieure. Comme pendant deux mois WEIERSTRASS 
ne revolt rien, il 6crit le 14 mars t885 A SCHWARZ, en revenant sur l%6v~nement,>, 
l'assurant que ce rappel ne constitue pas une demande, au cas oh il <~ne tiendrait pas 
pour n6cessaire ~> de Fen informer• 

t 0  A r c h •  l - l i s t •  E x a c t  Sc i . ~  V o l .  I O  
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Unterschrift  hat te  also einen im hSchsten Grade ehrenden Sinn ftir den, der sich 
in seinen bei Gelegenheit von mathematischen Festen gehaltenen Reden selbst 
gem seiner kleinen Gestalt e r inne r t e . . .  

Besonders freue ich reich auch dariiber dab Sie jetzt  Ihre Begrfindung der 
Theorie der analytischen Funktionen ausarbeiten wollen; ich st imme ganz mit  
Ihnen fiberein in der 13berzeugung, dab es in hohem Grade wfinschenswerth ist, 
dab dies bald geschieht. In  dem letzten Briefe, den Herr  Professor Kronecker an 
mich gerichtet hat, schreibt er am Schlusse wSrtlich: 

,,Wenn mir noch Jahre und Kfiifte genug bleiben, werde ich selber auch der 
mathematischen Welt zeigen, dab nicht bloB die Geometrie, sondern auch die 
Afi thmetik der Analysis die Wege weisen kann - -  und sicher der strengeren. 
Kann ich's nicht mehr tun, so werden's die thun, die nach mir kommen, und sie 
werden auch die Unrichtigkeit aller jener Schltisse erkennen, mit  denen jetzt  die 
sogenannte Analysis arbeitet".  

,,Die Unrichtigkeit aller jener Schltisse, mit  denen jetzt die sogenannte Analysis 
a r b e i t e t " . . .  

t 7. Juni t 8881 

* . o  

Dieses Packet  enth~lt meine Ausarbeitung der Vorlesung fiber Differential- 
rechnung, welche Sie an deln KSniglichen Gewerbeinstitute im Sommersemester 
t86t  gehalten haben. Meine Ausarbeitung enthiilt nicht die Anwendung auf die 
Untersuchung der Eigenschaften ebener Curven, insbesondere also auch nicht 
Ihre so befriedigende Theorie der Berfihrung yon Curven. Dagegen wird ineine 
Ausarbeitung wohl so manche Ungenauigkeit enthalten, ich bit te Sie, die etwaigen 
Fehler dem Anf~inger zu gute halten zu wollen. 

Vor einiger Zeit wandte sich Herr  Professor Mach in Prag an reich Init der 
Bitte, ihm fiber Dr. O. Biermann und Dr. G. Pick N~heres mitzutheilen. Da ich 
nun bis ietzt nicht dazu gekommen bin, das Bierlnann'sche Buch ,,Theorie der 
analytischen Funktionen" so sorgfiiltig zu lesen, als dies nStig sein wfirde, um ein 
gerechtes Urteil abgeben zu kSnnen, und da Herr  Professor Mach bei seiner Bitte 
den Zusatz machte, ,,falls es mir keine Umst~nde macht" ,  so habe ich bis jetzt  
die Bitte des Herrn Prof. Mach unerffillt gelassen. (Die Lobpreisung des Bier- 
mann'schen Buches in Schl6mlich's Zeitschrift, welche yon dem Direktor der 
Provinzial-Gewerbeschule in Hagen, Dr. Holtzmfiller, herrfihrt, werden Sie 
kennen). Nun schreibt aber heute, genauer vor einigen Tagen, Herr  Itzigsohn an  
Herrn Dr. Burkhardt  hier folgendes: 

,,Bitte grfiBen Sie Herrn Professor Schwarz. Es interessiert ihn vielleicht zu 
erfahren, dab Herr  Biermann in n~ichster Zeit grfindlich heimgeleuchtet werden 
(so !) soll, well er bei den Leuten den Glauben erwecken wollte, er babe im Ein- 
verst~indnis mit  Herrn Professor Weierstrass dessen Funktionen-Theofie ver- 
5ffentlicht. Herr  Prof. (so!) Biermann hat  niemals Funktionentheorie bei Herrn 
Prof. Weierstrass gehSrt. DaB einem solchen Herrn die Erlaubnis zur VerSffent- 

1 I1 doit y avoir une erreur de date, car la r6ponse de WEIERSTRASS a cette lettre 
dat6e du 17 juin est du t2 juin. 
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lichung der Funkt ionentheorie  nicht  gegeben ist, wird wohl einleuchtend sein. 
Das Werk ist alles, nur  nicht  die Weierstrass 'sche Funkt ionentheorie" .  

Soweit Herr  Itzigsohn. 
Allerdings war ich bisher der Meinung, dab Herr  Dr. Biermann von Ihnen 

erm~chtigt  worden sei, Ihre Vorlesungen bei der Ausarbei tung seines Buches zu 
benutzen.  

Sie wtirden reich zu Dank  verpflichten, wenn Sie die Giite haben wollten, mir 
mitzutheilen, ob Herr  Dr. Biermann mit  
m~ichtigung, Ihre  Vorlesungen benutzt  hat.  

Hochverehr ter  Herr  Professor! 

oder ohne Ihre  ausdriickliche Er-  

G5ttingen, 26. Februar  t892 

Heute  erhielt ich dutch Herrn  Geheimrat Althoff persSnlich den Ruf  an die 
Berliner Universit~it; ich habe denselben ohne Weiteres angenommen.  Herr  
Geheimrat  Althoff wird Ihnen  wegen der Einzelheiten noch Mitteilung machen.  
In  einigen Tagen wird, denke ich, die Versetzung durctl den Herrn  Minister verfiigt 
werden;  ich beabsichtige, sobald als es mir mSglich sein wird, nach Berlin zu 
reisen, um wegen einer Wohnung  das Erforderliche einzuleiten. 

Nochmals  sage ich I h n e n  meinen herzlichen Dank.  
Ih r  ganz ergebener 

H. A. Schwarz 

Appendice IX 

Sophus Lie 

Lettre A Gaston Darboux 1 

(Archives de l ' Ins t i tu t  de France, Paris) 

Lieber Darboux  ! 

Endlich bis ich soweit dab ich meine beiden Werke Ihnen schicken kann. Es war 
eine lange Arbeit  und zuoft  werden es sich wohl Spuren yon Erm~idung zeigen. 
Selbst wenn man  eine Sache vollst~indig beherrscht, ist es schwer eine ganz 
correkte Darstel lung zu geben, besonders wenn man  Mitarbeiter bentitzt, sie 
mSgen so tiichtig sein, wie mSglich. Ich  hoffe indel3, dab meine Werke niitzlich 
sein werden. 

1 I1 est certain que LIE avait tendance, duns ses lettres, £ porter des jugements qui 
d6passaient quelquefois sa pens6e. De plus, il 6fair pr4occup6 par des questions de 
prioritY. 

Ainsi, dans des lettres de 1882 ~ FELIX KLEIN (Cod. Ms. Klein 10, Nieders. Staats- 
und Universititsbibl. G6ttingen, 681, 685), il accuse DARBOUX de publier, sans le 
citer, des r6sultats que, lui, LIE avait trouv@s. Egalement dans une lettre k KLEIN (743) 
de t 888, off il inscrit en tSte: <,Dieser Brief ist natiirlich n u t  ]i2r Kle in .  Ich protestire 
dagegen, dab derselbe Engel vorgelegt wird ~>, il 6crit que si ENGEL veut @tre son ami, 
<,Mors il dolt @tre honn6te. I1 doit m'attr ibuer ce qui m'appartient,>. Dans une autre 
lettre (757) regue par KLEIN le 5 mai 1892 il accuse KLEIN, cette fois-ci, de le plagier. 
Et  la lettre (759) regue par KLEIN le3 octobre t892 explique un peu la pr6c4dente, car 
LIE y affirme que son syst~me nerveux est <~encore d61abr6~>. 

t0"  
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In der Widmung und der Vorrede 1 suchte ich Ausdruck zu geben ftir die Liebe 
zu ]ranz6siseher Wissensehafl die mich immer (und seit ich in Deutschland bin 
noch mehr) beseelt hat. 

Es ist ein merkwtirdig Phenomen, dab in Deutschland seit 1870 mit Aus- 
nahme zweier Israeliten (Hilbert ~ und Hurwitz) kaum eine einzige bedeutende 
Begabung sich der Mathematik zugewendet hat. Ist das Jahr 1870 ffir deutsche 
Politik glficklich gewesen, so ist es ]i~r deutsche Mathematik verh~ngnisvoll gewesen. 
Junge Kr~fte treten hier nicht hervor. Die itlteren KrAfte hSren sich frtih auf zu 
produzieren (Christoffel Cantor Schering Lipschitz ...) Nur Eins floriert bier in 
der Mathematik das ist die Arrogance: der sicherste Weg zur Decadence. 

Frankreich bietet das entgegengesetzte Bild. In Jahre 1870 war es in Paris 
eine allgemeine Meinung, dab die franzSsische Mathematik von der deutschen 
tiberfltigelt war. Darin war wohl etwas wahres, doch abet lange nicht in dem MaBe 
wie man meinte. Im Jahre 1870 war z.B. die deutsche Geometrie nicht tiber- 
m~Big viel werth, w~hrend die metrische Geometrie zu dieser Zeit in Frankreich 
florierte. C. Jordans trait6 des substitutions ist gewiB, so viel auch Kronecker 
dartiber schimpfte, ein monumentales Werk, wenn auch schwer zug~nglich. Nur in 
der Funktionentheorie waren wahrscheinlich damals die Deutschen etwas voraus. 

Wie ganz anders ist jetzt  in der Funktionentheorie die Situation. Weierstrass' 
Einseitigkeit und Kleins Oberfl~chlichkeit und Leichtsinn haben keine ernste 
Schule machen kSnnen, wahrend die franzSsischen Funktionentheoretiker mit 
allen guten Mitteln vorw/irts dr~ngen. 

Es ist mit eine besondere Freude gewesen, der Weierstrassschen und Kleinschen 
Schule (die jedenfalls die Arrogance gemein haben) zu erkl~tren, dab sie alle beiden 
die gr6Bten Dummheiten in ihren Arbeiten tiber die Grundlagen der Geometrie 
gemacht haben. 

Mein Traum ist es, ehe ich nach Christiania zurtickkehr, in Leipzig eine gesunde 
mathematische Schule zu bilden. Leicht ist es nicht. Nous verrons! 

Appendice X 

Gaston Darboux 
Lettres ~ Jules Hou~l s 

(Archives de l'Acad6mie des Sciences de Paris) 

(Extraits) 

Ihr ergebener 
S. Lie 

5 mars 1870 

Hermite qui n'a pas de gofit pour le professorat expose ce qui lui plait et ne 
se pr6occupe pas d'obtenir un ensemble satisfaisant. Tous nos g@om@tres d'ailleurs, 
quoique tous fort distingu6s, semblent appartenir A un autre Age. 

1 Le  t o m m e  I I I  du  l iv re  ~Theor ie  de r  Transformat ionsgruppen~> <~61abor@~ p a r  
Sophus  LIE avec  le ~concours  ~> de F r i e d r i c h  ENGEL, Teubne r ,  Le ipz ig  t 893, e s t  d6di@ 
son  <~pays n a t a l  la  Norv&ge ,, ~ F r i e d r i c h  ENGEL e t  ~ l 'Eco le  N o r m a l e  Sup6r ieure  de Par is .  

Igotons,  en  pa s san t ,  que  HILBERT n ' g t a i t  pas  isra@lite. 
E n  t 870, c o m m e n c e  ~ p a r a t t r e  le Bu l l e t i n  des  Sciences  m a t h 6 m a t i q u e s  r@dig6 p a r  

G. DARBOUX avec  la  co l l abo ra t ion  de  J .  HOtJEL. Mais,  d~s le t o m e  2, il es t  m e n t i o n n 6 :  
r6dig@ par DARBOUX et HOUEL. 
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Ce sont des savants  6minents rest6s ~ la science d'il y a vingt  ou trente ans 
qu'ils perfectionnent,  d6veloppent avec beaucoup de succ~s, mais toutes les 
branches moderues sont pour  eux tr~s accessoires. Serret . . .  est un  61~ve distingu6 
de Lagrange,  mais il ignore bien des choses modernes. Mais, je vous en pile, ne 
communiquez ce jugement  ~ personne, il pourrai t  att irer sur moi la foudre et la 
tempSte et je n ' y  tiens nullement. 
. . .  

20 novembre  t 872 

Figurez-vous que le M6ray 1 me cause bien des embarras.  Faurie a su que 
j 'avais  sur cet ouvrage un article tr~s 61ogieux de cet imb6cile de Laurent ,  et il 
me supplie de le lui montrer .  En  sorte que me voil~ oblig6 d ' imprimer  cet article 
et de le communiquer  ~ Faurie, mais je l 'adoucirai. Laurent  compare simplement 
M6ray ~ Lagrange.  Chasles m' invi te  ~ diner expr6s pour que je montre  l 'article en 
question ~ Faurie. Quelle scie. 

M6ray est un garcon qui a beaucoup de m6rite, mais qui est poseur et pr6ten- 
tieux. Briot et Bouquet  sont ses pr6curseurs, et il regarde tout  le monde du hau t  
de sa grandeur.  Ce que je t rouve de plus 6tonnant  dans son livre, c 'est  encore sa 
th6orie des incommensurables.  Je  vous la recommande.  
. . .  

22 novembre  t872 
. . .  

Vous avez raison. Je  suis un abominable sc616rat. Mais que voulez-vous ? 
L 'ouvrage  de M6ray est d6di6 au p&re Faurie~. Voil~t le hic. E t  puis Bouquet  r a  
d6jk un peu secou6. Enfin je tacherai  d 'adoucir  l 'article et je prends tou t  sur moi. 
Accablez-moi. Vous 8tes dans votre droit. Mais pour  moi je crois simplement qu 'on  
doit laisser ~ chacun la responsabilit6 de son opinion. Tan t  pis pour  Laurent  s'il 
se t rompe.  

5 d6cembre 1872 

Vous voyez bien que l 'article de Lanrent  3 6tait acceptable, mais je l 'avais un 
peu adouci, il (Laurent) comparai t  M6ray ~ Lagrange pour  met t re  Lagrange au 
second rang. C'6tait c u r i e u x . . .  

Sans date 4 
. . .  

Quant  ~t Gilbert 5 le grand Belge, nous avons grand besoin d 'agir  avec prudence 

1 Charles M]~RAY: Nouveau pr6cis d'analyse infinit6simale, Savy, Paris t872. 
FAURIE 6fair inspecteur g6n6ral de l'enseignement secondaire. 

8 H. LAURENT: M6ray Ch., Nouveau pr6cis d'analyse infinit6simale (Bull. Sci. 
Math. 4 0873), 24--28). 

* Cette lettre doit 8tre de 1872, car c'est cette ann6e-l~ que WEIERSTRASS avait 
lu A l'Acad6mie des Sciences de Berlin son m6moire sur la fonction continue sans 
d6riv6e. 

5 La revue Nouvelles Annales de Math6matiques (2) 12 (1873) signalait p. 23t : 
<~ Nous avons re~u de M. Ph. Gilbert, professeur X l'Universit6 de Louvain, un Mdmoire 
sur l'existence de la ddrivde dans les ~onctions continues, oh l 'auteur critique un M6moire 
de M. Hankel, professeur ~ l'Universit6 de Tubingue, qui admet l'existence de foncfions 
continues n 'ayant  pas de d6riv6e. M. Darboux a r6cemment communiqu6 ~ ce sujet, 

la Soci6t6 math6matique de France, une Note Sur les intdgrales des [onctions dis- 
continues et sur les [onctions qui n'ont pas de ddrivdes. ~ Pr6cisons que DARBOUX avait 
fait sa communication le 19 mars t873 (Bull. Soc. Math. France 1 (1872--t873), t2t). 
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et il faut  bien choisir notre moment  pour lui ass6ner un coup terrible et dont ce 
grand Belge ne puisse se relever. I1 at taque Hankel. C'est bien. Hankel  est de force 
r4pondre. Ecrivez-lui puisque vous le connaissez et attendons. C'est 1~ le premier 
point. Quand Hankel  aura r4pondu d'une mani~re victorieuse, je n 'en doute pas, 
nous arriverons A la rescousse et gare Gilbert. Nous aurons la partie d 'au tant  plus 
belle qu'~ Berlin il y a aussi des g6oln~tres pointus et que Weierstrass a lu un ar- 
ticle sur les fonctions qui n 'ont  pas de d4riv6e. Je reprendrai la d4monstration de 
Gilbert que j 'affirme 6tre fausse, sans l 'avoir v i le . . ,  je vous promets que nous l'asso- 
merons. 

Serret pousse Jordan et voudrait  le pr6senter ex aequo avec Briot et Bouque t . . .  
ie trouve que Briot et Bouquet ont aussi un grand travail  tout aussi comparable 

celui de Jordan. Bertrand regarde leurs 6tudes sur l 'int6gration des 4quations 
diff6rentielles comme un des plus grands progr~s du Calcul int6gral depuis long- 
temps. 
. . .  

t8 mars t873 

J ' a i  commenc6 ma semaine en traduisant ce qu'il y a de plus dur dans le 
m6moire de Riemann 13ber die Darstellbarkeit . . .  

Ce m4moire de Riemann est un chef-d'oeuvre semblable ~ ces vieux tableaux 
dont quelques parties en pleine lumi~re vous font regretter ce que le temps a 
d4truit ou ce que l 'auteur a n6glig& 

30 mars 1873 

Vous 6tes bien aimable d 'avoir  fini le Riemann. Voil~ un beau morceau et 
qui ne sera pas appr4ci4. Mais il y a une perle que tout le monde y d4couvrira, je 
l'esp~re. C'est la d6finition de l'int4grale d6finie. C'est de lit que j 'ai  tit6 une foule 
de fonctions qui n'ollt pas de d4riv4s. 

° . .  

23 d4cembre t873 

Voici quel est le plan de mort travail  sur les principes du calcul diff4ren- 
tiel. J 'approfondis d 'abord l'id4e de l i m i t e . . .  

Les s6ries dont les termes sont des fonctions de x donnent lieu h des distinctions 
que j '6tablis d'apr~s les Allemands: il y a des s4ries 4galement convergentes dans 
un intervalle donn6 (gleichmiiBig) et celles qui ne le sont pas. I1 y a une diff6rence 
capitale entre ces s6ries. Apr&s cela, j '4tudie la d4finition de l'int6grale de Riemann 
en la rendant rigoureuse (c'est bien long) et j 'en d4duis directement l 'existence d 
fonctions continues qui n 'ont  pas de d6riv4es. 

J ' a i  l ' intention de terminer par  quelques remarques sur les int4grales d6finies 
es les conditions sous lesquelles on peut diff6rentier sous le signe int6grale point 
qui est encore tr~s difficile £ 41ucider. 
. . . 
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12 janvier 1874 
• ° • 

Quant aux th6or~mes du Calcul int6gral, ie crois de plus en plus que tout eela 
aurait besoin d'etre repris ~ fond et que l 'on devrait s 'astreindre ~ une double loi: 
bien d6finir les hypotheses sur lesquelles on s'appuie, ne donner que celles qui sont 
ndcessaires pour l'exactitude du thdor~me. 

24 janvier t874 

En un mot,  voulez-vous introduire dans le Calcul infinit6simal la rigueur de la 
g6om6tr ie . . ,  je pense qu 'avant  tout vous devez tenir ~ la rigueur. 

Si je vous dis tout cela, c'est que j 'ai  la conviction qu'en vous at tachant  ~ la 
rigueur vous arriveriez ~ faire un trait6 de Calcul infinit6simal ayant  un int6r4t 
excep t ionne l . . .  Avec le th6or6me des accroissements finis tel qu'il est d6montr6 
dans Serret, vous pouvez 61ever un 6difice solide. ~a  et la d6finition de l'int6grale; 
il n 'y  a pas autre chose• C'est comme cela je crois que proc6de Weierstrass. 

16 f6vfier t874 

Pour ce qui concerne les principes du Calcul Diff6rentiel nous ne pouvons pas 
nous e n t e n d r e . . .  Quant aux d6monstrations de Bonnet que je vous signale, 
elles sont plus simples que les v6tres et de plus elles r6sistent A toutes ces fonctions 
bizarres. 

Vous pouvez mettre dans le premier quart de la premi6re lemon de Calcul 
Diff6rentiel le th6or6me des aceroissements finis tel que le d6montre Bonnet et 
il domine alors toute la th6orie. Du reste ce cours de Weierstrass que vantent  tant  
les Allemands me parait  taill6 ~ peu pr6s sur le m4me mod61e et je crois qu'il y 
aurait  eu un r6el avantage pour vous ~ adopter cette nouvelle marche. 
. , °  

17 f6vrier 1874 

Quant au fond du dissentiment, le voici tr~s net tement  expliqu6 el1 gros. 
I1 y a ~ chaque instant dans le calcul diff6rentiel des infiniments petits de cette 
forme ~ (x, h), fonctions de deux variables, l 'une finie x, l 'autre infiniment petite h. 
Par  exemple 

l (x+h)- l (x)  
h - 1' ( x ) .  

La seule chose qu'on connaisse sur ces infiniments petits, c'est qu'ils tendent 
vers z6ro avec h quand x reste fix6; et l 'on admet ~ tort  qu'ils continuent encore 

tendre vers z6ro quand h tendant  vers z6ro x ne reste plus constant mais varie 
infiniment peu. Cela peut ~tre bizarre, mais je n 'admets  pas au sujet de ces 
infiniment petits ~ (x, h), qui apparaissent dans toutes les questions fondamentales, 
que, pour cela seul qu'ils tendent vers z6ro avec h quel que soit x fixe, ils tendent 
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aussi vers z6ro quand  x varie. Remarquez  du reste que je pourrais vous citer une 
foule d 'autori t6s qui sont de mon avis: Weierstrass, Bonnet ,  Thomae etc . . . .  

27 juiUet 1874 
. • •  

A propos, j 'a i  re$u un v6ritable chef-d 'oeuvre:  La  G6om6trie de M6ray 1. 
Apr6s l'Ag6silas h61as, oui apr6s son trait6 de Calcul Diff6rentiel h61as, mais 
apr6s l 'At t i la  ~, apr6s la G6om6trie, il n ' y  a plus qu'~ tirer l ' 6 che l l e . . .  Je  vous 
aurais d6j~ envoy6 le trait6, mais je veux  le mont re r  $ Painvin qui aura l 'honneur  
d '4tre le coll6gue de M6ray A l 'agr6gation cette ann6e. C'est M6ray et Valson qui 
viennent,  mais j 'esp6re que ce sera la derni6re ann6e pour  M6ray apr6s le trait6 
de G6om6trie qu'i l  vient  de commet t re  .. .  

14 juin t875 
. . •  

J ' e n  ai aussi resu une de du Bois-Reymond,  celui de Tubingue. I1 ne me dit 
pas grand  chose de bon et me parle des fonctions qui n 'on t  pas de d 6 r i v 6 e . . .  

17 janvier  t876 

Qu'est-ce que c 'est  que ce Bolzano dont  vous me parlez ~ propos d ' un  th6or6me 
sur la continuit6 des fonctions ? . . .  

8 f6vrier t88t  
• . ° 

La t r a d u c t i o n . . ,  a 6t6 revue par  Weierstrass lui-m4me. Nous avons envoy6 
all g rand  Berlinois, ~ celui qu'I-Iermite appelle touiours le grand  16gislateur des 
Math6matiques, une t raduct ion d'un t ravail  plus 6tendu qui me sera incessamment 
renvoy63. 
° . ,  

z Charles M~RAY: Nouveaux 616merits de G6om6trie, Savy, Paris 1874. Dans la 
13r6face de l'6dition de t903 (Jobard, Dijon) M]~RAY 6crit (13. V): ((La premi6re 6dition 
de cet ouvrage a paru en i 874, et pendant vingt-six arts, des ap13robafions chaleureuses, 
mais isol6es, se sont 13erdues dans le vide d'une indiff6rence g6n6rale mbl6e de quelques 
railleries ,>. Sur l'exemplaire de l ' Inst i tut  Henri Poincar6 de Paris, de l'6dition de 1903, 
est 6crit: ,A Monsieur G. Darboux, hommage d'une sinc6re amiti6. Charles M6ray~). 

2 A13r6s la 13i6ce de CORNEILL• ,Ag6silas ~> (t666), celui-ci 6crivit <(Attila ~> (t 667), 
13i~ce qui 6fair encore plus faible que la 13r6c6dellte. BOILEAU composa alors l '6pigramme 
suivant: 

¢ J 'a i  vn l't(Ag6silas ,~, 
H61as ! 
Mais apr~s l'~Attila ,, 
Hol~ ! ~ 

3 Karl WEIERSTRASS: iRemarques snr quelques points de la th6orie des fonctions 
analytiques (Bull. Sci. Math. (2) 5 (t 881 ), 157--t  83), traduit par J. TANNERY. I1 s'agit 
de l'article ,Zur  Funktionenlehre~L Math. Werke II,  20t--223, 231--233, publi6 en 
t880 et 188t. Jules TANNERY 6crit p. 181: ~Qu'il me soit 13ermis de remercier ici 
l'illustre g6om6tre, qui a bien voulu 13rendre la peine de revoir cette traduction ~. 
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16 f6vrier 188t 

J 'ai  propos6 que l'on imprimit  dans le Bulletin une nouvelle 6dition ~ laquelle 
Weierstrass ferait quelques changements. Nous pourrions donner ainsi tout 
ce qui a paru de Weierstrass dans ces derniers temps et nous rendrions un v6ritable 
service. 

Appendiee XI 

G6sta Mittag-Leffler 

Lettres A Charles Hermite 

(Archives de l'Academie des Sciences de Paris) 

(Extraits) 

21 juin 1875 

Monsieur Weierstrass a fait un cours tr~s complet pendant 6 h de la semaine 
sur les fonctions elliptiques. I1 me parait qu'on ne peut pas assez regretter dans 
l'int6r6t de la science qu'il ne publie pas ses belles recherches dans ces th6ories, 
des recherches qui vous int6resseraient sans doute au plus haut degr6, n y a du 
reste une grande ressemblance entre vos id6es et les siennes qui m'a  plusieurs 
fois excessivement frapp6e. 

Maintenant pendant 1'6t6 Monsieur Weierstrass fait un cours admirable sur 
le Calcul de variations et un autre cours sur les Applications des fonctions ellip- 
t i q u e s . . .  

Une chose 6tonnante, je trouve, c'est que Monsieur Weierstrass et Monsieur 
Kronecker peuvent trouver tant d'auditeurs - -  entre t 5 et 20 - -  pour des cours si 
difficiles et si 61ev6s... 

Je saisis maintenant l'occasion de vous exprimer, Monsieur, ma profonde 
gratitude pour le m6moire sur la fonction exponentielle que vous avez eu la bont6 
de me faire p a r v e n i r . . .  Monsieur Kronecker m'a  dit que c'est un de ces travaux 
qui font une nouvelle @oque dans l'histoire de la science• 

13 juillet 1875 

Je suis al16 tout de suite ~ Monsieur Weierstrass apr6s avoir regu votre lettre. 
Vous pouvez facilement vous imaginer combien il 6tait sensible ~ votre bonne 
opinion sur lui. 
• . • 

30 mars t877 

J'esp~re que vous avez regu mon m6moi re . . .  I1 fait pattie d 'un ouvrage plus 
grand que Monsieur Weierstrass m'a  propos6 et que je veux publier en frangais 
ou en allemand et qui sera intitul6: <~ Sur les m6thodes diff6rentes qui m6nent ~ la 
possessiou analytique des fonctions elliptiques~L ou quelque chose de ce genre• 
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Monsieur Weierstrass m'a  donn4 une masse de renseignements pr4cieux sur ce 
th~me. 

J 'a i  r e ¢ u . . ,  votre travail <~Sur la fonction exponent ie l l e~ . . .  Monsieur 
Kronecker m 'a  dit que c'est un travail s4culaire lequel seul ferait votre nom 
immor te l . . .  

t4 octobre 1879 
• • . 

Je suis tr&s sensible de votre bont6 de vouloir bien vous informer chez 
M. Weierstrass sur l'opinion qu'il a sur le m4moire que je lui ai communiqu4. 
Le grand analyste est tellement occup6 par ses propres profondes pens6es qu'il 
oublie quelquefois des mois et des ann6es de lire les choses qui lui ont 4t6 confi4es. 
Et  c'est tr&s naturel, il ne trouve pas le temps, comme vous le savez, de publier 
ses propres recherches. 
, . o  

9 d6cembre 1879 
. . .  

Je ne sais pas comment vous exprimer ma profonde gratitude de votre lettre 
du 10 novembre et des roots bons et bienveillants dans lesquels vous me com- 
muniquez l'opinion de Monsieur Weierstrass. n va sans dire que je ne publie pas 
mon m4moire avant que Monsieur Weierstrass soit content avec la forme si bien 
qu'avec le fond de mes id4es. Je veux donc refaire le tout, et je suis on ne peut 
plus reconnaissant si vous veuillez bien apr~s faire imprimer mes recherches dans 
le journal de l'4cole normale. 

Je trouve que Monsieur Weierstrass a parfaitement raison quand il dise que 
mort m6moire soit trop long et les calculs trop d6velopp4s. Mais ~ c6t4 des 
avantages 4normes qu'il y a d'6tre l'61~ve de Monsieur Weierstrass il y a aussi 
de petits inconv4nients que vous ne pouvez pas peut-6tre assez saisir. J 'avais 
commenc6 d'6crire mon m4moire d'une mani~re bien plus courte et bien plus 
dans le genre du grand maitre. Mais alors Monsieur Schering que je voyais en 
Suede chez Monsieur Malmsten me disait qu'il faut 6tre Weierstrass lui-m~me 
pour 6tre lu quand on 4crit de cette mani~re. Les Allemands eux-m~mes ne sont 
pas en g6n4ral assez au courant des id6es de Monsieur Weierstrass pour pouvoir 
saisir sans difficult4 une exposition qui soit faite strictement d'apr~s le module classi- 
que qui a donn6 le grand g6om6tre. Regardez par exemple Monsieur Fuchs. Je con- 
nais certainement au fond les id6es de Weierstrass et il n ' y  a pas de doute qu'il re- 
garde la m6thode de celui-ci comme bien sup6rieure ~ la m4thode de Riemann. Et  
pourtant il 4crit toujours dans le genre de Riemann. Tout le real vient de qa que 
M. Weierstrass n 'a  pas publi6 ses cours. C'est vrai que la m6thode de Weierstrass 
est enseign6e maintenant dans plusieurs universit6s allemandes, mais tout le 
monde n'est pas pourtant l'61~ve de Weierstrass ou l'41~ve de quelqu'un de ses 
61byes... 

1 Charles HERMITZ: Sur la fonction exponen%ielle (Comptes Rendus Acad. Sci. 
Paris 77 (1873), t8--24, 74--79, 226--233, 285--293). C'est A la page 77 que se trouve 
6nonc4 le r6sultat <~s4culaire~> d'H~RMITE: <de hombre e n e  peut ~tre racine d'une 
6quation alg6brique de degr6 quelconque ~ coefficients entiers ~>. 
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19 f6vrier t88~ 
, , ,  

La s6rie de M. Tannery 1 m'a  extr~mement int4ress6. Elle est admirablement 
simple et on voit tout de suite la d6monstrat ion. . .  

Quant ~t la traduction des deux m6moires . . ,  de M. Weiers t rass . . .  si vous 
tenez ~t obtenir la permission de publier cette traduction, ne communiquez pas 
auparavant la s4rie de M. Tannery ~t M. Weierstrass. C'est toujours apr~s de 
longues h6sitations que M. W. publie quelque chose et le moindre accident suffit 
pour lui d~eider de remettre tout ~ fait la publication d'un travail. Et  maintenant 
apr~s la mort de Borehardt c'est pire que j ama i s . . .  

M. Darboux a toujours 4t6 un peu injuste envers M. Weiers t rass . . .  
Si on compte pourtant les 4l~ves vraiment bons que vous avez et qu'a M. W. 

alors je ne suis nullement persuad4 que vous devez tenir le second r a n g . . .  
Je trouve que le succ&s que vous avez eu en si peu d'ann4es est parfaitement 

comparable g celui qu'~ eu M. Weierstrass. . .  

22 f~vrier t 881 

Vous savez peut-Stre que M. Weierstrass a la plus grande difficult6 d'6crire. 
Le sang lui monte ~ la t~te au m~me moment o6 il met la plume sur le papier. Cet 
6tat malheureux est une des causes pourquoi il a publi6 si peu. Mais du reste il est 
si peu pratique qu'il soit p6nible mSme pour un math6maticien et il a la mauvaise 
habitude de remettre tout ce qui peut ~tre remis. Borchard 6tait une main droite 
qui l'aidait h #arranger avec le monde ext6rieur mais maintenant il est seul sans 
un ami vraiment intime et sa position doit ~tre assez triste, je crois. Qu'il n 'a  pas 
6t6 m6content de vous trouver sur son terrain j 'en suis parfaitement stir• Je sais 
au contraire quel vif plaisir qu'il 6prouve chaque fois qu'il voit un autre g6om~tre 
s'occuper avec ses recherches. Et  vous verrez comme vos nouvelles d6couvertes 
l'int6resseront. Pauvre M. Weierstrass il est de ces grands esprits qui sont des 
g6ants dans le monde de la pens6e mais qui sont moindres que des petits enfants 
dans le monde ext6rieur! 

t5 mars t881 

La fonction de M. Poincar6 me parait fort int6ressante mais pourtant je dois 
vous avouer que l'existence des fonctions avec des espaces lacunaires me paralt 
avoir 6t6 d6montr6e auparavant par les recherches de Monsieur Weierstrass. 

La s6rie ~, b~x ~ dans laquelle a est un nombre positif entier, b une quantit6 
n = 0  

positive moindre que I e t  a~ = a ~ est une belle fonction. Elle existe partout en 

1 TANNERY a v a i t  envoy6  ~ WEIERSTRASS sa  s6rie 

1 + x  2 x  2 x  2 2 x  4 

l - x  + ~ + ~ + %fi-LT-I + ' ' "  

qu i  a p o u r  v a l eu r  + 1 ou --1 se lon que  la p a t t i e  r6elle de x e s t  pos i t ive  ou n6ga t i ve  e t  
ce t t e  s6rie ru t  publ i6e  pa r  W]~IERSTRASS en  1881 (Math.  W e r k e  II, 231- -233) .  
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dedans  et  sur  la  circonf6rence avec le po in t  x = 0 pour  centre  et  le r ayon  I mais  
n ' ex is te  en aucnn po in t  au dehors  de ce cercle. Vous t rouverez  quelques mots  
sur  ce t te  fonct ion ~t la  fin du  dern ier  ar t ic le  de M. Weiers t rass  dans  le Ber l iner  
Monatsber icht .  1 

t 7  mai  1881 

Vous ~tes v r a i m e n t  tr&s heurenx,  cher Maitre,  d ' avo i r  t rois  61~ves comme 
Picard ,  Appel l ,  Poincar6. Weiers t rass  a 6t6 professeur  ~ Berl in  p e n d a n t  30 ans 
et  il n ' a  pas  un seul 6l~ve qui  soit  comparab le  A un de ces trois• - -  Except6  
M. Fuchs  ~a v a  sans dire - -  Avouez  que vous avez eu to r t  quand  vous pr6tendiez 
que les Fran~ais  6ta ient  moins  dou6s pour  les ma th6mat iques  que les Al lemands!  

Les recherches de Cantor  sont  tr&s remarquab les  mais  tr~s difficiles. 

7 iui l le t  t881 

Vous me demandez  quels sont  les r appor t s  en t re  M. Klein  et  les grands  
Berlinois.  J e  vous dois la v6rit6 et  je vous  la d i ra i  quoique je snis moi-mSme tr~s 
bien avec M. Klein• M. Weiers t rass  t rouve  que M. Klein  est  un homme qui  ne 
m a n q u e  pas  de t a l en t  mais  qui  est  tr&s superficiel  et  mSme quelquefois assez 
char la tan•  M. Kronecker  t rouve  qu ' i l  est  t ou t  s implement  un char la tan  sans des 
m6ri tes  r6els. J e  crois que c 'es t  aussi  l 'op in ion  de M. Knmmer .  M. Klein  a fa i t  ses 
6tudes ~ Berl in  mais  il  a fit6 un 61five peu reconnaissan t  et  qui n ' a  gu&re profit6 
ni  des lemons de Weiers t rass  ni de celles de Kronecker .  Je  t ro is  en r6alit6 que 
vous r isquez de vous broui l ler  un  peu avec les Berl inois  en accep tan t  avec 
empressement  les avances  de M. Klein.  Mais je vous prie, cher  Maitre,  de vouloi r  
b ien  rega rde r  cet te  communica t ion  comme 6 tan t  une confidence ~t vous seul. 
Comme c 'es t  malhonn~te  de M. Br io t  de ne pas  vouloi r  reconnMtre le t a l en t  
6minent  de vos trois  61fives. 
• o . 

20 aofit t881 

Je  sais du  reste  que M. Weiers t rass  regarde  M. Poincar6 comme 6rant  un 
h o m m e  de talent•  Un  de mes 6l&ves M. de R a m s e y  qui  v ien t  de Berl in  Oil il a pass6 
une ann6e m ' a  racont6 que M. Weiers t rass  dans  un  cours ~ l 'univers i t6  a lou6 le 
t a l en t  de M. Poincar6 mais  qu ' i l  a d i t e n  m~me temps  que M. Poincar6 dans  ses 
Th~ses 2 pour  ob ten i r  le g rade  de doc teur  n ' a  pas  cor rec tement  expliqu6 le r61e 
de Cauchy dans  le probl~me de l ' in t6gra t ion  des 6quat ions  diff6rentielles et  qu ' i l  
a eu t o r t  de ne pas  men t ionner  le t r ava i l  de Weiers t rass  lui-m~me en <~Analytische 
Facult~iten ~.3 Le t r ava i l  de Weiers t rass  est  ant6r ieur  ~ celui des Messieurs Br io t  

1 Karl  %VEIERSTRASS, Math. Werke II ,  p. 223. 
2 Henri  POINCARI~: Sur les propri6t6s des fonctions d6finies par  les 6quafions aux 

diff6rentielles partielles. Th~se pr6sent6e le ! aofit t879 (I-I. POINCAR£, (Euvres I, 
Gauthier-Villars,  Paris  1928, X L I X - - C X X I X ) .  

3 Karl  WmERSTRASS: Ober die Theorie der analytischen Facult~ten (Math• 
Werke I, 153--221), article publi6 dans le Journal  de Crelle en 1856. 
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et Bouquet mais M. Poincar6 qui devait savoir ~a par le m6moire de Madame 
Kovalewsky - -  s'il n 'a  pas connu le travail <~Analytische Facult/iten ~ - -  n'en 
dit pas un mot. Monsieur de Ramsey m'a  racont6 qu'il a entendu par M. Molk 

- -  l '6tudiant fran~ais qui suit le cours de M. Weierstrass ~t Berlin - -  que M. Poin- 
car6 d6teste les Allemands, ce que je trouve fort naturel, et qn'il a pour principe 
de ne jamais citer un auteur allemand ce qui serait fort mal si c'6tait v r a i . . .  

Mais je reviens au m6moire ~Sur les fonctions ~ espaces lacunaires~ 1 que 
vous envoie sous bande. M. Poincar6 a bien voulu faire quelques corrections mais 
je trouve pourtant qu'il est injuste envers Weierstrass. C'est trop peu dit <rune 
conception nouvelle des fonctions analytiques qni a son origine dans les travaux 
de Cauchy et que M. Weierstrass a si clairement expos6e dans son m6moire <Zur 
Functionenlehre~ - -  voir page 3 - -  Je ne crois pas que Cauchy a jamais eu 
l'id6e de dffinir une fonction analytique de la mani~re de Weierstrass expliqu6e 
par M. Poincar6. Et  dans tousles cas les recher~hes de Weierstrass l~-dessus sont 
ant6rieures ~ celles de Cauchy. On a toute raison ~t dire que les travaux de l'6cole 
de Riemann ont leur source chez Cauchy mais ce n'est pas vrai quant ~ la thforie 
des fonctions de Weierstrass. C'est ce qu'on pent voir d6j~ pour ses publications 
et ce qu'on verra bien plus clairement encore quand le cours qu'il fait depuis 
presque 30 ann6es sera enfin publi6. 

20 septembre 188t 

Je compte de lire ~ quatre heures par semaine une introduction dans la thgorie 
des fonctions. Je commence avec le nombre entier et j 'ai les pr6tentions d'6tablir 
l 'arithm6tique d'une mani~re parfaitement rigoureuse et tout A fait analytique 
sans des consid6rations g6omgtriques quelconques. C'est surtout quant au nombre 
irrationnel o~ on manque de rigueur mSme chez les meilleurs auteurs. Mais 
M. Weierstrass a indiqu6 comment on peut construire une th6orie rigoureuse et 
M. Cantor surtout et puis M. Heine et d'autres ont 6crit plusieurs choses l~-dessus. 
J'6cfis mon cours avec l'intention de le publier apr&s si M. Weierstrass me donne 
comme je le pense son autorisation. 
. . .  

t4 octobre t88t  

Les choses que vous me dites sur l'enseignement des math6matiques m'ont  
donn6 beaucoup ~ penser. Je me suis dit que vous lisez 30 ou 40 heures pendant 
toute l'annge et que M. Weierstrass lit 8 heures par semaine pendant les neuf 
mois de l'ann6e. Vous avez cr66 en trSs peu d'ann6es un nombre grand d'61gves 
vraiment sup6rieurs et M. Weierstrass n 'a  gu~re un seu161~ve qui soit vraiment un 
math6maticien hors de ligne. Alors c'est 6vident que vous avez plus de talent 
d'6veiller les g6nies math6matiques que M. Weierstrass. Mais il me parait que 
votre m6thode darts sa totalit6 soit tellement personnelle qu'elle ne pent pas 
~tre imit6e par un autre. Sans votre g6nie c'est impossible de lire comme vous. 

1 H. POINCARI~: (Euvres IV, Paris 1950, 28--35. 
2 1V[ITTAG-LEFFLER veut dire: Iaire un cours 
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Mais c'est tr~s facile de lire comme M. Weierstrass si on a seulement suffisamment 
approfondi ses id6es. 

C'est vrai que les erreurs ont profit6 ~ la Science mMs alors on a 6t6 naif 
et on croyait ~t l'errenr. Mais comment voulez-vous enseigner une erreur quand 
vous savez que c'est une erreur. Comment Voulez-vous d6montrer par exemple 
que chaque fonction continue a une d6riv6e quand vous savez que c'est fautif ? 
Monsieur Serret dans la nouvelle 6dition de son calcul int6gral a tout un syst~me 
de d6monstrations qui sont toutes fautives. Et  il n'en dit pas un mot. Mais ce n'est 
pas plus difficile de donner des d6monstrations correctes. Je ne crois pas non 
plus qu'il soit juste de regarder le syst&me de Weierstrass comme compliqu& C'est 
au contraire simple et naturel en m6me temps que rigoureux, mais c'est vrai qu'il 
faut beaucoup de temps pour le d6velopper. En deux mots je crois qu'en ayant 
r6ellement approfondi la m6thode de Weierstrass c'est impossible d'enseigner 
autrement mais je crois en mSme temps que votre m6thode profess6e par vous 
soit d6cid6ment plus profitable pour 6veiller les grands talents. 

3 aoflt t882 

Je suis rest~ trois jours ~ Berlin et ce s~jour m'a  consol~ un peu dans la tfistesse 
que j'~prouvais de voir les relations hostiles des g6om~tres allemands entre eux. 
Weierstrass est tellement grand et noble et simple qu'on n'ose pas venir ~ lui 
avec toutes ces querelles indignes ~ la science. J 'ai  demand~ son opinion dans 
l'affaire Schwarz-Klein contre Poincar~-Fuchs et il m'a  d~clar6 express6ment 
qu'il trouve que M. Poincar6 a parfaitement raison. La seule chose qu'il me 
paraissait pas approuver c'~tait le nora ~fonctions kleiniennes~. Et  c'est vrai 
que le nora est dr61e. M. Poincar~ l 'avait introduit ~ cause d'une lettre de M. Klein 
off M. Klein lui communiquait de certaines choses. Mais ces choses n'6taient pas 
de Klein. Elles 6taient de M. Schottky ce que M. Klein avait oubli~ de dire. Je 
tiens cette bistoire de M. Klein lui-mSme. Mais je veux vous raeonter une autre 
affaire qui augmentera infiniment la fureur des g~om6tres allemands. C'est un 
secret encore et il ne faut pas que vous ayez l'air de le savoir. MonsieurKummer 
donnera sa d~mission cet automne et il n 'y  a pas un seul math~maticien allemand 
non berlinois qui ne d~sire pas devenir son successeur. Et  voici le secret qu'on 
brfile d'envie de connMtre dans toutes les petites universit6s d'Allemagne mais 
qu'on est parvenu de garder trSs bien encore ~ Berlin• C'est d6j~ d~cid~ que le 
successeur sera Fuchs. Je trouve qu'on a enti~rement raison et que Monsieur 
Fuchs a m~rit6 cet honneur avant tous les autres qui pouvaient 8tre en question. 
Je crois vous avoir racont6 une fois l'histoire de l'arriv~e de M. Fuchs ~ Heidel- 
berg. L'histoire doit 8tre vraie mais il paralt que M. Fuchs est parvenu de se 
disculper d'une mani~re satisfaisante car il est maintenant dans les meilleurs 
relations avee Weierstrass. Mais tous ceux qui enviaient M. Fuchs ses succ~s 
scientifiques l 'avaient regard6 comme un homme fini d'aprSs cette histoire et en 
se disputant la succession de Kummer  on ne pensait pas du tout ~ Fuchs. Mais 
c'est surtout M. Schwarz qui sera bless6 on ne peut plus. I1 est le beau-ills de 
Kummer et il a toujours regard6 comme un droit naturel de devenir son suceesseur. 



E16ments d'analyse de Karl Weierstrass t 59 

Au tan t  plus que l 'influence de M. Kummer  aupr&s du gouvernement  est tr~s 
grande si grande que c'est un cancan r6pandu en route Allemagne que celui qui 
marie une lille de K u m m e r  - -  les flUes sont laides et disgracieuses ~t l 'impossible - -  
marie en m~me temps une chaire de math6matiques.  Mais cette fois-ci Weierstrass 
s 'en est m~16 et i la  d6clar6 qu'il  devait  bien avoir le droit  de choisir quand il s 'agissait 
de prendre un de ses 61~ves.. .  

Mais il faut  que je vous raconte une autre histoire qui vous fera du plaisir. 
I1 y a quelques jours t o u s l e s  g6om&tres Ber]inois 6talent r6unis ensemble pour 
f~ter M. Wangerin  qui ira ~ Halle comme successeur de Heine. On parlait  des 
g6om&tres fran~ais, de vous, et de Picard et Poincar6. Alors Weierstrass a d6clar6 
<~Wir miissen uns teu/lich zusammenraHen wenn nicht Paris noch einmal der 
Haupts i tz  der Mathematik  werden wird~. Je  laisse ~ M. Picard de vous faire la 
t raduction.  Je  tiens l 'histoire de M. He t tne r  professeur extraordinaire ~ Berlin. 
Avec cette phrase Weierstrass a 'donn6 l 'expression ~ l ' inqui6tude qui r&gne pour 
le moment  en toute  Allemagne. I1 n ' y  a pas un seul des g6om~tres allemands qui 
promet te  de devenir un grand math6maticien et quand Weierstrass et Kronecker  
s 'en iront la vole de grands g6om~tres sera extirp6e en Allemagne pourvu que le 
ciel n ' a  pas piti6 d'elle encore une fois. Weierstrass le salt tr~s bien et Kronecker  
m 'en  a p a r l 6 . . .  

J ' a i  soumis tt Monsieur Weierstrass ma  dispute avec M. Schwarz. II  m ' a  
d6clar6 que je devais publier tout  de suite une correction de ma  note  et que je 
n 'avais  pas du tou t  ~ m'occuper  avec Monsieur Schwarz. I1 fera apr~s, tou t  ce 
que lui p l a i r a . . .  

8 aofit ~882 

M. Weierstrass est un grand  homme comme vous. I1 ne tient pas du tou t  ~ ce 
qu 'on  pourra  dire qu 'une  d6couverte est faite par  lui. Je  crois au contraire qu'i l  se 
r6jouit presque plus d 'une  d6couverte faite par  un a u t r e . . .  

20 aofit 1882 
. . .  

M. Schwarz a d6j~ communiqu6 un opuscule ~ la Soci6t6 des Sciences de 
Goett ingue off il fait semblable d ' ignorer tous mes t ravaux  dans la th6orie des 
fonctions ~t cause de ce malheureux ~ que j 'a i  mis une seule fois constant  off il 
devait  6tre variable. C'est pour tan t  un peu dur, je trouve, car combien de math6- 
maticiens se trouvent-ils qui ne sont j amais tromp6s dans des d 6 t a i l s . . .  

Je  suis stir que M. Weierstrass prendra part i  contre M. Schwarz . . .  
Mais M. Schwarz pr6m6dite aussi une a t taque contre v o u s . . .  C'est ~t cause 

d ' un  th6or~me qui se t rouve dans votre cours qu 'une  surface est la limite du 
polygone inscrit qu'i l  veut  publier quelque chose. I1 paral t  que ce th6or~me ne 
soit pas tou t  ~ fait exact et soit soumis ~t des exceptions 1. . .  

1 H. A. SCHWARZ: ~(Sur une d~finition erronn6e de l'aire d'une surface courbe. 
Communication faite A M. Charles Hermite. Cours de M. Hermite, profess6 pendant 
le 2e semestre t88I-- t882,  second tirage Paris t883, p. 35--36.~ (Gesam. Math. 
Abhandlungen, tome II,  309---311, Springer, Berlin t890). II s'agit d 'une d6finition 
donn6e par J. A. SERRET de l'aire d'une surface gauche et telle qu'il peut arriver que 
d 'aire de la surface du poly~dre inscrit pent surpasser une quantit6 donn6e ~ (p. 309). 
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26 f6vrier 1883 

Merci de vo t re  bont6 de me procurer  une bonne  t r aduc t ion I  1 Je  t rouve  qu ' i l  
doi t  f inir  si t6 t  que possible la  t r aduc t ion  de Cantor  et  apr~s nous verrons.  Peu t  
il  t r adu i re  Cantor  alors il  n ' y  a gu~re de t r aduc t ion  qui  lui fera de difficult6. Je  
vous prie de voulo i r  b ien m ' e n v o y e r  la t r aduc t ion  du  r6cent m6moire  de Cantor  
s i t6 t  qu 'e l le  sera finie. On a d6j~ commenc6 avec les premiers  et  le r6cent doi t  
gtre mis en t r ava i l  s i t6 t  que possible• Je  vous envoie un beau  et  un nouveau  
m6moire  qui  doi t  I inir  le cycle et  je vous  prie  de le faire donner  au t r aduc teur .  
M. Cantor  m ' a  6crit qu ' i l  vous a envoy6 d6j& un exempla i re  pour  vous-m6me. Je  
regre t te  que M. Cantor  a employ6 t a n t  de philosophic.  La  pa r t i e  ma th6ma t ique  me 
pa ra l t  admi rab le  et  l ' i n t roduc t ion  de nouveaux  nombres  qui  ont  l ' inf ini  pour  
unit6 doit  6tre d ' une  g rande  impor tance .  Weiers t rass  e n e s t  tr&s int6ress6. 

8 mars  t 883 

Je  vous prie  de ne pas  faire t r adu i re  le dernier  g rand  m6moire  de M. Cantor• 
J e  le pr ie ra i  de r6diger ce m6moire  d 'une  au t re  mani~re avec exclusion de tou te  
phi losophic  et  en se b o r n a n t  A l ' expos i t ion  de la quest ion ma th6mat ique .  Je  suis 
persuad6 pour  m a  pa r t  que cet te  pa r t i e  m a t h 6 m a t i q u e  est d 'une  grande  impor t ance  
et  je  crois que M. Poincar6 mSme en t i re ra i  une lois des avan tages  consid6rables.  
Mais nous ver rons l  

I ma i  1883 

Les m6moires  de Cantor  ne sont  pas  tr&s longs pour t an t ,  et  ils ne p rendron t  
pas  beauconp  de place dans  les Acta .  C '6 ta i t  n6sessaire de p u n i e r  d ' a b o r d  les 
t r aduc t ions  des m6moires  ant6r ieurs  pour  comprendre  ses recherches actuelles.  
J e  crois que vous 6tes p o u r t a n t  t rop  s6v~re envers  lui e t  que vous t rouverez  une 
lois que ces recherches out  beaucoup  d ' i m p o r t a n c e  pour  la  th6orie des fonctions.  
M. Weiers t rass  n ' e s t  pas  de vo t r e  opinion• I1 es t ime beaucoup  les t r a v a u x  de 
M. Cantor ,  mais  je  dois avouer  que la  plural i t6  des g6om&tres a l l emands  sont  de 
vo t re  opinion.  
• • , 

1 Dans le tome 2 (t883) des Acta mathemat ica  fur publi6e une suite de m6moires 
de CANTOR en fran~ais (da  t raduct ion a 6t6 revue et  corrig6e par  l'auteur,> p. 305) et 
nous voyons ici qu'HERMITE servai t  d ' interm6diaire.  Les m6moires suivants furent 
t radui ts  dans ce tome : , Sur une propri6t6 du syst~me de tous les  nombres alg6briques 
r6els ~> (305--320); <~Une contribution ~ la th6orie des ensembles ~> (311--328); * Sur les 
s6ries trigonom6triques~ (329---335); ,Extens ion  d 'un  th6or~me de la th6orie des 
s6ries t r igonom6triques,  (336--348) ; <~ Sur les ensembles infinis et  lin6aires de points ~> 
(I: 349--356; I I :  357--360; I I I :  361--371; IV:  372--380); ,Fondements  d 'une 
tb6orie g6n6rale des ensembles ~> (381--408); ~ Sur divers th~or~mes de la th6orie des 
ensembles de points situ6s dans un espace continu g N dimensions ~> (409--414). Dans 
le tome 4 (t884) fur publi6e la t raduct ion  frsaugaise du m6moire: (~De la puissance des 
ensembles parfai ts  de po in t s ,  (381--392). 
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18 f6vrier 1885 

J ' a i  6t6 tr6s pein6 de mes visites chez Weierstrass pendant  la journ6e que 
nous 6tions ~ Berlin. I1 est malade et il est triste et en par tan t  j 'avais une 
impression douloureuse que c'6tait  ma  derni~re entrevue avec lui dans cette vie. 
J ' a i  vu  tr6s bien qu'i l  pensait la mSme chose. I1 est tourment6 par  la pens6e qu'il  
n ' a  pas publi6 ses meilleures d6couvertes et que ce soin sera par  la force des choses 
laiss6 ~ des hommes qui iront ~ cette t~che non par  amour  et pi6t6 pour  1Hi, mais 
pour gagner des avantages personnels. Quoique ses 61~ves n 'osent  pas beaucoup 
parler devant  lui de leurs luttes et de leur envie mutuelle, il se rend tr~s bien 
compte de tout  cela et il en souffre profond6ment,  n e s t  aussi tr~s tourment6  de 
voir Kronecker  a t taquer  publiquement  ses th6ories et de voir que ces at taques 
ont  commenc6 maintenant  quant  il est devenu vieux et malade et n ' a  plus les 
forces de se d6fendre. E t  apr6s de voir tou t  ce monde  qui pour  plaire ~ Kronecker  
redisant des choses qu'ils ne peuvent  pas croire. Lisez par  exemple le dernier 
article de Fuchs 1 dans le ~Berliner Monatsbericht ~ contre les fonctions analytiques. 
Les ph6nom~nes qu'il  expose sont vrais et int6ressants, mais comme les conclusions 
sur la nature  des fonctions analytiques sont faciles ~ r6futerI J ' a i  demand6 
Mr. Fuchs de me r6diger un article sur cette mati&re pour les Acta. Je  pense 
alors dans une note d6fendre la mani~re ~ voir de Weierstrass. Tout  cela entre 
nous naturellement.  

La  lucidit6 d 'esprit  de Weierstrass est rest6e la mSme et il s 'occupe toujours 
avec les probl~mes les plus 61ev6s et les plus difficiles. Comme vous savez il a 
eu toujours la difficult6 de finir un travail  de quelle nature  que cela soit. Cette 
difficult6 est devenue main tenant  une impossibilit6. 

6 mars t885 

I1 sera n6cessaire de r6diger encore une fois les choses de Poincar6 pour  les 
faire vra iment  accueillibles aux g6om6tres. Weierstrass me le disait il y a longtemps. 
Je  croyais alors qu'il  avai t  beaucoup exag6r6, mais je t rouve main tenant  qu'il  
avai t  pleinement raison• 

19 mai 1885 
• . . 

A Berlin la si tuation devient de plus en plus difficfle k chaque jour. Kronecker  
a t taque ouver tement  dans son cours les idles de Weierstrass et il d~veloppe de 
plus en plus son id6e qu 'on  ne dolt pas accepter dans les Math6matiques d 'autres  
points de vue que ceux de l'alg~bre et de l 'arithm6tique. Weierstrass au contraire 
d6fend son cours d 'analyse qu'i l  a enrichie avec t an t  de belles d6couvertes et de 
laquelle il a donn6 les fondements bien stirs et indiscutables d'apr~s ce qu'i l  me 
parait.  Kronecker  m ' a  promis d'6crire un article dans les Acta  off il d6veloppe 
ouver tement  soi-mSme ses id6es sur l 'analyse et l'alg~bre. Mais l 'article ne devient 

1 L. FucI~s: ~ber  den Charakter der Integrale yon Differentialgleichungen zwi- 
schen complexen Variabelli (Sitzullgsberichte Akad. Wiss. Berlin Mat. Nat. Mit. t 885, 

--8). 
WEIERSTRASS a 6crit g ce  propos g S. KOVALEVSKAYA (Acta Math• 39 (1923), 194). 

11 Arch.  His t .  E x a c t  Sci.,  Vol. 10 
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jamais prgt, ce qui est fort regrettable. I1 serait donc bien plus pr6f6rable si la 
discussion devenait publique au lieu d'etre aggrav6e comme mMntenant par  une 
masse de propos ~ vive voix qu'on cite et transforme d'apr~s son goflt individuel. 

7 octobre 1886 

. . .  Je  viens de Berlin off j 'ai  assist6 au congr&s des na tu ra l i s t e s . . .  
M. Kronecker emploie toutes les occasions ~ dire du real de Weierstrass et 

de ses recherches. I1 disait m~me l 'autre jonr en parlant de lui et Weierstrass que 
Gauss 6tait peu connu et peu estim6 de ses contemporains, tandis que Hindenburg 
6tait le grand g6om&tre populaire de ce temps en Allemagne. M. Kronecker de 
m~me a fait faire son buste par un sculpteur italien. Ce buste est plac6 dans son 
salon et tout  le monde est invit6 ~ l 'admirer. Au congr~s M. Kronecker faisait 
une at taque qui n'6tait  motiv6e de rien contre la premiere question du prix du 
roi de Suede. I1 pr6tendait que Dirichlet 6tait real cit6 et il disait qu'il voulait 
pun ie r  quelqne chose l~-dessus. Mais comme il a dit la m6me chose pendant toute 
une ann6e sans pourtant  rien faire je suppose que cette publication ne viendra 
jamais. Tout  le monde savait  que la question 6tait de Weierstrass et l 'a t taque de 
M. Kronecker n 'a  pas fait une bonne impression, je vous assure, surtout comme 
il ne pouvait  pas expliquer en quoi Dirichlet 6tait mal  cit6. 
• . • 

19 janvier t888 
• . ° 

M. Hurwitz qui n'6crivait pas auparavant  dans les Acta ~ cause de ses relations 
avec M. Klein a aussi envoy6 un article• I1 y a donc maintenant  tr&s peu de 
g6om~tres vraiment  distingu6s qui ne sont pas rues collaborateurs. 

13 mai 1888 
. . °  

Avez vous vu la note 1 de M. Kronecker sur notre question I. I1 me semble 
que la note n'6tait  pas tr~s n6cessaire. C'est difficile de discuter sur l 'opinion de 
Dirichlet avant  que la question soit vraiment  r6solue. Si je ne me trompe pas 
M. Weierstrass ell salt beaucoup plus qu 'aucun autre g6om&tre maintenant  vivant  
m6me M. Poincar6. 
• . ° 

4 d6cembre t888 
• • ° 

Je vous renvoie ici votre rapport  avec la pri~re que vous veuillez bien le faire 
copier sur un grand papier, le signer et apr~s me l 'envoyer sit6t que poss ib l e . . .  
Parce que vous m'avez  permis de faire des remarques je me permettrai  d 'observer 
les circonstances suivantes que vous veuiUez peut-6tre prendre en consid6ration 
avant  de faire copier le r a p p o r t . . .  

2 o Monsieur Weierstrass d6montre dans son cours depuis 20 ans au moins 
qu'il  est possible de donner de tels d6veloppements en s6ries trigonom6triques 

1 Bemerkungen tiber DIRICHLt~T'S letzte Arbeiten (Werke V, 473--476, Chelsea, 
NewYork 1968). 
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que M. Appell vient de trouver. I1 me paralt  donc que vous devez effacer de votre 
rapport  les phrases qui se rapportent  ~ cela que c'6tait inattendu que de tels 
dgveloppements existaient. 

3 o Je crois que vous avez rapport6 ~ Riemann certaines choses qui sont 
publi6es auparavant  par Weierstrass darts un mgmoire qui ~tait imprim~ quand 
il 6tait encore professeur ~ Deutsch-Krona, qui est extr~mement rare et que vous 
n 'avez jamais vu je s u p p o s e . . •  

30 janvier ~889 

Quant £ vous-m~me mon cher maitre je dois vous confier sous le sceau du 
plus profond secret que j 'avais obtenu du ministre des affaires 6trang~res de 
demander pour vous et M. Weierstrass la grande Croix. Mais il y a un trait6 avec 
l 'Allemagne qu'on ne peut pas donner une d6coration ~ un Allemand sans avoir 
obtenu auparavant  la permission du gouvernement allemand et le gouvernement 
allemand a refuse. 

28 mai 1890 
• . . 

J ' a i  eu une longue lettre de M. Weierstrass qui va  un peu mieux maintenant.  
Mais il ne pourra gu~re plus d'une mani&re s6rieuse s'occuper de la g6om6trie et il 
en souffle beaucoup. I1 paralt  aussi que M. Kronecker est tr~s cruel pour lui. 
L'influence de M. Kronecker sur les affaires ministfrielles quant  aux chaires 
vacantes etc. est du reste nulle maintenant. I1 a trop abus6 de cette influence 
autrefois et il est juif. La derni~re raison est sans doute tr~s mauvaise, mais vous 
savez que cela compte pour beaucoup en Allemagne ~ ce moment• 

27 janvier t892 

Je suis rest6 un seul jour ~ Berlin et je n 'ai  vu personne saul M. Weierstrass. 
Le pauvre Weierstrass il m~ne une vie bien mis6rable. I1 souffre de n6vralgies 
terribles, d'une toux chronique et il ne peut pas travailler. II  est rempli de 
tristesse et ne d~sire que la mort. Maintenant on le tourmente beaucoup pour la 
succession de Kronecker. I1 paralt  que Schwarz, Frobenius et Klein ont le plus de 
chance• Weierstrass trouve que Schwarz soit le plus m6rite au point de vue 
scientifique mais qu'il est impossible au point de vue social. Pour Klein il ne veut 
pas du tout qu'il occupe une telle position. En cela il est enti&rement de la m~me 
opinion qu'6tait  Kronecker.  I1 regarde Klein comme un grand faiseur sans 
beaucoup de qualit6s sfrieuses. I1 dit <~Klein est grand surtout par les t ravaux 
qu'il n 'a  pas fait mais qui ont fit6 faits par les jeunes Fran~ais ~>. Je crois que Weier- 
strass au fond aimerait le mieux de voir venir Frobenius A Berlin. S'il pourrait  
~tre amen6 £ 6crire lui-m~me son opinion all ministre on suivrait sans doute cette 
opinion, mais ce n 'est  pas probable qu'il puisse se dgcider de dire publiquement son 
opinion. En at tendant  presque tous l e s  g6om&tres d'Allemagne et entre autres 
beaucoup M. Netto font des efforts pour obtenir la succession de Kronecker. Pour 
ma part  je trouve que M. Hurwitz serait le meilleur candidat mais Fuchs le d6teste 
et il est juif de religion. 

1 1 "  
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t 3 mars t 892 

Peut-6tre qu'il soit plus prudent d 'a t tendre un peu pour la succession de 
M. Kronecker dans l 'Acad6mie de Paris. Sans doute que M. Lie sera un digne 
successeur peut-6tre m6me en r6alit6 le plus digne. S'il n '6tait  pas professeur 
allemand mais restait encore & Christiania la susceptibilit6 allemande ne serait 
non plus bless6e. Maintenant c'est peut-gtre un peu autre. I1 n 'y  aurait  gn+re de 
politesse envers les pays scandinaves et non plus envers l 'Allemagne de le choisir. 
Je suis tr~s content que M. Schwarz soit venu ~ Berlin. C'~tait le plus juste je 
trouve. Mais M. Klein qui a 6t6 ba t tu  compl~tement reste furieux. C'6tait pourtant  
un bonheur que ce n'6tait  pas M. Klein qui soit venu ~ Berlin. Une fois 1~ il serait 
devenu tout  puissant et une toute puissance ~ lui n 'aurai t  nullement 6t~ t~ l 'avan- 
tage des math6matiques s6rieuses. 

M. Fuchs comme r6dacteur du journal de Crelle est un nom tout simplement. 
Le r6dacteur actuel sera M. Lampe. Je pense que le journal sera de plus en plus 
insignifiant. On 6crivait chez Kronecker parce qu'on voulait de cette maniSre 
gagner sa protection pour les chaires vacantes. E t  Kronecker gardait  toujours 
de l'influence. C'6tait moins dans les derni~res ann~es c'est vrai, mais on ne le 
savait  pas en g6n6ral. Pour M. Fuchs c'est autre chose, tout  le monde sait qu'il 
n ' a  absolument rien ~ dire. 

Je regois tous les jours des lettres d'Allemagne oh les plus dou6s entre les 
jeunes se met tent  maintenant  enti~rement ~ ma disposition. 
. . .  

t4 avril t893 

I1 y a une place libre apr~s M. Weierstrass parmi les correspondants de la 
classe de G6om6trie ~ l 'Aead6mie des Sciences ~ Paris. Si je serais nomm6 
cette place, tout  ici se changerait imm6diatement.  La guerre qu'on me fait pour 
les Acta ne vient pas de la Di~te mais du soi-disant monde scientifique. Si 
l ' Ins t i tu t  me faisait l 'honneur dont je parle, on n'6couterait plus un instant aux 
arguments des envieux. On regarderait ~ la Di~te une telle distinction comme 
preuve d6cisive de la valeur de l 'entrepfise de laquelle je snis en t6te. 

Je  sais mieux que personne qu'il y a des g6om~tres d 'une plus haute valeur 
par leurs t ravaux scientifiques que la mienne et qui ne sont pas encore/t l ' Inst i tut .  
Mais je tronve que la position comme directeur des Acta que j 'occupe depuis 
13 ans maintenant  et les rapports sp6eiaux que j 'ai  eu ~ la science frangaise me 
donne le droit d'esp6rer qu'on parlera de moi dans cette occasion, y e n  suis stir 
aussi que M. Weierstrass me verrait moi avec plaisir ~tre nomm6 son successeur 
et qu'il me pr6f6rerait aux autres candidats. 

2 mai t895 

Mon cher et v6n6r6 maitre, 

Agr6ez mes tr&s vifs remerciements de la nouvelle @reuve de votre hont6 
que vous m'indiquez dans votre derni~re lettre. La d6coration donn6e t~ nne telle 
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occasion et sur la proposition de tels hommes que vous, Poincar~ et Darboux  aura 
6videmment  pour  moi une tr&s grande valeur et reffe t  ici en Su&de sera aussi je 
l'esp~re tr~s favorable. Pour tant ,  vu  que ce degr6 de la L6gion d 'honneur  a 6t6 
beaucoup distribu6 en Sufide l 'effet ne pourrai t  pas ~tre compar6 avec une 61ection 
comme correspondant  ~t l 'Acad6mie des Sciences. J ' a i  un ami dans le S6nat qui le 
connait  comme sa propre poche et qui est du reste depuis beaucoup d'ann6es 
le plus puissant dans la commission du budget• I1 m'aff i rme que mon 61ection 
comme correspondant  serait tou t  ~ fait d6cisive pour les Acta, et que ee serait 
fini apr~s avec ces 6ternelles discussions qui me font t an t  de mal. Je  m' imagine 
de connaltre moi-m~me assez bien la Di~te su~doise et je suis stir qu'il  a raison. 
Quant  ~ l 'effet en Allemagne de IliOn 61ection, l 'effet sera bien plus d6plorable si 
un Allemand est 6lu. Prenez un des trois Fuchs, Schwarz, Klein et les deux autres 
avec leurs amis deviendront  bien sinc~rement furieux. Prenez quelqu 'un qui ne 
soit pas Allemand et on t rouvera  naturel  qu 'on  ne veut  pas encore une fois 
s 'adresser en Allemagne apr~s l 'honneur  qu 'on  vient de faire £ M. Weierstrass. 

Mais je sais bien que ie ne suis nullement digne par  rues t r avaux  de faire la 
concurrence avec les hommes que vous me nommez et qui ont  tou t  autres titres 
que moi. C'est seulement les services que j 'a i  pu faire d 'une  autre mani&re ~ la 
science qui peuvent  me mettre  en ligne. E t  croyez-moi, mon tr&s cher maitre, je 
n 'aurais  jamais touch6 cette question si je n'6tais pas dans la n6cessit6 de faire 
mon possible pour  sauver une entrepfise que je tiens tellement au coeur. 1 

2t juiUet t898 

Connaissez vous la trag6die qui s 'est pass6e dans la famille de Weierstrass ? 
Le I mars  Mlle Elise 2 a 6t6 opfr fe  pour une tumeur  int6rieure. Le m~me jour le 
petit  Franz  3 qui se t rouvai t  en pension ~ la campagne s 'est  tu6 par  un coup de 
revolver. I1 avai t  l '$ge de 16 ans. Officiellement il est mort  par  un accident. Mais 
il existe une lettre de lui ~ Mlle Weierstrass dont  elle n ' a  jamais eu connaissance 
et dans laquelle il dit vouloir se tuer  <~Je t 'assure par  Dieu que je ne peux pas te 
dire la cause ~ il 6crit. 

En  allant et en venant  ~ Gastein j 'a i  6t6 chez Mlle Weierstrass mais en 
6tant  alit6e elle n ' a  pas voulu me recevoir. Le frSre Pierre qui 6tait venu ~ Berlin 
s 'installer pros d'elle pr6tendait  pour tan t  qu'elle n '6tai t  pas gravement  malade. 
Mais je n'6tais gu~re revenu ~ Stockholm quand je re~ois la nouvelle de sa mort .  
J ' ignore  encore les d6tails. Comme Weierstrass a 6t6 heureux de mourir  avan t  
toute  cette trag6die. Le petit  Franz  6tait le fils de Mme Borchardt  je le sais, 
aussi bien que je sais qu'i l  n '6tai t  pas le fils de Weierstrass. L 'explicat ion principale 
de sa mort  dolt ~tre qu'i l  souffrait d 'hyst6rle d 'enfant .  Tout  cela est bien triste 
et m ' a  profondement  impressionn6. 

i L. FUCHS fur 61u Membre Correspondant de l'Acad6mie des Sciences de Paris le 
24 juin 1895, H. A. SCHWARZ le let j uillet 1895, F. KLEIN le 17 mai 1897 et G. MITTAG- 
LEFFLER le 29 janvier 1900. 

2 Sceur de WEIERSTRASS. 

Fils adoptif de WEIERSTRASS. 
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Sit6t que j'aurais fini mon travail sur la th6orie des fonctions, je dois commencer 
s6rieusement avec la biographic de Weierstrass qui m'a 6t6 command6e par la 
soci6t6 royale de Londres. Je poss~de beaucoup de mat6riel pour cette biographic 
qui n'est pas connu et qui est d'un int6r6t capital. 

Appendice XII 

Charles Hermite  

Lettres ~ J. B. Dumas  

(Archives de l'Acad~mie des Sciences de Paris) 

(Extraits) 
19 mai 1882 

Mon cher confr&re, 

Nous avons dans la section de G6om6trie deux correspondants illustres 
Mr Weierstrass et Mr Kronecker que de grandes d6couvertes ont plac6 au premier 
rang des Analystes de notre @oque. Une d~cision de gouvernement, en accordant 
~t Mr Weierstrass la d6coration de la L~gion d'honneur, a t6moign6 ~ la lois de 
l'estime du Chef de l 'Etat  pour le grand g6om&tre, et de son haut int6r~t pour 
le progr~s des Sciences math6matiques. Je serais heureux, mon cher confr&re, de 
devoir ~t votre bienveillance, d'appeler 6galement l 'attention de Mr le Pr6sident 
du Conseil sur les titres 6minents de Mr Kronecker, qui dans une autre voie n'a 
pas moins m6rit6 de la Science que Mr Weierstrass. 
• . . 

7 juillet t882 
Mon cher confrere, 

Je viens de t616graphier ~ Mr Kronecker la nouvelle de sa nomination dans 
la Legion d'honneur, et je vais lui 6crire qu'il la doit ~ votre bienveiUante 
intervention. 

Vous m'avez donn6, mon cher confr&re, Fun des meilleurs moments de ma vie 
scientifique. 

Appendice XIII 

Hermann Amandus  Schwarz 

Karl Weierstrass 

(Zentrales Archiv der deutschen Akademie der Wissenschaft zu Berlin, 
DDR, Abt. Nachl~sse, Bestand Schwarz: Weierstrass) 

(Extraits) 

(1) 
Wernigerode im August t 888 

Der Vater des Herrn Professor Weierstrass war Protestant. Da mit einem 
katholischen Geistlichen innig befreundet war, wurde er yon diesem enthusiastisch 
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ftir die katholische Kirche begeistert und t ra t  zur katholischen Kirehe tiber. Dies 
entfremdete ihn seiner Familie. 

Dieser Vater hat te  einen Bruder, welcher Protestant  blieb und in erster Ehe 
mit  einer nicht sehr gesunden Frau verheiratet war, yon der er eine groBe Zahl 
Kinder erhielt, die jedoch gr613tenteils an der Schwindsucht starben. 

Er  selbst war t4 Jahre lang in einer Anstalt ftir Geisteskranke. 

Ein Sohn war verheiratet mit  der Tochter eines Malers aus Soest. Von den 
Nachkommen lebt jetzt nur noch eine kleine Zahl. Einer derselben, dessen Vor- 
name Oskar ist, war in erster Ehe, welche nicht sehr glticklich war, verheiratet. 
Die Ehe blieb 7 Jahre kinderlos. Dann wurde ein Sohn Franz am 2ten Oktober 
1882 auf dem Gute Asbeck bei Neviges in der N~ihe yon Jtilich geboren. Diesen 
kleinen Jungen nahm, als seine Mutter gestorben war, und der Vater zu einer 
neuen Ehe schritt, Professor Weierstrass zu sich, nm seine Erziehung zu leiten. 

(2) 
Cudowa, 29. August t901 

. . .  

Ende Sommer 1856 nach Berlin gekommen. 
Er  wurde bernfen dureh den Direktor Nottebohm, dem er empfohlen war 

dnrch den Prof. Richelot in K6nigsberg. 
• . .  

Geb. 3t Oktober t815 zu Ostenfelde. 
• . . 

Der Vater war in seiner Jugend Schullehrer gewesen; einer protestantischen 
Familie des Rheinlandes entsprossen, war er durch eine ihm befreundeten, ftir die 
katholische Kirche begeisterten franz6sischen Abb6e (welcher als R6fugi6 in 
Ostenfelde lebte) zur katholischen Kirche tibergeftihrt worden. 
. . .  

Karl  hat te  den ersten Unterricht erhalten in Gtitersloh in einer jtidischen 
Volksschule, deren Vorsteher ein guter Lehrer und namentlich ttichtig im 
Rechnen war. 
. . .  

E r  ging zur Universit/it Bonn, um Jura  und Commerzialwissenschaften, auf 
Veranlassnng seines Vaters, zu stndieren. 

(3) 
. . .  

Auch h6rte er mathematische Vorlesungen, namentlich bei Professor Plticker, 
aueh widmete privatim er der Mathematik, namentlich der Analysis viel Eifer 
zu. In  diese hat te  er aber auf dem Gymnasium soviel es ibm m/Sglich war, einzn- 
dringen gesucht. 
° . .  

(7) 

Deutsch-Crona (1845--1846). W~thrend seines Aufenthaltes in Deutsch-Crona 
erfuhr der junge Forscher eine schmerzliche Enttiiuschung. Bei den jungen 
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Damen von D.C. war er sehr beliebt. In der Familie eines befreundeten Rechts- 
anwalts, hat te er ein junges M~idchen kennengelernt, eine Verwandte derselben, 
die Tochter eines Gutsbesitzers, die ibm so gefiel, dab er sich mit  ihr verlobte. 
Weder er noch die Familie des Rechtsanwalts hatten eine Ahnung, dab dieses 
M~idchen ein LiebesverMltnis mit  dem Inspektor ihres v~tterlichen Gutes gehabt 
hatte und yon ihren Eltern in die Stadt gebracht worden war, um tiber dieses 
Verhfiltnis hinwegzukommen. Ungeachtet der Verlobung setzte aber das M~tdchen 
im Geheimen dieses Liebesverh~iltnis fort und die Verlobung mul?te aufgehoben 
werden. Diese Erfahrung hat te  ftir den jungen Gelehrten die betrtibende Folge, 
dab er in eine schwere Krankheit  verfiel, von der er sich nnr langsam wieder 
erholte, indem er sich angestrengt der Arbeit zuwendete. Man wird keinen I r r tum 
begehen, wenn mann annimmt,  dab die traurige Erfahrung auf das ganze sp~itere 
Gemiitsleben des Gelehrten einen Schatten geworfen hat. 

In Gtitersloh besuchte er eine jtidische Schule, deren Lehrer guten Rechnen- 
unterricht gab und ihn auBerdem im Lateinischen so gut vorbereitete, dab er auf 
dem Gymnasium zweimal zwei Klassen je in einem Jahre absolvierte. 

Diese schmerzliche Erfahrung tibte auf seine Gemtitsstimmung f~r lange Zeit 
einen verst immenden Einflu/3 aus und gab seinem ganzen Wesen etwas Scheues 
und Verschlossenes. Vielleicht war er sich fiberhaupt dunkel bewuBt, dab er in 
vielen praktischen Hinsichten sehr unerfahren, ungewandt, ja ungeschickt war. 

Appendice XIV 

Paul du Bois-Reymond 

Lettres/L Georges Halphen 

(Archives de l ' Ins t i tu t  de France, Paris) 

(Extraits) 

22 juin t879 

Nous avons la <~Naturforschersammlung~> cette fois ~ Bade dans le mois de 
septembre. 
• • . 

Peut-4tre que cela vous amuserait de voir cette combinaison de bonne ch6re 
et de science. Moi je m'en  tiens ordinairement A la premi6re. 
• , . 

t6 janvier 1883 

Mon cher Monsieur, 

Mr Hugoniot m ' a  r6ellement oblig6, car c'est ~ lui que je dois le plaisir de 
recevoir une lettre de vous, et de pouvoir vous rendre un 16ger service. 
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La s6rie dont il s 'agit particuli~rement est celle de Lagrange dite ordinairement 
de Fourier: 

½ f I (t) dt + sin x f 1 (t) sin tdt + cos x f /(t) cos tdt 

+ sin 2 x f / (t) sin 2 t dt + cos 2 x f / (t) cos 2 t dt + etc. 

Avant 1873 c'6tait bien la conviction g6n&ale, entre autres de Lejeune- 
Dirichlet, de Riemann, de Weierstrass, que cette s6rie converge toujours vers la 
limite ~/(x) ,  quand /(x) est continue entre les limites de l'int6gration. Eh bien, 
~t force d'essayer de trouver une d~monstration pour ce th6orfime, je parvins 
trouver un raisonnement, qui prouve le eontraire: La sdrie peut 8tre divergente 
pour des valeurs de x, pour lesquelles la /onction /(x) est continue mSme avec toutes 
ses ddrivdes. Et ces poi~#s de divergence peuvent m~me ~tre ~@antachiquement~ 
rdpandus dans l'intervalle - -~  ... + ~, e'est-&dire ~tre rencontrds dam chaque 
espace de cet intervalle aussi petit que l'on voudra. 

J ' a i  communiqu6 la premiere lois ce r6sultat dans les G6ttingen Nachrichten ~, 
t873, N o 2t, mais ce n 'est  qu'en t 8762, que j 'ai d6velopp6 en d6tail dans le m6moire 
que je vous envoie en m~me temps que cette lettre. J 'a i  ensuite form6 une fonction 
non d6veloppable d'apr~s un principe tout-&-fait diff6rent dans les Annales de 
Leipzig, Xa: Zus~ttze zur Abhandlung etc. Un autre exemple a 6t6 eonstruit par 
Mr. Weierstrass & l'usage de Mr. Kronecker, que je compte punie r  prochainement, 
enfin Mr. Schwarz a donn6 un exemple assez maladroit dans la th&se de Mr A. 
Sachse traduit  et r6imprim6 dans le bulletin de Darboux. Mais je crois que la 
pr6face et le Chapitre III,  du M6moire, que je vous envoie, suffisent compl~tement 
pour mettre la chose en 6vidence. 
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