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RESCLUTION D'UNE QUESTI{]N RELATIVE AUX DETERMINANTS

A

: PARr M. J. HADAMARD.

1. Ftant donné un déterminant

iy 61 h PN ZI
(I) A = o bg ‘e 52 ,
an bn, ... I

dans lequel on sait que les éléments sonk inférieurs en valeur ab-
solue 4 une quantité détcrmln(,e A, il y a souvent lieu de chercher
une limite que le module de A ne puissc dépasser. ‘

On voit immédiatement que |A| est nféricur a 1.2.3...2A%
Mais il est clair que cette himite est trop élevée; car elle ne pourrait
étre atteinte que si tous les termes du déterminant avaient le
méme signe, ce qui est manifestement impossible.

Je me propose en conséquence de rechercher le maximum du
déterminant A dans les conditions iﬁdiquées.

]

2. Sans rien supposer d’abord sur les modules des éléments
A1y «vey 04y oo, désignons par @, ..., b}, ... leurs conjugués
dont le déterminant A, sera le conjugué de A. Prenons, dans le
déterminant A, p lignes quelconques pour en former un tableau
rectangulaire (T), (T,) étant le tableau correspondant du déler-
ﬁmmant A, ; considérons le produll:

L s y & \ :If'i*"&i df"'fH..-\ {‘1 Tred el ot SR L% S .

| Po=(T)(To).

Aty Fany 27 - RIS < st e 3 . VED 3 114

Si p = n, ce produit donnera Ady, ¢ estr— —dlI‘L. le carré du mo-
dule de A; pour p < n, il fournira de méme la somime des carrés
des modules des différents déterminants que Pon déduit du ta-
blean (T). Dans tous les cas, la quantité ainsi obtenue sera essen-

tiellement réelle et positive ().

i 4 it

(')} Nous n’avons pas & prendre en considération le cas de P = o, le détermi-
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Pour former le produil P,, d’aprés les régles de la multiplica-
tion des déterminants, il faudra multiplier chaque ligne de (T)
par chaque ligne de (T). Si I’on a choisi denx lignes correspon-
dantes, par. exemple les deu:{ hgnes de rang k, le résultat sp
donnera la "somme des carrés des modules des éléments ay,
bpy + .-, lp. Siau contraire on a pris deux lignes de rangs différents

i et 2/, on trouvera I'expression

4 T v . ] E F3 L] [

(2) Spop= anaf—+ bpbY ... 4 Lpif.

o -

Nous remarquerons que sz est conjugué de sy p.

Les quanlités s; et s, 5 seront les éléments du déterminant Pp.
S1, par exemple, les lignes qui composent lc tableau (T) sont les p
premidéres, on aura

H 5_} ir

31 31,2 " si,p
. ¥ v . [
P _ 32,1 32 aw 4 32‘p
tr BT o 1 1, [ PO R 1
! i Pt L S gujf e b, 1ot
Slj,i Sp‘a LI | Sp I .
avdby Y LY VR bag 11 e FINCIRRINE Y LTI AR S PR L :".

et, s1 nous isolons la partie qui contient e¢n facleur un élément

principal, le dernier par exemple, nous pouvoqs écrire .. s,
]
' Jeft ¢ iy vl 2y i1
(3) : PP“'S'PPP"l'!_' Qpr” |
. ite 1 oty ‘ i - 1 4wyt g
ou (), sera le déterminant
t ) i} f I i T Ez
81 SITE L] 311p-——1 Siip
t v [ byt - 4
| Sa.1 Sg . Se,p—1 Se.p i
‘ . AU P T1S R LR S TE At
15 & ' . Fogh ]
Sp-1,1 Sp—ta -+ T Spglt splyp |V B et us
E i i ! H 3 ¢ . 1 '
i Sp,i Sp-,ﬁ . Sp,p—l 0 ! Pt |:r L1l

E‘l I . :!h'! F I| 4 Iflv Hl o3

Le mineur de ce déterminant, relabif a la A" ligne et & la Aleme

d(]Q?: s IOUS constatons que les mi=
! Ui e

neurs PPIHCIP&UK sont des expressions Qp_,, sauf le dermier qm

fp2 L Y Fredad ' . Fdbyg r LEN

€st une expressmn Pp_{. Quant aux autres’mmeurb, nous re-
{ 'y +1 y 11 ¢ r - i

| font e 22 o L0,

marquerons seulement que 3, 1y &5t conjugué de d(hf AR

1 1 « 1 ! ] s;!\.-

colonne, étant désigné par

nant A étant alors nu!l et, par suite, ne présentant aucun intérét dans la question
actuelle. ; b !
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. 3. Cela posé, il est facile de démontrer que le déterminant Q,
est négatif ou nul, le dernier cas ne pouvant se présenter que si
tous les éléments de la derniére colonne sont égaux & zéro.

Il suffit pour cela (& étant un quelconque des nombres 1,
T dQPL . de -
o(h, k)" 9(p,p)

+ L1dentité bien connue qui existe entre ces mi-

2, ..., p—1) de considérer les quatre mineurs

dQp ’ dQp
o(h,p) d(p, k) '
neurs nous donne une relation de la forme

-

0 2 '
QpPp2=Qp-1Ppy— [g,‘('}%i;_)] -

Les P étant positifs, nous voyons donc hien que Q, est néces-
sairement négatif ou nul si cette conclusion a été démontrée pour
Qp_i. Nous pouvons dés lors 'admettre pour toute valeur de p,
car elle est évidente pour Q,, égal 4 o, et Q,, égal & — |5y /2.

De plus, Q, ne saurait étre nul que si Qp_; 'est, c’est-a-dire
(en admettant toujours que notre conclusion est établie pour Q,_,)
st tous les éléments de la derniére colonne sont nuls 4 I’exception
du /"¢, Mais comme /4 esl variable dés que p est au moins égal
a 3, 1l ne peut y avoir ancun élément de la derniére colonne dif-
férent de zéro. . o

4. Revenons maintenant an déterminant P, : nous sommes en
mesure d’établir que ce déterminant est inférieur ou au plus égal
a son terme principal s,55...5,, I'égalité n’ayant lieu que s1 tous
les éléments non principaux sont nuls. 1~ ¥ b

' En effet, nous pouvons admettre que le fait est vrai pour P,_,,
et dés lors 'équation (3) démontre I'inégalité P,<Csi51...5p,
puisque Q, est négalif. 1ok IR I £
' De plus, P ne peut étre égal 45,55 ...5, quesi, d’une part, Pp_,
est égal s;55...5,", et que, d'autre part, on ait Q,=o0. D'a-
prés ce que nous avons vu plus haut, cette double condition exige

que tous les éléments non principaux soient nuls.
“ En particulier, pour p =1, on a

|Al?‘§31$2 * a0 S.’l'
]

Lorsque les modules des éléments sont au plus éganx a 1, les s,
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ont pour valeur maximum 7, et par suite |A| est au plus égal

Yt i 1 wis m,viy R I vy 1

-
oK - “ r

a . | . -y R ’ 3

On voit que la valeur maximum duhdétern:;inanl; du ri*me ordre
est loin d’augmenter auss: rapidement que le produt 1.2...n.
D’aprés la formule d’approximation de la fonction T', elle eroit un
pea plus vite que la racine carrée de ce produit.

(-]

[ ) t L ]
5. Pour que A atteigne son maximuam

que tous les éléments alent pour module I; pms que tous les s, '

e L' . }

solent nuls (A £ A'). C Y

En écrivant U'équation sz 5= o pour toutes les valeurs de R,
I’entier A restant fixe, on a un sysiéme d’équations lindaires et
homogénes par rapport aux éléments de la A" ligne, d’ou résulte
que chaque élément est proportionnel a la quantité conjuguée du
mineur correspondant. Les formules relalives aux déterminants

adjoints montrent méme que les mineurs d’ordre & sont propor-

T o,

, 1l faut, en premler lieu,

g h

tionnels aux mineurs complémentaires d’ordre n — 4. -

Nous sommes ainsi condurt aux déterminants appelés znverse-
ment orthogonaux par M. Sylvesler (1) et dont un exemple
simple est fourni, pour une valeur quelconque de n, par le déter-
minant de Vandermonde formé avec les racines de I'équation bi-
nome xi—1.

- L O £t

6. Pour =3, ainsi que l'a encore remarqué M. Sylvester,
toules les autres solutions se rédwsent & celle-la, 4 des change-
ments prés que l'on peut appeler insignifiants, & savoir : permu-
tation des lignes ou des colonnes; multiplication de tous les élé-
ments d'une méme ligne ou d’'une méme colonne par un méme
facteur. Mais 1l n’en est plus de méme pour les valears de r supé-
rieures 3 3 et la formation d'un déterminant maximum comporle
méme beaucoup plus d’'arbitraire que ne I'a supposé le géometre
anglais. “ Y , .
. Reprenons en effet la méthode indiquée dans son Mémoire (?)
pour construire un déterminant maximum d’ordre n, 2, quand on

(') Philosophical jl[czga..me, t. XXXIV, P 461-475; 1867,
(3} P. 465, n° 6.
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suppose connus deux déterminants maxlmum'ﬁ, et Aa, d’ordre 4
et 1y respectwement on ecml: n2 fois le déterminant A,, savoir
n, fois en ligne horizontale sur 7q fms en ligne VEI‘EICHIG, formant
ainsi un tableau (G (G ) Puis dans le déterminant A, qui occupe dans
ce tableau le *™¢ rang’en ligne horizontale et le lf“*’“e en llgne ver-
t1cale, on multiplie lous Ics éléments par I'élément du détermi-

nant A, dont les indices’ sont A el; . Le tableau (Ea’) ainsi modlﬁe

ke

donne un déterminant mammum car les relations 3;, = O sonL
W 23 LN R S %7 AEN T Lk T ¢ S EAE 4"\‘71 « My FR T
vérifiées.

3

'r

Mais ces relations ne cessent pas d’avmr lien si, dans tous les
déterminants A, de la premlere colonne, on multlphe une ligne
déterminée par un certain nombre de module 1. Or le nouveau
déterminant obtenu par cette Dpération (quel'on pent évidemment
varier de plusieurs fagons) n’est pas réductible au precedeut par
les changements mmgmﬁants dont nous avons parlc

" Par exemple pour n = 4, M. Syhrester indique les deux typcs

vl et w0 IR (O TS AR IR S R LE B L
o o L L TE oy D] e eab s pi
(5) a o e b D =1y Dy —1 1. *.:--! PEA LY oL ‘l
’ ) ) ' 'r
3 ! §oetil W P I, « —I 2 =] T LET S8 AT '
\ L m T f am I . _;"Ir —y ) 1! et 1 p | {111
Etu T4y YRR E ?-H'li i { ' 1! LI
I I I 1 |
{ :ri RN AN L . v .
¥ i —I — .
(5) - } ! et EETER N f sbil, . t [ \ o
- ]I —1 I —1 3
|‘f Lys ]if } ] 4
I —i I [

, f
Notre métirode conduit au déterminant

o i
I 1 1, I
T el | i —
(a; e 3fﬂ),
1 T —1 —7
1 —I —a. a ‘

lequel donne bien les déterminants (4) et (5) poura =1 et @ =2,
mais en est essentiellement dlstmct pour une valeur quelconque

de 0. - ! . o

1t e iy 1

L

7. Lorsque 7 est une puissance de 2, le procédé dont nous ve-’
nons de parler permet d’ohtenir nun déterminant maximum a élé-
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ments réels. Peut-on trouver de tels déterminants pour d’autres
-y T o YR FIV I T RN | R
valeurs de n? , o v
: & N SO ! [ LI I S| ¥, SR i- >
Dans ce cas, chaque élément devra éire égala 21, et cela de
L RV 3 )

telle fa(;on que, considérant deux lignes quelconqueb el; comparant

1 b [ e

les eléments correspondants 1l y a1t autanl de concordances que

-

de discordances de signes (' ) . : '

Wy ! i t it ' )

On voit alsemcnt que cem nt;*p:eul; c;voui Ileu que pour 2 mul-
tlple de 4. "En effet si 'on raméne les éléments de la premiére
ligne  étre des 1, la bECOHdB hgne devra contenir autant de 41 que
de —1, ce qul exige déja que n soit pair : » —an'. Sil'on suppose
alors dans 1qa sezofde ll'Lfncé les n/ PI‘I:[;[HIGI‘S éléments posulfs I?al:t] les
autres négatifs, la somme des n’ premiers éléments de la troisiéme
hgne devra étre nulle; donc »' doit éire a son tour un nombre

thl } ’ 11 t u

palr.

t

1

{
@4 4y, ! bEEg ¢ T L
D’ailleurs 1l emste en effet des determmants maximum réels

o ok L~y

pour des {vg[eu’rs rdeJn, non puissances dgﬁ g“ DPour n=12, par
exemple, on arrivera au ‘résultat de la facon suivante :

On groupera les colonnes 3 par 3 en quatre séries.

La premiére ligne étant composée de 1, la seconde comprendra
des 1 dans les deux premiéres séries et des — 1 dans les deux der-
niéres; la troisiéme ligne aura ses qualre séries composées alter-
nativement de -1 et de — 1. Dans les g lignes suivantes, la pre-
miére et la derniére série comprendront chacune 2 d¢léments
positifs et 1 négatif; la seconde et la trowsieme 2 éléments négatifs

et 1 positif, d’apreés le Tableau suivant :

#

boot : 5] TRNC TS I LIRS

Tean
- 29
el

r o :,fi - ,14{-|.'= byt

=%

I I 1 T
I 2 2 ) B e
| 3 3 3
2 1 D 3 '
2 ) 3 I
"o 3. 1 2
3 1 3, 2
3 2 I 3
3 3 2 1

A

les numéros lndlquant dans chaque série le rang de Vélément qm
e |
est seul de son mgne.

-~ . aadb dgiltis 1 + Y 31 Lt t.} r‘_j[ - 1 L1k g ] 1
( ) SYLVESTER, L"chzqmcr a:aallaﬂmatzque Cld

LY 1 Ta %11y
P LR PRE TE T Y Lt 4 § i

t
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Il existe aussi un determmantmaxlmum réel pour n = 20. Pour
I’ obtemr ayant encore parlage les colonnes en 4 séries de 5 cha-
cune, on composera les Lrois premiéres lignes comme dans le cas
précédent. La quatriéme ligne aura, dans la premiére et la derniére
série, tous ses éléments positifs, sauf le premier' dans la deuxiéme
et la trmsmme tous ses éléments négatifs, “sauf le premler. Cha-
cune des selze hgnes qul restent comprendra, dans la premiére et
la derniére série, deux éléments négatifs; dans la deuxi¢me et la
troisiéme, deux éléments positifs, d’aprés le Tablean suivant : %

1
~ i B T a4t

- b

.- 12 23 . 23 23 o 2
- O . '
y 13 23 45 45 |
4 = ,
- 1
R = 14 45 23 &g L e ‘
- 15 5 5 2 - E
BiL T I 1 4 4 g | L S < <)
bA T _ 45 12 2.4 24 . 43
1'&-‘ ol i-‘ ' E‘* " . P
WE o, T R s i3 35 35 R T '
EEJ‘( W et Tt 23 14 24, “35*“"” IR I Yy
. 23 15"% 35*’??24 ', tooprig H 3 £
-
35 35 12 25
35 24 13 34

24 35 14 34 ,
24 24 ‘" 15 25
34 34 34 12
34 25 25 13
25 347 95 14
25 25 34 15

I y a donc lieu de se demander quelles sont les valeurs de n
pour lesquelles existent des déterminants maximum & éléments
réels (1).

De plus, on peut rechercher, pour les autres valeurs, quel est
le plus grand module que puisse atlcindre le déterminant Jors-
qu'on impose aux éléments la condition d’étre réels.

(*) Les déterminants maximum que nous venons de former pour n = 12 et
7 = 20 mettent encore une fois en évidence 'arbitraire que comporte la guestion
actuelle; car il est clair que ces nouveaux déterminants maximum ne peuvent se
déduire des procédés donnés au n° 6,



