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RÉSOLUTION D'UNE QUESTION RELATIVE AUX DÉTERMINANTS;

PAR M. J.HADAMARD.

1. Étant donné un
déterminant

~i &;

(i)

&= ~@

an &N

dans lequel on sait que les éléments sont inférieurs en valeur ab-
solue à une quantitédéterminéeA, il y a souvent lieu de chercher
une limite que le module de A ne puisse dépasser.

On voit Immédiatement que !Ajest Inférieur à l.2.3.A".
Mais il est clair que cette limite est trop élevée; car elle ne pourrait
être atteinte que si tous les termes du déterminant avaient le
même signe, ce qui est manifestement impossible.

Je me propose en conséquence derechercher le maximum du
déterminant A dans les conditions indiquées.

2. Sans rien supposer d'abord sur les modules des éléments

s<, &), désignons par a~, .& leurs conjugués
dont le déterminant A~ sera le conjugué de A. Prenons, dans le
déterminant A, p lignes quelconques pour en former un tableau
rectangulaire (T), (T~) étant le tableau correspondant du déter-
minant A~; considérons le produit~t~.(- ri ;<f.~P~=(T)(T.).

!l' j¡I,}- ,r ~)·y ,n,
Sip == K, ce produit donnera AA,, c'est-à-dire le carré du mo-

dule de A; pour/) <; M, il fournira de même la somme des carrés
des modules des différents déterminants que l'on déduit du ta-
bleau (T). Dans tous les cas, la quantité ainsi obtenue sera essen-
tiellement réelle et positive (').

(.
(') Nous n'avons pas à prendre en considération le cas de P = o, !e détermi-



Pour former le produit Pp, d'après les règles de la multiplica-
tion des déterminants, il faudra multiplier chaque ligne de (T)
par chaque ligne de (T~). Si l'ona choisi deux lignes correspon-
dantes, par exemple les deux lignes de rang A, le résultat A'~

donnera la somme des carrés'des modules des éléments ah,
& Si au contraire on a pris deux lignes de rangs différents
A et A', on trouvera l'expression t
( ) ~A,~ = <~ + & &~ +.)-

Nous remarquerons que sh,h' est conjugué de~A-
Les quantités si, et seront les éléments du déterminant P~

Si, par exemple, les lignes qui composent le tableau (T) sont Ics~o

premières, on aura
J 1 l,

~î ~1,2 ~l,p
m

t ~P– p ~2,1 ~2 t ~2,p
)l<, p- t .1. 1.1 ,.q,

~/J,1 ~,2 ~p i H< 1..

..j~ 'r ~j 't~ ti~t~' tt!'JttL't 'i ï.t~
et, si nous isolons la partie qui contient en facteur un élément
principal, le dernier par exemple, nous pouvons écrire
(3) P~~P~+Q~ci! i m

m n.r' lU H~ .d] J' 1.

où Qp sera le déterminant
i.

S) ~f,! ~t,p-t ~),/)

~2,1 S2 ~2,~–1 ~2,/?

t )iJ '[ ~«fiit

~-l,t ~-t,a
.Sj,_tPs~t,'t ~,2 'p-t' '0 h,u..

t.,.1 1., ,~t 1. ·1. m1 1
Le mineur de ce déterminant, relatif à la /° ligne et à la A''°°'°

colonne, étant désigné par nous constatons que tes mi-

neurs principaux sont des expressions Qp-<,sauf le dernier qui
~l' d :1'11\Ilest une expression P~L). Quant aux autres mineurs, nous re-

a a. d ..1. l } Jmarquerons seulement que est conjugué de

I,

nant A étant alors nul et, par suite, ne présentant aucun intérêt dans la questionactuelle.



3. Cela posé, il est facile de démontrer que le déterminant Q~,

est négatif ou nul, le dernier cas ne pouvant se présenter que si
tous les éléments de la dernière colonne sont égaux à zéro.

Il suffit pour cela (/! étant un quelconque des nombres i,
aQ, ÔQP1

a, .?–t) de considérer les quatre
mineurs –"–!

d(A,A~ ~(.p,f)
L'identité bien connue qui existe entre ces mi-

d(A,~)) d(jo,A)
neurs nous donne une relation de la forme

n p -n p r rn Q~Q~P~j~j
·

Les P étant positifs, nous voyons donc bien que Qn est néces-
sairement négatif ou nul si cette conclusion a été démontrée pour
Q~-t. Nous pouvons dès lors l'admettre pour toute valeur dep,
car elle est évidente pour Q,, égal à o, et Q~, égal à –~,2~-

De plus, Q~ ne saurait être nul que si Q~< l'est, c'est-à-dire
(en admettant ton jours que notre conclusion est établie pour Q~<)
si tous les éléments de la dernière colonne sont nuls à l'exception
du Mais comme A est variable dès que y est au moins égal
à 3, il ne peut y avoir aucun étément de la dernière colonne dif-
férent dezéro.

e

4. Revenons maintenant au déterminant P~, nous sommes en
mesure d'établir que ce déterminant est inférieur ou au plus égal
à son terme principal l'égalité n'ayant lieu que si tous
les éléments non principaux sont nuls. '< 't'

En effet, nous pouvons admettre que le fait est vrai pour Pp~,
et dès lors l'équation (3) démontre l'inégalité Pp<
puisque Qp est négatif. ,)

De plus, Pp ne peut être égal à~~a.Sp que si, d'une part, P~
est égal A'j~ et que, d'autre part, on ait Q~=o. D'a-
près ce que nous avons vu plus haut, cette double condition exige

que tous les éléments non principaux soient nuls.
En particulier, pourp = n, on a

~j~!t~s,
Lorsque les modules des étéments sont

au ph)'! égaux à t, les



ont pour valeur maximum n, et par suite| Aest au plus égal
« M “><• ,-«}_ -( i

à /i2.
On voit que la valeur maximum du déterminant du

nUm<! ordre
est loin d'augmenter aussi rapidement que le produit 1.2.n.
D'après la formule d'approximation de la fonction F, elle croît un
peu plus vite que la racine carrée de ce produit.

5. Pour queA atteigne son
maximum,il faut, en premier lieu,

que tous les éléments aient pour module i; puis que tous les s/,t/
soient nuls (A ^é h1).

rEn écrivant l'équation 5^' = o pour toutes les valeurs de h',
l'entier h restant fixe, on a un système d'équations linéaires et
homogènes par rapport aux éléments de la h1" ligne, d'où résulte
que chaque élément est proportionnel à la quantité conjuguée du
mineur correspondant. Les formules relatives aux déterminants
adjoints montrent même que les mineurs d'ordre k sont propor-
tionnels aux mineurs complémentaires d'ordre n k. "

Nous sommes ainsi conduit aux déterminants appelés inverse-
'ment orthogonaux par M. Sylvester (') et dontun exemple
simple est fourni, pour une valeur quelconque de n, par le déter-
minant de Vandermonde formé avec les racines de l'équation bi-~

nôme 3:" = i.
> 1.1 >•

6. Pour n – 3, ainsi que l'a encore remarqué M. Sylvester,
toutes les autres solutions se réduisent à celle-là, à des change-
ments près que l'on peut appeler insignifiants, à savoir permu-
tation des lignes ou des colonnes; multiplication de tous les élé-
ments d'une même ligne on d'une même colonne par un même
facteur. Mais il n'en est plus de même pour les valeurs de nsupé-
rieures à 3 et la formation d'un déterminant maximum comporte
même beaucoup plus d'arbitraire que ne l'a supposé le géomètre
anglais.

< 1, sReprenons en effet la méthode indiquée dans son Mémoire (2)

pour construire un déterminant maximum d'ordre «( re2 quand on

(') Philosophical Magazine, t. XXXIV, p. 46i-4"/5 1867.

(') P. 465, n- G.



suppose connus deux déterminants maximum A, et A2, d'ordre n,
et n2 respectivement on écrit ni fois le déterminant A,, savoir
«2 fois en ligne horizontale sur tin fois en ligne verticale, formant
ainsi un tableau (G). Puis dans le déterminant A| qui occupe dans
ce tableau le /iiemcrangen ligne horizontale etle/cieme en ligne ver-
ticale, on multiplie tous les éléments par l'élément du détermi-
nant A2 dont les indices sont h et k. Le tableau (E) ainsi modifié
donne un déterminant maximum, car les relations s/, /,•=sont,tt' .'t. J,"vérifiées. ,· F< 'l'fi r.wl~·n ,P- 1'"~1. y)· 3'

Mais ces relations ne cessent pas d'avoir lieu si, dans tous les
déterminants A, de la première colonne, on multiplie une ligne
déterminée par un certain nombre de module i. Or le nouveau
déterminantobtenu par cette opération (que l'on peut évidemment

varier de plusieurs façons) n'est pas réductible au précédentpar
les changements insignifiants dont nous avons parlé.
"Par exemple, pour 7i = 4, M. Sylvester indique les deux type's

li: nHii.! il li i- i 'i'Sv i'f* 'i'J-
,1 ,i .n I ,:I? '(I|!1(1H !(")-')!

i"<'Wj>i j". l'Ï

(~) ,1 il I – 1 ,,i i m – i 1- i^.l u'i.rai'^i
\4y I

1-111,1 I Ij'I,. 1 – I M /<'<•' -1h'
.“ .<! ,A I – I. If I 1' >“• ><< 1 "1et·
,“

r

“ j • i -ii. il I W y· m -i
>l

,i,'in i i tI i

(5) >• 'u.!i '.ni, l '•1– 1I–I
f i u ii»

i – ii i
Notre méthode conduit au déterminantiii(i

i – ia –a
i r –i –i

(œ=~h,

i –i – a 'a
lequel donne bien les déterminants (4) et (5) pour a – i et a – i,
mais en est essentiellement distinct pour une valeur quelconque
de G.~

“ l' •“

7. Lorsque
n

est une puissance de a, le procédé dont nous ve-'
nons de parler permet d'obtenir un déterminant maximum à élé-



ments réels. Peut-on trouver de tels déterminants pour d'autres
valeurs de 'i'J.,i.l.tk1n s Fvaleurs de ni <Dans ce cas,chaque

élément devra être égal à ± i,iet cela de
telle façon que, considérant deux lignes quelconques et comparant
les éléments correspondants, il y ait autant de concordances que
de discordances de signes ('). M i i

y,
(ti i,

“ On voit aisément que ceci ne peut avoir lieu que pour n mul-
tiple de 4- En effet, si l'on ramène les éléments de la première
ligne à être des i la seconde ligne devra contenir autant de -+-que
de – i ce qui exige déjà que n soit pair n – ?. n'. Si l'on suppose
alors dans la seconde ligne les n' premiers éléments positifs et les

autres négatifs, la somme des n' premiers éléments delà troisième
ligne devra être nulle; donc n' doit être à son tour un nombre

tl.J7 P. 1 ¡Pair..pair.
«-~¡'1 't!!h' t~J'D'ailleurs il existe

en effet des déterminants maximum réels

pour des valeurs de n non puissances de 2. Pour
71 = 12, par

exemple, on arrivera au résultat de la façonsuivante

On groupera les colonnes 3 par 3 en quatre séries.
La première ligne étant composée de i, la seconde comprendra

des i dans les deux premières séries et des i dans les deux derr
nières; la troisième ligne aura ses quatre séries. composées alter-
nativement de -+-i et de i. Dans les g lignes suivantes, la pre-
mière et la dernière série comprendront chacune 2 éléments
positifs et i négatif; la seconde et la troisième 2 éléments négatifs

eti positif, d'après le Tableau suivant

..< 3 3 z I

.1 )1
1

1 :qfï ,¡".I 1·; ~¡ ;H~I 1~11.J~l

les numéros
indiquant

dans
chaque

série
le

rang de l'élément qui
est seul de son signe. k

.1 ),,Iin » il'! >' ih
Kl(') Sylvester, Échiquier anallagmatique. t j
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1 1 1 J1 2 22..] 1

J 3 3 3

2 I 2 3

2 2 3 J2z 3J 2
33

2 t
t 3 I 2

33 2"
1 3



Il existe aussi un déterminantmaximumréel pour n = 20. Pour
l'obtenir, ayant encore partagé les colonnes en4 séries de 5 cha-
cune, on composera les trois premières lignes comme dans le cas
précédent. La quatrième ligne aura, dans la première et la dernière
série, tous ses éléments positifs, sauf le premier; dans la deuxième
et la troisième, tous ses éléments négatifs, sauf le premier. Cha-

cune desseize lignes qui restent comprendra, dans la première et
la dernière série, deux éléments négatifs; dans la deuxième et la
troisième, deux éléments positifs, d'après le Tableau suivant

12 2.3
J

23 23 lj · w

° i3 23 45 45
a '“1, 14 45 23 45 xfx

<

r,;c
« i5 45 45 23

lf,,i» 45 t2 24 24 ''ni»
,` >f 45 >l3 35 35.. n, >t_

'«'' >' "5*" '4- 234 24- *'35't"«j '•<• »!•!• •23 i5•* 35t 1 24 >Pv • "<i '•

Il y a donc lieu de se demander quelles sont les valeurs de n
pour lesquelles existent des déterminants maximum à éléments
réels (').

De plus, on peut rechercher, pour les autres valeurs, quel est
le plus grand module que puisse atteindre le déterminant lors-
qu'on impose aux éléments la condition d'être réels.

(') Les déterminants maximum que nous venons de former pour ra = i2 et
n = 20 mettent encore une fois en évidence l'arbitraire que comporte la question
actuelle; car il est clair que ces nouveaux déterminants maximum ne peuvent se
déduire des procédés donnés au n° 6.

3535
12 2535"24 i33 ''34

24 35 14 34
i!\ 24 i5 25
34 34 34 12
34 25 25 i3
25 34'2.5 14
25 25 34 i5


