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" Sur un théoréme d’Electrodynamique;

Pir M. P, DUHEM.

Ampére a monlré que loutes les actions muluelles des courants
¢lectriques uniformes pouvaient &tre embrassées par une lo1 unique
donnant l'expression de l'action qu'un ¢lément de courant uniforme
exerce sur un autre ¢lément de courant uniforme; cette force, d’aprés
L loi proposce par Ampére, est dirigée suivant la droite qui joint les
deux éléments; de plus, elle vérific la régle de Pégalité entre I'action ct
la réaction.

Les expériences ne peuvent faire connaitre Iaction mutuelle de deux
¢léments de courant, mais seulement I'action d'un courant tout enticr
sur un ¢lément de courant. Il en résulte que toute loi ¢lémentaire cqui
conduit & la méme expression que la loi d’Ampére pour I'action d'un
courant fermé et uniforme sur un ¢lément de courant uniforme peut
étre substituée & la loi d’Ampére. Clest ainsi que Grassmann a pro-
pos¢ une loi élémentaire susceptible de remplacer celle d’Ampére.

Si ’on suppose donnée I'action qu’un courant fermé ct uniforme
exerce sur un ¢lément de courant uniforme, 'action ¢lémentaire est
susceptible d’unc infinité d’expressions différentes. Mais, parmi cette
infinité de lois ¢lémentaires, unc au plus cst compatible avee la régle
de I'égalité entre I'action et la réaction. Par conséquent, il est impos-
sible de trouver une loi différente delaloi &’ Ampere qui soit compatible
avec cette régle, et qui conduise aux mémes conséquences que la loi
d’Ampére pour 'action d'un courant fermé et uniforme sur un élément
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370 P, DUHEM.

de courant. Clest & Gauss (") qu’est dd ce théoréme, dont on a donné
depuis plusieurs démonstralions.

Nous nous proposons de résoudre une question plus générale que
celle que Gauss a résolue par le théoréme précédent; cetic question
est la suivante :

Si Lon connait Uaction qu'un courant fermé et uniforme cierce
sur un élément de courant uniforme, et si, de plus, on assujetlit la
loi élémentaire & salisfaire a la condition que le tracail produil
dans le déplacement de deux éléments de courant par les actions
mutuelles de ces deur éléments dépende uniquement du changement
de position relative des deux céléments, la loi élémentaire est-clle
complélement déterminée?

Nous allons démontrer, en réponsc & celle queslion, qu’il eciste
au plus une loi élémentaire compatible avec les conditions impo-
sées.

1. Imaginons une premicre loi ¢lémentaire, d’aprés laquelle action
qu’un ¢lément de conducteur de longucur s, traversé par un courant
d’intensité o', exerce sur un ¢lément de conducteur de longucur ds,
traversé par un couranl d'intensité 3, se compose d’une force, appli-
quée an milieu de 'élément ds, ayant pour composante

‘ N dsds',
o) {33y dsds,
3'edsds,

ct peut-étre aussi (comme il avrive dans la loi de M. H. von Heln-
holtz) d’un couple dont 'axe ail pour projeclions

3y ¢ dsds’y
(2) 35" M. ds ds’,
3y a6 ds ds'.

(') Gauss, Werke, Bd. V, p. 628.
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Imaginons cnsuitc une scconde loi élémentaire dans laquelle les
mémes grandeurs aient pour valeurs

( 33’ dsds,

(Q’) {35y, dsds’,
( 33'%, dsds's

a3’ g, dsds’,
(4) ¢ 33" 9, ds ds’,
35" 9%, ds ds’.

La loi représentée par les expressions (1) et (2) est supposée con-
duire aux mémes conséquences que la loi représentée par les expres-
sions (3) ct (4) lorsqu’on calcule I'action qu'un conducteur fermé
queclonque, auquel I'élément ds’ est supposé appartenir, travers¢ par
un courant uniforme d’'intensité 5, exerce sur un élément de conduc-

teur dls, traverse par un courant d’intensité 3. Cette premicre condition
s'exprime par les égalités suivantes

sy'ds fxds =35ds fx,ds,
sx'ds fyds =35 ds[5,ds,
syds frds =33 ds [5,ds,
syds feds =35dsf ¢, ds,
53'ds fonds' = 35'ds f o, ds',
3y ds fovds = 33 ds f 5%, ds',

I’é1ément ds ayant unc position ¢t unc orientation quclconques, ct les
intégrales s’¢tendant 4 un contour fermé quelconque.

Il en résulte que, si l'on pose

X=a,—a, L= g,—ug
(3) Y=35 -5  M=om, —on,

=35, —b, N = %, — o,
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on aura

[ Xds=o, SLds'=o,

SYds=o, SMds'=o,

fZLds=o, S Nds' = o,
quelles que soient la position et P'ovientation de I'élément ds, quelle
(ue soit la position du circuit fermé dont fait partic I'é¢lément ds', et

cuelle que soit sa forme, anguleuse ownon. Ces égalilés équivalent aux
suivantes

(6)

, dr dy ds

J w ’ - - Y
N= g 2o 2o n 00 7

_ 9 oAl o . dxr dy d:
L__Jé—,l\<a,,y,~,,a;,y,d,z;,Fg,(T),

J Poad _dr dy ds
l\I:'(-)‘PH<xy)’7u,~Z"y,~s,;2;)m’(-;),

x, ¥, 5 ¢tant les coordonnées d’un point de ds ct ./, ', 5’ les coordon-
nées d'un point de ds'.

Ces égalités expriment simplement que la loi ¢lémentaive veprd-
sentée par les expressions (1) et (2) conduit aux mémes conséquences
que la loi ¢lémentaire représentée par les expressions (3) el (4) pour
'action d’un courant fermé ct uniforme sur un élément de courant uni-
forme.

2. Introduisons maintenant 'hypothése que, dans chacune des deux
lois élémentaires proposées, le travail produil pendant un déplacement
quelconque des deux éléments ds ct ds’ par les actions mutuelles des
deux éléments ds ct ds’ dépend uniquement du changement de posi-
tion mutuelle des deux éléments s ct ds’.

Dans la premiére loi, I'action de I'élément ds sur I'élément ds’ sc
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compose d'une force, appliquée 4 Iélément ds’, ayant pour compo-
sanles
sy dsds', 35’y dsds’, 35% dsds

ct d'un couple dont I'axe a pour projections
3 dsds’y sy dsds', 33 dsds'.

Dans un déplacement ¢iémentaire de I'élément ds, les coordonnées
du milicu de cet ¢lément varient de ¢z, Oy, 83. Cet élément subit au-
tour d'un axe passant par son centre une rotation dont les composantes
sont &z, 58, ¢v. De méme, dans un déplacement ¢lémentaire de I'élé-
ment s, les coordonnées du milicu de cet élément varient de ¢,
gy’, 83 Cet ¢lément subit autour d’un axe passant par son centre unc
rotation dont les composantes sont é«’, 8f’, &y'. Le travail cffectué a
pour valeur

38" (N 0x 4+ 3 8y + 285 + £+ U8B + 9 8y
4+ N QL + D' Sy + 3 85’ -+ ¢ ow’ + O 8F + ot 8y ) ds dls’.

Celle quantité doit pouvoir se mettre sous la forme

8(3'— 3z) + (8 — 3y) + (35 — &3)
-+ )\(80!’ _— af/.)—f— !J.((O‘ﬁ'—— ar@)_{_\( ':7’_ BT),
(jucls que soicnt

, N ~ N,
s, Gy, 63, ox', ¢y, oI,
s, ¢, oy, &« If, 2.

Il faut et il suffit pour cela que 'on ait
X+ X =o0, L+ g=o,
y+3 =0, IM+M=o,
5+ %=0, I+ & =o.

La seconde loi élémentaire doit donner licu & six égalités analogues.
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Il en résulte que, sil'on désigne par

X, Y, 7, I, M, N,
ce qque deviennent
X, Y, Z, L, M, N,

lorsqu’on y remplace les lettres

o 'Z.,’ y 9 ~ S?

x, Y, %,

respectivement par les lettres

wl’ y/’ ‘:,’ a'., }/7 57 8,7 Y?
on doit avoir
‘X—}-X’:o, L+ L'=o,
(%) Y+Y=0, M+MN=o,
?Z—i—Z’:o, N+ N'=o.

Désignons par @' ce que devient la fonction @ lorsqu’on y permute

les lettres
Ty Y, 5, 8

avec los lettres
! / ! ’,
o, y, &, §;

la premicre des égalités () pourra, cn vertu de la premiére des éga-

lites (6), s'éerire :
hiLY o'
w -C-)? = 0,
on bien
dr' dy' ds' r dx cdy [ ods
gt gttt TG =0
en posant
d‘l’ ()(b ()(])
5'()}'7:?4) 5;,7—(?2a 5:7'::?3,
)
(( ) ' ()‘b' ] ()‘p' ! ()d)' N
97 — I oy =% T

<
)
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Cetle ¢galité doit avoir licu quelle que soit la position du point
(=, y', 5') sur lc circuit fermé dont fait partic I'élément ds’. On aura
donc une nouvelle identité en différentiant celle-la par rapport a s’ :

Jzy (dx'\* | gy (dy' doy [ d3"\?
(@) +0y( )+ & (7

079y dy ds' do, 9o, _e_l_:._’flﬁ’

(9) i + (d T+ ()y’> a5 a5 T <0_x7 + o0 ) T
) + [VER 0%,\ dz' dy’
0 ) A A

09\ dx | dgydy 09, ds]
Js' ds os' ds os" ds

Dans cette identité,

’

Xy Y, S 'ZJ, }"; S
sonl six variables indépendantes;

de dy ds dd' dy d3'
ds’ ds’ ds’ ds'’ ds’ ds

sonl six autres variables lices par les relations

2 J, [-i:. 2 _
(10) s (ds> <ds> + <ds) =5
' 2 dy ds'\* _
\ ((ls ds’ + &) =
de' dy' ds' g, de dy
¢ ne dépend pas de —» =5, —=; ¢’ ne dépend donc pas de 2 - =
dz
7 il en est de méme de ses dérivées parnelles par rapport & z, y, 3,

() by d—di? ) %—T‘ Par conséquent, le

c’est-a-dire de o', 0.

second membre de l’ldcnmc (9) est une fonction linéaire et homogeénc

dr dy ds . A A . .
4, 2. Tl doit cn éire de méme du premier, quclles que soient
ds’ ds’ ds !

_ dx’ a'y ds'

les valeurs que puissent prendre z, y, 5, 2/, ¥/, 7, o o a



376 P. DUHEM.

Laissant & z, y, z, #', ¥, 5’ des valeurs quelconques, faisons

dx' q dv' o ds' o
ds' — ! ds ds' — '

Le premicr membre de l'identité (9) sc réduit & d) - Done, pour

dz' dy' ds' 09
ces valeurs particulieres de — 77 dy 7o T 50 SC réduit & une fonction

linéaire ct homogene de (;,x i?’ ) % Mais ®, par conséquent ,, ctpar

dyd

conscquent aussi g 5 » he dépendent pas de — x » =2 72+ Onvoit donc

ds,
que 5= est, cn toutcs circonstances, unc fonction linéaire et homo-

. ..1' dy dz
gine de 55, 2, 22, On démontrerait d'une maniére analogue que
ds’ ds’ ds
v, 0o, de dy ds
7; et 5t 221 sont des fonctions linéaires et homogenes de == o ([{ o

Ces résultats étant obtenus, Uidentité (o) montre que
Dz d9)\ dy' d3' 2y | 0u\ d5' da' 0%y 0%\ dr' dy'
(o;' + o,)») s s +(537 + T) as dy T <57 + oﬁ @ ds

A . . U . dr
est, en Loules circonslances, une fonclion linéaire ct llomogcnc de i

dy ds dx! dy’ s’
-(—’-'};, I En faisant alors successivement ——- o =0, 7[2s£’ =0, 75 =0,cl

en raisonnant comme nous venons de le filll‘C, on verra sans pcinc (que

035’ dy"’

d‘?a ‘)'-?1
0w T o

()’?1 ()"32
Ef + as'

sont des fonctions linéaires ct homogénes de C‘lf ‘(?s, ZS-

Mais, d’autre part, d’aprés la définition des fonctions ¢,, o,, ¢,,
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donndée par les égalités (8), on a

doy _ 0%
07—y’
dos __ 0y,
9’ T 95
dy’ T oa’

On voit donc que les six quantités

()’-?1 0?1 ()‘?2 0(‘?2 ()93 0’7"1
1A A A P E AN 1Y
sonl, comme

. . . . dr dy ds . ]
des fonclions linéaires et homogénes de > —=» =5 cc qui, en se re-

portant aux égalités (8), peuts’énoncer ainsi : Toutes les dérivées par-
ticlles du sccond ordre de @, envisagé comme fonction de #’, y', 5/, sont
de dy ds
ds’ ds ds’

En conséquence, la fonction ® peut s'exprimer de la maniére sui-
vanle

des fonctions lin¢aires et homogencs de

) dy ds

(1) d=a,% + 4 % " ' = o
. —e-»‘2;-'*;-:2?1&:“""‘1"3(7&""‘*_141'}_“2}/—'—“3# +£:|’

by, &by, Ay étant des fonctions des variables x, y, 5, 2, y/, 5, et a,, a,,
dr dy ds
ds’ ds’ ds’

Iin vertu de cette expression (11) de la fonction @ et de la premiére
des égalités (6), nous aurons

a,, «, des fonctions des variables x, y, s,

T 08 T 0s ds i os ds s’ ds

v, o, W g
S dy 2 g T % gyt

g x _ ()‘P _ dv\-y] dx . 0!«.‘33 ﬂ (&2 é

Journ. de Math. (4¢ série), tome 1V. — Fasc. IV, 4888. 49
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On peut toujours supposcr que les fonctions e, oy, o, 2, ne ren-
. . dx dy ds
ferment aucun terme du premier degré en —, ;;—:: = car les termes

d:

d . . ,
du premier degré en —- — qui figurcraient dans les expressions

J’
ds’
0 X'y 0,y 0,5, a&, pourralcnt toujours &tre réunis avee les quantités

d d
oy 50 e dy, u\,qd Les fonctions a,, o, a;, o, élant snpposee% ne
d

dz _y ds
contenir aucun terme du premier degré en —, —, —, aucune rédue-
lion ne peut avoir licu entre les divers termes de la quantité

d(l'/" dyl ;I
1y TRy TR

ct les divers termes de la quantité

de-,tn () 1\:) (l} &; (1_—3
s d.s o5 ds os ds’

. , . , dr dy ds
ces derniers ¢lant lous du premier degré en — o, 2.
ds” ds” ds

La force X, ne devant ¢videmment pas changer de grandeur lors-
qu'on change I'origine des coordonnées sans changer la direction ni le
sens des axcs, ne peut dépendre des variables

-t

z, ¥y 55 %, ¥y, s
que par les binomes

(' —x)y, (¥'—y) (5—3).

D’aprés cc que nous venons de dire, il doit en étre de méme séparé-

ment de I'expression
dr' ([Y cl 3!
T TRy TR
ct de I'expression
ac\ql (lx d;l-:g d)’ ()-;lqg ds
o ds o5 ds oS ds



SUR UN THEOREME D ELECTRODYNAMIQUE. 379

Mais ¢,, a,, ¢,, ct par conséquent la premiére des deux expressions
(ue nous venons d’écrire, ne dépendent pas des variables z, y, 5. Il en
résulle que

ds' 2 ds' Yy

' bt . T ) . dx’
ne dépend pasde 2', y', ', Cela doit avoir lieu, quels que soient
dy' ds'
ds”’ dy’

riables, on voit que o, o, o, sont des quantités indépendantes de o,

; ct, comme o, a,, ¢, ne dépendent pas de ces derniéres va-

y', ' comme de z, ¥, 5. Ces quantités dépendent uniquement de (—[{E-a
dy ds

—~, =, en sorle (ue nous pouvons ¢crire
s ds

_ dr dy ds
O, =0y 'Zs—) -(Z;,(TS‘- )

(13) a2=a2<d—f d ds>,

ds’ ds' ds
dz dy ds
Cly = 04 (a‘;; ?E-) —(—E)-
L’expression
Oy dz | 0oy dy Oy ds

Js' ds o ds ds" ds
ne doit également, comme nous ’avons vu, dépendre de «, y, 5; .,
¥’y = que par les bindmes (2" — x), ('~ ¥), (5’— 2). On cn conclut

aisément que, si I'on pose

0&&3 d&% A D)
_I:‘Ana 1-—A1°a ()M'_"Ama

or o= A
()ab 0:}\92 d:lqg

(l-/l) E;:E:AEH oy ::A:-m Pra :Aﬂrn
()*L\ ()JL\ ()::,L)
CRTEE S

toutes les quantités A;; seront fonctions simplement de (&' — i),

' =y) (5—3).
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Moyennant les notations (13) et (14), I'égalité (12) deviendra

dx

v
’d.zg
(%

+ a,

+' 2 2%

dx

‘['Z;’

m!

dy
ds’
dy
' ds’
dy

ds

ds
ds
d=
ds
ds

" ds

)

\

%)
)

dx'

TT
dy

ds'
ds'

ds'

- dx dx' dx dy' dr ds'
N= Migw Theg TG
dy dz' dy dy' dy ds'

+ Ay gy A a’y d{’ + A (/yT

ds dx' ds ds' ds ds'

+A3|a—§ W"{"Amz{} T +A33(—E e

La quantit¢ X' est susceplible de s’exprimer d’une maniére ana-

logue.

Si'on désigne par A;; ce que devient A;; lorsquon y permule

Ly Yy 508
avee
€y ¥y 5,8,
la premicre des égalités (7)
' XJ.—X':()
deviendra
. vdx dr' dr dy da s’
(41\||"+'.[\‘|> /.f II +(l\|0+A,|) /‘ {l’ +(J\‘J‘|‘ J\ )_(_15 "/—/;;
dy dz' , v \dy dy' dy ds
(A + ADF G+ Rt AT L (A A0 5
ds (lz A ds dyv' ds dz
M+ Ny gy A+ M) g e+ N3
ﬂ dy ds dr " (LL_’ El‘_l ds'\ de
- ds’ ds’ ds ) ds % ds' ds’ ds ) ds
de dy ds\ dy' dx' dy' ds'\ dy
TONG A &) dy TR\ G Ay &) ds
. c_{ﬁ dy dz\ ds' o dx’ dy' (l;")([_:___
| T *\G us &) @ & A ) ds =
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Cette identité doit avoir licu uelles que soient la position et
I'oricntation de chacun des deux éléments ds et ds’, c'est-a-dire (quelles
(ue soient les quantités

’

Ty, ¥y 5y & y,

dz dy s dx' dy'  d3

- - ) -7 ] ek
ds ds” ds ds' ds' ds'

les six derniéres étant liées seulement par les relations ( o).

La valeur des diverses quantités A;; ne varie pas si, en laissant quel-
conques les six premiéres variables, nous donnons aux six derniéres
des valeurs particuliéres. Or, si nous faisons

dr . dy o ds
=0 =% F=O
dr' dy’ ds’
= W T0 =0

I'identité (16) nous donne la premiére des relations
AL+A|, =0,

([F.) ! [\22—*—1\’22: 0,

( A+ A, =o.

l.es deux dernicres s'obtiennent d'une maniére analoguc.
Laissons encore quclconques les valeurs de x, y, 5. 2/, y', 5, cl

faisons .
dx . dy o ds ,
—_— = —_ = —_ =
ds ! ds ’ ds !
dr! o dy' : ds'
— — — = —_ =0,
ds' ’ ds' ’ ds’

Nous aurons

(I\|2+ a/'\t_”) + O:|(0, l, 0)"+‘ 7-2<[, 0, ()) = 0.

I’osons
I 7.,([,0, 0)‘:(‘“, 0'.2([,0, 0):a2|1 1:;(',0, “)-_—-azu,
('8) U.,(O, I 0) =a, :y,2<(), I, O) = Qaay “:;(01 Iy 0) = (32,

(0, 0, 1) = @y, (0, 0, 1) = ay,, (0, 0, 1) = s,
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et 'égalité précédente deviendra la premiére des égalités

A,+A, +a,+a,=o,
A‘3+ Al:n + Q= ay, =0,
A A +AL+ay,+a,=o0,
(19) {

A23 -+ 1\’32 -+ a-_»:; -+ a;,._; = (),
Ay +A,+a, +a,=o0,

Ap+ A+ ay, + a,,=o.

Les cing autres s’établissent d’'une manié¢re analogue.

Moyennant les identités (17) et (18), I'identit¢ (16) devient

dy ds'  ds dv' ds dx'

(@2 + ““)<ds as T & ds ) + (s, +a”)<m @
oy’
+(a"+a")(c/s s’

ds’ ds’ ds (ls’ Is"’ dy’ ds' ) ds
dx d y ds x! dy ds
~¥'-(7'2<-(?§’ ds’ ds ( ds”’ a5’ ds' >E

., [(dz dy ds (L. . dz' dy' ds3'\ ds
@ ds? c/s) & TE\@ @ w ) ds

<tlx dy d..> dz' " (dx dy' (l:>(lx
i

de ds

ds ds'

dy 4
ds s’ )

. dz dy ds e
Laissons —> —-> —- quelconques ct faisons
dx' ' dy' o ds' o
T ds' — ! ds' 7 1
nous aurons la premicre des ¢galités
{ dx _d_)_f ds dx +a dy +a 3
“\@ ds ds — 4G 2 s By’
” dr dy ds\ _ dj —a (L)_f +a.
(20) 1@l HHF)T WE TG Tl
dx dy ds\ _ dr +a dy ds
“\@' A &) s 32 ds W ds?

les deux autres s’oblicnnent d’'une maniére analogue.

)
)
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Mais les fonctions &, «,, @, sont supposées ne contenir aucun terme
dez dy ds

du premier degré en —<> —¢; —=- On a donc
@y = 0y @2 =0, Gy3 = 0,
Ay = 0, Qyy = 0, Qy3 = 0,
Ay = 0, Q33 = 0, Q33 = 0,

moyennant quoi les identités (20) deviennent

<L(cl.ar: _d,_y’ £l£> =o,

ds’ ds’ ds
dz dy ds\ _
(21) “2(ds’ 7’ c—E)_-o,
dzx dy ds
P\ AT

ct les identités (19) deviennent
Ay + Ay =o, A32+Ale:a=07
(22) ¢ Ay + A =0, A+ A =o,
A|2+j\.;‘:0, f\2‘+.[‘\,|2::(),

Ln véunissant les résultats contenus dans les égalités (14), (15),
(17), (21) et (22), on trouve que I'expression la plus générale de X est
la suivante :

v dz dz' dz dy' dz d3'

X= Mg wmFlegmtirlegw

. dy dx' dy dy’ dy ds'
(23) +A2'?7,’—s g;r“*‘Aazgs‘ 2 T AN T
ds dx' ds dy' ds ds'

tdng o thAe g oy T Ay

dans laquelle les quantités A;; sont des fonctions de (z' — x), (' — y),
(5’ — 5), qui vérifient les égalités suivantes :
A,,+A'“:=0, AN—*-A'”:: 0, A:,2+A'._,3:0,
(24) Ayn+ A, =o, A, +A,,=o, A+ A, =o,
A,,,,-}—-A'”'::O, A‘Q—E—A;':O, A._.,—l-A'w: VM
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{)"‘\13 . 0[\10 01‘\|3 . ()Am ()An dl\.”

0y T 05 I P ()y
(?3) 0A, . df\z-z, 0A - 0A,, 0A,, _ 2:‘}_21
" I T s 057 T o’ o T oy

O U L S 1o
T 97 95 T o ar’ T oy’

Y, 7, L., M, N s’expriment d’unc maniére semblable.

3. Lies grandeurs L, M, N, X, Y, Z sont encore soumises & unc
condition que nous n’avons pas invoquée jusqu’ici. Dans chacune des
deux lois, la force qui sollicite I'élément ds et 'axe du couple qui agit
sur le méme ¢lément doivent étre indépendants cn grandeur et en
direction du choix des axes coordonnés. Par conséquent, les deun
grandeurs géomeétriques cui ont pour projections sur les axes, Pane les
longueurs X, Y, Z, Iautre les longueurs L, M, N, doivent &tre en gran-
deur et direction indépendantes du choix des axes. Elles doivent dé-
pendre uniquement des paramétres qui fixent la position relative des
deux ¢éléments ds, ds'.

Li position relative des deux ¢léments ds et s’ dépend de qualre
paramétres : la distance » d'un point m(x, y, 5) de Uélément ds & un
point m'(.r', ¥’y 5°) de élément ds'; Pangle 0 que I'élément ds fait
avee la droite mumn'; T'angle 0" que I'élément ds” forme avee la méme
droile mn?’, enfin Vangle « des deux dircctions ds, ds'.

Les relations

o _x—a' de  y—ydy :—3 ds cosl)

ds ~—  r ds rods rods T ’

ar z' —x dx’ Y'i—v dy ' —zdi ,

= Tt = ol
(321

__1(dz da’ (1)" dyv'  ds (/;")
r

<ds a5V dsds T @ ay
<.I‘——T de  v—y' dy s—3 d;>

1
7

ds r ds + r 27;
2 —zdr v —ydy & —5dd
> ( Pl T T Ay T Ty 7)

= — L(cosw — cos0cos®’
-
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montrent que la position relative des deux éléments ds et ds’ est fixée
or dr  d*r
' 9s’ 05" 9505
La longueur absolue de la grandeur géométrique, dont X, Y, Z sont
les projections, est

par les quatre paramétres r

VX2 + Y24 Z2.

L’orientation de cette grandeur cst fixée, lorsqu’on connait, d’unc
part, le cosinus de I'angle qu’clle forme avec la droite mm’, cosinus qui
a pour valeur

X(2'—2)+Y(¥—y)+2Z(s'—3),

d’autre part, le cosinus de 'angle qu’elle fait avec I'élément ds, cosinus
qui a pour valeur

dx dy ds

X ds +Y ds + ZZ&'
On doit avoir
, > ar or o¢r
(27) X2+Y'+Z2=)‘<"’5§’ as”’ Fds’)’

(28) X(x’—x)+Y(y’—y)+Z(z’——z)=p(r oar dr Or >,

dz dy ds __ [ odr dr 0r
(29) Xg;‘*'Ym"‘ZE—V(”?E’ 95’ dsds’)'

En vertu des égalités (12) et (21), nous avons

X_ _ ()J"l dx ()c‘bg dly ()urlog dz

— 08 ds ds ds 0s ds
et, d'une maniére analogue,

__ O dx Qb dy  Jh; ds
Y= mtr st wd
g 0% de | 0edy 02, ds

- !

ds' ds s’ ds os" ds
Journ. de Math. (4° série), tome*1V.— Fasc. IV, 1888, 50
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Appliquons & ces expressions l'identité (29). Le premier membre
dz' dy' d3', 4
T A do L est

d d.'
entier, homogéne et du second degré en Zx dy e
!

. . . \ dx
membre doit donc éire aussi une forme linéaire et homogene en -

de cette identité est linéaire et homogéne entre

Le second

dy' ds' y d., ar
> —r» et une forme quadratique homogéne g d —=» 7o+ Mais, =
cst lingaire et homogéne en —- dx ‘fil' i{{; %—:—, est linéaire et homogcnc

d d ds' 0 d.
en x,) dz" - d()() ; est hncau‘c et homogéne d'une part en dx

dz' dy d_‘.
ds’’ ds'’ dy'

dy
s’

ds . .
—> d’autre part en + On doit donc avoir

ds

Cor ar o or
v(l,&: Frk ()v—ds’> fQ ) ( > g >()s'dsdc

“n introduisant cette valeur de la fonction v dans I'identité (29), ct
en v faisant

dx dy ds
71—; fmend l,. ?l—s- franend (), a — 0,
dx' dy' ds'
&=h =" HF=Y
on trouve la premiére des identités
dols (2'—x)? a(r) ' —.rv
()_El [/‘(7‘)“ J 5 —
Ovh, o ( ,) ()’/ —y) &(r J,l_v,y
(30) r [f(;) . ] = + —=)
0= . 2(M (s —3) g(r) s'—z
():"* [/.CI ) -, ] 79 + 2 P

les deux autres s'¢tablissent d’unc maniére analogue.
Iin faisant dans 'identité (29)

dx dy — \/2 3
ds — ds 2 ds

a5 b ds’
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on trouve la premiére des identités

v

Odey . OVh [ o — ) (Y —y —v
o ()x’i =a2|f(r)— o(,"‘)](x x),-a('y ¥) +n§’) ) /

e [~ a(r ' — 2)2(3 — s Y 5 — 3
8- ) e 2
Oy Oy [ oo s(r) 1Y —=y)(z—a)  gr) -z
())" -+ oy_l =2 f(’)_ b ’ T 73 + 7 I ’

(B

ovh 0v (r)_ ( . 1,)2 (,.l 3) (1) R

r r, ’
0.& r) (5 =52 (2'—2) o(r)yd—a
0- 0,18 =2 [f( ) - ( ? ,.:E + 2 E T
02y | Oy _ . g(r)T =32 = gl ¥—r
03 + o7 a3 [f<’) Ty e + r ro

les cing autres s’obtiennent d'unc maniére analogue.
En faisant dans I'identité (29)

dx —o dy _ds _ [g
ds — 7’ ds —ds T 2’
dz' dy' o
&= AW T T

on obtient la premiére des identités
] ' —2) (Y —y) (5'—3)

g(r)
| 2[ 70— £
(32)
| o 0e day oz on, o
T 02 02 dy’ T 05 + o

Les deux autres s’établissent d'une maniére analogue.
Parmi les identités (31) et (32) se trouvent les suivantes :

01 [og + b, ]—2[f<,) b(')](x'_x)‘zls(y:__},) LEN r—y

r r

0 2 gr) &
oyt [ea ] = [f() ')](7 PE=m) g g,

I

dJ g0 gy - —
e+, ] = [f(i) ()]( @ —2)(y' y).

0; 73
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Au moyen de ces égalités, exprimons I'une des conditions néces-
saires

di ()2

m}", [vﬂog -+ 'lﬁ)g] = W [w‘vg 4~ 'U‘:)q],
02 0% :

3argz L2 + B ] = m[m—k W, ],
()2

Wlw‘vg"“ 'lﬂ)qj ()y’d,v [e}l')o"}‘ 'lﬁ) ],

la derniére, par exemple; nous trouverons

» cll'

ce qui entraine

o[ prn 80N _ d 2(r)
73[./(’)——0,- ]—'E IER

ou bien

(33) f(ry=1l,

Désignons par F la grandeur géométrique qui a pour composantes
X, Y, Z; par (F, ds) I'angle que la direction de cetle grandeur géomé-
trique fait avec la direction de 'élément ds; en vertu de U'égalité (33),
I'égalité (29) deviendra

} . Jdr o0r L dg(r)/dr\or
Fecos(F, ds) =g (r)()s %505 T3 Tar (a) ds”’

ou hicn, en posant

G(r) =fg(r) dr,

_ 10°G(r) or 1 a,"‘(d(i) or
[ cos(F, ds) = 2 0soy Os T3 dr <r)S> Js'
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Mais on a
EG(r)dr _ O ToG(r) dr| __0G(r) 2 [or
dsos’ ds — 08| ds s | ds 05 \0s
O o (9rNT] _1dg(r) 9 [ar\?
— 0f g(’)(()s)_ 2 W(%)
10 or\* 1 dg(r)(or\®or
~aa?_é’(")(a7>,+5 @ (55)5;
On a donc

) pear = 2l (E)] 140 () 5

On peut, tout en laissant fixe I'élément ds, faire varier I’élément ds’
tout le long d'une courbe fermée. Dans ces conditions, la somme des
projections des grandeurs géométriques Fds’ sur une direction fixe
quelconque, par exemple sur la direction de P’élément ds, doit étre
égale & 0. On doit donc avoir

| Foos(F, dsyds' =,

l'intégrale s’étendant a un circuit fermé quelconque. Sil’on se reporte
a l'identité (34), cela signific que 1'on doit avoir, quelle que soit la
position des deux ¢léments ds et ds’, c'est-d-dire quels que soient r,
ar adr  *r

%a -g;,-a %04’ une identité de la forme

detn) () _ 0 5, 00
dr \ds/ os' 05 < ' Os

g(, 9" i(r O
B ()J(I,-d—s-> or 0K (r, ()S) 2

- or os' o(‘)") Js 05’

ds

Il est aisé¢ de voir qu'une semblable identit¢ n’est possible que si
l'on a
dg(r)
dr

o,
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c’est-a-dire

(35) g(r="1,

y désignant une constante quelconque.
L’identité (33) devient alors

(36) f(r)=o.

Les identités (30) et (31) deviennent alors

00&1 _ I x’__x -I _ (xl_x)-z-

' —r r | I

dib, Y _)"—_‘)’ i ('},I_.},)z'

(37) e T
()33_15’—-5 -I— (5" —3)?7]

Vot T r o or | |

(38) 0w T T % "

...............................................

La premiére des identités (38) peut s’éerire

'— 2¢ (' — 2) (' — ¥
A2|+B10=—'Iy',y——r—{( ),-3(}, Y,

-~

Intervertissons les lettres z, y, z avec les lettres ', ', 2'. A, sc
change en A;,, B,, en B}, et nous avons

I ! 2 [P
A +B =12 y+3;(x z)} (¥ —r)
21 i r 7

r rs
Nous avons done
A-2|+ B“+A12|+B‘“:0.

Mais, en vertu des égalités (24) et des égalités analogues relatives
aux quantités B, nous avons

A+ A, =o,
B,,-—}—B'H = 0.
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Nous obtenons donc la premiére des identités

(3 ) Am:Anu B:H=Bl21 C:H__—lel,
) A,=A,, B,, = B,,, Gy =Cyy;

les autres s’établissent d’une maniére analogue.
Remarquons maintenant que les identités (37) peuvent s'écrire

dby _ y 0 (Y'=y)P+(s'—3)
o — 202 re ’
o,  y 0 ('—z)P+ (2 —a)
Y =" ady - ’
02y _x i (2'—x2)+ (¥ —y)?
93 T 205 r? ?
et donnent
(.‘y'_".’y)ﬁ'*'(zl'-'z")2 )
oy - g Iz +3<y’~‘ !
v (5 —3)2+ (2'— ) D
"""2:"é( ,.z( ) +iB(Z’$)a
(&' —2)+ (¥ —y)? o
gy=—1 . +€(z,y).

De 14, nous déduisons

()eﬁu ,}" - ,}’) .{ ’ 2 -! Y ’ ) 3 ’, 5/
A=t == TR 4 Ly =)+ (3 = a1 - p) + 22005,

4o b, '—Z) Yy, . , 21/ )B(s', '
(4o) By, = 58 == UEZE 4 L5 —2)t (20 — 2)] (o — z) 4 22E ),

.............................................................................

La premitre des identités (38) peut s'écrire
Y =) 2T N (ot N2y
Ap+ By == 5=+ SV =x) + (& =21 (V' ~y).

Retranchons aux deux membres A, qui est donné par la premiére
égalité (40), et qui, en vertu de la premiére égalité (3g), est identique
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a A,,, et nous aurons

I8(y,5)

Bu= L=+ = 1 - y)— B2

De 14, nous déduisons

0B ) ’ o , L, 2 L 2 )gﬂ l’;/
11__{_[(,__2)___(},_y>2]+47(x )y —y) " (y )

0)’ I A 7 572

D’autre part, de la deuxiéme égalité (40 ), nous déduisons

()B ’
== 5y -y

@ = =P PO, 7).
re da'’t

Mais, en vertu de la troisieme égalité (3g), on a

OBuy _ 0By
o' T o'

D’ailleurs, on doit avoir, d’aprés des égalités analogues aux éga-
lités (25),
()Bn — ()Brz _— ()2“!‘1
dy'

T oxr” T 0a"9y

En exprimant cette ¢galil¢, on trouve

Y o 2 *A(y',s") | 0*8(s, )
7(‘_Z)~[ T T

Sil'on observe que 2 et B ne dépendent de », y, 5 que par les dif-
férences (o' — x), (¥ — y), (&' — ), ceci peut s’éerire

% =ol(@ —2), (&= 2)]+4|(y' — y), (5 = 5),

o et ¢ étant deux fonctions convenablement choisies.
Je vais démontrer que ceci ne peut avoir lieu que si I'on a

(41) Y=o.

Supposons en effet y différent de o.



SUR UN THEOREME D'ELECTRODYNAMIQUE, 393

Sion laissc & (@' —#)ctd () —y) des valeurs quelconques, et si
L'on donne & (5’ — z) la valeur o, les deux fonctions

ol(z'—, (3'—3)];
Y= (5'=3)]
peuvent étre ou toutes deux finics, ou toutes deux infinies; mais I'une

ne peut devenir infinic tandis que P'autre demcurerait finie, car, dans
I'¢galité

L= o[(@—a) (5= 3|+ Y —y), (F—3)],

pour (5’ -~ 5) =0, (z'— &) ct (¥’ — ) ayant des valeurs quelconques,
le premier membre serait fini et le second infini.
Supposons ¢n premicr licu que les deux fonctions

ol(&' = 2), (' =3, Iy ~x) (3= )

demeurent finies pour (5'— 3) = 0. Posons

(s —z)=¢[(2' — x), 0],
W(y' = y)=4[(y'—y) ol;

nous aurons

if P o e W Y
[(x1_$)2+(}.:_},)2]2 - (I’(.’,U 'L)+ [ ()/ J )

Le premier membre devient infini pour (&' —2)=o0, () —y)=o0
si y n'est pas nul. Je dis qu'il n’en peut étre de méme du sccond. En
cffet, 'une au moins des deux fonctions @, ¥ deviendrait infinic pour
la valeur o de son argument. Supposons cue ce soit la fonction ®. Alors,
si Pon faisait (z'— ) =0, en laissant (y'—y) qucleconque, dans
I'¢galité précédente, le premier membre serait fini et e second infini.

Supposons en second lieu que 9 et ¢ deviennent tous deux infinis
pour (5'— 5)=o.

Journ. de Math. (4 série), tome IV. — Fasc. [V, 1888. 51



394 P. DUIEM.

Remarcuons que I'on a

(= —x)”+(y y P+ (3 —3)P
= ¢9[(z' — @), (z'— )|+ [V~ ¥), (5 — 5)],

Y
() — 2 + (' =y +(5'— 5]

=¢[(z, — 2,), (5 = )|+ Y[y —y) (5 —3)],

ou, en rectranchant,

I !
Y? (@' =P+ (y = pP+T—=2P (& =2+ (' =)+ ~~-H"§

ol — 2y (5 )| 21(5, = (5 5.

Pour (5'— 5)=o0, le premier membre est fini; il cn est done de
méme du seccond ; ainsi, bien que I'on ait

i

o[(z' — ), 0] = =,

2@ — ), o~ (&, —2,), o

cst finie. Sidonc on désigne par @ unc valeur déterminée de (' — ),

ct si 'on pose
0(s' ~3)=9[a, (5= )|,

la différence

on pourra ¢erire

(@ —2), (5= 3)| = O(5' = ) + 2 [(¢' — x), (F = 3],

9, demeurant fini pour (z'— 3)=o.
En sc reportant alors a Tégalité

75 =9l — ), (5" = 3)| +$[(y' —y), ='—3)|,

qui pcut s'écrire

’Ls“ 1[(‘”—“‘7’)7(""' )'_0("_“) ‘I"[(.)/ )’) (_"")l
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on voit que 'on doit avoir

U =yh F—=3)=—0(=5)+ i [y —y) (&= 2),

{, demecurant {ini pour 5’ — z = o.
On aura alors

m=al@ = o), (3= )+ 4y =), (7= 3],

égalité dont on démontrera 'impossibilité comme on a démontré I'im-
possibilit¢ de I'égalité

o =gl —a), (F= D)+ [ =y (' = 3)

dans le cas ot les deux fonctions ¢ et ¢ demcureraient finies pour
(s'—3)=o0.
On a donc, comme nous 'avions annoncé, I'égalite

(41) Y =o.

De cette identité (41), nous déduisons deux conséquences; en pre-
mier licu, les identités (37) deviennent

d’:l-\
A= ?);T’ =0,

. I
(42) By = =0,
Cyy = % =o.

En sccond hicu, I'identité (34) devient
F cos(F, ds)= o.
La grandeur géométrique F est donc perpendiculaire i I’élément ds,

ou identiquement nulle. Dans cette derniére hypothése, la proposition
a laquelle nous voulions parvenir serait établie. Nous attachant donc
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i la premicre hypothése, nous remarquerons que la grandeur géomé-
trique I'(X’, Y', Z') doit ¢étre semblablement perpendiculaire a I'élé-
menl, ds'. Mais les égalités (7) signifient que les deux grandeurs I et I
sonl ¢gales, paralléles el de sens contraire. La grandeur géométrique I
est done dirigée comme la perpendiculaire commune aux deux ¢lé-
ments. .

Cela pos¢, faisons choix d’un systtme d’axes coordonnés ainsi com-
pos¢. L’axe des x est paralléle a la perpendiculaire commune aux deux
¢léments ; Paxe des y est paralléle a I'élément ds. Nous avons alors

' —x=r, Y —y=o, F—3=o0,
dr o dy . ds .
ds — ds — ds — 7
@ Y — cosw ' sino
ds' — s’ RN dss ’

Si nous observons en outre que X devient I, que A, est égal & o,
d’apres T'une des identités (42), et que A,,, qui est en général une
fonction de (z'— ), (' —y) ct (5'— 3), devient une fonction de »
cque nous pouvons désigner par &(r'), nous trouverons

(43) I =&(r)sinw.

Envisageons un circuit fermé plan dont fasse partie I'élément ds', et
un élément ds situ¢ dans Ie plan de ce circuit. Toutes les grandeurs
géométriques F ds’ scront dirigées suivant la méme droite, savoir sui-
vant la perpendiculaire au plan de I'élément ct du circuit. La somme
de ces quantités devra par conséquent étre ¢gale d o

(44) S a(r)sinwds =o.

Appliquons cette ¢galité au cas particulier suivant.

Le circuit auquel appartient I'é¢lément ds’ est un rectangle ABCD
(fig. 1), de base DA = b, de hautcur AB = 4.

L’¢lément ds est parallele & DA et situ¢ sur le prolongement
de BA, & une distance OA du point A.
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valuons l'intégrale
J=fa(r)sinwds

¢lendue 4 ce contour.

Fig. 1.
C < B
A
h
Y
b
b —— A
[1
0 'ds :
Lelong de AB, on a
ol )
sinw =1, ds' = dr;

les limites de Pintégration sont @ et a + A. La partic correspondante
de P'intégrale J a pour valeur

[ " a oy dr.

1

Lelong de BC, on asinw = o. La partic correspondante de U'inté-
grale J est égale 4 o.
Le long de €D, on a

rdr

Sin&)"—'—""""[, (lsi_—'———:,
Vit—b

les limites de Pintégration sont \/(a + A)* + b et ya® + 4. La partic
correspondante de J a pour valeur

— ———=&(r)dr.
v’m \/,,g__ bt_)_ ( )

Le long de DA, on a sinw = o. La partie correspondante de l'inté-
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grale J est ¢gale & 0. On adonc

‘ sl . |/|a+lu’+1/-
.l=f a(r) clr——f .R(I) iﬁ’.:

z
a | VT —b

L’identit¢ (44) nous donne alors

Vit +h)E+b?

f“helt(l-)clr—f &(r)dr=o,

Vet b3

quels que soient a, b, A. Dilférentions cette identité par rapport i h.
Elle nous donnera la nouvelle identité

A(a +h)— (a_/”‘ alyla+ )b | =o,

ou bien, cn posant
a—+h=u,

Via+h)}+ 0=y,

A(x)= ;/";_‘_“_ - (Y )-

Il suffit de faire dans celte identité, qui doit avoir licu quels que
solent @, b ¢t k, x = a, c'est-d-dire i = o, pour reconmaitre qu'elle
entraine

JR(.’L‘) =0.

Llidentiaté (43) devient alors
F=o.

Un calcul tout semblable montrerait que la grandeur géométrique
dont les projections sont L, M, N est identiquement nulle.

L proposition que nous avions ¢noncée est doncdémontrée : si ’on
suppose connue Uaction gu'un courant fermé et unijorme crerce
sur un élément de courant uniforme, et si de plus on astreint la loi
élémentaire a cetle condilion que le travail produit dans le dépla-
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cement de deux éléments par les actions mutuelles de ces éléments
ne dépende que de leur changement de positions relative, celle ot
élémentaire est susceptible au plus d’une détermination.

4. Ce théoréme renferme comme cas trés particulier celui que
Gauss avait donné; si cn cffet la loi élémentaire est conforme 4 la régle
de I'égalité entre 'action ct la réaction, le travail produit dans le dé-
placement de deux ¢léments dépend uniquement de la variation de la
distance mutuelle. ‘

La loi d’Ampére et la loi de Grassmann conduisent & la méme loi
pour 'action d’un courant fermé et uniforme sur un ¢lément de cou-
rant. Dans le cas ot I'on adopte laloi d’Ampére, le travail élémentaire
dépend uniquement du changement de position relative de deux élé-
ments. D'aprés le théoréme que nous venons de démontrer, il n’en
peut étre de méme dans le cas ou l'on adopte la loi de Grassmann. L1
est aisé de le veérifier.

Laloid’Ampére etla loi du potentiel électrodynamicuc élémentaire,
proposce par M. H. von Helmholtz, sont toutes deux telles que le tra-
vail élémentaire ne dépende que du déplacement relatif des deux ¢lé-
ments. Ces deux lois ¢lémentaires ne peuvent donc conduire aux mémes
formules pour représenter I'action d’un courant fermé et uniforme sur
un ¢élément de courant uniforme; elles conduisent, en effet, pour ce
probléme & des résultats différents.

5. Le théoréme que nous venons de démontrer est susceptible d’étre
¢tendu aux actions des courants qui ne sont pas fermés et uniformes.

Dans tout courant linéaive réalisable, I'intensité¢ du courant doil
varier d'unc maniére continue d’un point & I'autre du conducteur; de
plus, sile conducteur traversé par le courant n’est pas fermé, I'inten-
sil¢ du courant doit &tre égale & o aux deux extrémités du conduc-
teur.

SiT'on suppose donnée l'action d'un courant réalisable quelconque
dont fait partie I'élément ds’, et dont l'intensité en un point de cet
¢lément est ¥, sur un élément de courant quelconque, de longueur ds
ct d'intensité 4, et si 'on veut de plus que le travail ¢lémentaire ne
dépende que du changement de position relative des deux éléments, la
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loi élémentaire est-elle complétement déterminée? Le théoréme précé-
dent ne le démontre pas, car on pourrait fort bien imaginer qu'il
existe deux lois ¢lémentaires distinctes, différant l'une de 'autre par

s dy ) 7 .
des termes en —- el - et sc réduisant I'une & autre lorsque 'on a
s
s =%

Nous allons démontrer qu'il n’cn est pas ainsi, et que la loi ¢lémen-
taire cst encore, dans ce cas, complétement déterminée. Développons
celle démonstration pour la force élémentaire; le couple élémentaire
donnerait lieu aux mémes considérations.

Soient

Ndsds, X, dsds',
5 dsds’, 5,dsds,

zdsds'; ( z,dsds

les valeurs, dans chacune des deux lois, des composantes de la foree
excreée par I'élément ds'sur 'élément ds. Posons

X=x,—x,
Y = Ni— 3,
7 = ¢, —%.

Pour que les deux lois conduisent & la méme action d’un courant
réalisable quelconque sur un ¢lément de courant quelconque, il faut
ct il suffit que I'on ait

d3 o {Q/ (l:>

/ ‘¢ () / ’ ’ - -
‘ X 5;‘;:)(1) (»),.Z‘,J/,.»,»'S, .(—i;’ \Z‘,y, ~y —(ZS'—’ (J.S"Z.S"
Y

(45)

I

J v s _dx dy ds
&7316@’7’:)’7“15,E’xay)“a%’gg’%‘)’

J Coa ot a  _ dr dy ds
Z ()'g,a’:[(';l,x,y,-u,e”,%71,}.»7 2 ds @)

I

Pour que le travail élémentaire dépende uniquement du déplace-
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ment relatif des deux éléments de courant, il faut et il suffit que Uon
ait

X+ X' =o,
(46) Y+ Y=o,
7+ 7 =o.

En vertu de la premicre des identités (45), la premiére des iden- -
lités (46) peut s’écrire sous la forme suivante :

, a2\ d¥ , 0P dx’ de dy' = 99 dz"
(cl>+ss W)'d?‘"'" (EI'EF""?)?W""E?%")
_ . 09'\ ds 0¥ dx  0d' dy = 09 ds\’
—”[@+4%)£+ﬁﬁz£+a7a+vzzﬂ‘

Les quantités

(47)

b, gb ® Py
(I)+5,(—53” 3%) 3’;—/,: Qld—;:,

qui figurent au premier membre sont, comme @, indépendantes de

dv oy a3
ds’ ds’ ds’ ds
Les quantités
Jo’ oo’ o' g’
()’ [ -~ ¢ -5 [} - ) —_—
I+30_), 355 30),, 5 5o

qui figurent au second membre, sont, comme &', indépendantes de

a3 d_x

dy dz
ds’ ds ds

*ds’ ds’

Le sccond membre est donc unc fonction linéaire et homogéne de
ces quantités. Il doit en étre de méme du premier, et cela quels que
soient

ay dx'  dy' ds'
s’ ds’ ds'’ ds’
Faisons
dy’ dx' dy’ ds'
&= T TH =% gy =o
Journ. de Math. (4° série), tome IV. — TFasc. IV, 1888, 22
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Le premier membre se réduit &

o
5’ Pyl

cui doit ainsi étre une fonction linéaire et homogene de

dy dx dy ds
ds’ ds’ ds’ ds’

] . t 0 0
On démontrerait d'unc manic¢re analoguc que 5’ I 4’ -—, sont des

d ~l
fonctions lin¢aires ct homogtnes des mémes quantités. Dés lors, tous
les termes qui figurent dans I'identité (47), sauf le premicr, élant des
fonctions lin¢aires et homogénes de ces quatre quantités, il doit en étre
de méme du premicr.

Les quatre quantités

Jb , O , o , ab

3 7> 3‘—)}-,: Jb-?y

D) -y —
(1—*‘)03” PP

c'est-a-dire les quatre dérivées particlles de 9 = »'® par rapport & 3
', y', 5, ¢tant des fonctions lincaires ct homogenes de

dy dx dy ds

ds’ ds’ ds’ ds’
on a

'3 -
FO=Ay —d——|—B5 +C.3 +D:>’Zi—l;+l4.3’,

A, B, C, D, I ¢étant cing fonctions des seules variables

dont le produit par 4’ s’annule pour 3’ = o.

. d3 d?!
Si nous supposons Zs =0, a5 = 0, nous trouvons

a'@:A;'?g—r—Ba’dy—*—C; —+14a
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Mais nous trouvons ainsi la valeur de 5'® qui convient & deux élé-
ments de courant uniforme. Or, d’aprés le théoréme démontré pour cc
cas, Loutes les dérivées partielles de ®, qui sont les divers coefficients A,
qui figurent dans 'expression (23) de la force X, sont égales a o.
Donc 5’ ® doit se réduire a une constante, lorsque 1'on fait 5 = const.,
5 = const., ce qui exige que I'on ait

A=0, B=O, C:O.
F=4(s%),

ct, par conséquent
fq) . D ’ ! V- - ’ d3 ’ f ’
5@ =D(@. 4,y 5. 2, y,5) - +5F(35).
L’identité (47) deviendra alors

, 0D\ d3 dy

a..f> d5 oD da' 9D dy' . oD ds'

q i Tnadiat hdniietad) et = =
+ (J +3 n)ar T as T+ dy' ds' + 97 ds

P oD\ d% d3
—‘KD+“E)WQE
aj') ds  dD'dx | dD'dy oD ds'J

+@+%3£+%£+@a+ﬁz

. 1 dx' dy' ds' . n
Le second membre est indépendant de &, 2, 25 11 doit en étre
ds'” ds'’ ds
de méme du premier. On a donc

oD oD oD
557:0, 657,::0, ;)?':0.

Drailleurs D ne devant dépendre que des différences (z'— ),
(¥ —¥), (7 — 3),0n voit que D est indépendant des variables

- ’ ’ -
Z, )’, 5, X, }’, “
on a ainsi

D =wn(3, "),



ho4 P. DUHEM.

ct, par conséquent,
0 a3 dy d 2 dy'
X=s5[8'0(3,8)] 7 o= + 55 [878(5, 5)] 77

La quantité X est la projection sur I'axe des # d'une grandeur géo-
métrique qui doit dépendre uniquement, en grandeur et position, des

d') dy!
mtensités § et 3, de leurs dérivées — ke’ de la position relative des

deux éléments ds, ds’. Or cette projection est indépendante de la posi-
tion des deux ¢léments par rapport & I'axe des . 1l en résulte qu’elle
ne peut ¢tre qu'identiquement nulle, ainsi que la grandeur dont clle est
la projection. Ce résultat démontre le théoréme que nous avions
énoncé.

Par conséquent, il est démontré que, st I’on connait Uaction d’un
courant réalisable quelconque sur un élément de courant quel-
conque, et stl’on veut ramener cetle aclion & une action élémentaire
telle que le travail produit par cette action dans le déplacement des
deux eléments entre lesquels elle agit dépende uniquement de leur
changement de position relative, la loi élémentaire est susceplible
au plus d’une détermination.

Nous avons démontré ailleurs (*) que la loi de I'action d’un courant
réalisable quelconque sur un élément de courant était connue, ou, du
moins, nc renfermait plus qu’unc constante inconnue (consiante
d’Helmloliz) dont la valeur devra Ctre demandée & I'expérience.
Nous avons montré¢ en outre que celic aclion pouvait étre ramence a
une action ¢lémentaire donnée par la loi suivante :

L’élément ds' exerce sur Uélément ds une attraction dirigée sui-
vant la droite qui joint les deux éléments et ayant pour valeur

BAL d9 ds’

(2cosw — 3coshcosl) + =—— o ds ds ( ik

d3
/ 4
3 5 €0 0-—-;5——d cosﬁ)
3 dy
1+ ) d¥ d: dd'

+')b2dds

() Applications de la Thermodynamique aux actions mutuelles des courants
électriques (Acta Societatis Scientiarum Fennicee, t. XV. Helsingfors; 1887).
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& élant la constante fondamentale de IElectrodynamique, et \ la
constante d’Helmholtsz.

Cette action vérifie la régle de I’égalité entre l'action et la réaction;
le travail produit par cette action par l'effet d’un déplacement des
deux ¢léments entre lesquels elle agit dépend uniquement du change-
ment de position relative des deux ¢léments; il résulle alors du théo-
réme précédent qu’elle représente la seule action élémentaire jouissant
de celte propri¢té et compatible avec la loi que nous avons démontrée
par l'action d'un courant quelconque sur un élément de courant quel-
conque.
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