
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 

Rôle de la notion de stabilité en physique, 

par JEAN-LOUIS DIESTOUCHES (, 

ÀA la suite d’une nole de M. Bouligand (*) sur la notion 

de stabilité en logique, nous avons dorné une forme très 

générale de la stabilité logique . Puis M. Bouligand () 

en a souligné l’utilité en physique classique. Nous voulons 

monirer dans ce {ravail qu’elle revêt encore une plus 

grande importance en physique quantique : C’est la 

notion de stabilité qui permet de fixer la forme générale 

d'une équation d’évolution. De plus, par les conditions de 
raccordement qu’elle impose, elle permet, quand on con- 

nait un cas particulier d’évolution, d’en déduire des ren- 

scignements pour le cas général. Ce cas se présente pour 

la mécanique ondulatoire retaliviste des systèmes, que 
nous nous efforcçons actuellement de construire, et cet 

exemple met bien en valeur l’utile rôle de la notion géné- 

vale de slabilité. 

1. LOI GÉNÉRALE D’ÉVOLUTION 

Considérons un observaleur qui étudie un système phy- 

sique déterminé; nous le supposerons muni de tous les 

instruments nécessaires pour les observations et en parti- 

culier d’une horloge. Nous supposerons que les mesures 
qu’il peut faire à un certain instant se divisent en deux 
classes : Cefles dont les résultats feront connaître le maxi- 

mum de connaissances qu’il est possible d’acquérir à la 

(*) Présenté par M. De Douder. 

{1) G. BOULIGAND, Bul!. de l'Acad, roy. de Betyique, n° 3, mars 1935, 

p. 277 
(2) J.-L. DESTOUCHES, Ibid., n° 8-8, août 1935, p. 780 

:3) G. BOULIGAND, /Hid., n° S-9, août 1935, p. 776. 
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fois sûr le système el celles qui ne donnent que des con- 

naissances parlielles, Les premières seronl diles des 

mesnres complètes, les secondes des mesures incomplètes. 

Dans toute théorie physique construite jusqu'à mainte- 

nant on à toujours supposé qu’il cxistait des mesures com- 
plèles el des mesures incomplètes et la différence entre les 

lhéories classique el quantique se traduit par une diffé- 

reuce enire les mesures complètes. Une mestre complète 
au seus quantique esf incomplète au sens classique. Une 

micsure complète au sens classique est impossible en phy- 
sique quantique. 

La connaissance du résullal d'une mesure complète peut 

être considérée comme caraclérisant un état du système. 

A un état, c'est-ài-dire au résultat d’une mesure complète, 

on peul associer biunivoquement un certain élément X, 

qu'on appellevra élérment figuratif de l'état et l'ensemble 

des élals possibles sera représenté par l'ensemble & des élé- 
ments \e. 

Nl existe des lois physiques, à partir du résultat d’une 
muwsure complèle, on doit pouvoir faire des prévisions 
pour le résullal d'une mcsure que l'on effectucra à un 

instant postérieur. Ces prévisions pour l’instant t pourront 

êlre représenlées par un élément X ( qui sera déterminé 
par l’élément X, el par les lois d’évolutions du système. 

&i \ est déterminé à partir de \,, il existe une transforma- 

tion Ug, À qui transforme l’élément N déterminé par les 

mesures faites à l'inslant f, en X ({) caractérisant les pré- 

visions pour l'inslant € : 

X(A) = 46 (s #) Ker (4) 

  

Lorsqu'il n'y a pas d’actions extérienres dépendant du 

temps agissant sur le système, la condition d’homogé- 
néité du lemps conduit à ce que les prévisions ne dépen- 
dent que de {-—#, et non pas que de t et f séparément. 
d’où, dans ce cas, 

X (1—4,) = 4 (1—/) X (0) (2) 
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L'opéraleur q étant indépendant de \, traduit la loi 
physique d’évolulion et l’'on devra avoir ’é(o) = 1. 

Un principe de relativité fixera l’ensemble des systèmes 

de rélérenec auxquels seront attachés les observaleurs 
pour qui les lois sont les mêmes, c'est-à-dire pour qui tous 

les opéraleurs qg sont identiques. 
Accoptons les postulats : 1” qu'on peut faire à tout ins- 

tant ! postérieur au moins une mesure dont, à partir de 

Xa, On puisse prévoir le résultat avec certitude ; 2° que si 

à un instant t on fait une mesure, on aurait pu, à n’im- 

porte quel instant antérieur, laire une mesure qui aurait 

permis de prévoir avec certitude le résultat de la mesure 

faite à l’instant ( ; 3° qu'effectuer une mesure dont le 

résultat est préviu avec certitude n’altère pas l’évolution 

ultérieure du système. 

Moyennant ces trois hypothèses, qui se sont toujours 

trouvées remplics dans les théories physiques construites 

jusqu’à maintenant et en particulier en mécanique ondu- 
tatoire, il esl facile de démontrer que les opérateurs % 

forment un groupe. En cffet, si Q (0) = 1, le second pos- 

tulat démontre l'existence de @! le premier et le troi- 

sième conduisent à la relation 

4 (H4)- VU 0) - À6 (L © 

2. CONDSTIONS DE STABILITÉ 

Pour atler plus loin, il faut faire intervenir des consi- 

«lérations de stabilité. Les erreurs expérimentales peuvent 

conduire à des erveurs dans la détermination de l'état. 

c’est-à-dire dans la détermination de X,. Il faut donc se 

fixer des voisinages pour les éléments X, ; ils seront lels 

qu’à des résultats de mesure voisins correspondent des 

éléments X, voisins, Les trois postulals admis conduisent 

à ce que tout élément X ({) peut être pris comme X, : 

par conséquent, l'ensemble des X possédera des voisinages 

aussitôt que les X, en posséderont, puisque l’ensemble 

des X est identique à l’ensemble S€, des X,. 
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Cet ensemlle & constituera un espace abstrail (®). 

Pour que les erreurs expérimentales sur la détermina- 

tion de X, n’influencent pas sensiblement les prévisions, 

ce qui est absolument nécessaire si l'on veut faire des 
prévisions véritables, il faut que l'élément X (t) soit stable 

sur l’ensemble des X par rapport à l’élément X,, la stabi- 

lité étant prise au sens de la stabilité des propositions que 

nous avons définie dans une communication anté- 
rieure (*). Cette condition conduit à ce que la transforma- 
tion qg ({) soit une transformation continue dans l'espace 

des X. 

Mais, d’autre part, l'instant où l’on effectue une expé- 
rience se mesure cxpérimentalement. Il faut donc que l’on 

ait encore stabilité de X (t—t,) par rapport à la valeur 

de l’intervalle de temps t — t,. Ceci nous oblige à ce que 

la transformation q ({) soit une fonction continue du 

temps. Dans le cas d’actions extérieures dépendant du 

temps, %6, (f) devrait être ue fonction continue de à et 

de t. 

Considérons alors l’accroissement de e (f) pendant un 

petit intervalle de temps À# : On a 

Ad6 = W (é+A) — (, 

en verfu du premier poslulat 

V( A ) = AE(A 7) A 

% (0) élant égal à 1, la transformation 46 (AM) est voisine 

de la transformation identique ct dépend de At. Si la trans- 

formation est différentiable (au sens de Frechet) par rap- 
port au temps, à un {erme de l’ordre de A près, on peut 

assimiler qe (Af) à !n transformation (—x AD). 

En supposant À# infiniment petit, soit df, on en tire 

dAG = KAGIL. ( 

(1) Bull, de l’Acad, voy. de Belgique, n° S-9, août 1935, p. 780. 
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Ces transformations sont à appliquer à un X, et comme 

X (t) = e X, et ne dépend de t que par J, on a 

ax=%xdi [6)) 

Si à l’ensemble des X on adjoint des éléments de façon 

à donner un sens à la somme et à la multiplication par un 

nombre des éléments X, c’est-à-dire qu’à l’espace () 

des X on adjoinl des éléments pour qu'il devienne un 

espace affine, on peut diviser par dt, d’où la loi d’évolu- 

tion des X : 

=—Jx. (6) 

  

Il en est de même pour l’équation en % : 

d z 25 — #. @) 

qui est une équation différentielle abstraite. 1 est un 

certain opéraleur dont le domaine opérable contient l’en- 

semble des X. Si q est donné, % est déterminé et réci- 

proquement. 

Cette lorme d'équation d’évolution se rencontre dans 

un grand nombre de théories, en particulier en mécanique 

ponctuelle : c’est l’équalion de Jacobi ; dans la théorie du 

mouvement Brownien : c’est l’équation de diffusion ; dans 

toutes les mécaniques ondulatoires : c’est l’équation d’on- 

des. On voit que c’est par des conditions de stabilité qu’on 

v esl conduil, alors que sans elles on devrait se borner à 

la relation 

X =1X 

L’équation (6) à l’avantage d’êlre générale ct de ne plus 

faire intervenir l’élément X,, qui n'apparaîtra que comme 

une constante d’intégration. Nous verrons plus loin que 

les conditions de stabilité nous serviront encore pour 

déterminer l’opérateur % dans différents cas. 
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3 STABILITÉ ET MÉGANIQUE ABSTRAITE 

On peut considérer l’équation (6) comme définissanl 

une mécanique ponctuelle abstraite () dans l’espace des 

X. A un \, correspond à chaque instant ur \ ({), qui est 

une fonction biunivoque et bicontinue de t. On peut alors 

appeler l’ensemble des éléments M (D la trajectoire du 

point mobile X qui, à l’instant initial, était un X,. Cette 

trajecloire est une courbe de Jordan. Si à l’inslant initial 

on considère un élément X, voisin de X,, à l’instanl è, il 

lui est associé un élément X, (f) qui, en vertu des condi- 

tions de stabilité imposées, sera voisin de X (t). Ainsi à des 

conditions inilales voisines correspondent des mouve- 

ments voisins dans l’espace des \ ; il y à à la fois voisi- 

nage des trajecloires et voisinage des positions correspot- 

dantes au même instant. Ceci définit une stabilité des 

mouvements pour la mécanique abstraite de l’espace des \ 
et étend à celte mécanique abstraite la stabilité à la Lian- 

pounow. En somme, ce sont les condilions de slabilité par 

rapport aux résultats expérimentaux qui entraîinent la sla- 

bilité des mouvements dans la mécanique abstraite de 

l’espace des \. 

En particulier, en mécanique ondulatoire, les \ sonl les 

fonctions d'ondes d, l’équation (6) est dile équation d’on- 

des ; elle définit une mécanique dans l'espace des fone- 
tions ÿ et l'on constate qu’il y à bien slabilité des mouve- 
ments dans le sens que nous venons de définir. Coeci 

résulte immédiatement du fait que dans ce cas l’opéra- 

teur qg est linéaire. 

4. STABILITÉ ET CONDITIONS DE RACCORDEMENT 

Les conditions de stabilité peuvent servir encore à déter- 
miner la classe des éléments \ ct l'opérateur 3t lorsqu'on 
connaît cet opérateur dans un cus particulier, soit %, 

  

lités scient,, fase, 140 [1934].) 
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Dans ce cus elles prennent l’aspect de conditions de rac- 

cordement. 

Supposons que nous ayons un système de corpuscules 

dont nous connaissons l’évolution lorsqu'il n'y à pas d'in- 

teraction entre ces différents corpuscules, c’est-à-dire en 

supposant connus l'opéraleur 2 et lensemble des X dans 

ce cas, Cherchons à déterminer l’opérateur x qui corres- 

poud au cas de l’interaction. La stabilité nous lixe une 

condition pour ï qui esl le raccordement evec c, lorsque 

l'interaction s'évanouit. En effet, l’interaction aura pour 
conséquence de changer l’évolution de nos prévisions par 

rapport au cas de l’absence d’interaction. Réciproquement, 

on peut dire que c'est nne erreur systématique sur les pré- 

visions faites, en supposant qu’il n’y à pas d’interaction 

qui prouvera qu’il en existe une. L’interaction sera dite 
laible lorsque cette erreur systématique sera très faible ou 
inapparente, donc unc inleraclion faible devra permettre 

des prévisions voisines du cas de l’absence d’interaction. 

On peul loujours écrire 

dN HR 

& sera dil le terme d’inleraction ; il sera négligeable 
lorsque l'interaction sera très faible. 

Nous avons vu, en verlu des deux poslulals du début, 
que l'ensemble des X est idenlique à l’ensemble des X, ; 
or les X, ne dépendent pas de l'opérateur %, puisqu'ils tra- 
duisent des résultatls d’expériences ; & n'intevvient que 
dans %, c'est-à-dire dans l'évolulion des prévisions. Donc, 
quelle que soit l’interaction &, l'ensemble des \ ne 

change pas : il reste identique à l'ensemble & des \,, de 
sorle que la connaissance d’un cas parliculier non seule- 
ment entraîne une condition de raccordement pour Æ, 

mais surtout détermine l’espace des X, puisqu'il est le 
même que celui du cas particulier. 

À ces conditions de stabilité vienl s'ajouter la condition 
d'invariance de forme de l’équation (6) pour tous les sys- 
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tèmes de références admissibles pour les observaleurs, 

c’est-à-dire pour tout système galiléen. Ceci fixe des con- 

ditions pour æ qui doivent être remplies pour c. Il en 
résulte alors des conditions pour & qui permettent de 
déterminer en partie cet opérateur. 

Nous avons utilisé cette manière de raisonner pour par- 

venir à la mécanique ondulatoire relativiste des systèmes 

d’électrons ct de positons. En effet, à partir de l’équation 
Dirac, on peut déterminer l'opéraleur %, correspondant au 

cas où il n’y pas d’interaction entre les corpuscules qui lc 

constituent, et la méthode que nous venons d’indiquer 
nous permet de déterminer l’opérateur x dans le cas 

général. 
Cet exemple nous montre l’importance fondamentale 

dans les théories physiques de la notion de stabilité sous 

la forme générale que nous lui avons donnée en logique. 
Les services qu'elle nous a rendus dans notre tentative 
pour constituer une mécanique ondulatoire relativiste des 

systèmes permettent d’apprécier sa grande utilité, voire sa 
nécessité. 
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