PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

Role de Ia notion de stabilité en physigque,
par JeEaN-LLouis DLESTOUCHES (*).

A la suite d'une nole de M. Bouligand (*) sur la notion
de stabilité en logique, nous avons donné une forme tres
vénérale de la stabilit¢ logique (). Puis M. Bouligand (%)
en a souligné 'atilité en physique classique. Nous voulons
monirer dans ce (ravail qu'elle revél encore une plus
vrande importance c¢n physique quantique @ Gest la
notion de stabilit¢ qui permet de fixer la forme générale
d'une équation d’évolution. De plus, par les conditions de
raccordement qu'elle nnpose, elle permet, gquand on con-
nail un cas particulier d'évolution, d'en déduire des ren-
scignements pour le cas géncral. (e cas se présente pour
la mécanique ondulatotre rclativiste des systémes, que
nous nous efforcons actuellement de construire, et cet
exemple met bien en valeur 'utile réle de la notion géné-
rale de slabililé.

1. LO1 GENERALE D’EVYOLUTION

Considérons un observaleur qui éludie un systeme plry-
sique déterming; nous le supposerons muni de tous les
instruments néeessaires pour les observations et en parti-
culier d'une horloge. Nous supposcrons que les mesures
quil peut faire & un certain instant se divisent en deux
classes : Celles dont les résullats feront connaitre le maxi-
mum de connaissances qu’il est possible d'acqudérir a la

(*) Présente par M. De Donder,

(1) G. BoULiGaND, Buall. de UAcad. roy. de Belyique, no 3, mars 1935,
o Tl

(2) J.-1.. DESTOUCHES, 1hid., n° 84, aout 1935, p. 780,

'3y G. BOULIGAND, Ihid., n¢ 89, aodt 1935, p. 776.
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fois sur le systeme el celles qui ne donnent que des con-
naissances  parlielles,  Les  premicres  seronl diles  des
ieesures cotepletes, les secondes des nesures incompletes.

Prans toute théorie physique conslruile jusqu'a mainie-
nanl on a towjours supposé qu'il existait des mesures com-
pleles eb des mesures incomplétes et la différence enfre les
Lheéories classique ¢l quantique se {raduit par une diffe-
rence endre les mesures completes, Une mesure compléte
aun sens guantique est imcomplete au sens classique. Une
nesure complete an sens classtque est impossible en phy-
sique quantique.

L.a connaissance du résullal d'une mesure complete peut
clre considérée comme caraclérisant un étal du systéme,
A un éat, c'est-a-dive an résultal d’'une mesure compleéde,
on peal associer buwmivoguement un certain ¢lément \,
quon appellera élément figuratif de Uétat et I'ensemble
des élals possibles sera représenté par I'ensemble &€ des ¢lé-
maenls \,.

Sl existe des lois physiques, & partir du résultat d'une
mesure complele, on doil pouvolr faire des prévisions
pour le résullal d'une mesure que l'on effectuera & un
instant posiéricur. Ces prévisions pour 'instant ¢ pourront
clie représenlées par un élément N () qui sera détermingé
par I'élément \, el par les lois d'évolulions du systéme.
SN est déterminé a partiv de \,, i) existe une transforma-
tion @, (O qui transforme 'élément \ déterminé par les
mesures faites a Tinslant £, en \ (§) caractérisant les pré-
visions pouar Piaslant ¢ !

A (f} =: U ({m f) xﬂ' (1)

Lorsqu’tl n'y a pas d'actions extéricores dépendant du
temps agissant sur le systcme, la condition d’homogd-
néité du lemps conduif & ce que les prévisions ne dépen-
dent que de {-—1#, ¢t non pas que de t et f, séparément,
d’on, dans ce cas,

X (1—17,) =2 (/—1,) X (0) {2]
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L'opérateur q¢ étant indépendant de N\, traduit la loi
physique d’évolulion et PVon devra avoir 9¢ (o) = 1.

Un principe de relativité fixera 'ensemble des systemes
de rélérence auxquels seront attachés les observaleurs
pour qui les lois sont les mémes, ¢'est-a-dire pour qui tous
les opéraleurs q¢ sont identiques.

Acceptons les postulats © 17 qu'on peut faire & tout ins-
tant ¢ posléricur au moins une mesure dont, a partir de
Ny, on puisse prévoir le résultat avec certitude ; 2° que si
a un inslant ¢, on fait une mesure, on aurait pu, a n'im-
porte quel instant antérieur, faire une mesure qui aurait
permis de prévolr avec certitude le résultat de la mesare
faite & I'instant §, ; 3° qu'effectuer une mesure dont le
résultat est prévu avec certitude n’altere pas ['évolution
ultéricure du svsteme.,

Movennant ces trois hypolheses, qui se sont toujours
trouvées remplics dans les théories physiques construaites
Jusqu'a maintenant et en particulier en mécanigue ondu-
tatoire, 11 esl lacile de démontrer que les opdérateurs
forment un groupe. bEn cffel, si 94 (o) = 1, le second pos-
tulat démontre Texistence de @™ le premier ct le iroi-
siéme conduisent a la relation

W {(L4-1) W{—14) -6 (7). &

o =
]

2. CONDSTIONS DE STABILITE
Pour aller plus loin, il faul faire intervenir des consi-
dérations de stabilité, Les erreurs expérimentales peavent
conduire i des erreurs dans la détermination de lctat.
¢est-a-dire dans la détermination de X,. Il faut donc se
fixer des voisinages pour les ¢léments X, ; ils seront lels
qua des résultats de mesure voisins correspondent des
¢léments \, voisins, Les trois postulails admis conduisend
A ce que tout élément N (¢) peut étre pris comme N\, |
par conséquent, l'ensemible des X possédera des voisinages
aussitot que les X, en posséderont, puisque Pensemble

des X est identiguee i Pensemble 9, des X,.

14036, SCIENCES, — 227 — 34



J.-L. Destouches.

- —

Cet ensemble o¢ constituera un espace absirail (8x).

Pour que les errcurs expdérimentales sur la détermina-
tion de X, n'inlluencenl pas sensiblement les prévisions,
ce qui est absolument nécessaire si Pon veut faire des
prévisions véritables, il faut que Uélément X (8) soil stable
sur U'ensemble des X par rapport a Uélément X,, la stabi-
lité étant prise au sens de la stabilité des propositions que
nous avons définie dans une communication anlé-
rieure (*). Cetle condition conduit a cc que la transforma-
tion q¢ (&) soil une transformation conlinue dans l'espace
des X.

Mais, d’aulre part, 'instant on l'on effectue une expé-
ricnce se¢ mesure cxpérimentalement. Il faut donc que I'on
ail encore stabilité de N (I —1,) par rapport a la valenr
de U'intervalle de temps t — {,. Ceei nous oblige 4 ce que
la transformation qg (I) soit une fonction continue du
temps. Dans le cas d'actions extérieures dépendanti du
temps, 96, (1) devrait étre une fonclion continue de i et
de t,.

Considérons alors laceroissement de Q¢ (£) pendant un
petit intervalle de temps At : On a

AW =W {+AH—UW),

en verfo du premier postulat
W ({4 A6 =% (A8) -6

% (0) ¢lant égal & 1, la transformation q¢ (Af) est voisine
de la (ransformation identique ¢f dépend de At. 8i la trans-
formalion est différentiable (au sens de Frechet) par rap-
port au temps, & un lerme de Vordre de Af* pres, on peut
assitniler qg (A & fa transformation (1 -3 Ab).

En supposant At inlinimen{ petit, soit df, on en tire

d U = 1. (4)

(1) Bull, de Acad, roy. de DBelgique, no 89, aont 1935, p. 780.
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Ces transformations sont a appliquer a un N, et comme
A\ () = 9\, et ne dépend de t que par g, on a

dX = X Xdl ()

Si 4 'ensemble des X on adjoint des élémenis de facon
2 donner un sens a la somme et 4 la multiplication par un
nombre des ¢léments X, c’est-d-dire qu'a l'espace (€X)
des N\ on adjoinl des éléments pour qu'ill devienne un
espace affine, on peut diviser par df, d’ou la loi d’évolu-
tion des X :
d X

—-— == J{ X. 6
o (6)

Il en est de méme pour I'¢quation en 94 -

1%
(i

— X 9¢. (7)

qui est une dquation différentielle absiraite. it est un
certain opéraleur donl le domaine opérable contient l'en-
semble des X. Si qg est donndé, i est déterminé et réci-
proquement.

Cette forme d’équation d’évolution se rencontre dans
un grand nombre de théories, en particulier en mécanigue
ponctuelle : ¢’est Véqualion de Jacobi ; dans la théorie du
mouvement Brownien : ¢’est 'équation de diffusion ; dans
toutes les mécaniques ondulaloires : c’est I'équation d'on-
des. On voit que ¢’est par des conditions de stabilité gqu'on
v ezl conduil, alors (ue sans elles on devrait se horner a
ia relation

..rf e ::L@: .Kﬂ.

L’équation (6) a 'avantage d’élre géndérale ¢t de ne plus
faire intervenir 'élément X, qui n’apparaitra que comme
une constante d’intégration. Nous verrons plus loin que
les conditions de stabilit¢é nouws servironl encore pour
déterminer opératenr 3t dans différents cas.
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3. STABILITE ET MECANIQUE ABSTRAITE

On penl considérer Véquation (6) comme définissanl
une meécanique ponctuelle abstraite (') dans espace dex
X. A un )\, correspond a chaque instant une N (), qui exl
une fonction biunivoque et bicontinue de ¢. On peul alors
appeler Pensemble des éléments N (&) la trajecloire du
point mobile X qui, a 'instant initial, était un X\,. Cettce
trajecloire est une courbe de Jordan. Si & Pinslant initial
on considere un élément X, voisin de \,, a U'instanl £, 1l
lui est associé un élément X, (f) qui, en verlu des condi-
tions de stabililé imposées, sera voisin de X (f). Ainst a des
conditions inilales voisines correspondent des mouve-
ments voisins dans l'espace des N\ ; il v a a la fols voisi-
nage des frajecloires et voisinage des positions correspou-
dantes au méme instant. Ceci définit une stabililé des
mouvemends pour la mécanique abstraite de V'espace des \
ct ¢lend a celte mécanique abstraite la stabilité & la Lia-
pounow. En somime, ce sont les condiltions de slabilité par
rapport aux résultats expérimentaux gui entrainent la sla-
bilit¢ des mouvemenls dans la mdécanique abslraite de
I'espace des \.

En particulier, en mécanique ondulatoire, les \ sonl les
fonctions d'ondes L, 'équation (6) est dile équation d’on-
des ; elle définit une mécanique dans l'espace des fone-
tions ¢ et I'on constate qu’il v a bien slabilité des mouve-
ments dans le sens que nous venons de définir. Ceci
résulte immédiatement du fait que dans ce cas Vopdéra-
teur 9g est lindaire.

4. STABILITE ET CONDITIONS DE RACCORDEMENT

Les condilions de stabilité peuvent servir encore a déter-
miner la classe des éléments \ et Popdérateur 3¢ lorsqu’on
connait cel operatecur dans un cas particulier, soit i, .

(1) J.-L. DESTouUCHES, Les Principes de la Mécanigue générale. (Aclua-
lités scient, fase, 140 [1934].)
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Dans ce cas elles prennent Iaspect de conditions de rac-
cordement.

Supposons que nous ayons un systeme de corpuscules
dont nous connaissons I'évolution lorsqu'il n'y a pas d'in-
teraction entre ces différents corpuscules, c’est-i-dire en
supposant connus Popcéraleur 3, et Pensemble des N dans
ce cas, Cherchons & déterminer 'opérateur it qui corres-
pond au cas de linteraclion. La stabilité nous lixe une
condilion pour it qui esl le raccordement coce Jt, lorsque
l'interaction s'évanouif. En cffet, Pinteraction aura pour
conséquence de changer I'évolution de nos prévisions par
rapport au cas de 'absence d'interaction. Réciproquement,
on peut dire que c¢'est nne erreur systématique sur les preé-
visions faites, en supposanit qu’il n'y a pas dinteraclion
(qui prouvera qu’il en cxiste une. L'inleraction sera dite
laible lorsque ceite errcur systématique sera tres faible ou
inapparente, donc unce inleraclion faible devra permelire
des prévisions voisines du cas de 'abrence d’interaction,
On peul lowjours éerire

M-I, + &R

® scra dil le terine d'inleraction ; il sera néghigeable
lorsque I'interaction sera troés faible.

Nous avons vu, en verlu des deux posiulals du début,
que Fensemble des N est idenlique a 'ensemble des A, ;
or les A, ne dépendent pas de Vopdérateur 3, puisqu’ils tra-
duisenl des résultals d'expcériences ; & n'intersienl que
dans 94, c¢'est-a-dire dans I'évolulion des prévisions, Done,
quelle que sort Vinteraction &, l'ensemible des N ne
change pas : il reste identique a 'ensemble ¢ des \,, de
sorle que la connaissance d'un cas particulier non seule-
menl enlraine une condilion de raccordemenl pour X,
mals surtout détermine l'espace des X, puisqu'il est le
meme que celui du cas particulier.

A ces conditions de stabililé vienl s’ajouter la condition
d'invariance de forme de I'équation (6) pour tous les sys-
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témes de références admissibles pour les observaleurs,
c'est-a-dire pour tout systéme galiléen. Ceci fixe des con-
ditions pour x qui doivent étre remplies pour it,. 1l en
résulte alors des conditions pour & qui permeltent de
déterminer en partie cet opérateur.

Nous avons utilisé cette manieére de raisonner pour par-
venir & la mécanique ondulaloire relativiste des systemes
d’électrons et de positons. En effet, & partir de V'équation
Dirac, on peut déterminer 'opéraleur i, correspondant au
cas ol il n'y pas d’interaction entre les corpuscules qui le
constituent, et la méthode que nous venons d’indiquer
nous permet de déterminer Popérateur 3¢ dans Je cas
général,

Cet exemple nous montre U'importance fondamentale
dans les théories physiques de la notion de stabilité sous
la forme générale que nous lui avons donnée en logique.
Les services qu’elle nous a rendus dans notre tentative
pour constituer une mécanique ondulatoire relativiste des
systecmes permettent d’apprécier sa grande utilité, voire sa
nécessite,
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