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Sur la pression dans les milieux dielectriques ou
magnétiques.

Par P. Duney, Professeur & la Faculté des Sciences de Bordeau.

INTRODUCTION.

Tous les physiciens connaissent la théorie des pressions dans les milieux
polarisés qu’a imaginée Maxwell; perfectionnée par H. von Helmholtz, par
G. Kirchhoff, par M. E. Lorberg, cette théorie ne peut éviter des difficultés et
des contradictions qui ont été signalées par M. Beltrami, par E. Mathieu, par
M. M. Brillonin.

Nous avons tenté, dans nos Legons sur I Electricité et le Magnétisme, de donner
une théorie des pressions dans les milieux magnétiques ou diélectriques, distincte
de celle que Maxwell a indiquée et exempte des difficultés que cette derniere
présente ; la méthode que nous avons suivie, fondée sur 'emploi du principe des
vitesses virtuelles, parait hors de contestation; malheureusement, une erreur
s’est glissée dans nos calculs; en estimant la variation virtuelle du potentiel
magnétique d’un systéme, nous avons négligé, comme infiniment petit du second
ordre, une quantité qui était en réalité un infiniment petit du premier ordre; il
résulte de cette erreur que les conditions d’équilibre qui se référent aux divers
points de la surface limite d’un milieu polarisé ont été données par nous d’une
mani®re inexacte; au contraire, les conditions d’équilibre qui se référent aux
points situés & U'intérieur de la masse magnétique ou diélectrique ont -été exacte-
ment données. La méme erreur entache les conditions aux limites que nous
avons établies en étudiant les solutions d’un sel magnétique.*

Cette erreur a été signalée par M. Liénard.§ M. Liénard a donné une évalu-
ation du terme négligé par nous; cette évaluation le conduit a une conséquence

*Sur les dissolutions d’un sel magnétique (Annales de 1’Ecole Normale Sup®. 8° série, t. VIL,
p. 289. 1890).

+ Liénard. Pressions d l’intérieur des aimants et des diélectriques. (Lalumiére électrique. Tome LII,
p. 7 et p. 67, 1894.)
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118 Dunem: Sur la pression dans les milieux diélectriques ou magnétiques.

remarquable : pour maintenir en équilibre un fluide polarisé, il faut appliquer &
chacun des éléments de la surface qui le limite une pression dont la direction est
normale a 'élément, mais dont la grandewr dépend de Uorientation de U'élément ; la
grandeur de cette pression en un point de 1'élément est 27eM? cos® (M, N;), ¢ étant
la constante des lois de Coulomb et M V'intensité de polarisation.

Lorsque le corps est assez faiblement polarisé pour que l'on puisse négliger
son potentiel sur lui méme, cette pression introduite par M. Liénard devient
proportionnelle au carré de lintensité du champ et au carré du coefficient de
polarisation du corps; au contraire, tous les autres termes que la polarisation
conduit & introduire dans I'étude des pressions sont proportionnels au carré de
lintensité du champ et & la premire puissance du coefficient de polarisation ; le
terme complémentaire introduit par M. Liénard peut donc étre négligé lorsque
lon considére des corps faiblement diélectriques ou faiblement magnétiques ;
pour de tels corps, la théorie que nous avons donnée subsiste en entier. Au
contraire, pour les corps fortement magnétiques tels que le fer doux, le terme
complémentaire a une grande valeur.

Les belles recherches de M. Liénard nous ont amené & reprendre, & notre
tour, I’étude des pressions dans les milieux polarisés; cette étude repose, comme
du reste la mise en équation de tous les problémes relatifs aux corps magnétiques
ou diélectriques, sur 'expression de la variation infiniment petite qu’éprouve le
potentiel d’un systéme polarisé sur lui méme, lorsque ce systéme éprouve une
modification infiniment petite; cette expression, qui était incompléte dans nos
Legons sur I Electricité et le Magnétisme, nous avons cherché a I’établir avec rigueur.

La méthode qui sert & traiter avec précision les questions relatives a la
fonction potentiel ou au potentiel d'un systeme polarisé, o A, B, O, sont les
composantes de la polarisation au point (x, y, z), est bien connue ; elle consiste a
ramener, au moyen d’intégrations par parties, la question proposée a une ques-
tion analogue relative & un systéme électrisé, portant, en chaque point de sa
masse, une densité électrique solide,

= (690 + oy + az> (1)
et, en chaque point de sa surface, une densité électrique superficielle,
6 = — [4 cos (V;, =) + B cos (N;, y) + Ccos (I, 2)] - (2)

Cette méthode raméne la question que nous nous étions proposée a celle-ci:
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trouver 'expression de la variation infiniment petite qu’éprouve le potentiel
électrostatique d’un systéme lorsque la forme, la position et I’électrisation de ce
systdme éprouvent des modifications infiniment petites. Ce dernier probléme
peut, d’ailleurs, étre regardé comme le probléme fondamental de I’électrostatique;
il serait donc désirable que la solution en soit donnée avec la rigueur que Gauss,
Bouquet et M. O. Holder ont apporté dans les démonstrations relatives a la fonc-
tion potentielle ; cette solution, qui n’avait jamais été donnée & notre connais-
sance, est 'objet du Chapitre I du présent Mémoire.

Au Chapitre II, nous avons montré bridvement comment on pouvait déduire
de la formule trouvée quelques unes des lois fondamentales de 1'Electrostatique.

Repasser, au moyen des formules (1) et (2), de l'expression de la variation
infiniment petite d’'un potentiel électrostatique & l’expression de la variation du
potentiel d’un systéme polarisé sur lui méme, c’est 'objet du Chapitre III.

Au Chapitre 1V, nous faisons usage des résultats obtenus pour traiter le
probléme de 1’équilibre d’un fluide incompressible doué de force coercitive ; dans
nos Legons sur ' Electricité et la Magnétisme, nous avions déja obtenu les conditions
de cet équilibre ; mais 1'une de ces conditions était faussée par l'omission du
terme complémentaire introduit par M. Liénard, et la démonstration des autres
laissait & désirer au point de vue de la rigueur.

Enfin, au Chapitre V, nous établissons les conditions générales de 1’équilibre
d’un fluide compressible dénué de force coercitive.

Dans les deux premiers Chapitres de ce Mémoire, nous avons évité d’exa-
miner le cas ou la surface de contact de deux corps porte une couche électrique
double ; Vétude des couches électriques doubles présente des difficultés spéciales
que nous examinerons dans un travail spécial.

Dans les deux derniers Chapitres, nous avons borné notre exposé aux fluides
polarisés; 1’équilibre des solides élastiques polarisés se traitera sans peine en
suivant les méthodes indiquées dans nos Legons sur I’ Electricité et le Magnétisme
et en corrigeant, au moyen des calculs donnés ici, la forme des conditions aux
limites.

Nous n’avons pas repris, non plus, étude de l'influence que le magnétisme
exerce sur une dissolution d’un sel magnétique dans un liquide non magnétique ;
le lecteur trouvera sans peine de quelle manidre les conditions aux limites
doivent 8tre corrigées par l'introduction du terme complémentaire de M. Liénard ;
dans le cas, seul réalisable pratiquement, ot le sel est peu magnétique, ce terme
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est négligeable ; dans ce cas, les résultats que nous avons donnés autrefois devien-
nent tous exacts.

CrAPiTRE 1.

Variation du Potentiel électrostatique d'un Systéme.

Considérons un systéme électrisé portant & la fois une distribution électrique
solide & l'intérieur des masses continues qui le forment et une distribution super-
ficielle sur les surfaces de discontinuité qui limitent ces masses; nous laisserons
de c6té, dans le présent travail, le' cas ol ces surfaces porteraient une couche
électrique double ; nous nous proposons de consacrer & ce cas un mémoire spécial.

Soient: M, un point situé a l'intérieur de l'une des masses continues qui
forment le systéme :

dv,, un élément de volume entourant le point
p1, la densité électrique solide au point M, ;
@, un point situé sur une surface de discontinuité;

dS;, une aire élémentaire découpée sur cette surface, autour du point g, ;
o), la densité électrique superficielle au point g, .

Au point M (x, y, #), la distribution électrique solide aura pour fonction poten-
tielle,

UM)="T (=, y,z):f%dvl, (1)

7, étant la distance MM, et lintégrale s'étendant i tout espace rempli par une
masse continue électrisée.

Au point M(x, y, 2), la distribution électrique superficielle aura pour fonc-
tion potentielle,

W= Wy, =S 2 as,, (2

7, désignant la distance My, et l'intégrale s'étendant & toutes les surfaces de dis-
continuité électrisées.
La fonction potentielle totale aura pour valeur, au point M (x, y, 2),

Vie,y, ) =V(M)=U(M)+ W(M)

= f% oy + S%j— s, (3)
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Le Potentiel électrostatique du systéme a pour valeur,
_ & ' €
Y=L [pUd0 +:Sovas + £ SoWas, (4)

e étant la constante fondamentale de 1'électrostatique.
Il est la somme de trois termes:

1°. Le Potentiel de la distribution solide sur elle méme : —28-—./'9 Udv;

2°. Le Potentiel de la distribution solide sur la distribution superficielle: sSo uds,
3°. Le Potentiel de la distribution superficielle sur elle méme : '%SG wds.

Prenons maintenant deux états du systéme infiniment voisins l'un de l'autre.

Entre chaque point géométrigue M du systéme dans le premier état et chaque
point géométrique M' dans le second état, établissons une correspondance univoque
assujettie aux conditions suivantes:

1°. Deux points correspondants M, M’, sont toujours infiniment voisins I'un
de lautre.

2°. A tout volume v du premier systéme, tout entier compris & l'intérieur
d’'une méme masse continue, correspond un volume ¢ du second systéme, tout
entier compris a U'intérieur d’une méme masse continue, et réciproquement.

3°. A toute aire § du premier systéme, tout entiére tracée sur une méme
surface de discontinuité, correspond une aire S’ du second systdme, tout entiére
tracée sur une méme surface de discontinuité, et réciproquement.

(Ces deux conditions excluent la possibilité de toute scission, de toute
déchirure, durant la déformation.)

4°. En tout point d’un volume tel que », la déformation fait naitre des dila-
tations et des glissements qui sont infiniment petits.

5°. En tout point d'une aire telle que §, qui se transforme en sa correspon-
dante &', les déformations sont infiniment petites.

6°. Les densités électriques solides p, ¢/, en deux points correspondants
M, M, différent infiniment peu 'une de I'autre.

7°. Les densités électriques superficielles ¢, o/, en deux points correspon-
dants u, ¢, différent infiniment peu 'une de l'autre.*

* Dans un grand nombre de cas, les hy pothéses précédentes seront vérifiées, si 1’on fait correspondre
entre eux les deux points glométriques M, M', positions initiale et finale d’un méme point matériel ; on
pourra alors, si on le juge utile, adopter ce mode de correspondance, mais on ne sera jamais tenu de la
faire ; on pourra toujours, si I’on y trouve avantage, en établir un autre.

16
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Soient ¥ la valeur du potentiel électrostatique du systéme dans le premier
état et Y’ la valeur du potentiel électrostatique du systéme dans le second état.
Nous allons chercher & calculer linfiniment petit principal de la différence
(Y'— ), infiniment petit principal que nous désignerons par ¢ Y.

1°. Calcul du terme principal de [U' (M) — U (M)].

En un point M du systéme, pris dans le premier état, la distribution élec-
trique solide que porte le systdme dans cet état admet une fonction potentielle
U(M); au point correspondant M’ du systéme pris dans le second état, la distri-
bution électrique solide que porte le systéme dans cet état admet une fonction
potentielle U' (M'). La différence [U' (M') — U (M)] est infiniment petite ; cette
proposition est évidente lorsque le point M et, par conséquent, le point M’, sont
extérieurs aux masses électrisées ; une démonstration est nécessaire dans le cas
ol le point M, et, partant, le point M’, appartiennent & une masse électrisée.

Soit P la limite supérieure des valeurs absolues que peut prendre la densité
8lectrique solide p en un point quelconque du systéme et en 'un quelconque des
états compris dans I’ensemble d’états que 1'on veut considérer.

Soit m un point quelconque du systéme en l'un de ses états. Du point m
comme centre, décrivons une sphére 3 de rayon E; la fonction potentielle au
point m de la distribution électrique solide répandue 3 l'intérieur de cette sphere
sera inférieure, en valeur -absolue, & 2xPR?. On peut donc prendre I assez
petit pour que cette fonction potentielle soit inférieure en valeur absolue & une
quantité donnée d’avance . R étant ainsi déterminé, prenons le second état
du systdme assez voisin du premier pour que MM’ soit inférieur & B. Posons:

U (M) = (M) + 1 (M),

u (M) étant, au point M, la fonction potentielle de la distribution solide que
renferme, dans le premier état du systéme, une sphére de rayon R ayant le point
M pour centre et U (M) étant la fonction potentielle de la distribution solide qui
demeure extérieure a cette sphére. Posons de méme

U () = () + W (31,

o (M') étant, au point M, la fonction potentielle de la distribution solide que
renferme, dans le second état du systéme, une sphére de rayon R ayant le point
M pour centre et I (M') étant la fonction potentielle de la distribution super-
ficielle qui demeure extérieure a cette sphére. Nous aurons stirement

lu ()| <7, o )|<n.
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D’autre part, le point M est intérieur & la sphére de rayon R ayant le point M’
pour centre et le point M’ est intérieur & la sphére de rayon R ayant le point M
pour centre ; il est alors évident que 1/ (M’) tend d’une maniére continue vers
U (M), lorsque le second état du systéme tend vers le premier; on peut par con-
séquent prendre le second état assez voisin du premier pour que l'on ait

W (M) — 1 ()] < 7.
| U7 () — U (M) |< 3n.

On peut donc prendre le second état du systéme assez voisin du premier pour
que la différence [U' (M') — U (M)] soit inférieure en valeur absolue & une
quantité donnée d’avance; cette différence est donc infiniment petite, comme

On aura, alors

nous P’avions annoncé.

Nous sommes assurés que la différence [ U' (M') — U (M)] peut é&tre regardée
comme un infiniment petit du premier ordre ; nous allons maintenant évaluer le
terme principal de cette quantité.

Nous avons
U (M) — U (M) _fM’M’ {-—fﬂ;_lMldvl,

la seconde intégrale s'étendant a tous les éléments dv;, du premier état, et la pre-
midre 4 tous les éléments correspondants dv; du second état.

Nous pouvons exprimer cette différence au moyen d’intégrales toutes éten-
dues aux 8léments dv, du premier état, et écrire :

U (M) — UM)= J' pL—| Pldv

+/n (W —3m) %

dvl dvl
avec dv; — dv, obvl
mf(M/M’ Mﬂ[l) d'Ul
1
! _— —_—— — .
+f(f’1 Pl) <M’M MM) dv, (6)
Posons A=A (M) = jzl (")
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2 (84;) sera, d’aprés nos conventions, une fonction du point 3;, qui gardera, pour
tous les points M, une valeur infiniment voisine de 1.
Nos conventions nous permettent également d’crire

dv] — d;

pi—pr=Sp (M) = Sp, (9)

6 et S étant deux facteurs infiniment petits indépendants du point M, tandis que
@ (M) et p (M) sont deux fonctions finies du point M.
Nous pouvons alors écrire 1’égalité (6) sous la forme

K=0( f%& ] — fﬂrﬁ do,)

+s(f%1,_%dv;_f]£mdv,) (10)

%mp @
S bt an —f 5 an

est ce que deviendrait la différence [ U’ (M') — U(M)] si, au point M; du systéme

pris dans le premier état, la densité électrique solide avait la valeur finie mp, et
si, au point correspondant M du systéme pris dans le second état, la densité
électrique solide avait la valeur, infiniment voisine de la précédente, Aymyp, ; dés
lors, nous savons que cette différence est infiniment petite.

La différence

La différence

APy
f MM v — MM,

est ce que deviendrait la différence [U’ (M') — U (M)], si, au point M; du systéme
pris dans le premier état, la densité électrique solide avait la valeur finie p, et si,
au point correspondant M du systéme pris dans le second état, la densité élec-
trique solide avait la valeur, infiniment voisine de la précédente, A, p,; dés lors,
nous savons que cette différence est infiniment petite.

Comme & et § sont deux facteurs infiniment petits, 1'égalité (10) nous
apprend que K est un infiniment petit d’ordre supérieur au premier.

Le terme principal de [ U’ (M') — U(M)] est donc formé par I’ensemble des
termes explicitement écrits au second membre de I'égalité (5).
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2°. Variation du potentiel de la distribution électrigque solide sur elle-méme.

SfUpolfv =fU’p’0lv’ —fUpdv

Nous aurons

= [ (0" — U) paw
+f(p’ — p) Udv
+ [ =% 4o 4 m, (11)
avec
A= [ (0'— ) —pde) +f U (o' —p) L L . (12)

En vertu des égalités (8) et (9), nous pourrons écrire
H=0 f(U' — O)apdvo + 5 [ (0 — 7) yv

+ 05 U'pado. (13)
La différence
U—-U=U(M)—U(M)
étant infiniment petite, ainsi que les deux facteurs 6 et &, cette égalité (13)
montre que tous les termes qui composent la quantité H sont infinvment petits d'ordre.

supérieur aw premier. Le terme principal de § J Updv est donc représenté par
Pensemble des termes explicitement écrits au second membre de 1'égalité (11).
On peut d’ailleurs, dans le premier de ces termes, remplacer la différence
(U’ — U) par son infiniment petit principal, c’est-d-dire par l’ensemble des
termes explicitement écrits au second membre de 1’égalité (5). On obtient ainsi
I’égalité suivante :

s f Opdo = f (¢ —p) Tv
+ff%l;%ﬁ!pdvldv
Ll
+ff—£_ Oh’l—d”lpdv do
+prd”'0“l;d”d@. (14)

Transformons cette égalité (14).
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Plagons, au point M, une densité électrique solide B, = p{ — p,; soit

w (i = f 3 dn

la valeur, au point M, de la distribution ainsi obtenue. Une identité bien
connue, due 3 Gauss, nous donnera

f Npdv = f URdv,

ou bien f f pdvldv — f (p' —p) Udv. (156)

Nous aurons identiquement

dv] dv dv; — dw
ff - 1pdvdv—f i D pdvn

dv] —dv
=fPlUJ. #@1

= fu P =D p—p (16)

Enfin nous pouvons écrire

S S <M’M’ MM> dodn=—[f i, ;{{%(Méﬂfﬂ[/ﬂ[/) ppico dvy

— (21— )+ (yi—y P+ —2 P —(a—2) — (1—y)*— (—2)
= fj a2 AL 373, (JL0E, + T3 pprdv do,. (17)

Nous avons

/)2 . (wl — w)
ffMM M/M/ (MM + M/M/) ppld’v dvl

1-
— [ —a) — (@ — )] (@] — & 4 % —) \
f f M. I (U, + I pprtv oy
o —a +o,—a
= fpl (wl—wl)[fMM W (Mﬂfi L) pd'v] dv, .
_ —ontr—mn
+ fp(oc w)[‘/‘MMM/M’(MM‘!'M/MI)PI 1]d’0

=9 / w—wl+w—wl .
fp(w m)['/‘MM.MM-I-(MMl+M’MI’)Pl 01]07/0 (18)

C e, N . o —a, MM
Mais il résulte des hypothéses faites que les rapports v —w' ML’ différent
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infiniment peu de 1, méme lorsque (x— x,) et MM, sont infiniment petits; on

peut donc écrire
o —xl+x—a

MM, MM (MM, + M M)

=J* M—Mj@} pudo, + Kmﬂ;;n? pudoy, (19)

pld’vl

K étant infiniment petit. Au second membre de cette égalité (19), le premier
terme est évidemment fini et le second infiniment petit. Cette égalité, jointe a
Pégalité (18), montre alors qu’en négligeant les infiniment petits d’ordre supé-
rieur au premier, on peut écrire la premidre des égalités

(@i — @) — (& — @) — - @ — 210 g Yo,
ff]—l[—MMﬂ[{ (m-l-lﬂ'ﬂl{) pp1dv dv,= 2fp(w m)(f Mﬂ[ls P1 vl> v,

I o)\ — )2 Y —
J sttt -t o= 2 o =0 (S Y ). o)
1
) (e1—2) — (1 —2) dv dv, = 2 | —2 E A dv) do;
ff MM—7,M(MM+M-———,M)PPI 1 fP(z )(fMMapl 1) v;)

1

les deux autres s’établisent d’'une maniére analogue.
Posons

E@ g, ) =E@) = [ pdo,

’7(90, ,?/y Z) =9 (M) - y]%-ylpld'vly

Y

(21)

Lo,y D=0 = 2t e |

et les égalités (17) et (20) nous permettront d’écrire, en négligeant les infiniment
petits d’ordre supérieur,

sffpfh (7]1_—’1]—![—;’ — ﬁ) dvdvl=—2fp [& (—x)+n (y —y)+{ (F—2)] dv. (22)

Les égalités (14), (15), (16) et (22) donnent, en derniére analyse,

—;—3‘/'Updv=ef(p'——p) Udv

v — dv
+spr T v

~ o@D tn—p)+iE—d. (23

This content downloaded from 128.196.132.172 on Sat, 19 Apr 2014 16:24:57 PM
All use subject to JISTOR Terms and Conditions



http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp

128 DuneM: Sur la pression dans les milicus diélectriques ou magnétiques.

Nous avons eu soin, au cours des raisonnements qu’on vient de lire, d’invoquer
seulement des propriétés communes aux distributions électriques solides et aux
distributions électriques superficielles; nous pourrons alors nous abstenir de
développer de nouveau ces raisonnements dans les deux cas qui nous restent &
traiter.

8°. Variation du potentiel de la distribution solide sur la distribution superficielle.

En posant x — ]
(M) = e N—= ! 6,d8,,
EJNEN T
%(M):ss%ﬁ%ald&, L (24)
B = e N =7 0,48,
My, ]

nous trouverons pour expression de la variation de la distribution solide sur la
distribution superficielle :

3 Sotas=e S (') va3

+ef(p’—p) Wdv

as —ds
+ ¢ SUG’ —a5 as

I—
+stpdv - d”olv

— Sols@ —a) +1(/ —9) + (@ —2)] S
— [P @ -+ B —y) +BE —o]do.  (25)

4°, Variation dw potentiel de la distribution superficielle sur elle méme.

Nous aurons de méme
£ 5SeWas=eS (o' o) Was

a8’ — ds
+sSWa——zm—dS

— Sc[ﬁ(w’—xH WY —y)+ 8 —=2)]dS. (26
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6°. Variation du potentiel électrostatique d'un systéme.

Posons

X(M)= 5<M>+46<M)—-sf

Pld’vl + SS 7 :cl 018y,

th
Y (M)=»(M)+H (M) =¢f" J_%l oy + e §L=Y0,dS, L (an)
MM, My,

Z(M) =§(M) + %(M) — sz]%Mil Pld'vl + 8SZ—:321 Uld,Sl.
1

th J
Posons, en outre,

PI_P=897 o —x=dw, Yy —y=28, 7 —z="r.
Une formule connue nous donnera

dv—dv _ ddx | 90y , Odz
&~ w T EN tw

Les égalitées (4), (23), (25) et (26) nous donneront l’expression suivante pour la
variation du potentiel électrostatique d’un systéme

Y= [ Vpdv+ e Tsods
— [o (& + Yoy + 250 do —S o (X80 + Yoy + 28 dS

+:f T 33%+a3~’/+33z)d +eSTe =0y, (28)
ox as
Dans certains cas, il y a avantage & transformer cette égalité au moyen de rela-
tions que nous allons écrire.
En tout point intérieur & une masse continue électrisée, on a

: _ 1 4 ___.ar
X_——-ea—, Y= sgy—, 7z = €5 (29)

Ces égalités perdent tout sens en un point pris sur une surface de discontinuité
électrisée.

Soient 1 et 2 les deux régions de l'espace qui sont situées de part et d’autre

de la surface §; soient N, la demi-normale menée vers l'intérieur de la région 1

et IV, la demi-normale menée vers l'intérieur de la région 2. La surface § est

une surface de discontinuité pour les dérivées partielles du premier ordre de la

fonction potentielle. Si M est le point de la surface § auquel se rapportent les
17
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quantités X, Y, Z; si M, (ay, 1, 1) et My (x,, ¥, %) sont deux points infiniment
voisins du point M et situés le premier dans la région 1, le second dans la
région 2, on a

X= —c¢ 8V+ 270 cos (IV, w)] =—c¢ 6V+ 2n0 cos (N, w)]
o, ox,
=—¢ [3_3/1 + 270 cos (V, y)] = — E[a—yz + 270 cos (N, y)] y o (30)
_ av _ av
= —¢ o + 2no cos (N, z)] = ——s[gg + 2no cos (N, z)] . )
Les identités cos (N, ©) + cos (N, ) =0,
cos (N, y) + cos (N, y) = 0,
cos (M, z) + cos (N, 2) = 0,
permettent de transformer les égalités (30) en
. av oV
=3 a
T2 (83/1 ayz [ (31)
8V A%
0z 8z2
De ces égalités (30) et (31) nous pouvons encore dedulre les égalités
ov. oV __ <)
il — 470 cos (N, ),
ov oV _
ayl—-ggé—-——4ﬂUCOS(Aﬁ,y),> (32)
ov oV _
O T om 470 cos (M, #).

Ces diverses formules nous seront utiles par la suite.

Cuaritre 1L
Application de la Formule précédente & quelques Questions & Electrostatique.
§1.— Conditions de Uéqualibre électrique.

Le potentiel thermodynamique interne d’un systéme électrisé a pour
expression

F=Fy+ [ 0pdo + S opas+ 7, (1)
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© étant une quantité qui, sur un conducteur, varie d’un point & lautre et F, la
valeur que prendrait le potentiel thermodynamique interne du systéme ramené
a l’état neutre.

Comme nous ne voulons pas, dans le présent mémoire, introduire la consi-
dération de couches électriques doubles, nous nous limiterons au cas olt © warie
d’une maniere continue d'un point & Uautre de toute masse conductrice connexe.

Supposons que le conducteur se compose de deux masses conductrices séparé-
ment connexes, 1 et 2, limitées respectivement par les surfaces & ,S,. Imposons
a ce systéme une variation de distribution électrique, sans changement de posi-
tion ni de forme des corps conducteurs qui le constituent. Faisons correspondre
les deux points géométrigues M, M', oi un méme point matériel se trouve au
début et 4 la fin de la modification ; les deux points M et M’ coincideront. En
vertu de 1'égalité (28) du Chapitre I et de I’égalité (1), nous aurons

SF= [ (¢V + ©)dp, oy + S (¢ 7+ ©) 40, S,
+ SV + ©) dpude, + S (7 + ©) 80,5,

Les conditions d’équilibre s’obtiendront en exprimant que JF est égal & 0 pour
toutes les variations virtuelles de la distribution électrique.
Si 'on désigne par @, et @, les charges invariables des corps 1 et 2, on aura

fPl dv, + SGIOZSI= Q1
szdvz + S%dﬁg: Qs

en sorte que les variations virtuelles de la distribution électrique seront assu-
jetties aux conditions

f3pldvl+ S(?dld&:O,
f592d02 + S(SO‘zolS2 =0.

C’est seulement lorsque ces conditions sont remplies que dF doit étre égal 4 0.
Il doit donc exister deux constantes C;, C,, telles que l'on ait identiguement

SV 40+ 0 dpudes + S V46 + 0) 0,8,

+ [V 40+ 0)dpude, + S(eV + © + ) 50,0, = 0.
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Pour que cette identité ait lieu, il faut et il suffit que 'on ait:
1°. En tout point du corps 1 ou de la surface qui le limite,

eV+04 0;=0. (2)
2°. En tout point du corps 2 ou de la surface qui le limite,
eV46+ 0,=0. (2 bis)

On obtient ainsi, par une méthode entiérement rigoureuse, les équations connues
de l’équilibre électrique.

§2.—Actions qui s'exercent entre des corps dont la forme et Uélectrisation demeurent
tnvariables.

Imaginons un systeme formés de corps qui se déplacent de maniére que
chacun d’eux garde une figure invariable et que chaque point matériel entraine
la charge qu'il porte; tel est un systéne formé de solides parfaitement rigides
et parfaitement mauvais conducteurs.

Prenons deux états voisins du systéme; a chaque point géométrique M du
premier état faisons correspondre un point géométrique M’ du second état, de
telle sorte qu'un méme point matériel se trouve en M au début de la modifica-
tion et en M’ & la fin; dx, dy, 0z, sont alors, en chaque point géométrique, les
composantes du déplacement subi par le point matériel qui se trouvait en ce
point géométrique.

Les hypothéses faites nous donnent les égalités

=0, do=0, dv—dv=0, dS'—dS=0.

1’égalité (28) du Chapitre I et I’égalité (1) donnent
OF = BE,—fp (Xdx 4+ Yoy + Zdz) dv
— Qo (&3 + v3y + 25) ds.

Cette égalité nous montre que chaque élément matériel est soumis:

1°. Aux forces auxquelles il resterait soumis si le systéme était ramené a
I’état neutre.

2°. A une force qui a pour composantes Xq, Yg, Zg, si l'on désigne par ¢
la charge électrique totale de I’élément matériel considéré.

On retrouve ainsi, sous leur forme la plus générale, les lois de Coulomb,
point de départ de 1’électrostatique.
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§3.— Actions qui s'exercent sur des corps conducteurs électrisés.

Nous supposerons, comme au §1, que d’un point & l'autre de toute masse
conductrice connexe la quantité © varie d’'une maniére continue; de plus, pour
simplifier nos recherches, nous supposerons que chaque masse conductrice
demeure homogéne méme au voisinage des surfaces terminales; nous admettrons
que O garde la méme valeur en tout point de la masse conductrice, méme au
voisinage des surfaces terminales; nous regarderons cette valeur de ® comme
fonction de la seule densité D de la matiére conductrice, et nous supposerons cette
densité invariable.

Pour éviter les formules trop longues, nous réduirons le systéme & un con-
ducteur unique.

Enfin nous établirons la correspondance entre les points M, M’, en suivant
la régle qui nous a servi au § précédent.

Nous trouverons sans peine I’égalité

s J Opdo +5S 00as = f(Ospdn + S 030 ds

v — dv a8’ —ds
D’autre part, les égalités (28), (29) et (30) du Chapitre I donnent I’égalité

Y= [eVspdo+ NeV30ds

+fsz dvdv-l—S VG(ZSTSdéYdS

+fé‘p<a 3w+a 5y+a 3z>dv

+Seo‘(a 3w+ay 5y + )olS
+ S 27te0® [cos (IV;, x) 0 + cos (IV;, y) dy + cos (N, 2) 0z] dS, (4)

N, désignant la demi-normale & la surface limite du conducteur, dirigée vers
Vintérieur du conducteur, et (x;, ¥;, 2) étant un point infiniment voisin de 1'é1é-
ment d8, mais situé & V'intérietir du conducteur.
Or Végalité
V404 C=0, (2)
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permet d’écrire, en tout point intérieur au conducteur,

oV _ av _ v _
W= =" 5 =0 (5)

Les égalités (1), (2), (3), (4) et (5) donnent alors 1’égalité
_ v — dv as’' —ds§
s =38 — O (3 +p P B o+ St + 0 B 10) as]
+ 2ne S o® [cos (IV;, @) da + cos (IV;, y) dy + cos (N, 2) dz] dS.  (6)

Mais si P'on désigne par ¢ la charge électrique snwvariable du conducteur, on aura

S oo+ Sois= @
et, par conséquent,

av — dv dS'—dS _
S G+ o2 i+ S@‘““’T a8 = 0. (1)
Moyennant 1'égalité (7), I'égalité (6) peut s’écrire
dF =4F, + 2ne S o® [cos (IV;, =) dx + cos (N, y) dy + cos (V;, z) dz] dS.

Cette égalité nous fournit la proposition suivante :

Les forces qui agissent sur un conducteur électrisé déformable, mais incom-
pressible, se composent :

1°. Des forces que agiratent sur le conducteur ramené & Uétat neutre.

2°. D'une force appliquée & chaque élément dS de la surface qui limite le con-

ducteur ; cette force est normale & Uélément dS et dirigée vers Uextérieur du conduc-
teur ; elle a pour valewr

T = 2nec* dS.
Ce théoréme est bien connu.

Cuaritre II1.

Variation du Potentiel d'un Systéme de Diblectriques polarisés.

Nous allons maintenant—et c’est l'objet principal de ce mémoire—faire
usage de I’égalité fondamentale obtenue au Chapitre I pour étudier les milieux
magnétiques ou diélectriques; afin d’éviter toute eonfusion, nous supposerons con-
stamment dans notre analyse qu'il s’agisse de corps diélectriques; le lecteur
apercevra sans peine les légéres modifications qu’il faudrait faire subir & notre
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exposé pour l'appliquer aux corps magnétiques; la principale modification con-
sisterait & faire égale & 1 la constante & des lois de Coulomb.

Soient A, B, C, les composantes de la polarisation en un point (x, ¥, %)
intérieur & un diélectrique. Le Théoréme, fondamental et bien connu sur lequel
nous nous appuierons est le suivant:

On peut sans changer ni la fonction potentielle, ni le potentiel du systeme, rem-
placer la polarisation ditlectrique par une distribution électrique fictive définie de la
maniere sutvante :

La distribution fictive a pour densité solide, en towt point intérieur & une masse
diélectrique continue

. JA 0B
p=— ax+ay+az> (1)
elle a pour densité superficielle, en tout point de la surface terminale d’un diélectrique,
— [A cos (N;, ®) + B cos (V;, y) + C cos (N, 2)], (2)

N, ttant la demi-normale dirigée vers Uintérieur ditlectrique; elle a pour densité
superficielle, en tout point de la surface de contact de deux masses diélectriques 1 et 2,

0'12 - [Al CO8 (-Z\Th w) + Bl Cco8 (M’ y) + 01 cos (]V], z)]
— [A,; cos (N, @) + B, cos (;, y) + C; cos (M, 2)], (3)

N,, N,, étant les deusws demi-normales dirigées respectivement vers Uintériewr de la
masse 1 et vers Uintérieur de la masse 2.

Imaginons deux diélectriques 1 et 2, dont S, &, sont les surfaces libres et
dont S, est la surface de contact. Soit ¥ le potentiel de la polarisation diélec-
trique sur elle méme. “En vertu des égalités (1), (2) et (3) du présent chapitre
et des égalités (28), (29) (30) et (31) du Chapitre I, nous pourrons écrire
NV — 0A, 0B, 090G

sr=cf V(52 + S+ B2 do
0A;, 0B, 9Cy\oV v
J”f(aw toy T + %5 3"”+ay32/+ 2 5%) do,
0A, 0B,  0C,\/0 333/ 04z o
+¢/V(a:r+ag/ 3z> aoc+ ) “

+ ¢ SS VS [A, cos (N;, ) + B, cos (N, y) + C; cos (I, 2)] &S

+ ¢ Ss V3 [A,cos (I, «)+ B, cos (I, y) + C,cos (I, 2)] dSy,
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+ eS [As o8 (I, 2)-+ By cos (%, 9)-+Cy cos (N, z)]<a set 2V o Y sy+ 878z>dSl

+ ¢ S [A.l cos (N}, )+ B, cos (I, y)+C, cos (M, 2)] (Eﬂf dx+ 5y+ 8z>dSlz

— 27 S [A1 cos (;, =) + B, cos (I, y) + C, cos (N, 2)]?
X [cos(N;, «) da + cos (IV;, y) Oy + cos (N, 2) d=] dS,
+ sS V [A, cos (;, @) + By cos (N;, ) + C, cos (I, )] "ﬁiﬁ@ds
+ ete,,
L S,SH[A1 cos (N, @) + By cos (I;, ) + G, cos (I, 2)

— A, cos (&, @) — B, cos (N, y) — C, cos (N, 2)]

aV oV oV oV o7
X [(8901 ax2>3 ©+ ( ay) T <6zl )82] L
+ ESS [A, cos (;, @) + B, cos (N, y) + C, cos (N, 7)
+ A, cos (N, #) + By cos (N, ) + Cy cos (N, )] V2=

s 38 (4)

Le symbole + etc. remplace neuf termes qui se déduisent, en permutant les
indices 1 et 2, des neuf termes écrits avant ce symbole.

Nous allons transformer cette égalité.

Proposons nous d’abord d’évaluer la quantité o —aa—g .

Prenons deux états voisins du systéme.

Soient M (x, y, z) et M, (x,, y, z) deux points infiniment voisins du systeme
pris dans le premier état; la droite MM, est paralléle & ’axe des . Aux deux
points M, M; correspondent, dans le second état, deux points infiniment
voisins M («, ¥/, 2) et Mi(xf, yi, z1); la droite M M/ n’est plus, en général,
parallele & laxe des x. Considérons les deux points My (a3, y;, 2/) et
M, (x5, y', 2'). La droite MM est parallele & V'axe des x; la droite M;M; est
paralldle & 1'axe des y; la droite MM est paralléle & 'axe des z.

Soient A, A;, A/, A, A}, Al les valeurs aux points M, M,, M', M{, M, M
de la composante paralldle & Owx de l'intensité de polarisation ;’les valeurs non
accentuées se rapportent au premier état du systéme et les valeurs accentuées au

second.
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Formons la quantité

Aj—A  A—A

xj—a T —

J=

Si, laissant invariables les deux états du systéme, nous faisons tendre le point 4
vers le point M, le point M tendra en méme temps vers le point M' et la

0A/  0A

quantité J tendra vers ) Si, ensuite, nous faisons tendre le sécond
état du systéme vers le premier, cette différence deviendra une quantité infini-
ment petite dont le terme principal sera précisément & aa—i .

Ce terme principal peut s’évaluer de la maniére suivante :
On vérifie sans peine 'identité
As— A A—A  M— A y—uy
w—a  m—a T y—y u—a
Aj— Al 2 —2]
MESTEEET
_ (A= AN(a1 — @) — (¢ —=)]
L A—A)—(a—4)

Xy —X

Les identités n=uy, Y=y, u==x,

permettent d’écrire le second membre de cette égalité sous la forme

A1—A)—(A'—4A)

wl—w
B 1 {Aé—Aé —y)— @ —y)
1+(w{'—wl)—'(w,_w) yé—?/é X — &
X1 — X
Al — Al (4l — ) — (7 —2)
+ = 7
Zz““zl X — X
n [AI—A__(A{— Al)—(A’—A)-l(:z;{—a:’)———(wl—w)}.
X— & X — X X— X

Laissons invariables les deux états du systéme et faisons tendre de point M, vers
18
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le point M. On voit sans peine que la quantité préecedente tendra vers la limite

QA—A) 1 (N3 —y) N 3(F—2)
= L4 0@ —oy ot o
Jx

JA O9(A'—A)P @ —=
+[%— (aw )] (aa; )}

Faisons maintenant tendre le second état du systéme vers le premier et cette
quantité deviendra un infiniment petit dont le terme principal sera

29A oA 2y 0A 0 _2A Ok
Qx Oy Ox Oz Ox Ox Ox

On trouve ainsi la premidre des égalités

OA  O5A ,OA x  OA Ay . OA 3% )
%= 3x —\or 9 T 3y 8w+8z )
OB _05B (0B 3%x , OB ady a5
Y9y =3y \ow oy Toy oy + 5 )
49C _95C _ (3C % | 9C 3%y 0 2%
%2 — 9% \0w o Ty % T o )

T
—~~
[y ]
N

Les deux autres s'établissent d’'une maniére analogue.
Ces égalités (5) permettent d’écrire 1'égalité

fVB aAl aB, 601> o,

3A1 aBl 9C\/0dx , Ay , 3%
+f + ?E) % T ay W) 0

-G B 5

N fV 9A, 3y A, ddy , 9A, 3% 0A, 3%

Ox Oy a—y‘%"‘ ox 0z 0z Ox
0B, 2): OB, 9% _ OB, 3% OB,

Y % % oy Ty o oz 0y
o, dhe_ 20, Qba | 3, By _ 3G, 3y,
Uy .

T % oz 0w 0 T oy oy o
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Des intégrations par parties permettent de transformer cette égalité en la
suivante :

f73<a£cl+ T az>dl
G B D
f e 3A1+a T+ 5 501)"““

_j‘[<aB1 oV 9B, oV  9C, 9V oC, oV
Oy Ox ~ Ox Oy T % % 0 %

9C, 9V dC, oV | 0A, 9V 0A, 0V 5

ox
D2 0y 0y 0 T 0w 9y — Oy e

0A, 0V 0A, 0V , 0B, 0V 9B, oV
+ % 0 o da T Jy 0z 0z Oy 32] oy

— S 7 [cos (M, ) 34, + cos (M, ) 8B, + cos (I, 2) 5C;] 4,
A

+

— N,V [cos (¥, @) 8Ar+ cos (M, ) 8B, + cos (I, 2) 4C,] 4
-7 (G + %?,‘ O Yoos (W, ) &+ cos (N, ) by + cos (N, 2) d2] 4
— 9,7 (G2 + 5 + G2 eos (%, @) b+ cos (;, ) by + cos (s, ) 3] S,
" S V[<8A1 S 4 E)AI8 n 35&1 3z> cos (I, )
<8Bl - 8B1 Sy + aaBl Bz) cos (N, 9)
+ <% 8w + 301 3 + aC1 82‘) co8 (M, z)] dSl
X A A A

S By )i,

+ (?13_1 Sap 4+ 1 8B1 Sy + =2 aB1 32) cos (N, y)

+ (%0 + 3015 + % acl 01 52) cos (M, 2) ] S ()
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D’autre part, on a les identités suivantes :

dA, 9B, oG,
f ow +ay+?z'> am3 +a 5?/+a 5Z>d”1

f[(Em AT _amav o6 0v_ a0 ovy,,
dy dx  Ox Oy ' 0z Ox  Ox Oz
a0, aV 3G, dV | 9A, aV 0A, AV
+(G e~ mt oy — 2 5)
0A, 0V 0A, 0V 0B, dV 9B, aV
+<aw Oz 0z Ox ' Oy Oz 0Oz BJdl

—‘f[<aA15 +aJ15 +8A1 )817

3B, aB1 aB1 oV
+(Son+ Sroy+ S “) 3y
C C
+ <%% dx + aayl dy + %—z-l 5z> aa—z:] dv,
et

S V[<8A15 + 8A15 + a—A132> cos (N, a‘)
+ (a—Ble + aaBIB + oB 13z> cos (&, y)
+ (3015 42 o %y + % ac, 3z> cos (IV;, z)] s,
+ S [AI cos (V;, 96’) + B, cos (&, y) + C, cos (IV;, 2)]
(a S+ 5 Vs + aVBz) as,
= Ss,% [%; (A, V) da + 9;, (A V) oy + {%(Al V) 32] cos (N;, x)

P d
+ [5% (B,V) 8 + a_ (B, V) 8y + ” G, 7) Bz] cos (N, y)
0

+ [9% (C,V) 8 + 35, (C V) dy + o (C,V) Bz] cos (&V;, z)} as,.

(7)

(8)

On peut, en outre, écrire, en tout point de la surface 8,, une égalité analogue 2

la précédente ; nous la désignerons par (8 bis).
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Enfin les égalités (32) du Chapitre I, jointes a I'égalité (3) du présent
Chapitre donnent I'égalité :

SZ-_ %;_. an [ A, cos (N, x) + By cos (M, y) + C, cos (N, 2)] cos (M, x)
1 2

+ 4n [A; cos (IV;, @) + B, cos (I, y) + C; cos (M, z)] cos (N, ®), (9)

et deux égalités analogues pour <g

a?/z) <a21 _a—z;
Moyennant les égalités (6), (N, (8) (8 bis) et (9), I’égalité (4) devient:
Y= — f(a 8A1+a V5B, + 2 ~ 50)0101
n j‘[aV 8A1 8A1 Sy + azl 6z>

27 B, . . ob. . OB

+ 5 (Gate+ 5 0 + 1)
v ao ao L

+ (P + S0y + G2 ) ] dwy

. 6A1 aBl 80
ES ;. to @T
X [cos (NV;, @) 8o + cos (N, y) 8y + cos (I, 2) 8] &S,

ATV 174 v
+ o8, {2527 e+ 25ty 4 250 o 8

a(B,V B,V 2(B,V
+ [———(3916,- ) S + a“——(a;,,. ) dy + ‘——(aé,. )3z] cos (IV;, )
C,v 14 C,V
+ [Q(_;i—) 5 + §% Sy + ?‘La;—[l 82 cos (N, 2) }dsl
+ eS VA8 008 (N, @) + B cos (Vi y) + Cud cos (N, 9145,
+ sS V[Alcos (NV;, ) + B, cos (I, y) + C,cos (I, z)]——:_—d—S—ldS

— 27 S [A1 cos (V;, «) 4+ B, cos (I, y) + C,cos (N, )]

X [cos (IV;, @) = + cos (I, y) 8y + cos (I;, 2) dz] A,
+ ete,,
. 9A, A 9B,  9C, 0QA, 0B, dGC,
GSSF —azl_+ay1+azl 3%—-9@;_322
X [cos (IVy, %) dx + cos (Ny, y) 8y + cos (N, 2) 02] Sy,
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+ES [{[a(A V) 8(A217)]8

(A V
- PAD 20y,

[a (AIV) 8(A N 3z} cos (N;, )
{[axB 7) a(B» V>] S

4 [a (B, V) 3(B V)] Sy

+ [a(B 7) a(BzV>] b2} cos (4, 9)

+ {[a (CIV) 8(CzV)]3

v 2 <01V) 2y,

+ [a (g;lV) 0 (g:2V):| 3z} cos (N, z)] A

+ ¢S V(A1 — A)3 cos (I, 2) + (B, —By) $cos (M, 9)
+ (C;—C,) & cos (I, 2)] &Sy,

+e SSV [(As— A,) cos (M, @) -+ (B, — By) cos (V;, 9)
+ (0, —C,) cos (N, 2)] 20— %0 gg,

LA
— 2mte Sé [A, cos (N, =) + B, cos (N, y) + C, cos (M, 2)]?

— [A,; cos (V;, @) + B, cos (N, ) + C, cos (I, 2)J*}
X [cos (IVy, @) 8z + cos (N, y) 8y + cos (N, 2) 02] dSi,. (10)

Le symbole + etc. remplace sept termes qui se déduisent des sept premiers
termes de lexpression de § Y en remplagant l'indice 1 par l'indice 2.
Faisons choix, sur la surface §;, d'un systéme de coordonnées curvilignes
rectangulaires:
(w) ©v=const.,
(v) = const.

Supposons que le carré de 'élément lindaire tracé sur la surface soit représenté

par la formule
dst = A, (u, v) dw? + By (u, v) d’
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L’élément superficiel aura pour valeur
a8, =~ 4,B;du dv. (11)

Prenons un point M, intérieur au corps 1, pris dans le premier état, et infiniment
voisin de la surface §;; ce point a pour correspondant, dans le second état, un
point M. Projetons MM’ sur la tangente & la ligne (u), sur la tangente a la
ligne (v), enfin sur la normale ;. Désignons les trois projections obtenues

par ~Adu, N~ Bdv, ON,.
Nous aurons évidemment, pour un point (x;, ¥, %;) infiniment voisin de la sur-
face S,
9(A, V) 9 (A7) 9 (A7)
3%, ox + Em oy + % Oz

_90(A, V) 2(A,7) O(A V) s

=5 du + 3 dv + N, ON; (12)
et aussi

5 cos (W, z) = 2080 2) gy, 9 con (M, %) §v + D cos (N;, ). (13)

Le symbole D cos (V;, x) a le sens suivant :

Soit M un point de la surface 8;; par ce point, menons la normale 4 la sur-
face S;; prolongeons la jusqu'au point m ou elle rencontre la surface Sj; en m
menons la demi-normale n; & la surface 8] vers l'intérieur du fluide 1; nous

aurons
D cos (V;, =) = cos (n;, x) — cos (N, ). (14)

Une égalité connue* donne
dS;—dS,_ 1 [d(4B) J (4B)
s, —wBl ow T T ~ov]

d od 1 1
g

R, et R sont les deux rayons de courbure principaux de la surface S;, en un
point de 1’é1ément d.S;; chacun de ces rayons est compté positivement lorsque,
pour aller de la surface au centre de courbure correspondant, on marche dans
le sens de la demi-normale ;.

* P, Duhem, Hydrodynamique, élasticité, acoustique. Tome II, p. 83.
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Les égalités (11), (12), (13) et (15) nous permettent d’écrire
AAT), L AAT), |, B(4T) |
S S’[ axli S + Em dy + e Sz:l cos (I, x) &S,

+ S A,V 8 cos (N, 2)dS,

+SA V cos (N, x)__Si‘l_@dS

=S, 2 eos (e 2) — &,V (3 4 ) o8 (N, @) | SN,

+ S A, VD cos (N, %) dS,

aAV N, x A,V o @
s e TR T

+ %a [Achos (&, )] + A, Vecos (I, x) 8(AB)}
) 24B 0
+ A, Veos (I, x)(‘%’_‘ n %’)]vzfdu dv. (16)

Soient :

L, le contour de la surface S,

n; une demi-droite normale & ce contour, tangente & la surface §;, et dirigée
vers l'intérieur de 'aire S,

(n;, u) angle que cette demi-droite fait avec la tangente menée par son
pied & la ligne (w) (v = const.), cette tangente étant dirigée dans le sens o le
parameétre u va en croissant,

(ni, v) I'angle que cette demi-droite fail avec la tangente menée par son pied
a la ligne (v) (u = const.), cette tangente étant dirigée dans le sens ou le paramétre
v va en croissant,

F'(u, v) une fonction réguliére des variables u, v.

Si la surface §, ne présente aucune singularité, on a*

JIGG + 515 25

+[5i? 253 a(AB)]a +F<3d“ ‘jj”)} VAT dudy.

+fF[cos (n;, W)WV A du + cos (n;, v)M Bdv] dL; = 0. (17)

* P, Duhem, Hydrodynamique, élasticité, acoustique. T. II, p. 85.
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Appliquons cette égalité (17) & la fonction
F=A,Vcos (N, x);

remarquons, en outre, que l'on a

cos (n;, )&/ A du+ cos (n;, V)& B §v = cos (n;, ) dx + cos (n;, y) &y + cos (n;, 2) Oz
et 1’égalité (16) se transformera en une autre égalité qui, jointe & deux égalités
analogues, donnera

S {[a 5&;17) a(AIV)(s +8(AIV)3Z]COS(M’OU)

B,V (B, V B
n [a(a;i ) 82 + Ca:;i ) sy + a(azl,-V) Sz] cos (V;, y)
C,V 2(C,V 104
+ [a——(a;i ) 52 + ————(a;t ) dy + 9(GV) a;i )82] cos (&V;, z) } as;
4 S V [A4d cos (&V;, ®) + B.d cos (N, ) 4+ C,d cos (IV;, 2)] &
8
+ S 7 [A; cos (I, ) + By cos (N, 9) + G cos (N, 2] %Sd&d&
A 1
= S V [AsD cos (N;, @) + BuD cos (N, y) + C.D cos (N, 2] dS;

+ 8, 2T cou 7, )+ 25T o 21, )+ 2T con

— VA, cos (N;, @) + B, cos (, y) + Cy cos.(, z)](—R—i ot
X [cos (&V;, @) dx + cos (N, y) dy + cos (IV;, 2) 62] &S,
—J VA, cos (8., @) + By cos (N, 9) + Gy cos (I, )]
Cox [cos (n;, %) da + cos (n;, y) Oy + cos (n;, 2) 0z] dL,. (18)

Proposons nous maintenant d’évaluer la quantité
S 7 [AD cos (W, @) + BuD cos (N, y) + C,D cos (N, 2)] S,
8,

et, pour cela, cherchons d’abord l’expression de D cos (&, «) en un point quel-
conque M, de la surface ;.
Soient: 3, une aire quelcongue tracée sur la surface S;, autour du point M,
2, le contour de laire 3,
v; une demi-droite normale & ce contour, tangente & la surface §; et dirigée
vers l'intérieur de l'aire 3.
19
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Par chaque point M de l'aire 3, élevons une normale & la surface S, et soit
m le point ol cette normale rencontre la surface S;; a chaque point M, faisons
correspondre le point m ainsi défini; & laire 3;, tracée sur la surface S;, corres-
pondra une aire o, tracée sur la surface Sj; d3,, do;, seront deux éléments cor-
respondants des aires 3, o,

Un lemme bien connu de Gauss nous apprend que, pour une surface fermée
quelconque S, on a

Scos(N_, x)dS=0,

pourvu que les demi-normales N soient portées toutes’vers l'intérieur, ou toutes
vers ’extérieur de la surface S.

Appliquons ce lemme & la surface fermée que composent l'aire 3,, l'aire oy,
et la surface réglée engendrée par les normales & la surface /5, le long du contour
A;; il est facile de voir que nous aurons, en tout état de cause :

Scos (nq, ) do*l-.—Szcos (V;, ) 4=, +fcos(v,-, x) ON;dA, = 0,

ou bien, en tenant compte de 1’égalité (14) et en remarquant que

doy—ds, _  ,1 | 1
= = (g + m) W

1 1
S£ cos(V;, x)d3,= S%(E + _R-{> cos (N;, #) dN; dZ— [cos (v;, x) dN;dA,. (19)
Les égalités

(20)

cos (v;, ) g% + cos (v;, ¥) %z— + cos (v;, 2) %i— =n/4 cos (v;, u), ]
cos (v;, @) —g% + cos (»;, ¥) g—g + cos (v;, 2) gz— =4/ B cos (v;, v), }

cos (v;, ) cos (N;, x) + cos (v;, y) cos (N, y) + cos (v;, z) cos (N, z) = 0, J
donnent :

1 dy. o _
cos (v;, ) = o { [—a% cos (NV;, z) — ??;_ cos (V;, y)]«/A cos (v;, u)

— [% cos (N;, z)— % cos (&, Z/)]VFCOS (s ”)},’ (21)
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en posant:
o £ %
du ou ouw
o= & 3y o (22)
ov dv ov

cos (V;, ) cos (I, y) cos(V, 2)
Nous aurons alors

s/jcos (v, @) ON; Ay
:—_f%\i { [g cos (IV;, 2) — 8 cos (V,, y)]VA cos (v;, u)
_[ g cos (N, z) — .- cos (IV,, y)]VB cos (v, v)}d?bl (23)

Mais si G (u, v) désigne une fonction de u, v, réguliére dans l'aire 3, on a

S G~/ A 08 (35, u) dhg = IS %gv:ﬁdudv_ %ff ds,, |

v 24
'/'G«/Fcos (v;, ©) dxl.zfja—qls/@dudvz Sz%tdzl. Ji- =)

Moyennant ces lemmes, 1'égalité (23) peut s’écrire
_ ON; 1 94 J
fcos (vi, ®) OV Ay = Sz,[ S0 { 08 (V;, 2) — = cos (N, 1/)] %
9 (0N, 8
— 1% [ 5L o8 (M, 9)— 5= cos (¥, )|} %, (25)
Moyennant cette égalité (25), I'égalité (29) devient

SEI[D cos (V;, =) — ("}3— + —1—) cos (IV;, x) 8N,

* {BN 008 (I, 2) — - cos (N, yﬂ}
aav {SN a?/ s (&V;, z) — Ju 08 (v, y)]}]dzl__o

Cette égalité doit avoir lieu quelle que soit l'aire 3, tracée autour du point 2 ;
on en conclut sans peine que 'on doit avoir, en tout point M, de la surface S,

D cos (N;, x) = <%— i) cos (N, x) OV,

LK (M,o——a cos (¥, 3)]}
+ o [ cosi, 9 — e cos (W, 9)]}. (26)
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Cette égalité (26) nous permet d’écrire:

1
SSYAID cos (N, @) &S, = S VA, cos (M, w)(% + _—,> SN, dS,

— S&[VA1 —a% { %\I‘ %Z cos (V;, z) — =— cos (IV,, y)] }
— VA, L 2 { [ cos (IV;, z)———a—acos(Ni, y)]}]d&.
Mais on a
S [VA {8N cos (NV;, 2) — COS (™, 3/)]}
— VA, 0 {Sg =% cos (IV;, z) — a cos (V;, y)]}:l as,
S w0 & i)
— 2 [ Thai a?’ 08 (M, &) — o cos (N, 9) |} ] 8,
—S { [8 cos (N, z) — ——cos(M, )]8(A1V)
— = [a cos (V;, z) — Du (v, )] 9 (4 V)} IN;dS;.
Drailleurs les égalités
cos (u, w) 8 + cos (u, y) *- -+ cos (u, z) =wWA,

cos (u, x) 8 + cos (u, y) + cos (u, 2) =~ 8v

cos (u, x) cos (NN, x) + cos (u, y) cos (V;, y) 4 cos (u, z) cos (N, z)=0,

qui résultent immédiatement des égalités:

—g—w——»\/Acos(u ), ?—-—VAcos(u ), %:Vﬂ—cos(u,z),
o 0z

donnent :

cosN(/%lw) %[_gg cos (I, 2) — 8 2 s (W, y)]
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On trouve de méme

cos (v, 10 o
JBQE)-=_’§'[%COS(M’ z)—%COS(Nu ?/)]

Moyennant ces égalités, on a

S, 45 [ cos (¥, ) — G2 cos (v, )] 2520
5[8 cos (IV;, 2) — cos(M, )]a(Alv)}(SNidSl
_ 1 9(A 1 9(A
= Ss,[:/j (8;1, cos (v, ) + JB (6; cos (v, ac)] N dS,.
Mais, d’autre part, on a
1 9(AV 9(AV 0 V oAV
W\ (811 )cos(u,w)—}-:/—g (8; ) 0s (v, x)+ ( )co (V;, ®) = (69; ),
en sorte que I’égalité précédente devient
S, {5 (G o0 9 — g con v, )] 2527
@ [8 cos (V;, z) — ———cos(M, )]B(A V)}SMOZ&

Appliquons maintenant & la surface S, tout entiére le lemme représenté par les
identités (21) ; nous aurons

Ssl[ {Algazv 08 (N, 2) — o= cos (N, y)]}
— 5 E"N 35 cos (¥, 2) — -con (¥, )]} 35

2 o8 (IV;, 2) — QZ— cos (IV;, y)]MZcos (s, w)

= [AV {

5
- [ cos (I, ) — o= cos (N, ) |~ B cos (m, v)} SN,dL,.
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Les égalités

cos (u, x) = VALa cos(N;,z)———COS(N;, ?/)]
cos (v, x) = — i@é [ cos (N, z) — - cos (N, y)]
transforment cette égalité en
d (A, VN, ro
S, | R [ 5L cos (¥, ) — 5= cos (M, )] |
Jd (A, VN,
—arl p Lgweos (9 — _"OS(M’y)]}]d&

= f A,V [cos (n;, w) cos(u, x) + cos (n;, v) cos (v, x)] BN, dL,
= [ A, Vecos (m, «) $N.dL,. (30)

Les égalités (27), (28), (29), (30) donnent

1 1
szxlvp cos (N, @) dS, = SA1 5+ 73?> SN, dS,
g [a(A,V)CO o ) Ol V)](SNdSl
8
+ [ A,V cos (m,, @) S, dL,.

Cette égalité, jointe & deux autres égalités semblables que l'on obtient en permu-
tant la lettre  avec les lettres y et z, donne

S V [AD cos (&;, ) 4+ B.D cos (&, y) + C,D cos (N;; 2)] dS;

8

= S V[Al cos (IV;, ») + Bj cos (&;, y) 4+ C, cos (V;, z)](—llg— + —R;’) ON; dS,
= S, [25 con (¥, @) + LT con (2, ) + LT cos (7, ) ] S,

3 AT L2BT) a(o ¥
+5, o+ 5"+ e Nomas,

+ J V[A; cos (ni, @) + By cos (my 4) + C; cos (ni, 2)] SN L. (31)
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Les égalités (18) et (31) donnent:

(AT a(A V)
SJ axl, v+
+ 227 V>a = gJ,V)é +a(B”’)6z]cos<M,y>

Jr[a(clV)(S Jra(clV)(S _I_a(CVBz]cos(M, ) }as,

9 (AI (A, V) 6z] cos (V;, x)

+ S V[A,d cos (N, ) + B,d cos (IV;, y) + C,d cos (N, 2)] dsS;
8,
+ S V[A1 cos (N;, ) + B, cos (;, y) + C, cos (N, 2)] ‘%d_&d&
1
S [a (AIV) 0 (B V) a(cl V)] SN,
A 1.

+J VI[A; cos (n, @) + By cos (mi, y) + C, cos (m, 2)] N,
— [A; cos (I, x) + B, cos (&, y) + C; cos (N, 2)] dn;} dL,. (32)

Cette égalité est générale.

Mais expression de 8¥ obtenue au Chapitre I cesserait d’étre valable si,
dans la déformation du systdme, les lignes le long desquelles la densité o est
discontinue se déplagaient; on ne doit donc appliquer les formules établies gh'aux
déplacements pour lesquels

dz=0, dy=0, &=0,

en tout point des lignes Ly, L,, Ly, qui limitent les surfaces Sy, Sy, S,.
Dans ces conditions, I’égalité (32) peut s’écrire simplement

S, ([P s+ 252y + 25D cos (4, )

+ [a (g;;‘V) 2 (Bl V) 3 + 9 (Bl V) Bz:l cos (M, ?/)

V
+ S V[A18 cos (IV;, ) + B,d cos (N, y) + G, cos (V;, 2)] dS,

+ S V[A1 cos(M, x) + B, cos (N, y) + C, cos (I, 2)] dSl—_Sd&dSl

oA, V)  9(B,V a(C,
—Ss,[ (awt ) (ay, ) 4+ (az,.V)] SN; dsS,. (33)
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Nous pouvons écrire, pour la surface §,, une égalité analogue; nous la désigne-
rons par (33 bis); enfin une démonstration semblable nous permettra d’écrire

Ssn[{[a(gg;m 3 (A, 17)]8 +[8(A1V) 3 (4, V)] Sy

" [8 (A1 V) o (S;ZV)] Szf cos (V;, )

9(B,V) 9B,V aBlV) __9(BY
+ {0l - 0GP ge 4 [2GAT)_ 2GRN,

N [a (BIV) __9(B V)] Bz} cos (N, %)
{[a(c V) __3(G V>]3 + [a(C‘V) a(o V)]‘Sy

+ [a (Cl 8(0217)] 5,) }cos (%, 2)] a5
+ 9,7 (A1 —42) dcos (;, )+ (Bi— B) 3 08 (¥, 1)-H(Cr—Cs) 8 con (M, )] 4
+ sz [(A; — A,) cos (M, «) + (B;—By) cos (M, )
+ (0, —Gy) cos (I, 2)] 02— 38w 4q.

_ S [a(A .7) a(A V) BT (BT
sk Oy XL oy 0y,
+ 260 90D smas,. (34)

Les égalités (10) 33) (33 bis) et (34) donnent
sv=cf(5Xoa+9 8B1 + 975, do

—f[ <aA13 b 13 +aA13z>
a17<aB18 +3313 +2B)
+ 2V (%, +ao16 +3013)]oh;1

—.sSSI<A1——+Bla +Cla SN, dsS,

+ 27‘88 [-A-l COS (M’ w) + B] COo8 (.M, y) + Cl cos (M, z)]Z BN;dSl
8
-+ ete.
oV_ , 9V _ L3V _ . 9F
f Ssm<A‘ o, T B, o T+, 3% Mg, Begy — Gy ) .S,

+ 2nsS {[A cos (Ny, ) 4+ B, cos (N, y) + C, cos (N, 2)]*
— [A2 cos (N, ) + B, cos (&N, y) + C, cos (N;, 2) P} SNV, dSys. (35)
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On pourrait supposer les corps 1 et 2 placés dans le champ engendré par
d’autres corps électrisés et polarisés; st ces corps sont fixes de forme et de posttion,
st leur btat d'électrisation et de polarisation est tuvariable, enfin s'ils n'ont avec les
corps 1 et 2 aucun point de contact, 'introduction de ces corps ne modifie pas
Vexpression de 3Y; seulement, dans cette expression, V représente alors la fonc-
tion potentielle totale, provenant non seulement de la polarisation des corps 1 et 2,
mais encore de la distribution électrique ou diélectrique répandue sur les corps
invariables.

Ajoutons encore une remarque qui nous sera utile au chapitre suivant.

La formule précédente, comme toutes celles que nous avons écrites jusqu'ici,
a été démontrée en supposant que dx, 0y, dz étaient des fonctions continues
de @, y, #, admettant des dérivées partielles par rapport & ces variables; toutefois,
il serait aisé de les étendre au cas ol les déplacements dx, dy, dz, seraient discon-
tinus le long de certaines surfaces, pourvu que la condition exprimée par 1'égalité
suivante soit vérifiée en chaque point de ces surfaces:

cos (N, x) dx =+ cos (N, y) dy + cos (I, 2) &
+ cos (V', @) d'w + cos (N, y) 'y + cos (N, 2) §'z=0. (36)

Dans cette égalité, dx, dy, &z, sont les composantes du déplacement du premier
coté de la surface ; d'z, &'y, &'z, les composantes du déplacement de Vautre c6té ;
N est la demi-normale dirigée du premier c6té; N, la demi-normale dirigée du
second coOté.

L’égalité (35) ne diftere de Vexpression de Y dont nous avions fait usage
dans nos précédentes publications que par les termes

ame N [Ay cos (N, @) + By cos (I, y) + Cy cos (I, 2)]* 8N, dS;,
8

2me N [A, cos (N, ) + By cos (M, 3) + Cy cos (N, 2)]*ON, S,
83

ame ) { [Aq cos (35, @)+ By cos (M, y) + G cos (M, 2)TF
s,
—TA, cos (N, @)+ By cos (N, %) + C, cos (N, 2)]2} ON; diSy,.

Ces termes, que nous avions omis, fournissent, dans les applications, les termes
complémentaires dont I'introduction a été proposée par M. Liénard.

20
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Cuaritre IV.

Couilibre d'un Fluide incompressible, doué de Force coercitive, et polarisé.
P p

C’est seulement dans le cas ol un fluide est incompressible que 1'on en peut
étudier les conditions d’équilibre mécanique sans avoir besoin de le supposer
dénué de force coercitive ; dans nos Legons sur U Electricité et le Magnétisme (Livre
IX, Chapitre VIII), nous avons donné les conditions d’équilibre d’un pareil
fluide ; ces conditions sont de deux sortes: les unes doivent étre vérifiées en tout
point intérieur au fluide ; les autres, en tout point de la surface qui le limite;
les premiéres conditions, sous la forme que nous leur avions donnée, étaient
exactes ; les secondes ne I’étaient pas; M. Liénard a indiqué la valeur du terme
que nous avions omis.

Nous allons reprendre ici, en nous appuyant sur I'expression de §Y établie
au Chapitre précédent, I’établissement des conditions d’équilibre d’un fluide
polarisé; nous espérons rendre ainsi la démonstration de ces conditions irré-
prochable au point de vue de la rigueur.

Pour ne pas compliquer outre mesure notre analyse, supposons tout d’abord
que la partie déformable du systéme ne soit formée que d’un seul fluide.

Si nous supposons ce fluide incompressible et si nous négligeons les actions
capillaires, la partie variable du potentiel thermodynamique interne du systéme
se réduira & la quantité Y; si I'on désigne par D la densité du fluide et si I'on
suppose que les forces auxquelles est soumise chaque masse fluide élémentaire
admettent une fonction potentielle ¥, les forces extérieures appliquées au fluide
effectueront, dans toute modification virtuelle, un travail

_ oP oy oy
d@e———fl)<7w—8m + 3 dy + aBz)dv
+ SP [cos (P, x) dx + cos (P, y) dy + cos (P, z) dz)] dS, (1)

P désignant la grandeur et la direction de la pression en tout point de I’élément
dS8, la premilre intégrale s’étendant au volume entier du fluide, et la seconde a
la surface qui le limite.
Nous obtiendrons les conditions d’équilibre du systéme en écrivant que
Iégalité
dB¥,—dY=0 (2)
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est vérifiée pour toute modification virtuelle, compatible avec les liaisons, imposée
au systéme.

Nous ne voulons rien supposer sur les lois d’aimantation du fluide; il nous
faut donc envisager seulement les modifications dans lesquelles chaque élément
de volume, en se déplagant, entraine son intensité de polarisation; dés lors, il
est aisé de voir que si o, o, o" désignent les composantes de la rotation élémen-
taire autour d’axes respectivement paralltles & Oz, Oy, Oz, nous aurons

dA = B — Co/,
B=Co —Au, } (3)
0C = Ao — Bo.
Nous savons, d’ailleurs, que
632 68y>
_ a&r 0dz
o =i(5—5)
w1 (00 O
o =}% O ay>
Les égalités (3) peuvent donc s’écrire :
SA =1 [B Q:S_y_?&;) 5! 8396 85z>:| ]
a3z __ 9%y 353/ 90z
i@ @- L W
_ 8890 9%\ (9%  ddy
o=1A(F-5) "B -]

En vertu de ces égalités (4), on a

_/'(al’aA + ﬂ’aB + %‘fac)dv

=2/ % (3 -5~ G- 2]
% L0 (a& -G -]
@ Yy

+%Z[ wa) G- o

Transformons cette égalité (5) au moyen d’intégrations par parties.
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Imaginons que le déplacement dont les composantes sont dx, dy, 3z, varie
d’une manidre continue d’un point 3 Pautre du fluide, sauf aux divers points
d’une surface fermée 3 tracée a l'intérieur du fluide ; soient:

v la demi-normale & la surface 3, dirigée vers l'intérieur de cette surface.

v/ la demi-normale & la surface 3, dirigée vers 'extérieur de cette surface.

dx, 0y, &z, les composantes du déplaceinent a la face interne de la surface 3.

dw, &y, &'z, les composantes du déplacement 3 la face externe de la sur-
face 3.

L’égalité précédente peut s'écrire

S G oa+ 3 o+ 50)av

=tf{[5 (B F-25) -2 —cq))]s

A% d oV arv
2 O -2 (a3

%) W\ "o
o (V5 05D~y (05 — B
+3 S §[<B o —A%@) cos (I, y)——(Ag—;;— o %} cos (N, 2) | 8w
+[<Cé—y—i—Ba?>cos(Ni,z)——(B%—A%)cos(l\f,,w)](?y

+|:<A-a—é;—— %)cos(l\’i, w)—(ch gZ)cos(M, y)]3z}d6’

+%S g[(B ?Z_Ag_;) cos (v, §) — (A%’_Cg{> cos (v, 9)] (3w — V)
+ [(0 oV _ BaD cos (v, 7) — (BS_Z—A%.;> c0s (v, 2)] (9 — )
L6 —o)enes

—(c %‘7-— B%—D cos (v, y)](&z—B’z)% is.  (6)

L’égalité (35) du Chapitre précédent, jointe aux égalités (1) et (6) du présent
Chapitre, permet d’écrire explicitement la condition d’équilibre (2).
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Cette condition (2) ne doit pas avoir lieu quels que soient 8z, dy, dz; ces
quantités sont assujetties & deux conditions:

1°. En tout point du fluide, que l'on suppose incompressible, on doit avoir:

90z aBy 9z __
2w Tt = (7)

2°. En tout point de la surface 3, on doit avoir [Chapitre III, condition
(36)]:
cos (v, x)(dx — d'x) + cos (v, y)(dy — d'y) + cos (v, 2)(dz — &2) = 0.  (8)

Dés lors, il doit exister:

1°. Une quantité II, fonction continue d’w, v, 2, dans toute 1’4tendue du
fluide ;

2°. Une quantité A variable d’une maniére continue sur la surface 3 ;

telles que l'on ait identiguement, quels que soient dx, dy, dz,

i, — 8Y
9dw 33y 05z
+f 11 ox + + az> dv
+ Sz’“ [cos (v, )(8 — §) + cos (v, ) (B — y) + cos (v, 2)(% — 37)] dS = o.

Des intégrations par parties permettent de transformer cette identité en
a6, —3Y
oIl Il on
— S I1 [cos (IV;, @) 8 + cos (IV;, y) 8y + cos (I, 2) dz] 4SS
8

+ Sz(’“ — TI)[cos (v, @)(dw— ) + cos (v, )(3y — ¥'y)
+ cos (v, z)(dz — ¥'2)] d= = 0. (9)

L’égalité (35) du Chapitre précédent, jointe aux égalités (1), (6) et (9) du
présent Chapitre donnent:
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3 9V oA , a9V 3B , 3V aC
SUE+%— G %J“ay ax+az s

gV _ 42V A2V _
+?[é‘g Bow —2a) —am Ay >]}
o, % AV OA 3V aB oV aC
+{8y M T aw aJ ay dy 9z Jy

+5 05 (05 —2%) o (35 —a )

B T 2% o
+%62+Daz % az+ay 8z+az 3z

t5lm (A% —0%) 5 (¢~ 35D} el
+SZ[{(H—%)OOS(v,w)+ < [( a—w—Ag;’)cos(v,g)
— (A0 cos v, )]} (0o — )
+ {(H—z)eos(v,y>+—;—[(0§§ BIYY cos (v, 2)
— (37 —-Aav)cos(v 2) ]}y —¥y)
{(H %) cos (v, 2) + - [(AaV—CaV)cos(v )
-(0 55 cos(v,y)]$(5z—3/z)]dz
+SS[{[H (AaV+BaV+Cazi)

+ 27 (A cos (N m) + B cos (N, y) + C cos (NV;, z))z] cos (V;, )

TG AT ML e,
{[H_E<A3V Bgv_l_cgv ——Pcos(P,w)}(Sw

+ 27ne (A cos (V;, x) + B cos (N, y) + C cos (N, z))z] cos (N, ¥)
+ £ [(CaV—BaV>cos(N z)—-(B—~-—AaV>GOS (v, w)]

oV | LAV, .V — Poos(P,y){ dy
+3[H—5<A%+B@+C§z—i> }

+2ns(Acos (N @) + B cos (N, y) + C cos (, 2))* | cos (N, 2)
2[<A cos(N m)——(C——BaV)cOS(M, y)]

— Pcos (P, % %Bz]d2=0. (10)
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Cette égalité doit avoir lieu quels que soient dx, dy, dz; on en conclut sans
peine que 'on doit avoir:
1°. En tout point intérieur au fluide :

81'I+Dalli oV oA , oV 0B VSC>
%

Eriaii rEt AV i P i F
p3V_ ,OV\_ 3 (,3V_,aF (11)
2 [ay ( Aay On az —C% )J— 0,

et deux autres égalités analogues.

2°. En tout point de la surface qui limite le fuide :

— aV :
[H E(Aa_w_i ' 3yi+caz‘ ,
~+ 27e (A- Cos (My w) + B cos (M, y) + C cos (M, Z))2:| cos (M’ w)
oV % (12)
+ '% [<B55 —Aé—g/} cos (N, y)
B (A az, —0 g{) cos (IV;, Z)] = Pcos (P, x),

et deux autres égalités analogues.

3°. En tout point de la surface 3:

(IT—2) cos (v, x)
+%[<Bg—;7—Ag§V>cos(v, y)—(A%—C%?) cos(v,z)]:O,

(IT —24) cos (v, )
2[<CaV—BaV)cos(v z) — (BaV—AaV)cos(v,w)]zo, - (13)

(IT —2) cos (v, »)
2[<A8V—— 08V> cos (v, x) — (C g—;z— B%g) cos (7, y)]: 0.

/

Multiplions la premiére des égalités (18) par cos (v, x), la seconde par cos (v, y),
la troisidme par cos (v, z); ajoutons membre & membre les résultats obtenus;

nous trouvons ’égalité
In—a=0o,
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moyennant laquelle les égalités (13) deviennent:

(B g—;—A g—;> cos (v, y)——-(A %7— C%EV) cos (v, ) = 0, )

oV_ LV oV _ A 9F =
(C@_B.a_z_)cos(-p,z)—<B%—A@> cos (v, w)—O, L (14)

(A%—Z— CS—Z) cos (v, w)—(ngI'—B%—Z) cos (v, y) = 0. |

Remarquons maintenant que la surface 3 est entidrement arbitraire; quel
que soit le point du fluide que l'on considére et quelle que soit la demi-droite »
issue de ce point, on pourra faire passer la surface 3 par ce point, et cela de
telle sorte qu’elle soit normale & la droite »; les égalités (14) doivent donc &tre
vérifiées en tout point du fluide, et quelle que soit la direction »; on doit donc
avoir, en tout pownt du fluide,

oV oV _

Coy " Bm =0
ov 4

A Cw T (1)
oV oV _

J

Ces égalités, rapprochées des égalités (11), montrent que on doit aussi avoir, en
tout point du fluide :

orl ov 0V OA A oV oB , oV aC\ _ . )
P Gty w T maw) ="
oIl o 0V OA , 9V OB , 9V aC\ _

oIl ov dV 0A |, 9V 0B , oV oC\ _
e atyatea) ="

Les égalités (15), rapprochées des égalités (12), montrent que L'on doit avoir,
en tout point de la surface qui limite le fluide :

_ AV, 3V , 4OV
P cos (P, @) = [n—e(A%iq-Baero%)

J

+ 276 (A cos (I, @) + B cos (M, y) + C cos (N, 2))* | cos (N, =),

oV ov or

P Pyy=|Il1 —e(A—+B—+C2—
COS( :’/) [ & ( aw,; + ayl + aZ,) [ (17)
+ 27te (A cos (I, «) + B cos (N, y) + C cos (IV;, z))”] cos (N;, y),

P cos (P, Z)=[H—8<A%+B%}:+ Cg_;_’)

+ 27e (A cos (I, ) 4 B cos (I, y) + C cos (V;, z))z] cos (IV;, z). ]
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Les égalités (15), (16), (17) représentent les conditions d'équilibre mécanique d'un
Sluide incompressible polarisé, doué ou non de force coercitive.

Interprétons ces conditions.

Les égalités (17) nous apprennent que, pour maintenir le fluide en équilibre,
il faut appliquer en chaque point de la surface qui le termine, une pression
normale & cette surface ; la grandeur de cette pression, positive pour une pression
dirigée vers lintérieur du fluide, est représentée par I'égalité:

- oV ov or
P-l‘I—-s(A%:+B-a-—y—‘+Céz>
+ 27t (A cos (NV;, «) 4+ Bcos (N, y) + Ccos (N, 2)).  (18)

On voit que la grandeur de cette pression dépend de Uorientation de l'élément sur
lequel elle agit ; ce résultat remarquable est dit & M. Liénard ; le terme

27te (A cos (IV;, ) + B cos (IV;, y) + C cos (IV;, 2) )’ = 2me M? cos® (M, N))

avait été omis dans 'expression de P qui est donnée dans nos Lecons sur ' Hlec-
tricité et le Magnétisme.

En vertu des égalités (12), il doit exister une fonction 6 (x, y, z) telle que
Pon ait, en tout point du fluide,

_ av )
A.——SO%,
oV
B=—803?, . (19)
_ __ a0V
C— EO*a?‘.J

Si le fluide considéré est homogéne, cas auquel D est indépendant d’z, y, 2, les
bgalités (16) donnent, moyennant les égalités (19),

d (I + D¥) + - (AdA + BdB + CdC) = o,
ou bien, a cause de 'égalité
AdA + BdB + CdC = MdM,
d (I + D%) + %"[—dM=o.

La quantité % dM ne pourrait &tre une différentielle totale, si 6 dépendait

21
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de z, y, z, autrement que par l'intermédiaire de la variable M. Il existe done
une fonction © (M) telle que 1'on ait, en chaque point du fluide

b(x, y, z) = © (M),

en sorte que les égalités (19) peuvent s’écrire:

A—--—ee(M)aV |
B =—e@(M)7 4 (20)
¢ =—ew0mm

Ainsi, lorsqu'un fluide, méme doué de jforce coercitive, est en équilibre, la polari-
sation y est distribuée comme elle le serait sur un fluide parfaitement doux, de méme
Sforme, dont le coefficient de polarisation serait une fonction, convenablement choisie, de
Uintensité de polarisation ; le chotx de cette fonction © (M) ne dépend pas seulement
de la nature du fluide étudié ; il peut dépendre de la suite des modifications qui ont
amené le fluide & Uétat d’équilibre.

C’est le résultat fondamental que nous avions obtenu, dans nos Legons sur
U Electricité et le Magnétisme, par une analyse moins générale et moins rigoureuse.

Tout ce qui précéde suppose le systéme réduit & un fluide unique.

Imaginons maintenant qu’il soit formé de deux fluides en contact, 1 et 2.
Pour chacun de ces deux fluides, on aura & écrire des égalités analogues aux
égalités (15), (16) et (17), en affectant les quantités qui y figurent de I'indice 1
pour le premier fluide et de l'indice 2 pour le second; en outre, nous devrons
avoir, en tout point de la surface de contact Sy, des deux fluides:

o, — H2_5<A1 +BlaV+ClaV> (A23V+Bg +CzaV>]

2
— 27e [(A, cos (I, =) + B, cos (M, ) + C, cos (M, 2))?
— (A, cos (B, @) + B, cos (N, ) + C, cos (M, 2))'].

L’établissement de cette condition ne présente aucune difficulté.
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CeApiTRE V.

Les Fluides parfaitement doux.
Prenons un systéme formé de deux fluides, 1 et 2, dénués de force coercitive

et compressibles. Si nous négligeons les actions capillaires, le Potentiel Thermo-
dynamique Interne de ce systéme pourra se mettre sous la forme

F= [¢1 (Dy) v, + jz'q;z (D) dv,+ Y+ _[Fl (M,, D,) dv; + ‘/2‘5'2 (M, Dy)dv,. (1)

Quant au travail virtuel d®, des forces extérieures, il sera donné comme au
chapitre précédent, par I'expression

_ ov o o
) d@e——"‘lll‘.l)l a—-w-8w+5?;-8y+§z—62>d’01
— [, (g_fax + g‘—;sy+ %—;I—’Sz)dvg
+SSP [cos (P, ) dw + cos (P, y) dy + cos (P, z) dz] dS;

+SSP [cos (P, @) 8 + cos (P, y) 8y + cos (P, 2) 8] 4. (2)

Les conditions d’équilibre du systdme s’obtiendront en exprimant que ’égalité
a8, —F=0 (3)

est vérifiée pour toutes les modifications virtuelles du systeme.

Il nous est loisible de considérer d’abord les seules modifications dans les-
quelles chaque élément matériel garde un volume invariable et entraine avec lui
sa polarisation ; 1'égalité (8), appliquée & de semblables modifications, donne les
égalités (15), (16), (17), et (21) du Chapitre précédent & titre de conditions néces-
saires, mais non sujfisantes, de Véquilibre.

Ecrivons maintenant expression générale de dB, — §F.
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Nous avons

3D = — D, (22 4 351/4_%5:) )

(4)
D, = — D, (33::: + 883/ _'_%(iz) Jl)

5M1=é1_3A] + L 3B, + Cl 50,

o %)
8M2_——8A + 253 G 50,

M,

Si donc nous définissons les deux fonctions f, (M, D,), f; (M,, D;) par les égalités

1 1 1 oF;, (M,, D,)
Si(My, Dy) oD, - (6)
1 _ 1 JoF, (M,, D,) ‘

S (M;, D) - M, oD, !
nous aurons, en général,
SF=5¥+[ ﬁl\Tll,_DJ (ABA, + BB, + C,9C,) do,
+f ﬁ(_MlZEi (AA, + B,3B, + C,3C,) du,
+£[¢1(Dl)— D, dq)l (Dl) + /A My, D)) — 3f1 (Ml’ Dl)]

85::: 832/ 90z
Ox + ) dvy

+ [Lo0) — 0, %D 1 4 o, ) — b, 200 Dz)]
x<38w 85y+a8z>d2 (1)

Observons que 'on a identiquement

A-l (Bl(‘)"_ Cl(n)l) + Bl (Cl“) —_— AIQ") + Cl (A.IO), —_ BIQ) = 0, } (8)
A, (B — Cy) + B, (Coo — Aw’') + C, (Agw” — Byo) = 0,

et nous verrons sans peine que les égalités (35) du Chapitre III, (2) et (7) du
présent Chapitre, permettent d’écrire 1'égalité (3) sous la forme :
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ov 3V
Sils +'f’,—(Ml, oyl A+ Legr + 2on oy (Ml C oy 4B

8 14
+ €5 + 7 0L, DY Dl)] AC, }dfv]

+ Lo @) — 0,20 4 g, Dy—p, LGy D) ]

+ ete. E?: + 353/ + 35Z> oy
+e f S_Z (B — C) + 97 (Cla) A) + V(a0 — Blm)] v,
+f% (0,2 (37 aAl+g;7 aazurav aol>]3

g T BT

+ G R+ o+ 5 T} an

+ S {[27!8 (A, cos (N, w) + B, cos (&;, y) + C, cos (N, 2))?
—e(ay +Bla +0g0)]on
— P[cos (P, x) 8« + cos (P, y) 8y + cos (P, 2) Bz]} a8
+ ete.
+ S [27ts (A, cos (M, ) + B, cos (N, y) + C, cos (M, z))?
— 27t (A, cos (I;, @) + B, cos (I, ) + C; cos (V;, 7))

AV, aV_, aV_ . oV
_-s(Alal+Blal+Clal Mgy —Big, —C %>]5Nld‘5’w (9)

Dans cette égalité, on a posé, pour abréger,

AB = B — (Co — Ao"),
AC = C — (Ao’ — Bo) .

AA = JA — (Bo" — Co')
} (10)

L’égalité (9) est générale; supposons maintenant vérifides les égalités (15),

(16), (17) et (21) du Chapitre précédent, que nous savons étre nécessaires pour
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I'équilibre du systéme ; il est aisé de voir que ces égalités expriment simplement
que l'on a identiguement

ﬂ/: [g;v(Blw" 10) 'l‘ Em (Clco — A 0") -I- (Alw —_— Blm)] dv,

o OV oA, , dV @B, A aV aC
+J % (g —<(5 G2+ % o T )l
<aV 2A, , 3V 9B, | oV acl)] .
ay ay 0z Oy
el L it N

+ S ;[2ns(A1 cos (N;, @) + Bycos (N;, y) + Cy cos (I, 7))’
—e(Mg + B + G50 ]oN

+ [Dl

9y,
—P [cos (P, x) dx 4+ cos (P, y) 0y + cos (P, z) dz] } as
+ ete.
+ Ss,,[2m (A, cos (V;, ) + B, cos (I, y) + C, cos (I, 2))?
— 27te (A, cos (N, @) + B, cos (N, y) + C; cos (N, 2) )

(a2 +B,al+cla" A,g" BzaV C, ‘:)]aNldSlz

— ‘/1‘1'11 (@ 88y + a3z> o, g

+/m, %‘Z”+a§y+@ an,

Lors donc que les égalités (15), (16), (17) et (21) du Chapitre précédent sont
supposées vérifiées, 1'égalité (9) peut s’écrire :

aV aV
S5 +f1(M1 pylasi+ [egy —“—fl(Ml ) 4B

av
+e% + 7omzy] 20} o

+ Lo (@) — D, (20
+700, ) — 0, D) g )Py By Uy,
-+ ete, = 0. (11)
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Il est évident que la dilatation cubique <a—;§ + %63_/ + %) a une valeur

arbitraire en tout point des fluides 1 et 2. JA,, 6B,, §C,, ayant des valeurs
arbitraires, il en est de méme, en vertu des égalités (10) de AA,;, AB,, AC,.
Donc, pour que 'égalité (11) ait lieu, il faut et il suffit:

1°. Que Von ait, en tout point du fluide 1,
oV

Aj=— e.fl(Ml’ Dl) %’

B =—¢i(M, D) 5, | (12)
C, = — ey (M, Dl)%:’
et, en tout povnt du fluide 2,
A=—ei0, D)5,
B, = — ¢, (M,, Dy) g—;, - (12 bis)

C, = — ¢, (M;, Dz)g.J

2°. Que lon ait, en tout point du fluide 1,

0 (D) — D, 1 s ony, D) — 0, Dl D)y =0, (3)

et, en tout point du fluide 2,
¢: (D2) — Dz%})ﬂ) + /2 My, D;) — D, if%’—pi) + II, = 0. (13 bis)
2 2

Si 'on observe que les conditions (12) et (12 bis) entrainent les égalités (15)
du Chapitre précédent, on voit que les conditions nécessaires et suffisantes pour
Péquilibre d'un systtme de fluides compressibles et dénués de force coercitive, sont
données par les égalités (12), (12 bis), (13), (13 bis) du présent Chapitre, jointes
aux égalités (18), (17) et (21) du Chapitre précédent.

Les égalités (12) et (12 bis) ont joué un réle fondamental dans toutes nos
études sur les corps magnétiques ou diélectriques; quant aux égalités (13) et
(18 bis), nous avons signalé leur importance dans nos Legons sur I’ Electricité et le
Magnétisme.
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