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Sur ta pression dans les milieux dietectriques ou 
magnetiques. 

PAR P. DuHEM, Professeur 'a la Faculte des Sciences de Bordeaux. 

INTRODUCTION. 

Tous les physiciens connaissent la theorie des pressions dans les milieux 
polarises qu'a imagin6ee Maxwell; perfectionnee par H. von Helmholtz, par 
G. Kirchhoff, par M. E. Lorberg, cette theorie ne peut eviter des difficultes et 
des contradictions qui ont ete signal6es par M. Beltrami, par E. Mathieu, par 
M. M. Brillonin. 

Nous avons tente, dans nos Le9ons sur l'Electricite et le Magne'ti.sme, de donner 
une theorie des pressions danis les milieux magn6tiques ou dielectriques, distincte 
de celle que Maxwell a indiquee et exempte des difficult6s que 'cette derniere 
presente; la methode que nous avons suivie, fondee sur l'emploi du principe des 
vitesses virtuelles, paralt hors de contestation; malheureusement, une erreur 
s'est glissee dans nos calculs; en estimant la variation virtuelle du potentiel 

magnetique d'un systerne, nous avons n6glig6, comme infiniment petit du second 
ordre, une quantite qui etait en realite un infiniment petit du premier ordre; il 
resulte de cette erreur que les coniditions d'6quilibre qui se referent aux divers 
points de la surface limite d'un milieu polarise ont ete donnees par nous d'une 
maniere inexacte; au contraire, les conditions d'equilibre qui se referent aux 
points situes a l'interieur de la masse magnetique on dielectrique ont '6te exacte- 
ment donnees. La ineme erreur entache les conditions aux limites quie nous 
avons 6tablies en etudiant les solutions d'un sel magnetique.* 

Cette erreur a ete signalee par M. Lienard.t M. Lienard a donne une 6evalu- 
ation du terme n6glig6 par nous; cette 6valuation le conduit a une consequence 

*Sur les dissolutions d'un sel magnetique (Annales de l'Ecole Normale Supe. 3e s6rie, t. VII, 
p. 289. 1890). 

t Lienard, Pressions a V'inteMeur des aimants et des diMiectriques. (La lumiere electrique. Tome LII, 
p. 7 et p. 67, 1894.) 
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118 DUEiEM: 8ur la pression dans les milieux dielectriques ou magn'tiques. 

remarquable: pour maintenir en equilibre un fluide polaris6, il faut appliquer a 
chacun des elements de la surface qui le limite une pression dont la direction est 
normale a l'el6ment, mais dont la grandeur depend de l'orientation de l'element; la 
grandeur de cette pression en un point de l'element est 27eM2 cos2 (M, Ni), e etant 
la constante des lois de Couilomb et 111l'intensite de polarisation. 

Lorsque le corps est assez faiblement polarise pour que l'on puisse negliger 
son potentiel sur lui meme, cette pression introduite par M. Lienard devient 
proportionnelle au carre de l'intensite du champ et au carre du coefficient de 
polarisation du corps; au contraire, tous les autres termes que la polarisation 
conduit a introduire dans l'etude des pressions sont proportionnels au carre de 
l'intensite du champ et a la premiere ptissance du coefficient de polarisation; le 
terme cornplementaire initroduit par M. Lienard peut donc etre neglige lorsque 
l'on considere des corps faiblement dielectriques ou faiblement magnetiques; 
pour de tels corps, la theorie que nous avons donnee subsiste en entier. Au 
contraire, pour les corps fortement magnetiques tels que le fer doux, le terme 
complementaire a une grande valeur. 

Les belles recherches de M. Lienard nous ont amene a reprendre, a notre 
tour, l'etude des pressions dans les milieux polarises; cette etude repose, comme 
du reste la mise en equation de tous les probl'emes relatifs aux corps magnetiques 
ou dielectriques, sur l'expression de la variation infiniment petite qu'eprouve le 
potentiel d'un systeme polarise sur lui meme, lorsque ce systeme eprouve une 
nmodification infiniment petite; cette expression, qui etait incomplete dans nos 
Legons str l'Electricite et le Magnetisme, nous avons cherche a l'etablir avec rigueur. 

La methode qui sert a traiter avec precision les questions relatives a la 
fonction potentiel ou au potentiel d'un systeme polarise, oiu A, B, C, sont les 
composantes de la polarisation au point (x, y, z), est bien connue; elle consiste a 
ramener, au moyen d'integrations par parties, la question proposee a une ques- 
tion analogue relative a un systeme dectrise6, portant, en chaque point de sa 
masse, une densite electrique solide, 

(8?l + aB+ aC)(1 

et, en chaque point de sa surface, une densite 6electrique superfiaielle, 

a = - [A cos (N1, x) + B cos (N,, y) + C cos (Ni, z)] . (2) 

Cette mrethode ramene la question que nous nous 6tions proposee a celle-ci: 
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DUHIEM: Sur la pression dans les milieux di6lectriques ou magnetiques. 119 

trouver l'expression de la variation infiniment petite qu'eprouve le potentiel 
electrostatique d'un syst'eme lorsque la forme, la position et l'electrisation de ce 
systeme eprouvent des modifications infiniment petites. Ce dernier probll?ine 
peut, d'ailleurs, etre regarde comme le probleme fondamental de l'6lectrostatique; 
il serait donc desirable que la solution en soit donnee avec la rigueur que Gauss, 
Bouquet et M. 0. Holder ont apporte dans les demonstrations relatives 'a la fonc- 
tion potentielle; cette solution, qui n'avait jamais ete donnee a notre connais- 
sance, est l'objet du Chapitre I du present M6moire. 

Au Chapitre II, nous avons montre brievement comnment on pouvait deduire 
de la formule trouvee quelques unes des lois fondainentales de l'Electrostatique. 

Repasser, au moyen des formules (1) et (2), de l'expression de la variation 
infiniment petite d'un potentiel electrostatique a l'expression de la variation du 
potentiel d'un systeme polaris6 sur lui meme, c'est l'objet du Chapitre III. 

Au Chapitre IV, nous faisons usage des r6sultats obtenus pour traiter le 
probleme de l'6quilibre d'un fluide incompressible dou6 de force coercitive; dans 
nos Le9ons sur I'Electricite et la Magnetisme, nous avions deja obtenu les conditions 

de cet equilibre; mais l'une de ces conditions etait fauss6e par l'omission du 
terme compl6mentaire introduit par M. Lienard, et la demonstration des autres 
laissait a desirer au point de vue de la rigueur. 

Enfin, au Chapitre V, nous 6tablissons les conditions gen6rales de I'equilibre 
d'un fluide compressible denu6 de force coercitive. 

Dans les deux premiers Chapitres de ce Memoire, nous avons evite d'exa- 
minier le cas oiu la surface de contact de deux corps porte une couche 6lectrique 

double; l'6tude des couches electriques doubles presente des difficultes speciales 
que nous examinerons dans un travail sp6cial. 

Dans les deux derniers Chapitres, nous avons borne notre expose aux fluides 
polarises; 1'equilibre des solides elastiques polaris6s se traitera sans peine en 
suivant les methodes indiquees dans nos Le9ons sur I'Electricite et le Magnetisme 

et en corrigeant, au moyen des calculs donnes ici, la forme des conditions aux 
limites. 

Nous n'avons pas repris, rnon plus, 1'etude de l'influence que le magnetisme 
exerce sur une dissolution d'un sel magn6tique dans un liquide non magnetique; 
le lecteur trouvera sans peine de quelle maniere les conditions aux limites 
doivent etre corrigees par l'introduction du terme complementaire de M. Lienard; 
dans le cas, seul r6alisable pratiquement, oiu le sel est peu magnetique, ce terme 
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120 DUHEM: Sur la pression dans les milieuxv dielectriques ou magnetiques. 

est negligeable; dans ce cas, les resultats que nous avons donnes autrefois devien- 
nent tous exacts. 

CHAPITRE I. 

Variation du Potentiel electrostatique d'un SystAme. 

Consid6rons un systeme electrise portant 'a Ia fois une distribution electrique 
solide a l'interieur des masses continues qui le forment et une distribution super- 
ficielle sur les surfaces de discontinuite qui limitent ces imasses; nous laisserons 
de cote, dans le present travail, le7 cas oiu ces surfaces porteraient une couche 
6lectrique double; nous nous proposons de consacrer a ce cas un memoire special. 

Soient: M1 un point situe a l'interieur de l'une des masses continues qui 
forment le systeme: 

dv1, un elnement de volume entourant le point M1; 

pi, la densite electrique solide au point M1; 
,, un point situe sur une surface de discontinuite; 

dS1, une aire 6elmentaire decoupee sur cette surface, autour du point y,; 
a,, la densite electrique superficielle au point p, . 

Au point M(x, y, z), la distribution electrique solide aura pour fonction poten- 
tielle, 

U (M)= U(x, y, z) fridvi, (1) 

r' tant la distance MM1 et l'integrale s'etendant a tout espace rempli par une 
masse continue electrisee. 

Au point M(x, y, z), la distribution 6lectrique superficielle aura pour fonc- 
tion potentielle, 

W(M)= W(x,y,z)=SaidSi, (2) 

r1 designant la distance M1tt et l'integrale s'etendant 'a toutes les surfaces de dis- 
continuite electrisees. 

La fonction potentielle totale aura pour valeur, au point M(x, y, z), 

V(x, y, z) = V(M) U(M) + W(M) 

=> dvl+S EIdS8. (3) 
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DUHEM: Sur l(t pression (dan les milieux dielectriques ou magnetiques. 121 

Le Potentiel electrostatique du systOme a pour valeur, 

Y= ;pUdv + E SrUdS + S WdS, (4) 

E etant la constante fondamentale de l'electrostatique. 
I1 est la somme de trois terines: 

10. Le Potentiel de la distribution solide sur elle meme: E fp Udv; 

20. Le Potentiel de la distribution solide sur la distribution superficielle: eSa UdS; 

30. Le Potentiel de la distribution superficielle sur elle m'me: - aWdS. 
em:2 aWdS' 

Prenons maintenant deux etats du systeme infiniment voisins l'un de I'autre. 
Entre chaque point geometriqae M du systeme dans le premier etat et chaque 

point g6ometrique M' dans le second etat, etablissons une correspondance univoque 
assujettie aux conditions suivailtes: 

10. Deux points correspondants M, M', sont toujours infiniment voisins l'un 
de l'autre. 

20. A tout volume v du premier syst6me, tout entier compris a l'interieur 
d'une meme masse continue, correspond un volume v' du second systeme, tout 
entier compris a l'interieur d'une me me masse continue, et reciproquement. 

30. A toute aire S du premier syste?me, tout entiere tracee sur une meme 
surface de discontinuite, correspond une aire S' du second systeme, tout entiere 
tracee sur une meiiie surface de discontinuite, et reciproquement. 

(Ces deux conditions excluent la possibilite de toute scission, de toute 
dechirure, durant la deformation.) 

40. En tout point d'un volume tel que v, la deforniation fait naitre des dila- 
tations et des glissements quii sont infiniment petits. 

50. En tout point d'une aire telle que S, qui se transforme en sa correspon- 
dante S', les deformations sonit infiniment petites. 

60. Les densites electriques solides p, p', en deux points correspondants 
M, M',.different infiiniment peu l'une de l'autre. 

70. Les densites electriques superficielles a, a', en deux points correspon- 
dants It, ,t', diffarent infiniment peu l'une de lFautre.* 

* Dans un grand nombre de cas, les hypothdses pr6c6dentes seront verifi6ees, si l'on fait correspondre 
entre eux les deux points gc'omUtriques M, M', positions in itiale et finale d'un meme point mat&iel; on 
pourra alors, si on le juge utile, adopter ce mode de correspondance, mais on ne sera jamais tenu de 1f 
faire; on pourra toujours, si l'on y trouve avantage, en 6tablir un autre. 

16 
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122 DUHEM: Sur la _pres8ion dans les milieux die'lectriques ou magnetiques. 

Soient Y la valeur du potentiel electrostatique du syst'me dans le prenmier 

etat et Y' la valeur du potentiel electrostatique du systeme dans le second etat. 

Nous allons chercher a calculer l'infiniment peti-t principal de la diffrence 

(Y' - Y), infiniment petit principal qtie nous designerons par 6 Y. 

1?. Calcul du terme princi.pal de [U' (M') - U (M)]. 

En un point M du systeine, pris dans le premnier etat, la distribution elec- 

trique solide que porte le systeme dans cet etat admet une fonction potentielle 

U(M); au point correspondant MI' du syst6me pris dans le second etat, la distri- 
bution electrique solide que porte le systeme dans cet etat admet une fonction 

potentielle U' (ill). La diff6rence [EU'(M') - U (MI)] est infiniment petite; cette 
proposition est evidente lorsque le point Mi et, par consequent, le point MI', sont 
exterieurs aux masses electrisees; une d6monstration est necessaire dans le cas 
ou le point M, et, partant, le point MI', appartiennent a une masse electrisee. 

Soit P la limite superieure des valeurs absolues que peut prendre la densite 
electrique solide p en un point quelconque du systeme et en l'un quelconque des 

6tats compris dans l'enseinble d'etats que l'on veut consid6rer. 
Soit m un p'oint quelconque du systeme en l'un de ses etats. Du point m 

comme centre, decrivons une sphere z de rayon R; la fonction potentielle au 

point m de la distribution electrique solide repandue a l'int6rieur de cette sphere 

sera inferieure, en valeur -absolue, a 27iPR2. On peut donc prendre R assez 

petit pour que cette fonction potentielle soit inferieure en valeur absolue a une 

quantite donnee d'avance q. R etant ainsi determin6, prenons le second etat 

du systeme assez voisin du premier pour que MM7' soit inf6rieur a R. Posons: 

U(M) = u (M) + 11 (M), 

u (M) etant, au point Mi, la fonction potentielle de la distribution solide que 

renferme, dans le premier 6tat du syst'me, une sphere de rayon R ayant le point 

M pour centre et 11 (M) etant la fonction potentielle de la distribution solide qui 

demeure exterieure a cette sphere. Posons de meme 

Ul (M') = u't (Mt) + 1t (Ml), 

u' (Mi) etant, au point MI, la fonction potentielle de la distribution solide que 

renferme, dans le second etat du systeme, une sphere de rayon R ayant le point 

Ml pour centre et 11' (M') etant la fonction potentielle de la distribution super- 

ficielle qui demeure exterieure a cette sphere. Nous aurons surement 

IU(M)I<n, ju'(Mi')j<n. 
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DUHEM: Sur la pression dans les rnilieux di6electriques ou magnetiques. 123 

D'autre part, le point Mest interieur a la sphere de rayon R ayant le point ill' 
pour centre et le point M' est interieur a la sphere de rayon R ayant le point M 
pour centre; il est alors evident que U' (M') tend d'une maniere continue vers 
U (M), lorsque le second etat du systeme tend vers le premier; on peut par con- 
sequent prendre le second etat assez voisin du premier pour que l'on ait 

U' (M') -U(M) I<K 
On aura, alors 

U' (MI) - U(M) I < 3n 

On peut donc prendre le second etat du systeme assez voisin du premier pour 
que la diff6rence [U' (MI') - U (A)] soit inferieure en valeur absolue a une 
quantite donnee d'avance; cette diff6rence est donc infiniment petite, comme 
nous l'avions annonce. 

Nous sommes assures que la diff6rence [ ' (M') - U(M)] peut etre regardee 
comme un infiniment petit du premier ordre; nous allons maintenant evaluer le 
terme principal de cette quantite. 

Nous avons 

la seconde integrale s'etendant a tous les elements dvl du premier etat, et la pre- 
miere a tous les elements correspondants dvl du second etat. 

Nous pouvons exprimer cette diff6rence au moyen d'integrales toutes eten- 
dues aux elements dvl du premier etat, et 6crire: 

U' (M') - U(M) = dvl 

?fp' (M'M1 MM1) 1v __ d - d1 dv1 K 

dvl 5 +M 1 
- dv dl dvl + K, (5) 

dvl 

dv avec / 
___ - dvl - dv 

K'M IM 
1 dv 

+ (Pl-/p) (M--IMAA) dvl. (6) 

Posons = .(MAl)_ d (7) 
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124 DUHEM: Sur la pression dans les milUeux die6lectriques oa magn'tiques. 

X (M1) sera, d'apres nos conventions, une fonction du point M1, qui gardera, pour 
tous les points M1, une valeur infiniment voisine de 1. 

Nos-conventions nous permettent egalement d'ecrire 

dsl< ~= Om (Ml) Ow0l,s (8) 
dvl 8 

pi,pl - 319 (M1) - 3S1 (9) 

) et 3 etant deux facteurs infiniment petits independants du point Ml, tandis que 
m (Ml) et p (M1) sont deux fonctions finies dii point M1. 

Nous pouvons alors ecrire 1'egalite (6) sous la forme 

K 0 (fjW l - v; lf dvi) 

+l l mt -fRl-;u dv,). (10) 

La diffrence 

JM/ MI/ 
d1l~J MMd 

est ce que deviendrait la diff6rence [ U' (M') - U(M)] si, au point M1l du syst6me 
pris dans le premier etat, la densite electrique solide avait la valeur finie W,p0 et 
si, au point correspondant M1 du syst'me pris dans le second etat, la densite 
electrique solide avait la valeur, infiniment voisine de la precedente, Azulpi; des 
lors, nous savons que cette diference est infiniment petite. 

La diff6rence 
J,P1 dv' -f -P dv1 

est ce que deviendrait la diff6rence [U' (M') - U(M)], si, au point M1 du systeme 
pris dans le premier 'tat, la densite electrique solide avait la valeur finie Pi et si, 
au point correspondant Ml du syst'eme pris dans le second 'tat, la densite elec- 
tiique solide avait la valeur, infiniment voisine de la precedente, 21p,; des lors, 
nous savons que cette diffrence est infiniment petite. 

Comme 2 et 0 sont deux facteurs infiniment petits, 1'egalite (10) nous 
apprend que Kest un infiniment petit d'ordre supr&eur au premter. 

Le terme principal de [ U' (M') - U(M)] est donc formne par 1'ensemble des 
termes explicitement ecrits au second membre de I'egalite (5). 
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DUHEM: Sur la pression dans les milieux dielectrtques ou magn&tiques. 125 

20. Variation dtu potentiel de la distribution Rlectrique solide sur elle-meme. 

Nous aurons 

S Updv = f Up'dv' -f Updv 

( U'- U) pdv 

+ (P' - p) Udv 

+J pPU dv dvdvH+ , (11) 

avec 

H ( IU- U)(p'dvl - pdv) + U(pt dv' -dv dv (12) 
P) dv 

En vertu des 6galit6s (8) et (9), nous pourrons ecrire 

H= f(U'- U) ? pdv + bf(U' - U)ydv 

+ Oa fU'pwdv. (13) 

La difference 
U'- U= U' (M)-U(M) 

etant infiniment petite, ainsi que les deux facteurs 0 et $, cette egalite (13) 
montre que tous les termes qui composent Ia quantit' H sont infnment petits d'ordre 

s8uperieur aut premier. Le terme principal de aJ Updv est donc represente par 
l'ensenible des termes explicitement ecrits au second mernibre de l'egalite (11). 
On pent d'ailleurs, dane le premier de ces termes, remplacer la difference 
(U'- U) par' son infiniment petit principal, c'est-a-dire par l'ensemble des 
termes explicitement ecrits au second membre de l'egalit6 (5). On obtient ainsi 
l'egalite suivante: 

SfUpdv (p' p) Udv 

+ffP ii1 pdvl dv 

+ffP(A-], ~dv1d 

+ ff __ dvll - dv1 pdv1 dv 
IM dvl 

+ ,f dv' - 
dv 

dv. (14) 

Transformons cette 6galit6 (14). 
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126 DUaEM: Smr la pression dans les milieux dielectriques ou magnetiques. 

Plagons, au point i1, une densite electrique solide R, pi; soit 

n(M) MM1 

la valeur, au point M, de la distribution ainsi obtenue. Une identite bien 
connue, due a Gauss, nous donnera 

fUpdv f URdv, 
ou bien ff;{ 1 pdvl dv= (p'-p) Udv. (15) 

Nous aurons identiquement 

rr p1 dvl-dv , d dv p dvl-dv, 
'f f MM1 dv1 pdv, dv ip dv1 vd 

df u1 vdV dVl 

=fpU dv'- dv dv (16) 

Enfin nous pouvons ecrire 

effpi (JAl - ]M) dv dv, = - ffJ MfMf-MM ppdv dv, M'M1 ~ ~ ~ ~ ~~m MM M .'Ml m/(MM, +MIMD)pP 
(y-y I)2+(Zf_Z')2-(x1-x)2-(y,-y)2-(Z,-Z) ppldv dvl. (17) 

mm, . Ml Ml (MM, + MI MD 
Nous avons 

ffM(Xl(x/)2 X(1 x) ppldv, 
M1 M'M1 (MM + M'M) 

= ff[(Ux - xi) - (x' - x)](XI - X' + X )ppddv 
MM, .M'Ml (MM, + M'I1) 

= Jpl (x X,)L[JI . M e 'M (MM1+ M'M1') PrJ ]Axi 

+ f (xi/ - x)ifM ~ ~ ~M) p,dv] dvl Jr [Jr ~MIM,. Ml Ml/ (M-M, + MI MI/) JldV 

p ~ ~ ~~i- x' -I x -x1 

2Jp(x - x) [ J_ MM1_. M'M + (MM1+M'M) pldvl] dv. (18) 

- Ii M l'M1 Mais il r6esulte des hypoth'eses faites que les rapports x,x diff 'rent 
x -xi'MM 
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DUHEM: Susr la pression dans les milieux dielectriques ou mragnEtiques. 127 

infiniment peu de 1, m eme lorsque (x - x1) et MM1 sont infiniment petits; on 
peut done ecrire 

fi ifM'Mx' (MM1 + M'M11) pv 
fx-xi p1dvi +fKx -pldvj, (19) 

Ketant infiniment petit. Au second membre de cette egalite (19), le premier 
terme est evidemment fini et le second infiniment petit. Cette egalite, jointe a 
e'egalite (18), montre alors qu'en negligeant les infiniment petits d'ordre supe- 

rieur au premier, on peut ecrire la premiere des egalites 

ffM4rx) (- )-(xl -) pp1dvdvi= 2fp (z'-$)(fJ pidvi)dv 1 

MMl.'Ml(MAI1 + ifM' % Jo r (1 Y Y Y) ppldvdvl=2 2JP(y'_y)( Ypldvl dv,X0(0 
IP(u' -Y - ( - Y) ,dv dv, = 2C (Ip )(Y WLY ldvldv 
J JMM1 .MM1' (MM1 + M'Ml) 1 S20SMM3 ) 

ZI_ -(Z ppldvdvl)= 2 p (z'- z) ' pldvl dv; 
MM,. MMl' (Mill + M'Ml') Mdd3 

les deux autres s'etablisent d'une maniere analogue. 
Posons 

(x, y, z) _ (M)-efX)i pldvl, 

rj(X Y, z)=n(M)=ef-Y ipidtvi, (21) 
MMO 

(x, y, z) - =(M) = e fZ pdv 

et les egalites (17) et (20) nous permettront d'ecrire, en negligeant les infiniment 
petits d'ordre superieur, 

e ppi (M'?' J dvdvl=-2fp [(x-x)+n(y'-y)+ (z'-z)]dv.(22) 

Les 6galites (14), (15), (16) et (22) donnent, en derniere analyse, 

S Updv = s(p'- p) Udv 

r'- 
dvl-dv 

dv 

- f[4(X' -x) + v (y'-y) + (z/- z)] dv. (23) 
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Nous avons eu soin, au cours des raisonnements qu'on vient de lire, d'invoquer 
seulement des proprietes commiiunes aux distributions electriques solides et aux 
distributions electriques superficielles; nous pourrons alors nous abstenir de 
delvelopper de nouveau ces raisonnements dans les deux cas qui nous restent a 
traiter. 

30. Variation du potentiel de la distrTibution solide sur la distribution superficielle. 

En posant (M) =a1ds, 1 

I M)= E .Y1aldSl, (24) 

h(M)- c - f_ ld81, 

nous trouverons pour expression de la variation de la distribution solide sur la 

distribution superficielle: 

e~a UdS=e S@ (d-a) UdS 

+ E(p p) Wdv 

+ES U a dSdSdS 

+ e fWp dv' - dv dv 

or W- xE(;) + vq (y'- y) + ; (z - z)] dS 

- p [X (x'-x) + ! (y' - y) + X (z'-z)]d cv. (25) 

40? Variation du potentiel de la distribution superficielle sur elle mrnme. 

Nous aurons de meme 

.j-3oWdS = eS( or-)Wd 
2 8 WSdS' - dS 

+Ek)y dS dS 

- S O [X (x' - x) + + (y-y)?(z'-z)] dS. (26) 
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5?. Variation du potentiel '1ectrostatique d'un systWme. 

Posons 

X(M) = 6 (M) + 3 (M) = fX1 pidv ? e Sx I1 X1dS1, j 

Y(M) = (M) + ! (M) = fY_ p-dpdv1 + eSY Yi alds, (27) 

Z(M) =v(M) + (M) =fZZlcdv + SZ-3l dS. 

Posons, en outre, 

p' -p Sp, x'-X=3X, y'-y - y, Z'-Z-SZ. 

Une formule connue nous donnera 

dv'- dv &x a_y __Z 

dv -a + ay +az 

Les egalitees (4), (23), (25) et (26) nous donneront 1'expression suivante pour la 
variation du potentiel electrostatique d'un systeme 

6Y= Y f lTVpdv + eS V&dS 

Jfp (X&c + YSy - ZSz) dv-SG (X& + ) 6y + Zz) dS 

&X a6y a6Ez TdS' -dScS(8 + ESVP (@^+ -ay + aA)dv + eu vo 
Mad'sdd. (28) a~'\x ay K) dS 

Dans certains cas, il y a avantage a transformer cette 6galite au moyen de rela- 
tions que nous allons ecrire. 

En tout point interieur a une masse continue electrisee, on a 

av av av( 

Ces egalites perdent tout sens en un point pris sur une surface de discontinuite 
electrisee. 

Soient 1 et 2 les deux regions de 1'espace qui sont situees de part et d'autre 
de la surface 8; soient N1 la demi-normnale menee vers l'interieur de la region 1 
et N2 la deini-normale menee vers l'intferieur de la region 2. La surface S est 
une surface de discontinuite pour les derivees partielles du premier ordre de la 
fonction potentielle. Si Mest le point de la surface S auquel se rapportent les 

17 
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130 DUHEM: Sur la pression dans les milieux diglectriques ou magngtiques. 

quantites X, Y, Z; si Ml (x1, y', zl) et A!12(x2, Y2, z2) sont deux points infiniment 
voisins du point M et situes le premier dans la region 1, le second dans la 
region 2, on a 

X= -eL + 27ta cos (Nl, )j =xL [ + 2n cos (N2, x)j, 

Y=-e av 27w cos (N1, y)] = a- _V 27W cos (N2, y)], - (30) 

Z=-E[ + 2nGcos (N,z)]=-e [4+ 27t cos (N2,z)11 

Les identites cos (N1, x) + cos (N2, x) 0, 
cos (N1, y) + cos (N2, y) 0, 

cos (N1, z) + cos (N2, z) = 0, 

permettent de transformer les egalites (30) en 

-= 2 (X$1+ VX2 

F av av 
y E (8 + 8 )S(31) 

2 v 

De ces egalites (30) et (31) nous pouvons encore deduire les egalites 

av av 47ca cos (N X' 
aV- a = - 4 cos (N, Y) , 

av av 47tcos(Nlz)i! az,- aZ2 - 

Ces diverses formules nous seront utiles par la suite. 

CIHAPITRE II. 

Application de la Forniule precedente 'a quelques Questions d'EAlectrostatique. 

?1.-Conditions de I'6quilibre electrique. 

Le potentiel thermodynamique interne d'un syst'ene electrise a pour 
expression 

F=Fo+fepdv+ SepdS+Y, (1) 
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DUHEM: Sur la pression dans les milieux die'lectriques ou magnetiques. 131 

( etant une quantite qui, sur un conducteur, varie d'un point a l'autre et F1 la 
valeur que prendrait le potentiel thermodynamique interne du systeme ramene 
a I'etat neutre. 

Comme nous ne voulons pas, dans le present memoire, introduire la consi- 
deration de couches electriques doubles, nous nous limiterons au cas oiu 0 varie 
d'une maniere continue d'un point a l'autre de toute masse conductrice connexe. 

Supposons que le conducteur se compose de deux masses conductrices separe- 
ment connexes, 1 et 2, limitees respectivement par les surfaces SI, 2. Inposons 
a ce systeme une variation de distribution electrique, sans changement de posi- 
tion ni de forme des corps conducteurs qui le constituent. Faisons correspondre 
les deux points geometriques M, Ml, ou un meme point materiel se trouve au 
debut et a la fin de la modification; les deux points M et MI coincideront. En 
vertu de l'egalite (28) du Chapitre I et de l'egalite (1), nous aurons 

WF= f(EV+ E)PdV + S(E V + E3) ,1 MlS 

+f(eV+ ?)>p2dV2+ S(sV+ 6)~a2d82. 

Les conditions d'equilibre s'obtiendront en exprimant que 3F est egal a 0 pour 
toutes les variations virtuelles de la distribution electrique. 

Si l'on designe par Q1 et Q2 les charges invariables des corps 1 et 2, on aura 

fpi dv + S alMSl =Q, 

fp2dv2 + S ?2ds2 Q2, 

en sorte que les variations virtuelles de la distribution electrique seront assu- 
jetties aux conditions 

fApi dv + S i ds = =0 

f2 dV2 + 0.2dS2 = O 

C'est seulement lorsque ces conditions sont remplies que WF doit etre egal a 0. 
I1 doit donc exister deux constantes C1, C2, telles que l'on ait identiquement 

(EV+ e + Cl) pldvl + (I(V+0 + CD&v1 ds1 

+?(eV+e + C2>3P2cdv2+ (EV+ () + C2)&r2d82= 0 
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132 DUHEM: 8ubr la pression dans les milieux dielectriques ou mnagn'tiques 

Pour que cette identite ait lieu, il faut et il suffit que l'on ait: 
10. En tout point du corps 1 ou de la surface qui le lirnite, 

eV+0+ C1= O. (2) 

20. En tout point du corps 2 oni de la surface qui le limite, 

6V+ 3+ C2=o. (2bis) 

On obtient ainsi, par une rr6ethode entierement rigoureuse, les equations connues 
de l'equilibre electrique. 

?2.-Actions qui s'exercent enttre des corps dont la forme et l'electrisation demeurent 
irnvariables. 

Imaginons un systeme formes de corps qui se deplacent de maniere que 
chacun d'eux garde une figure invariable et que chaque point materiel entraine 
la charge qu'il porte; tel est un systeine forme de solides parfaitement rigides 
et parfaitement mauvais conducteurs. 

Prenons deux etats voisins du systenie; 'a chaque point geometrique M du 
premier etat faisoins correspondre un point g6ometrique M' du second etat, de 
telle sorte qu'un meme point materiel se trouve en M au debut de la modifica- 
tion et en MI' a la fin; Ax, Sy, 6z, sont alors, en chaque point geometrique, les 
composantes du deplacement subi par le point materiel qui se trouvait en ce 
point geometrique. 

Les hypotheses faites nous donnent les egalites 

Sp=o, 3a =o, dv'-dv=O, dS'-dS=O. 

L'egalite (28) du Chapitre I et l'egalite (1) donnent 

FF 3F f p (X3x + Yhy + Z3z) dv 

- 
a (XS x + Y3y + Z3z) dS. 

Cette egalite nous montre que chaque element materiel est soumis: 
10. Afux forces auxquelles il resterait soumis si le systeme etait ramene a 

l'etat neutre. 
20. A une force qui a pour composantes Xq, Yq, Zq, si l'on designe par q 

la charge electrique totale de l'element materiel considere. 
On retrouve ainsi, sous leur forme la plus generale, les lois de Coulomb, 

point de depart de 17electrostatique. 
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?3.-Actions qui s'exercent ssur des corps conducteurs electrises. 
Nous supposerons, comme au ?1, que d'un point a l'autre de toute mnasse 

conductrice connexe la quantite 0 varie d'une maniere continue; de plus, pour 
simplifier nos recherches, nous supposerons que chaque mnasse conductrice 
demeure homogene mame au voisinage des surfaces terminales; nous admettrons 
que E garde la meme valeur en tout point de la masse conductrice, meme au 
voisinage des surfaces terminales; nous regarderons cette valeur de 0 comme 
fonction de la seule densite D de la matiere conductrice, et nous supp)oserons cette 
densite invariable. 

Pour 6viter les forinules trop longues, nous reduirons le syst'eme a un con- 
ducteur unique. 

Enfin nous etablirons la correspondance entre les points M, M', en suivant 
la regle qui nous a servi au ? pr6cedent. 

Nous trouverons sans peine I'egalite 

fpdv + d S eiS= eApdv + 5 e&a dS 

dv' - dv + 9@MI-dSdS. (3) +JP dv dk)(3 

D'autre part, les egalites (28), (29) et (30) du Chapitre I donnent 1'egalit6 

Y= fEIVT Odv + SEV&YdS 

+ dE Vp dv - dv dv+ 
6 Va dS dS dS +fevp ~dv d+dS 

+Ep 
av av aV&z) dv 

+ S a e( x + a> y + az) 
+ 27t5l [cos (Ni, x) zx + cos (Ni, y) Ay + cos (Ne, z) Z] dS, (4) 

Ni designant la demi-normale a la surface limite du conducteur, dirigee vers 
l'interrieur du conducteur, et (Xi, yi, zi) etant un point infinimeilt voisin de 1'616- 
ment dS, mais situe a l'interieifir du conducteur. 

Or 1'egalite 
eV+0+ C= O, (2) 
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134 DUHEM: Sur la _pression dans les milieux dielectriques ou magnetiques. 

permet d'ecrire, en tout point interieur au conducteir, 

a_ _ av 0, av O. 

Les egalites (1), (2), (3), (4) et (5) donnent alors 1'egalite 

C F FF P +(v dv- dv + (a + dS'-dS> dS 
0LJKP+P~~ dV2v K~ dS 

+ 27re ocr [cos (Ni, x) &x + cos (Ni, y) y + cos (Ni, z) Z] dS. (6) 

Mais si l'on designe par Q la charge electrique invariable du conducteur, on aura 

fpdv + S =cdS Q 
et, par consequent, 

fb (oSp+ p dv' dv dv + S( + o dS - dS) dS= O. (7) 

Moyennant l'6galite (7), I'egalite (6) peut s'ecrire 

SF= ^ Fo + 2zE Sac2 [cos (N, x) 6x + cos (N%, y) >y + cos (N,, z) z] dS. 

Cette egalite nous fournit la proposition suivante: 
Les forces qui agi,ssent sur un conducuter Uectris6 d,formable, mais incom- 

pressible, se composent: 
10. Des forces qui agiraient sur le conducteur ramene a l'etat neutre. 
20. D'une force appliquee a chaqgue element dS de la surface qui limite le con- 

ducteur; cette force est normale a l'el6ment dS et dirige6e vers l'exterieur du conduc- 
teur; elle a pour valeur 

T= 27ne2dS. 
Ce theor6me est bien connu. 

CHAPITRE III. 

Variation du Potentiel d'un Systame de Di6lectriques polaris6s. 

Nous allons maintenant-et c'est l'objet principal de ce memoire-faire 
usage de l'egalite fondamentale obtenue au Chapitre I pour etudier les milieux 
magn6tiques ou dielectriques; afin d'eviter toute oonfusion, nous supposerons con- 
stamment dans notre analyse qu'il s'agisse de corps dielectriques; le lecteur 
apercevra sans peine les legeres modifications qu'il faudrait faire subir a notre 
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expose pour l'appliquer aux corps magnetiques; la principale modification con- 

sisterait a ftaire egale a 1 la constante e des lois de Coulomb. 
Soient A, B, C, les composantes de la polarisation en un point (x, y, z) 

interieur a un dielectrique. Le Theoreme. fondamental et bien connu sur lequel 

nous iious appuierons est le suivant: 
On jpeut sans changer ni la fonction spotentielle, ni le potentiel du systeme, rem- 

placer la polarisation di6lectrique par une distribution electrique fictive definie de la 

maniere suivante: 
La distribution fictive a pour densit6 solide, en touxt point intgrieur a une masse 

di,electrique continue 
3ax+aB+ac 

elle a pour densite superficielle, en tout point de la surface terminale d'un di6lectrique, 

a=- [A cos (Ni, x) + B cos (Ni, y) + C cos (Ni, z)], (2) 

Ni etant la demi-normale dirigee vers l'interieur die6lectrique; elle a pour densite 

superficielle, en tout point de la surface de contact de deux masses dielectriques 1 et 2, 

?12 - [A1 cos (N1, x) + B1 cos (N1, y) + C, cos (N1, z)] 
[A2 cos (N2, x) + B2 cos (N2, y) + C2 cos (N2, z)], (3) 

N1, N2, etant les deux demi-normales dirigees respectivement vers l'int6rieur de la 

masse 1 et vers l'interieur de la masse 2. 

Imaginons deux dielectriques 1 et 2, dont 81, S. sont les surfaces libres et 
dont S12 est la surface de contact. Soit Y le potentiel de la polarisation di6lec- 
trique sur elle m8me. :EnT vertu des 6galites (1), (2) et (3) du pr6sent chapltre 
et des egalites (28), (29), (30) et (31) du Chapitre I, nous pourrons ecrire 

6 Y= X( WA ( + aB, + aB 
dvl 

aB+ ++ aC( + y + avz) dv1 + eyr(A + +alax + oa y + ozzd 1 aA aB aC ax a6y d 

+ e VS [A1 cos (Ni, x) + B1 cos (Ni, y) + C1 cos (Ni, z)] dMI 

+ ? S 13 [Al cos (Nl, X)+ B1 cos (N1, y) + C1 cos (N1, z)] dS12 
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Cl ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~~-~~avT av av 
d8 + 6 81 [A1 cos (Ni, x)+ B, cos (Ni, y)+C1 cos (NI, z)] VX+ a y + y z) 

+ eS [A1 cos (N1, x)+Bi cos (Ni, Y)+ C cos (N1, z)](a V + a V8Y+ a z)dSi2 

- 27tE S[A1 cos (Ni, x) + B1 cos (N,, y) C- cos (Ni, z)]2 

x [cos (Ni, x) & + cos (Ni, y) y + cos (Ni, z) z] dS 

+ 6 V [AS cos (N%, x) + B1 cos (Ni, Y) + C1 cos (Ni, z)] dSl - dS1 dS8 

+ etC., 

[Al co S(N,x) + B,1cos (N1, y) +01 cos (N1, z) 
- A2 cos (N2, x) -B2 cos (N2, Y)C2 cos (N2, z)] 

x(av av_ _ av + av av ] ax-, aX2 -Y VY 2 aZ1 aZz2 

+ E S [A1 cos (N1, x) + B1 cos (N1,Y) + C1 cos (N1, z) 

+ A2 cos (N2, x)+B2 cos (N2, Y)+ C2 cos (N2, z)] VC1/2 
- 
d,S12 dS12 (4) 

Le sytnbole + etc. remplace neuf -termes qui se deduisent, en permutant les 
indices 1 et 2, des neuf ternres ecrits avant ce symbole. 

Nous allons transformer cette 6galit6. 

Proposons nous d'abord d'evaluer la quantit6 
l A 

Prenons deux etats voisins du systeme. 
Soient M(x, y, z) et MJ (xl, y, z) deux points infiniment voisins du systAme 

pris dans le premier etat; la droite MM, est parallele a l'axe des x. Aux deux 
points M, M1 correspondent, dans le second etat, deux points infiniment 
voisins MI (x', y', z') et M (x, y', zQ); la droite M'MJ' n'est plus, en general, 
parallele a l'axe des x. Considerons les deux points M.' (xl, y', z') et 
13' (x2, y', Z'). La droite M'M3' est parall'le a l'axe des x; la droite M3M2 est 
parallele a l'axe des y; la droite MfAI1j est parallele a l'axe des z. 

Soient A, A1, A , A Al, Al les valeurs aux points Mi, M1, MI, Ml', M2', M3 
de la composante parallee a Ox de l'intensite de polarisation; les valeurs non 
accentuees se rapportent au premier etat du syst'eme et les valeurs accentuees au 
second. 
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Formons la quantit6 
_A'- A, Al-A 

X/1- Xi X1-X 

Si, laissant invariables les deux etats du syst'ene, nous faisons tendre le point ill 

vers le point M, le point 11M3' tendra en menme temps vers le point M' et la 

quantite" Jtendra vers aA/ - A)A Si, ensuite, nous faisons tendre le second 

etat du systeme vers le premier, cette dilTrence deviendra une quantite infini- 
aA 

ment petite dont le terme principal sera precisement S ax 

Ce terme principal peut s'evaluer de la maniere suivante: 
Orn verifie sans peine l'identite 

x3-x' - - - 3 -2 Y3 .Y' 
x X x-Z Y/ - Y21I 1- 

Al- A' z2-z 
+ 12 / 2 z2 -z1 X-x 

- (A -A')[(x- xl) (x'- x)] 

(Xi - x)( x' - xI) 

+(A/' Al) -(A/' A) 
X- X 

Les identites Y2=Yf, Y Yy', Z=z' 

permettent d'ecrire le second membre de cette egalite sous la forme 

(A- A1) -(A'-A) 
Xl - X 

A/ Al (y' yi)- X 
3 2 - 

1XX)- X Y3- A2 
(3/ 

y- 
(Y Y 

1~ ~ X 
+ Az1- A/ (z -X z, -3 (z/ -z 

8 X 

zZ zl 1- 

rAl-A (A' Al) -(A' A) (x' - x')-(xi x) 
+ 

I 
.- .. . ., 

j- ' X Xl - 1 Xj J 

Laissons in variables les deuxi etats d u syst'eme et faisonis tendre de poiint Ml vers 

18 
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le point M. On voit sans peine que la quantite precedente tendra vers la limite 

a (Al A) 1 -aAI a (y'- y) aA' ;3 (z' -z) 
ax l+a(XI-_)____ ax +azI ax 

ax 
+ aA a(A'-A)]a(x'-X) + ax ax ax 

Faisons maintenant tendre le second etat du systeme vers le premier et cette 

quantite deviendra un infiniment petit dont le terme principal sera 

aSA aA asy aA az aA N3x 
Jz ay ~az- az axw 

On trouve ainsi la premiere des 6galites 

aA _ aA. {aasx aA asy aA az) 
axax Kax az+ay ax+az ax 
as = aB B aB +x aB aNy aB ahz) 1 (5 
ay ay axay ay ay az ay j 
a __ asc (ac a +x ac NY ac ahzN 
az az x Z V+ az +az az J 

Les deux autres s'etablissent d'une maniere analogue. 
Ces egalites (5) permettent d'ecrire P'egalite 

,fvsaAi + @I + aaCl) dV 

+*((aA + a cl+ Aa)(a-Zx a~y + z 
~a B ay+azddl 

fV (axA + zi + a v1 

+ {raA, aBy a NX aAN aY aA, ah 
+ 1;V ( +A -a( l _ __ _ _ _ d v 

-a y ay ax ay az ax 

+ aAB ayz aAB az aB1 ah aB1 a3x 
ay az- az a + ay z az ay 

+ aB, a& aB1 a&x a aB, _x aB, a&yx 
+ ? Saaz ax - ax ay a 
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Des integrations par parties permettent de transformer cette egalite en la 
suivante: 

V ~ ~ __ _ d Z)dv 
V 

axA+ + v+ 

f[aBiAi aBj c avx &Z ~T 

+, V 
(ax + -jBl + aC)ax + asy + asz dvl 

a x ay az av av 
aBi a v aB_ av ac, av ac, aVI 
ay ix- x ax ay +az Fx -ax az)S 

rac, a V ac, a v aAj a V aAj a V 
+ azy a y az + ax ay -ay axIs 

+ Aj a V aAj a v aBj a V aBj av V n 
+taZ az- a TZ +a 23 a )z- . aYS 

-S V [cos (Ni, x) SA, + cos (Ni, y) SB1 + cos (Ni, z) S0C] dS, 

-S V[cos (Nl, x) A1+ cos (N,, y) SB1 + cos (N1, z) SC] dS,2 
SI 2 

- SV (Iax+ + - +acl)[os (Ni, x) Sz + cos (Ni, y) Sy + cos (NV,, z) Sz] dS, 

- VaAl-+ aBI + E }[cos (Nl, x) c + cos (Nl, y) Sy + cos (N,, z) Sz] S2 

+1 ay + ay+1z)csMy + Sx + aA,+ I 1)cos(Ni, x) 

+ SV[(%Ax + Sy + aa z) cos (N,,x) 

+ aB + aB cos (Ni, y) 

ax ay& 
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140 DuHEM: Sur la pre8s?on dans les mnilietx die6lectriques ou magne6tiques. 

D'autre part, on a les identites suivantes: 

J'(aAi + aB+ aaU)(aVx + Va+ Vzdv, 

r(aBav v a, av aC av aC, avn 
-J,LKay ax - a. -- a +az a 6 az az) dv 

+acB av acl av aA, av av, av>, 
+ ay- ay az + ax ay 'ay ax J Y 

+ aAl a v ac, a v +aAl av aAl a v 
+az az- axaX ay a y ax y)Z 

+(%A'l %aV +A a aBl-aV aBl a_ 6 v 

f [(aA1 x + aAl z + aAl6z a v 

+ aB + aBl ,y + aB, a v + ax+ a, y+ az )a.y 

+( SX + a'c Sy + acl z ) f] dvl (7) 

et 

v [(aA 6x + aA y + a- z) Cos (Ni, x) 

___ 

_aB_ aB, 
+ (a' 6x + y + az Z) cos (Ni,Y) 

+ ae + a,a y + a' 6z) cos (Zvi, z)] dS, 

+ S[A, cos (Ni, x) + B, cos (N-, y) + C, cos (Ni, z)] 

x (a-Y Vx 6y + a-F 6z dSl 

=SS [aZai (Al V) 6x + aj (Al V) SY + aa (Al V) z] cos (Ni, x) 

+ (B V) &e + (B1V) y + (Cl1V) z] cos CNi y) 

+ [a V ( >x (Y x V) &y + taz (Cl V) z] cos (N z) dS,. (8) 

On peut, en outre, ecrire, en tout point de la surface S12, une egalite analogue a 
la precedente; nous la designerons par (8 bis). 
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DUEEM: Sur la pression dans les milieutx die6lectriques ou magnetiques. 141 

Enfin les egalites (32) du Chapitre I, jointes a l'egalite (3) du present 
Chapitre donnent l'egalite: 

a- a V 4t [Al cos (Nl, x) + B1 cos (Ml, y) + C cos (N1, z)] cos (Nl, x) 
ax X2 

+ 47t [A2 cos (N2, x) + B2 cos (N2, y) + C2 cos (N2, z)] cos (N2, x), (9) 

et deux egalites analogues pour (aVY ) ( Y) Va ) . 

Moyennant les egalites (6), (7), (8), (8 bis) et (9), l'egalite (4) devient: 

-~~~~a SY ,(3VAj a+ 01S + a v Cw) d'Vj 

+ axv(as + ay aBl + a-B Sz 

+aav(a A+ ak aAl 'N+Aal Az)]d 

+ ( & ax + )) x ay ay 

+ V'l~ + 
aB 

~y+ 
B 

+ MI+a, 
c 

X [cos (Ni, x) Sx + cos (Ne, y) Sy + cos (Ni, z) ?z] dS 

+ e S{ [a (Al) + V) 6x +a(AlV) a (Al V) ]os (N 

+ [(B,V) x a +cs a(BlV)sz] cos(N 

+ [a (CV) S ++ 
a (cv) a (acl V) sz] cos (Ni, z) Md 

+ VS v[Aj cos (Ni, x) + B,6 cos (Ni, y) + Q cos (NM, z)] d8S 
dS'-dSd 

+ eS V [Al cos (Ni, x) + B1 cos (Ni, y) + C1 cos (Ni, z)] dS1 d8 

-27 [A, cos (Ni x) + B1 cos (Ni, y) + C1 cos (Ni, z)]2' 

X [cos (Ni, x) 6x + cos (Ni, y) 6y + COS (Ni, Z) 6z] 
+ etc., 

v 
raAl [oaBs (N1, aA2 ac 2 aC2( 

81S2 Sax, , -Z 'aX2 - aY2 -a2 
X [cos (NI, x) 6x + cos (Ni , y) Sy + cos (Ni , z) 6z] dA312 
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142 DUHEM: Sur la pressaon dcans les milieux dielectriques ou magnetliques. 

+eS [ { A[ a(AV ) a (A2 V) 
+12 ax,1 ax, 

+ a , (Al V),, a (A2 V) - 
ayl ay, 

+ [a(A,V) - a(A,v) os N 
+ a% az, jcSz}cos(N1) 

+ {[Q (Bl V) 0 (a ,V) 

+ [ac FT a (B2v) ] [ x ax, ]zcsNs)dl 

F a (BA V) c (B2 V) +- + La1 (B ZI(2 VJ z~ cos (N1, y) 

+ v) - v)]~~}CO+ (N z) ] COS N12 z) dV 

+ e S V[(A1-A2) cos(N1, A) +(B1-B2 cos(Ni, y) 

+12 a4- V (C a- 02) cos (N z)] d81 d2 

+e [S [(A1- A2)cos (N, x) + (B1, - B2) cos (N1, y) $12 

~ ~ ~ ~ +(Cl 0 2) cos (N1, z)] d8S2 d81 

- [(Al - AAi cos (N1,x) B xco (N1, -y ) +Ccos (N1, y)j 
S12 

[A2 cos (N2, x) + B2 cos (N2, y) + 02 cos (N2, z)]2 . 

x [cos (N1, x) + cos (N1, y) Sy + cos (N1, z) Z] dSi2. (10) 

Le symbole + etc. remplace sept termes qui se deduisent des sept premiers 
termnes de 1'expression de S Y en remplapant l'indice 1 par l'indice 2. 

Faisons choix, sur la surface S1, d'un systbme de coordonnees curvilignes 
rectangulaires: 

(u) v = const., 

(v) u = const. 

Supposons que le carr6 de l'element lineaire trac6e sur la surface soit represente 
par la formule 

ds' =A1 (u, v) du2 + Bi (u, v) dv2. 
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L'16ement superficiel aura pour valeur 

dMS 7=A1BI du dv. (11) 

Prenons un point 1, interieur au corps 1, pris dans le prenmier 6tat, et infiniment 
voisin de la surface S1; ce point a pour correspondant, dans le second 6tat, un 
point M7. Projetons MIM sur la tangente a la ligne (u), sur la tangente a la 
ligne (v), enfin sur la normiale Ni. Designons les trois projections obtenues 
par 4/ A S 2 , s/ B h M, Si . 

Nous aurons 6videmment, pour un point (xi, yi, zi) infiniment voisin de la sur- 
face S1 

a (AV) Sx + a ) 6y + aA 6z 
axi ayi a~~~~~zi 

=a (Al V) 6, + a (A V v + a(A V ) SN (12 aua N (12) 

et aussi 
S c (N, ) = a cos (Ni( x) ) + a cos (Ni, x) Sv + D cos (Ni, x). (13) 

Le symbole D cos (Ni, x) a le sens suivant: 
Soit Mun point de la surface S,; par ce point, menons la normale a la sur- 

face SI; prolongeons la jusqu'au point m oiu elle rencontre la surface S8; en m 
menons la demi-normale ni a la surface SI vers 1'int6rieur du fluide 1; nous 
aurons 

Dcos(Ni, x)=cos(ni, x) -cos(Ni,x). (14) 

Une 6galit6 connue* donne 

dSl dS- l 1 r (AB) S + a(A) Sv 
dS1 24L au av V 

+ odu + (d+v -_ + )&Ni; (15) 

Ri et 1i sont les deux rayons de courbure principaux de la surface S1, en un 
point de F'6l1ment dMS; chacun de ces rayons est compte positivement lorsque, 
pour aller de la surface au centre de courbure correspondant, on marehe dans 
le sens de la demi-normale Ni. 

* P. Duhem, Hydrodynamique, 6lasticite, acoustique. Tome II, p. 83. 
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Les egalites (11), (12), (13) et (15) nous permettent d'ecrire 

S 5 L ax,l 
V 

+ (Al V) Vy + )( AI 1) cos (Ni, x) dSj 
+ lrS(A1V ) J +O (N (ADS 

+ A A1 Vcos (Ni, x) dS1 

+ SSA1 VD cos (Ni, x) dS1 
+fJ [ } [A Vl VC (Ni x)] + A, V C cos (Ni, x(AB) Jd 

+ a [A1Vcos (Ni, x)] +A,VCo5(Ni, x) a(AB)} EV 

+ Al Vcos (Ni, x) 
Mu 

+ UV )]V AB du dv. (16) 

Soient: 
L1 le contour de la surface S1, 

ni une demi-droite normale a ce contour, tangente h la surface $8, et dirigee 
vers l'interieur de l'aire S1, 

(ni, u) l'angle que cette demi-droite fait avec la tangente menee par son 
pied a la ligne (u) (v = const.), cette tangente etant dirigee dans le sens oiu le 
parametre u va en croissant, 

(n,, v) I'angle que cette demi-droite fait avec la tangente men6e par son pied 
a la ligne (v) (u const.), cette tangente 6tant dirig6e dans le sens oiu le paran&tre 
v va en croissant, 

F(u, v) une fonction r6guliere des variables u, v. 
Si la surface S1 ne presente aucune singularit6, on a* 

ffS{ [ aF + F a (AB) Su 

aF F a (AB) 
F(d dv 

+ [Dv + AS ar ] Sv + F(du + d-v )}/AB du dv. + [av 2AB av + co + Kdu? d v =O(vd7) 

+fF[cos (ne, u)VA/T5u + cos (,ne, v)VB1_fv] dL, 0. (17) 

* P. Duhem, Hydrodynamique, 6lasticit6, acoustique. T. Il, p. 85. 
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Appliquons cette 6galite (17) a la fonction 

F= A1 Vcos (Ni, x); 

remarquons, en outre, que l'on a 
cos (ni, u)V/A Au + cos (ni, v) VB Sv = cos (ni, x) &x + cos (ni, y) Sy + cos (ni, z) Sz 
et 1'egalite (16) se transformera en une autre egalite qui, joiilte a deux egalites 
analogues, donnera 

a [(AlV) SZ + a (AlV) S + a (AlV) sz] cos(Ni, x) 

+ [a (Bl V) Sx + a (ts V) + a (c V) Sz] cos (Ni, y) 

+ 
a (Cl V) S+ a (Cl V) Sy+ a ( C' V) &z coS (Ni , z) }dS, 

+ S VE[A cos (Ni, x) + B1j cos (Ni, y) + C1j cos (N7, z)] dS 

+ 8V[A1 cos (N%, x) + B1 cos (Ni, y) + C1 cos (A, z)] dSlI - dS, dS 

y V [AED cos (N%, x) + B1D cos (Ni, y) + C1D cos (Ni, z)] dS 
+ 8 {a(AJvcos (N x) + a(aZ7)cos (Ni, y) + a 

17) cos (1V, z) 

-V [Aicos (NV,xz)+ Bicos (Ni, g)+Ci1cos(vi, Z)] (]R + RX )j 
X [COS (Ni, x>)Sax+ cos (7V, y)Sy + cos (NM, z) Az]dcS1 

-f, VE[AD cos (Ni , x) + Bo cos (Ni, y) + 1C cos (Ns, z)] 

81 

x [cos (ni, x) Sx + cos (n i, y) Sy + cos (nN, z) Sz] dL1. (18) 

Proposons nous maintenant d'6valuer la quantite 

V [A1D cos (Ni, x) + B1D cos (Ni, y) + CD cos (N,, z)] d81, 

et, pour cela, cherchonx d'abord l'expression de D cos (Nz, x) en un point quel- 
conque M1 de la surface AS1. 

Soient: c une aire quelconque tracee sur la surface Sz, autour du point M1, 
A1 le contour de l'aire E1, 
v x une demni-droite normale si ce contour, tangente a la surface S et dirige 

vers o'interieur de m'aire nt. 

19 
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146 DUHEM: Sur la pression dlans les milieux di6lectriques ou magn6tiques. 

Par chaque point ! de l'aire e, elevons une normale a la surface SI, et soit 
m le point oiu cette normale rencontre la surface Sf; 'a chaque point Al, faisons 
correspondre le point m ainsi defini; a I'aire ZI, tracee sur la surface S1, corres- 
pondra une aire a, tracee sur la surface S1; d2l1, da1, seronit deux el6ements cor- 
respondants des aires 21, ol 

Un lemme bien connu de Gauss nous apprend que, pouir une surface fermee 
quelconque 5, on a 

S cos(N, x) dS= 0, 

pourvu que les demi-normales Nsoient portees toutes&vers l'interieur, ou toutes 
vers l'ext6rieur de la surface S. 

Appliquons ce lemrine a la surface fermee que composent l'aire 21, l'aire o, 
et la surface reglee engendree par les normales a la surface S, le long du contour 
a; il est facile de voir que nous aurons, en tout etat de cause: 

Scos (n,, ;v) dao - cos (Ni, x) d1l + cos (vf, x) WMd1A = 0, 

ou bien, en tenant compte de I'egalite (14) et en remarquant que 

da, - & Z R J i + N 

D cos(Nv, x)d d =5 (jR + R cos (Ni, x) >Ni dX-fcos (v, x) NidAl. (19) 

Les 6galites 

cos (vi, x) ax + cos (vi, Y) ? cos(vi, z) a =- %A cos (vi, u), I au 
os( 

au 
y),[2 

Cos(v;, I" ax + Cos (Vi, Y)a, + cos(vi, z) az =VBcos(vi, v), (20) 

cos (vi, x) cos (NA, x) + cos (vi, y) cos (Ni, y) + cos (yi, z) cos (Ni, z) = 0, j 

donnent: 

Cos (vi, X) = g[ cos (Ni, Z) - az cos (Ni, y)]VA/ A cos (v, u) 

- 
a 

cos (Ni, z)- 
az 

cos (Ni, y)]VPBcos (vi, v) } (21) 
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DUHIEM: Sur la pression dean8 les milieux die6lectriques o-u magnetiques. 147 

en posant: 
ax ay az 
aa au au 

Z ax ay az (22) 
av av (v 

cos (Ni, x) cos (Ni, y) cos (Ni, z) 
Nous aurons alors 

tcos (Vi, x) ANi d%, 

tN [ ay cos (Ni, z)- a? cos (N, y)j VAcos (vi, u) 

-[ -08 cos (Ni, Z)- cos (Ni, y) ]7 B cos (vi, v)} dX. (2 3) 

Mais si G (u, v) designe une fonction de u;, v, reguliere dans I'aire I, on a 

G/ A co s (vi u) Ad1 =fj vAB du dv = dx1 1 

iau VABdadv=24a 
f GVB cos (rm v) d%l = G /ABdudv = a d 

Moyennant ces lemmes, 1'egalite (23) peut s'ecrire 

fcos (V i, x) M3Ni Ad a= S [ c { s N i [ 
a cos (NiV, y) 

-Ai[ cos(Ni z)- -cos(Ni, y)]}]d.q (25) 

Moyennant cette egalite (25), I'egalite (29) devient 

D cos (Ni, x)- + cos (Ni' x) N ) 

+af&MFY,AT\Xz avzo (N%,,y)1}]~1o 

aacos ,Z)- cos N - a)y 

Cette egalite doit avoir lieu quelle que soit I'aire ZI, tracee autour du point Mj; 
on en conclut sans peine que l'on doit avoir, en tout point Ml de la surface S1, 

D cos (Ni, x) = + R- cos (Ni, x) Wi 

-a , Lay cos(i, z) a- cos (Ni, y) 

+a ,iaY cos(N ,z)-au cos (Ni , (26) 
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Cette egalite (26) nous permet d'ecrire: 

SVA1D cos (NA, x) dS= SVA1 cos (N;, x)(++-% > ZidSl 

a '~A7 ay Iz 
[VA1 a [a cos (Ni, z)--y- cos (Ni, Y)] ( 

-VAala aa cos (N), z)]ao cos (Ni, }] S. (27) 

Mais on a 

-VA1 a Ni ay cos (N, z)- y 

- Sr1 { VA, M[ cos (Ni, z)-a cos (Ni,y)]. 
_ a r AY ray __-f 

VA, i cos (Ni, z) - U cos (N, y)j}] dSI aCVA(ir ay az 1aAV 

- { [aYcos (N,Nz)-a z) cos (Nc, y)j a 

au aza a(Avv 

-S L aucos (Nf) Z)--os (Ni, y)] aNCos (VS (28) 

D 'ailleurs les egalites 

ax ay az a(AV 

cos(u, x) au + cos (u', ) aY + cos (uN, z) au 
ax az + cosa(t, Z) azi = ?28 

cos(u,)-~-Cos (Nu,y) - o N.Y av 

cos (u, x) cos (Ni, x) +cos (u, y) cos (Ni, y) +cos (u, z) cos (Ni, z)-O, 

qui resultent immldiatement des egalites: 

au a -a c os (u, Y) VA cos(u, ) au =VAcos(u, 

axv~~~~~~~ ay az 

av = x) cOs(v,,x) aY uVB cos(v,y) + csu=VBcos(v,z), 

donnent: 
cos (u, x) ay cos (Na, z)z-a Cos (N1, y) V%A Z[av csN,)wo(i ) 
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On trouve de meme 

Cos(v B) [aY Cos(Ni, Z) az Cos(Ni, 

Moyennant ces 6galit6s, on a 

1 [~~L005 (JV az) a~ ) a(Al V) S 6 , [ aYcos (Ni, z) - aVCos (Ni, 
YH-(U 

av ~~~~~~au 

-, [aY cos (Ni,z)- cos(Ni, aj ) Mi 

A au COS(U,X)+ B (aav)cos(v, x)] N dS 

Mais, d'autre part, on a 

1 a (Al V) 1o u,X a(AlV) Co V )+a(Al V) (N ) a(Al V) 
VA cos(ua,x)+ VB av acos(v,N)+ (aa cos(,x) 

en sorte que 1'6galite precedente devient 

Is ay O (i Z)aV 0 vi a (Al V) 

--, [a cos(Ni, z)-au cos(N,, y)]a(Av)}NdS 

=- cos(N, x)] ANi ds. (29) 

Appliquons maintenant a la surface S1 tout entiere le lemme represente par les 
identites (21); nous aurons 

S {.A1IVSN [/ @ cos (Nz, Z) -cos (Ni, y)] 

- { J A1V, i[aSY Cos(Ni, z)- cos(-, y)] o ldsN t au Si 

=fA1{4Al V{ [ cos (Nz , z)-aV cos (Ni, y)] A cos (ni, u) 

- [a cos (Ni, Z)- a cos(NM, y)] VBcos(ni, v) t NsdLi. 
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Les egalites 

Cos(U, ) = V-A ay cos (Ni, z) -- cos (N?, y)] 

cos (v, VX) _ B[ Y cos (N,, z)- cos (M, Y) 

transforment cette egalit6 en 

S au AI- V' Ni [ay cos (Ni, z) az cos (Ni, y)2 

-Cos(N, z) - cos(, )jd(Ni,Y) iM 

_JfAI v [cos (ni, u) cos (U x) + cos (ni, v) cos (v, x)] bNi dL, 

=fA1 Vcos (ni, x) Ni dL1. (30) 

Les egalites (27), (28), (29), (30) donnent 

SA VD cos (Ni, x) dS S Al Vcos (Ni x)( + +dS 

- 

-a (Al cos (NM, x) a (al V- ] SN 

+fAl V cos (ni, x) Mi dL1. 

Cette egalite, jointe a deux autres 6galites semblables que l'on obtient en permu- 
tant la lettre x avec les lettres y et z, donne 

S5V [A1D cos (Ni, x) + B1D cos (N%, y) + CjD cos (N, z)] dSi 

= S2A Alcos (Ni, x)+ B-cos((N1, y) + COcos((N, -z)]( + W,)S NdS, 

- S [a(Al1V) cos (Ni, x) + a cos (Ni' y) + a (Ckv) cos (N, z) ]M dSl 

+ a(l + a(B V) + a(C1)1 VINi dS1 
IfSI JV axi aS ( X)+BO (i Y O Z] L.(1zi 

+fV-[Ai cos (ni, x) + B1- cos (ne, y) + G, cos (ne, z)] M3N dL1. (31) 
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Les egalites (18) et (31) donnent: 

[a (A V) a+ (Al V) + a(Al V) Cos (Ni,x) 

+ [a(Bl V) sx + a (BI v) Uy + a ) az Cos(Ns, y) 

+ a1c (C M x) a, + B Co ()My+ ay +) Cz1 cos (Ni , z) dSj 

+ V [A1 cos (Ni, x) + B16 cos (Ni, y) + C1, cos (N, z)] dS d 

+ V [Al COs (Ni, X) + B, COs (N,, y + C, COS (Ni, z)] dS,, S d 

= 8 [a (Al V) + a (BI V) + a (C V)j 6N dS, 

+ fV I[Al cos (ni, x) + B, cos (ni, y) + C1 cos (ni, z)] dNi 

-[A1.cos (Ni, x) + B1 cos (Ni, y) + Ci cos (Ni, z)] 3nd dLj. (32) 

Cette egalite est generale. 
Mais 1'expresslon de 6 Y obtenue au Chapitre I cesserait d'etre valable Si, 

dans la deformation du syst6me, les lignes le long desquelles la densite a est 
discontinue se depla?aient; on ne doit donc appliquer les formules etablies qh'aux 
d6placements pour lesquels = 

4=0 
, = 

en tout point des lignes L1, L2, L12, qui limitent les surfaces S1, S2, S12. 

Dans ces conditions, l'egalite (32) peut s'ecrire simplement 

S { [ )+a (AlV) a a(A Y ) + a (Al V) Sz] cos (NA,x) 

a (B1 v) a (Bl V) a (Blv) z] cos(.M,y) 
[ ~axi h + ay, + azi 

) cs(i7y 

+ a (ClV) z + a (C 1V) + a (Cv)] cos (Ni, z) }dSi 

+ SV [A10 cos (Ni, x) + B1j cos (Ni, y) + C16 cos (Ni, z)] dS, 

+ SV [Ai cos (Ni,x) + B1 cos (N., y) + C1 cos (Ni, z)] dSI dSdS 
8[a (AV) + a(BV) + a(c ddSl. (33) 

SI axi ay, + i 
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152 DUHEM: Sur la pression dans les milieux die6lectrique8 ou maagnetiques. 

Nous pouvons ecrire, pour la surface S2, une egalite analogue; nous la designe- 
rons par (33 bis); enfin une demonstration semblable nous permettra d'6crire 

Qr[ { ra (Al V) _a (A2 V) _x + a (Al V) a (A2 V) ,y 
Js,2 ax1, ( ) ayl aY2 

+ [a(A1V) a(A,V)1] 6z cos(Ni,) 

+ { [a (B V) a (B2 V)1 6 +a [(aB V) a (B)1 Y 

+ [a (B1V) a (B2 V) z} cos (Ni, y,) 

+ {[a(c1v) a(c2v)] 6+ [a(C_V) a(C2v) 6y 
ax, a2 ay, ay, 

+ [a (c0v) a (Cl v) 3z } cos (Ni, z)] dS12 

+ S V[(A1-A2) 3cos (N1, x)+(B1- B2) 8 cos (N1, y)+(Cl-C2) 3 cos (N1, z)] dS12 

+ 5 V[(A1- A2) cos (N1, x) + (B1-B2) cos (N1, y) 
S12 

+ (C1-02) cos (N1, z)] dS82 - dS12 d812 d8S12 
- Q[ra(AlV) a(A2V) a(BIV) a(B2V) 

ax, a2 + a2,aY ay, 
+ a (cv V) - a (cD Nd dS12 (34) 

Les egalites (10), (33), (33 bis) et (34) donnent 

6y= J ( 6YA1 + aavB + y6C1) dv1 

aV _Al + aBAZ ) 

I axax(ale aBSy +a8Z 

av aBI + aB ay Kax az 

- eSj A1 X{+B1a-v + clz)A;d81 
+ 2ne[A1sa C (1 , 6x) + BacOS(.M, Y)+C1cos(Ni, z)]2 N dS 
+ etC. 

-E S (A1 az + BX axF + al aaz-A2 aaz-B2 ayv _ C2 E) aNi DS12 

+ 27lE 5 [A1 cos (N1, x) + B1 cos (N1, y) + C, cos (N1, Z)]2 
- [A2 cos (N2, x) + B2 cos (N2, y) + C2 cos (N2, z)]2' N1d812. (35) 
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On pourrait supposer les corps 1 et 2 plac's dans le champ engendre par 
d'autres corps electrises et polarises; si ces corps t fixe8 de forme et de postion, 
si leur etat d'e'lectrisation et de polarisation est invariable, enfin 8'ils n'ont avec les 
corps 1 et 2 autcun point de contact, l'introduction de ces corps ne modifie pas 
l'expression de o Y; seuleinent, dans cette expression, V represente alors la fonc- 
tion potentielle totale, provertant noil seulement de la polarisation des corps 1 et 2, 
mais encore de la distribution 6lectrique ou dielectrique repandue sur les corps 
invariables. 

Ajoutons encore une remarque qui nous sera utile au chapltre suivant. 
La formule precedente, comme toutes celles que nous avons ecrites jusqu'ici, 

aete demontree en supposant que ox, oy, &z 6taient des fonctions continues 
de x, y, z, admettant des derivees partielles par rapp-ort a ces variables; toutefois, 
il serait aise de les 6tendre au cas oiu les deplacements AX, oy, hz, seraient discon- 
tinius le long de certaines surfaces, pourvu que la condition exprimee par l'egalit6 
suivante soit verifiee en chaque point de ces surfaces: 

cos (N, x) ox + cos (N, y) Ay + cos (N, z)z 
+ cos (N', x) Yx + cos (N', y) Yy + cos (N', z) SYz 0. (36) 

Dans cette egalite, hx, uy, &z, sont les composantes du deplacement du premier 

c6t6 de la surface; 6'x, Yy, Yz, les composantes du deplacement de l'autre cote; 
Nest la demi-norniale dirigee du premier cote; N', la demi-normale dirigee du 
second cote. 

L'egalite (35) ne ditIere de 1'expression de o Y dont nous avions fait usage 
dans nos precedentes publications que par les termies 

27tES [A1 cos (Ni, x) + B1 cos (NV, y) + C1 cos (NV, z)]2 IN d8S, 

27t S[A2 cos (Ni, x) + B. cos (Ni, y) + C2 cos (Ni, z)]2 N d82, 
82 

27wSI [A1 cos (N1, x) + B1 cos (N1, y) + C, cos (N1, z)]2 
81~2 

- [A2 cos (2, x) + B2 Cos (N2, y) + C2 cos (N2, z)]2 W3N1 dS12. 

Ces termes, que nous avions omis, fournissent, dans les applications, les termes 
complementaires dont l'introduction a 6te proposee par M. Lienard. 

20 
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CHAPITRE IV. 

Equilibre d'un Fluide incompressible, dou6 de Force coercitive, et polarise. 

C'est seulement dans le cas ou un fluide est incompressible que l'on en peut 
etudier les conditions d'equilibre mecanique sans avoir besoin de le supposer 
denue de force coercitive; dans nos Legons sur l'Electricite6 et le Magnetisme (Livre 
IX, Chapltre VIII), nous avons donne les conditions d'equilibre d'un pareil 
fluide; ces conditions sont de deux sortes: les unes doivent etre verifiees en tout 
point interieur au fluide; les autres, en tout point de la surface qui le limite; 
les premieres conditions, sous la forme que nous leur avions donnee, etaient 
exactes; les secondes ne I'etaient pas; M. Lienard a indique la valeur du terme 
que nous avions omis. 

Nous allons reprendre ici, en nous appuyant sur l'expression de SY etablie 
au Chapitre precedent, I'etablissement des conditions d'equilibre d'un fluide 
polarise; nous esperons rendre ainsi la demonstration de ces conditions irre- 
prochable au point de vue de la rigueur. 

Pour ne pas compliquer outre mesure notre analyse, supposons tout d'abord 
que la partie deformable du systeme ne soit formree que d'un seul fluide. 

Si nous supposons ce fluide incompressible et si nous negligeons les actions 
capillaires, la partie variable du potentiel thermodynamique interne du systeme 
se reduira a la quantite Y; si l'on d'signe par D la densit6 du fluide et si l'on 
suppose que les forces auxquelles est soumise chaque masse fluide el6ementaire 
admettent une fonction potentielle S, les forces exterieures appliquees au fluide 
effectueront, dans toute modification virtuelle, un travail 

dZe - fD (' y + a-p hz) dv 

+ P [cos (P, x) 3x + cos (P, y) Ay + cos (P, z) 3z)] dS, (1) 

P designant la grandeur et la direction de la pression en tout point de l'6lement 
dS, la premiere integrale s'etendant au volume entier du fluide, et la seconde a 
la surface qui le limite. 

Nous obtiendrons les conditions d'equilibre du systTeme en ecrivant que 
l'egalite dr6 - 3Y= 0 (2) 
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est verifiee pour toute modification virtuelle, compatible avec les liaisons, impos6e 
au systeme. 

Nous ne voulons rien supposer sur les lois d'aimantation du fluide; il nous 
faut donc envisager seulement les modifications dans lesquelles chaque 6lement 
de volume, en se d6pla9ant, entraine son intensit6 de polarisation; des lors, il 
est ais6 de voir que si a, c', call designent les composantes de la rotation elemen- 
taire autour d'axes respectivement paralleles a Ox, Oy, Oz, nous aurons 

sAA Bca - Cd 
B= Co - Ao', (3) 

sC Aca - Ba. 

Nous savons, d'ailleurs, que 

kay azJ 
f = azz ax 

6)= Zs _ s) 
ax ay/ 

Les 6galit6s (3) peuvent donc s'e6crire: 

,sA = a [B (aasy a (aX casz z)x ] 

S = i[A (~x - .-B (yZ ax/) J 

E:n vertu de ces 6galitEs (4), on a 

s(BZaA + Vas + AaYac)ds 
av ay, az a (&4 

+ax az 2 az ax)] 
+av[ A A F _z B ( _ aaY)1 } dv. (5) 

ctegie5au moipaz p ) 

Trnsformonse cette 6galit6s (5),o au oe n6rtosprpris 
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Imaginons que le d6placement dont les composantes sont vx, sy, &z, varie 
d'une maniere continue d'un point 'a 'autre du fluide, sauf aux divers points 
d'une surface fermree Z tracee 'a l'interieur du fluide; soient: 

v la demi-normale a la surface 2, dirig6e vers l'interieur de cette surface. 
vI la demi-normale a la surface 2, dirig6e vers 1'exterieur de cette surface. 
Sx, 3y, Sz, les composantes du deplacement a la face interne de la surface 2. 

Y'x, 6'y, 6'z, les composantes du deplacement a la face externe de la sur- 
face 2. 

L'egalite pr6cedente peut s'ecrire 

f(a Y A + a4YcB + avc) ldv ax ay a 

J{[a ( a a ) a ( av ar)] 

+ [ a (a av_ B aV) _ a av(c V A av)j d 

+[a (Aaa _ a V) aa a-V _Baa-) AZlcl 

+ gS : [(B A a) cos (Ni, Y)(A V C a- Cos (Ni, Z)] 6x 

+ [ a B aV) cos (Ni, z) - B aV_Aav COS (N, ,Z)] 6y 

+ [A a-V_ c aV) cos (Ni, x)-(c aV B aV) cos (N7?, y)] 6z} dS 

+S [(B aV -A ) Cos (v, Y) _ (AaV_caV) cos (V, Z)] (x - 3'x) 

+ [(0 aV_ B -aV) cos (v, z) -cB axsAay COS (v, x)] (6y - 6ty) 

+[(Aaav- caa )COS(V, ) 

-(caV_ BaV) cos(v, d (z _ 'z) . (6) 

L'egalit6 (35) du Chapitre prec6dent, jointe aux egalites (1) et (6) du pr6sent 
Chapitre, permet d'ecrire explicitement la condition d'equilibre (2). 
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Cette condition (2) ne doit pas avoir lieu quels que soient Sx, Sy, 6z; ces 
quantit6s sont assujetties a deux conditions: 

10. En tout point du fluide, que l'on suppose incompressible, on doit avoir: 

- + -aX y Z0 (7) 

20. En tout point de la surface S, on doit avoir [Chapitre III, condition 
(36)]: 

cos (v, x)(x S') + cos (v, y)(Sy - S'y) + cos (v, z)(Sz - 'z)= 0. (8) 

Des lors, il doit exister: 

10. Une quantite H, fonction continue d'x, y, z, dans toute I'etendue du 
fluide; 

20. Une quantit'e 2 variable d'une maniere continue sur la surface E; 
telles que l'on ait identiquement, quels que soient Sx, Sy, Sz, 

d ;6e S ~Y 

+/r axz + aSy +azz 

+ S [cos (v, x)(x - V'x) + cos (v, y)(Sy - Yy) + cos (v, z)(4-s Yz)] dV = 0. 

Des integrations par parties permettent de transformer cette identite en 

(WGBe - S Y 

an ai[iy+ an 
dv 

-STI [cos (Ni, x) + cos (Ni, y) Sy + cos (NM, z) z] dS 

+ S (-L) [cos (v, x)(Sx-St') + cos (v, y)Q(y - S'y) 

+ cos (v, z)(Sz - 'z)] d; = 0. (9) 

L'egalite (35) du Chapitre precedent, jointe aux egalit6s (1), (6) et (9) du 
present Chapitre donnent: 
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an +DI T raV aA +aV aB + av ac ax- - 
DX-- ay- a x a z+_ ax) 

+ t s aZ Ba_AX aX "Aa Cav SZX 
+2 [ay x + y- ) j{(B A) cs (] 

+ Ja-l + DSaTJf aDV aA + aV aB + aV aC 
ay y- vx Vy ay- 0Y a z a y 

+ E a )cav,y av+ j( ,av Bava) 

+ la t a -B a CO ( B -) Y 

ai alp raV aA av aB a )v aCo( 

+ {(TIa)cosv,z)+-j(Av -CX) av o a(v, ) d 

+ + Li-e( A+ B +C~ 
+ {(I(-1) COS (V, y) + C2os (N, V) _oV COS((V, x) 

B ac s A alT) cos( (Syx)] 

+{[ne(I-Aa (VX)+B2Y+CAa) P( a(V COS(V,Z) PY) 

-( Z a@V COXV,Y]}-S--Z] 

+ 2te (A cos (N, , x) + B cos (Ni, y) + C cos (Ni Z))2] cos (Nil Z) 

+ E[(B0DV A Dv)cos (N,X, ) _(C av- B @1V) CO (Ni, Z)] 

+{I-2Aa+B-Pcos(Pcos(P, ()}Sz 

+~~~~~~ a7t (v GO ANs ac + O N,Y COS (Ns, Z))2 COS N Yy) 

+ Co [(C YB Z)C( Z)-( aZ-A a-y cos (Ni avCo V] 
+ : [n-E (A a~ ~ca V + B aa- + C aV os (P, Y) y') } Sy 

+2,nc (A COS (Ni, x) + B COS (Ni, Y) + C COS (Ni, Z)X O N, X) 

+ 8 [(A AViCaaV) COS (Ni, Y)-( AV_ Ca 8V COS (N, z)] 

av av oa -Pos(P Cos Sz]=O (1) ~ 

This content downloaded from 128.196.132.172 on Sat, 19 Apr 2014 16:24:57 PM
All use subject to JSTOR Terms and Conditions

http://www.jstor.org/page/info/about/policies/terms.jsp


DUHEm: Sur la pression dans les mnilieux die6lectriques ou magnetiques. 159 

Cette egalit6 doit avoir lieu quels que soient Sz, Sy, Sz; on en conclut sans 
peine que l'on doit avoir: 

10. En tout point interieur au fluide: 

ari aap a ax av)a av a( 

ed x- 
+ D v 3 vx vx a(A xY + i 3 

+ e~ a@ (BaV Aav) 'a (Aav caF]=0, (1 2 ay ix- ay az aoz- az- 

et deux autres egalites analogues. 

20. En tout point de la surface qui limite le fuide: 

[II-E (A V + B aV+cav) 

+ 27a (A cos (Ni, x) + B cos (N y ) + C cos (Ni', z))2] cos (Ni, x) 

+ Ba 
-_ 

av 
csN,y)(12) 

- (A aV_ a V) cos (N, z)] P cos (P, x), 

et deux autres 6galites analogues. 

3?. En tout point de la surface E: 

(II-t) cos (v, x) 

+ 
IF 

[( a A a 
) 

o (v y) -(A a 
V 

ca3 ) 
o ( , )] 

= 
| 

(11 - a) cos (v, y) 

+ IF CaV_Baav cos(v,z)- BaV_Aav Cos (V, X)= O, (13) 

(II-a) cos (v, z) 

+ 2 ( EV av aXv Cos ('V, X) - ( av - Bav37 cos (v, y)] = 0. 2 ~~ax jy acsv,) 

Multiplions la premiere des 6galites (13) par cos (v, x), la seconde par cos (v, y), 
la troisieme par cos (v, z); ajoutons membre a membre les r6sultats obtenus; 
nous trouvons l'egalite 

II- 0, 
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moyennant laque1le les egalites (13) deviennent: 

(B ax V-_A 
ay 

V cos (v, y) -(A -o-z- a aa) cos (V, z) = o X 

(aa B aa Cos(v, z) B a V-Aa V Cos(v,x)=O, (14) ay- az (v,x) O 
_A C _cos (v, x) -(Cav B B )cos(v,y)= 0. 

Remarquons maintenant que la surface X est entierement arbitraire; quel 
que soit le point dii fluide que l'on considere et quelle que soit la demni-droite v 
issue de ce point, on pourra faire passer la surface I par ce point, et cela de 
telle sorte qu'elle soit normale a la droite v; les 6galites (14) doivent donc 8tre 
v6rifiees en tout point du fluide, et quelle que soit la direction r; on doit done 
avoir, en tout point du fluide, 

Cav-Bav=o ay z 
Aa- = 0, (15) 

az ax 

BavZAav=o . ax ay 
Ces egalit6s, rapprochees des egalites (11), montrent que l'on doit aussi avoir, en 
tout point du fluide: 

+ Dalp (aV aA av aB av ac 1 

ax ax ax ax ay ax az ax 2 
arI + D a E (aV aA + aV aB + av ac) = (16) ay ay ax- a ay ay- aZ a-Y 
a +Da(aV aA+ VaB av ac\ _ az az ax az ayaz azi Fz 

Les egalites (15), rapprochees des egalites (1 2), montrent que l'on doit avoir, 
en tout point de la surface qui limite le fluide: 

P cos (P, x)= [ -e (A 2i + B aJV+ Cc (N,V) 1 

+ 27te (A cos (Ni, x) + B cos (Ni, Y) + C cos (Ni, z))23COS (Ni, x), 

Pcos(P,y)= [n-E(AaaV+BV+CaTh 
ai y, azi, (17) 

+ 27ze (A cos (Ni, x) + B cos (Nj, y) + C cos (Nj, z))] cos (Nj, y), 

P cos (P, Z)= [I -e (A Z + B aV+ CaV) 

+ 27tE (A cos (Nj, x) + B cos (Nj, y) + C cos (Ni, z))2] cos (Ni, z). J 
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Les 6galit6s (1 5), (16), (17) representent les conditions d'6quilibre m6canique d'un 

fluide incompressible polaris6, doug ou non de force coercitive. 
Interpr6tons ces conditions. 
Les 6galites (17) nous apprennent que, pour maintenir le fluide en 6quilibre, 

il faut appliquer en chaque point de la surface qui le termine, une pression 
normale a cette surface; la grandeur de cette pression, positive pour une pression 
dirigee vers P'interieur du fluide, est representee par l'egalite: 

P -f-e (A X A + B aV+ caV) axi ay a- 
+ 27uE (A cos (Ni, x) + B cos (N,M y) + C cos (Ni, Z))2. (18) 

On voit que la grandeur de cette _pression depend de l'orientation de l'element sur 
lequel elle agit; ce resultat remarquable est dul a M. Li6nard; le terme 

2,ne (A cos (Ni, x) + B cos (NM, y) + C cos (Ni, Z))2= 27aEM2 cos2 (M, N,) 

avait ete omis dans 1'expression de P qui est donn6e dans nos Lepons sur l'Elec- 
tricite et le Magnetisme. 

En vertu des 6galit6s (1 2), il doit exister une fonction 0 (x, y, z) telle que 
l'on ait, en tout point du fluide, 

A- e0z' 

B=-E0 av (19) 

av 

Si le-fluide conside6r est homogAne, cas auquel D est independant d'x, y, z, les 

egalit6s (16) donnent, moyennant les 6galites (19), 

d(II+D)I+ + (AdA+ BdB+CdC)=o, 

ou bien, a cause de 1'6galite 

AdA + BdB + CdC = MdM, 

d(H + DP) + odM=O. 
0 

La quantit6 M dM ne pourrait etre une diff6rentielle totale, si 0 dependait 
0 

21 
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162 DUHEM: Sur la pression- dans les milieux di6lectriques ou magnetiques. 

de x, y, z, autrement que par l'interm6diaire de la variable M. II existe done 
un:e fonction ? (M) telle que l'on ait, en chaque point du fluide 

0 (x, y, z) = 0 (M) 

en sorte que les 6galites (19) peuvent s'ecrire: 

A=--eQE (M) aV,] 

B =-e3 (M) a- (20) 

c= &EO(M) aav 
C 

Ainsi, lorsqu'un fluide, meme doug de force coercitive, est en gquilibre, la polari- 
sation y est distribuee comme elle le serait -sur un fluide parfaitement doux, de meme 
forme, dont le coefficient de polarisation serait une fonction, convenablement choisie, de 
l'intensitg de polarisation; le choix de cette fonction e (M) ne d4pend _pas seulement 
de la nature du fluide etudi6; il peut d6pendre de la suite des modifications qui ont 
amen6 le.fluide a l'tat d'gquilibre. 

C'est le resultat fondainental que nous avions obtenu, dans nos Le9ons sur 
l'Electricite et le Magne"tisme, par une analyse moins generale et moins rigoureuse. 

Tout ce qui pr6c'de suppose le systame reduit a un fluide unique. 
Imaginons maintenant qu'il soit forme de deux fluides en contact, 1 et 2. 

Pour chacun de ces deux fluides, on aura a ecrire des 6galites analogues aux 
egalites (15), (16) et (17), en affectant les quantites qui y figurent de l'indice 1 
pour le pnemier fluide et de l'indice 2 pour le second; en outre, nous devrons 
avoir, en tout point de la surface de contact 812 des deux fluides: 

il- H2 = .e [(A1 a + B1 - 4 X) _-(A aV+ B2 av++ C2 )] 

27Ee [(A1 cos (N1, x) + B1 cos (N1, y) + C1 cos (N1, Z))2 

-(A2 cos (N2, x) + B2 cos (N2, y) + C2 cos (N2, Z))2]. 

L'etablissement de cette condition ne presente aucune difficulte. 
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CHIAPITRE V. 

Les Fluides parfaitement doux. 

Prenons un systeme forme de deux fluides, 1 et 2, denues de force coercitive 
et compressibles: Si nous n6gligeons les actions capillaires, le Potentiel Thermo- 
dynamique Interne de ce syst'eme pourra se mettre sous la forme 

F =fcp (Dl) dvl +f(P2 (D2) dv2+ Y+ F1 (Ml, D1) dvl +fF2 (M2, D2) dv2. (1) 

Quant au travail virtuel dC3e des forces exterieures, il sera donne comme au 
chapitre precedent, par 1'expression 

dtNe=f Di (a SX+ atSy + a3tISz) dv1 

Jx + ay + a'sz) dv2 

+S P [COS (F, $) & + cos (P, y) Sy + cos (P, z) Sz] d81 

+S P [cos (P, x) h3 + cos (P, y) Sy + cos (P, z) 3z] d82. (2) 

Les conditions d'equilibre du systeme s'obtiendront en exprimant que 1'egalite 

dre SF_O (3) 

est verifiee pour toutes les modifications virtuelles du systeme. 
Il nous est loisible de considerer d'abord les seules modifications dans les- 

quelles chaque 6l6ment mat6riel garde un volume invariable et entraine avec lui 
sa polarisation; 1'6galite (3), appliqu6e a de semblables modifications, donne les 
egalites (15), (16), (17), et (21) du Chapitre prec6dent a titre de conditions neces- 
saires, mais non suffisantes, de l'eqiilibre. 

Ecrivons maintenant 1'expression generale de d6,e - SF. 
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Nous avons 

SD =D1 ax8 + aaSy + aazz (4 

=2 D2 NX + aSy + fZ 

=A SA, + 0B1 + Cl 

SM2= A2 MA2 + B2 0B2 + 02 632. 
7N2 M2 

Si donc nous definissons les deux fonctions f1 (M1, D1), f2 (M2, D2) par les 6galit6s 

1 _ 1 aF1(Ml, DI) 
f1(M1, D1) M1 aD ' 

1 __ 1 aF2 (M2, D2) ( 

f2(M2, D2) M2. aD2 

nous aurons, en general, 

= 3 Y+ f(MI D1) (A1,A, + B16B1 + C13C6) dv1 

+f2(M D2) (A2SA2 + B2SB2 + C2C2) dV2 

+fp2 (D2)-D2)dD9)+I2(M2,D2)-D2 af2(M2 

Observons que l'on a identiquement x~3+ ~d2 7 

A1 (B1 0 ) +dB1o(,(D- A1")+ fC (A1M- B1D)-='0 (8) 

Ap (BDj" - C2) + B2 (CM- A2D) + 02 (A2D'-B2,) ? 0 

et nous verrons sans peine que les Ega1ites (35) du Chapitre III, (2) et (7) du 
present Chapitre, permettent d'&crire 1'egalite (3) sous la forme: 
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f{[4e + A(M - D1) ]A1A + + f(M D1)] AB, 

+ [6 a+ AA(M D1)lAcdvl 

( (DI) 
- d(D) +f (MlQDD fi (M, DI)1 

+JL~Pi dD1 ID 

+etc. +S + 

+ E [ x C1) + - ( A1') + a(A,/' - B1w)] dvl 

+pJ [D1a E (al aA aV aB1 aV aci)] $ 

_a aV MA aV aBL aS aCi + Da + V +)] T}Y +y ax( oy a y B a yZ ay 

+ [D aT -Ea (avAl aV aaB + v aacl Sz dvi 

_ DX (A +B z ay a-z )] z 

-P [cos (P, x) Sx + cos (P, y) Sy + cos (P, z) z] dS1 

+ etc. 

+ S [2,e (A cos (Nj, x) + B1 cos (N1, y) + C, cos (N1, Z)) 

-2ne (A2 cos (N2, x) + B2 cos (N2,-y) + C2 cos (N2, z))2 

-e6(A av+ B a+ a VA aBV-C2 acv)]3NdS2 (9) 
yl~ 1 2l 2~ 27y 

Dans cette egalite, on a pose, pour abreger, 

AA = SA -(Bcal Cot/) , 
AB = B -(Cca - Aa"), 2 (10) 
AC = SC -(Aca' -Bwi) f 

L'egalite (9) est generale; supposons maintenant verifiees les egalites (15), 
(16), (17) et (21) du Chapltre precedent, que nous savons etre necessaires pour 
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1'equilibre du systeme; il est aise de voir que ces egalites expriment simplement 
que l'on a identiquement 

e, V(Blcall - Clca') ? - (Cl( - Ald") + aY(Alx'-B1&)] d 

+ [DI 
az -EaV Ml + aa-V aBl + a'v aci) ,Nx 

azp aV aAl aV aBy az ay/ 

+ SJ I [27 (A1 COS (jM, -) + Brcos (Ne, y) + CZ COS (Ni, Z))2 
(A1 air + a aa-F + 0aVa)] a 

-P [cos (F, z) Sx + cos (P, y) Sy + cos (P, z) Sz] . d8 

+ etc. 

+ S [27tE (A1 cos (N1, x) + B1 cos (N1, y) + C1 cos (N1, z))2 

-27e (A2 cos (N2, x) + B2 cos (N2, y) + C2 cos (N2, z))2 

-e (Ala-+Bl y+Ci-- A2-_ B2 C 0 )] 3N1 d812 

f(1ll (asx + asy + dv 

+fn2 ( ay + + TZ 
Lors done que les 6galit6s (15), (16), (17) et (21) du Chapltre precedent sont 

supposees verifiees, 1'egalite (9) peut s'ecrire: 

; {[ea-0+ i (1 1) /1 +[eay+ f (M1D )I I AB 

x f, (MI + DI) + fi(MI D)]j C} 

+J l0 (Dj) - 1 (Pl (1) 
z f(M,D 

mJLc dDl 

+ fi (M1, D1) -D1 af1 (MI D + dav1 + a6y + asz l +D etC,-Oay az 
+ etc. = 0. (i 
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Il est evident que la dilatation cubique aSx + a+ z a une valeur 

arbitraire en tout point des fluides 1 et 2. SA1, SB1, SC,, ayant des valeurs 
arbitraires, il en est de meme, en vertu des 6galites (10) de AA1, AB1, AC1. 
Donc, pour que l'6galite (11) ait lieu, il faut et il suffit: 

10. Que l'on ait, en tout point du fltide 1, 

A1 = -Ef (M1, D1) a , I ax 
B, = -Ef (Ml, Di) a, V 

(12) 

Ci = -efi (Ml D1) a- az 
et, en tout point dufluide 2, 

A2 -f2 (M2, D2) ax'] 

B ~~~~ai (1 2 bis) 
B2=-eA (M2,D2) a,y 
C2 -e f2(M2 D2) az J 

20. Que l'on ait, en tout point du fluide 1, 

l (DI) - DI dDo ) + f1 (Ml, DI)-DD af1 (Ml D1) + r11=0 (13) 

et, en tout point dufluide 2, 

02 (D2)-D2 d (D2) + Af2(M2, D2)-D2 af2 (M2 D2) + 12= 0. (13 bis) dD2 a2 

Si l'on observe que les conditions (12) et (12 bis) entrainent les egalites (15) 
du Chapitre pr6cedent, on voit que les conditions necessaires et suffisantes pour 
l'equilibre d'un systeme de fluides compressibles et denues de force coercitive, sont 
donn6es par les 6galite's (12), (12 bis), (13), (13 bis) du pr6sent Chapitre, jointes 
aux e6galites (16), (17) et (21) du CIhapitrepr6cecdent. 

Les egalites (12) et (12 bis) ont joue un role fondamental dans toutes nos 
etudes sur les corps magnetiques ou dielectriques; quant aux egalites (13) et 
(13 bis), nous avons signale leur importance dans nos Legons sur l'Electricite et le 
Magn6tisme. 
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